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Дисертацiя присвячена розробленню квантово-статистичної теорiї рiвно-

важних характеристик та дифузiйних процесiв у просторово обмежених мета-

левих системах на основi базисного пiдходу та методiв нерiвноважного статис-

тичного оператора Зубарєва i функцiонального iнтегрування.

Використовуючи модель напiвобмеженого «желе» як базисну, отримано

новi вирази для термодинамiчного потенцiалу та s-частинкової функцiї роз-

подiлу електронiв напiвобмеженого металу з урахуванням дискретностi iон-

ної пiдсистеми. Цi формули мають вигляд розвинень за степенями «рiзницево-

го потенцiалу». Показано, що нелокальнiсть псевдопотенцiалу призводить до

необхiдностi розглядати недiагональнi елементи матрицi густини електронiв.

Отримано новий аналiтичний вираз для термодинамiчного потенцiалу на-

пiвобмеженого металу в межах моделi «желе», на основi якої розраховано хi-

мiчний потенцiал, внутрiшню та поверхневу енергiї, яка є додатною для всiх

значень радiуса Вiгнера–Зейтца. Показано, що у певних наближеннях термо-

динамiчний потенцiал та внутрiшню енергiю можна подати у виглядi функцiо-

налу вiд унарної та бiнарної функцiй розподiлу електронiв. Дослiджено вплив

мiжелектронної кулонiвської взаємодiї на хiмiчний потенцiал та поверхневу

енергiю. Виявлено, що врахування кулонiвської взаємодiї призводить до змен-

шення хiмiчного потенцiалу електронiв та появи мiнiмума поверхневої енергiї.

Оскiльки система завжди прагне перейти у стан з мiнiмальною енергiєю, то

мiнiмум поверхневої енергiї розглянуто як самоузгоджену умову для знаход-

ження висоти потенцiального бар’єру, яким змодельовано поверхневий потен-
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цiал. Розраховано унарну функцiю розподiлу електронiв у моделi напiвобмеже-

ного «желе» та показано, що врахування кулонiвської взаємодiї призводить до

збiльшення перiоду загасаючих осциляцiй унарної функцiї навколо свого зна-

чення в глибинi металу, яке дорiвнює одиницi; збiльшення висоти потенцiаль-

ного бар’єру призводить до бiльш швидкого загасання функцiї розподiлу бiля

краю «желе». Показано, що врахування кулонiвської взаємодiї мiж електро-

нами призводить до збiльшення вiддалi вiд поверхневого потенцiалу до краю

«желе» та її нелiнiйної поведiнки як функцiї радiуса Вiгнера—Зейтца, тодi як в

невзаємодiючiй системi ця залежнiсть є лiнiйною.

Вперше з коректним врахуванням умови електронейтральностi розрахова-

но ефективний потенцiал парної мiжелектронної взаємодiї, хiмiчний потенцiал

та роботу виходу для тонкої металевої плiвки, яка розглядається у межах моделi

«желе» та знаходиться у вакуумi або на дiелектричному пiдкладi, та дослiджено

вплив на них товщини плiвки. Розрахунок хiмiчного потенцiалу електронiв ме-

талевої плiвки показав, що врахування кулонiвської мiжелектронної взаємодiї

призводить до пiдсилення осциляцiйного квантово-розмiрного ефекту. Показа-

но, що коректне врахування умови електронейтральностi забезпечує правильну

поведiнку хiмiчного потенцiалу та роботи виходу. Дослiджено перiод чергуван-

ня пiкiв хiмiчного потенцiалу як функцiю радiуса Вiгнера–Зейтца. У разi невза-

ємодiючої системи електронiв цей перiод зростає лiнiйно зi зростанням радiуса

Вiгнера–Зейтца. Врахування ж кулонiвської взаємодiї призводить до зростання

середньої вiддалi мiж електронами i перiод, як функцiя радiуса Вiгнера–Зейтца,

зростає швидше, нiж лiнiйно. Виявлено, що врахування кулонiвської взаємодiї

призводить до дуже доброго узгодження цього перiода з експериментальними

даними для перiода коливань провiдностi платинової плiвки.

Розраховано ефективнi потенцiали мiжелектронної, мiжiонної та електрон-

iонної взаємодiй та дослiджено вплив на них площини подiлу «метал–вакуум»

та поправки на локальне поле. Показано, що врахування кулонiвської взає-

модiї в хiмiчному потенцiалi призводить до поглиблення та зсуву потенцiаль-

них ям ефективних потенцiалiв мiжелектронної та мiжiонної взаємодiй порiв-
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няно з розрахунками без її врахування. Дослiджено поведiнку ефективних по-

тенцiалiв мiжелектронної, мiжiонної та електрон–iонної взаємодiй вiд вiддалi

мiж частинками в площинi подiлу та нормальних до площини подiлу координат

частинок. У глибинi металу ефективнi потенцiали цих взаємодiї є центрально

симетричними, немає впливу площини подiлу, а з наближенням частинки до

площини подiлу ця симетрiя поступово втрачається. Внаслiдок такої поведiнки

ефективних потенцiалiв бiля поверхнi металу виникають додатковi механiчнi

напруження, якi можуть призводити до перебудови ґратки, появи трiщин та

iнших дефектiв.

Розвинуто квантово-статистичну теорiю опису електродифузiйних та

в’язко-еластичних електронних процесiв напiвобмеженого металу з урахуван-

ням дискретностi iонної пiдсистеми металу. Отримано узагальненi рiвняння

опису цих процесiв з урахуванням динамiчного екранування. Знайдено нерiв-

новажний статистичний оператор у гаусciвському та наступному за ним наб-

лиженнях за динамiчними електронними кореляцiями. Отримано узагальненi

рiвняння нелiнiйної гiдродинамiки для нерiвноважних середнiх значень густин

електронiв та їх iмпульсу, якi можуть застосовуватись для опису сильно нерiв-

новажних процесiв для електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу.

Отримано систему рiвнянь типу Кеттано опису взаємодiї газової фази з ка-

талiтичною поверхнею металу з урахуванням адсорбцiйних, десорбцiйних та

хiмiчних реакцiй мiж адсорбованими атомами. Отримано узагальненi рiвняння

переносу для середнiх нерiвноважних значень густин неадсорбованих i адсор-

бованих атомiв для узгодженого опису атомних реакцiйно-дифузiйних процесiв

у системi «метал–адсорбат–газ» у статистицi Ренi, якi у разi q = 1 спiвпадають

iз рiвняннями реакцiйно-дифузiйних процесiв у статистицi Гiббса. Отриманi

рiвняння є нелiнiйними та просторово неоднорiдними, можуть описувати як

сильно, так i слабо нерiвноважнi процеси.

Побудовано математичну модель реакцiйно-дифузiйних процесiв для ме-

ханiзму Ленгмюра–Гiншелвуда на поверхнi металевого каталiзатора, яка дає

можливiсть врахувати особливостi протiкання хiмiчних реакцiй типу окиснен-
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ня на поверхнi платинового каталiзатора. Обґрунтовано та побудовано мате-

матичну модель реакцiйно-дифузiйних процесiв окиснення CO для механiзму

Ленгмюра–Гiншелвуда на двовимiрнiй поверхнi платинового каталiзатора, яка

враховує скiнченнiсть швидкостi десорбцiї продукту окиснення (CO2) з поверх-

нi каталiзатора.

Отримано узагальненi рiвняння переносу, якi узгоджено описують в’язко-

еластичнi електроннi процеси iз дифузiйно-електромагнiтними процесами для

атомiв–промоторiв (магнiтних диполiв) на поверхнi металу та iз реакцiйно-

дифузiйними процесами для адсорбованих на поверхнi металiв атомiв.

Розроблено пiдхiд для розрахунку площi поперечного перерiзу розсiяння

iонiзованих атомiв на вiстрi польового iонiзацiйного детектора, що полягає у

поєднаннi класичного опису процесу наближення атома до вiстря та кванто-

вого опису процесу iонiзацiї атома, за допомогою якого розраховано значення

площi поперечного перерiзу розсiяння iонiзованих атомiв гелiю, якi задовiльно

узгоджуються з експериментальними даними.

Отримано новi узагальненi рiвняння переносу у дробових похiдних для

класичної системи частинок в статистицi Ренi, у разi дифузiйних процесiв от-

римано узагальненi рiвняння дифузiї у дробових похiдних, зокрема, узагаль-

ненi рiвняння дифузiї типу Кеттано, Максвелла–Кеттано для систем з часовою

та просторовою нелокальнiстю. На основi узагальненого рiвняння електроди-

фузiї типу Кеттано для систем з часовою та просторовою нелокальнiстю роз-

раховано субдифузiйний iмпеданс для мультишарової системи GaSe з iнкапсу-

льованим β-циклодекстрином, якi якiсно узгоджуються з експериментальними

даними.

Ключовi слова: обмежений метал, металева плiвка, псевдопотенцiал, рiв-

няння переносу, ефективнi потенцiали взаємодiї, модель «желе».
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ABSTRACT

Markovych B. M. Quantum-statistical description of equilibrium characteristics

and diffusion processes in spatially limited metal systems. – Qualifying scientific

work on the rights of the manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Sciences in Physics and mathematics on

the speciality 01.04.02 – Theoretical Physics (104 – Physics and Astronomy). – Lviv

Polytechnic National University. – Institute for Condensed Matter Physics of the

National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2019.

The thesis is devoted to the development of a quantum-statistical theory of

equilibrium characteristics and diffusion processes in spatially limited metal systems

by using the reference system approach, the Zubarev’s non-equilibrium statistical

operator method, and the functional integration method.

By using the semi-infinite jellium as the reference system, analytic equations

for the thermodynamic potential and the s-particle distribution function of electrons

of semi-infinite metal are obtained, taking into account discreteness of an ion

subsystem. These equations are the power expansions of “the difference potential.”

It is shown that the non-locality of pseudopotential leads to the need to account for

non-diagonal elements of the electron density matrix.

A new analytical equation for the thermodynamic potential of semi-infinite

metal is obtained within the jellium model, on the basis of which the chemical

potential, internal and surface energies are calculated. The calculated surface energy

of the semi-infinite jellium is positive for all values of the Wigner–Seitz radius. It is

shown that in some approximations, the thermodynamic potential and internal energy

can be presented as a functional of the one-particle and two-particle distribution

functions of electrons. The influence of the Coulomb interaction between electrons

on the chemical potential and the surface energy is estimated. It is found that

taking into account the Coulomb interaction leads to a decrease in the chemical

potential of electrons and the appearance of a minimum of the surface energy. Since

a system always tends to a state with minimal energy, the minimum surface energy

is considered as a self-consistent condition for finding the height of the potential
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barrier, which is used as the surface potential. The one-particle distribution function

of electrons within the semi-infinite jellium is calculated and it is shown that taking

into account the Coulomb interaction leads to increase in the period of the decay

oscillations of this function around its value in the depth of the metal, which is equal

to the unit; increase in the height of the potential barrier leads to a faster attenuation

the one-particle distribution function near the jellium edge. It is shown that taking

into account the Coulomb interaction between electrons leads to an increase in the

distance from the surface potential to the jellium edge and its nonlinear behavior

as a function of the Wigner–Seitz radius, whereas in the non-interacting system this

dependence is linear.

For the first time, the chemical potential and the work function considered

within the jellium model for a metal film which is either in the vacuum or

on a dielectric substrate, are calculated with the correct taking into account the

electroneutrality condition. An effect of the film thickness on the chemical potential

and the work function is studied. The calculation of the chemical potential of

electrons in a metal film has shown that taking into account the Coulomb interaction

between electrons increases the oscillatory quantum size effect. It is shown that the

correct account for the electroneutrality condition provides a correct behavior of

the chemical potential and the work function. The alternation period of peaks of

the chemical potential as a function of the Wigner–Seitz radius is investigated. In

the case of a non-interacting electron system, this period increases linearly with the

growth of the Wigner–Seitz radius. The taking into account the Coulomb interaction

leads to an increase in the mean distance between electrons and the period, as a

function of the Wigner–Seitz radius, increases faster than linearly. It is found that

taking into account the Coulomb interaction leads to a very good agreement of this

period with experimental data for the oscillation period of the conductivity of the

platinum film.

The effective potentials of the electron–electron, ion—ion, and electron–ion

interactions are calculated and the influence of the metal–vacuum separation plane

on these potentials and the local field correction are investigated. It is shown that
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taking into account the Coulomb interaction into the chemical potential leads to

deepening and shift of potential wells of effective potentials of electron–electron

and ion–ion interactions compared to calculations without its consideration. The

behavior of the effective potentials of electron–electron, ion–ion and electron–ion

interactions from the distance between particles in the metal–vacuum separation

plane and coordinates of particles, which are normal to this plane, is investigated.

In depth of the metal, the effective potentials of these interactions are centrally

symmetric, there is no influence of the metal–vacuum separation plane, and with the

particle approaching this plane, this symmetry is gradually lost. Due to such behavior

of the effective potentials at the metal–vacuum separation plane, there are additional

mechanical stresses that can lead to a reconstruction of a lattice, appearance of

cracks and other defects.

A quantum-statistical theory of electro-diffusion and viscoelastic electron

processes of semi-infinite metal is developed, taking into account the discreteness

of the ion subsystem of the metal. The generalized equations of these processes

are obtained taking into account dynamic screening. A non-equilibrium statistical

operator in the Gaussian approximation and the next approximation using

dynamic electron correlations is found. The generalized equations of nonlinear

hydrodynamics for non-equilibrium average values of electron density and

momentum are obtained, which can be used to describe strongly non-equilibrium

processes for the electron subsystem of semi-infinite metal.

A system of Cattaneo-type equations is obtained for the description of the

interaction of the gas phase with the catalytic metal surface, taking into account

adsorption, desorption, and chemical reactions between adsorbed atoms. The

generalized transport equations are obtained for the average non-equilibrium values

of densities of non-adsorbed and adsorbed atoms for a consistent description of

atomic reaction-diffusion processes in the system “metal–adsorbate–gas” within the

Rényi statistics. In the case q = 1, these equations coincide with the equations

of reaction-diffusion processes within the Gibbs statistics. The obtained equations

are nonlinear and spatially inhomogeneous, both strong and weak non-equilibrium
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processes can be described by them.

A mathematical model of reaction-diffusion processes for the Langmuir–

Hinshelwood mechanism on the metal catalyst surface is constructed, which enables

us to take into account peculiarities of the course of the chemical reactions of

oxidation-type on the platinum catalyst surface. The mathematical model of reaction-

diffusion processes of CO oxidation for the Langmuir–Hinshelwood mechanism on

a two-dimensional surface of the platinum catalyst, which takes into account the

finiteness of the desorption rate of the oxidation product (CO2) from the catalyst

surface, is constructed.

The generalized transport equations are obtained, which consistently describe

viscoelastic electron processes with diffusion-electromagnetic processes for atoms-

promoters (magnetic dipoles) on the metal surface and with reaction-diffusion

processes for the adsorbed atoms on the metal surface in catalytic processes.

An approach is developed for calculating the cross-sectional area of scattering

of ionized atoms on the field ionization tip, which is a combination of the classical

description of an atom’s approaching the tip and the quantum description of the

ionization of an atom. Using this approach, the values of the cross-sectional area

of scattering of ionized helium atoms are calculated, which are in satisfactory

agreement with experimental data.

New generalized transport equations with fractional derivatives for a classical

system of particles within the Rényi statistics are obtained. In the case of

diffusion processes, the generalized diffusion equations with fractional derivatives,

in particular, the generalized diffusion equations of the Cattaneo-type, Maxwell–

Cattaneo-type for systems with time and spatial nonlocality are obtained. Based

on the generalized Cattaneo-type electrodiffusion equation for systems with time

and spatial nonlocality, subdiffusion impedance for a GaSe multilayer system

with encapsulated β-cyclodextrin is calculated; the qualitative agreement with

experimental data is established.

Keywords: limited metal, metal film, pseudopotential, transport equation,

effective interaction potentials, jellium model.
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Zdrój, Poland; 2–5 September, 2011). Book of Abstracts. – 2011.

41. Kostrobij P. P., Markovych B. M. Semi-infinite jellium: thermodynamic charac-

teristics // The 4th Conference of Statistical Physics: Modern Trends and Appli-

cations: Programme and abstracts (3–6 July 2012, Lviv, Ukraine). — Lviv. —

2012. — P. 144.

42. Костробiй П., Маркович Б., Задворняк I. Дослiдження впливу зовнiшньоrо

електpичноrо поля на напiвобмежений метал // VIII International Conference

POROUS МАТЕRIALS: Theory and Experiment (INTERPOR’ 12) (18–22

September 2012, Lviv–Briukhovychi, Ukraine). – Lviv–Briukhovychi, 2012. –

P.71.

43. Kostrobij P. P., Markovych B. M. Semibounded metal in external electric field //

XIV International Conference on the Physics and Technology of Thin Films and

Nanosystems (ICPTTFN-XIV) (20–25 May 2013, Ivano-Frankivsk, Ukraine).

— Iвано-Франкiвськ: Видавництво Прикарпатського нацiонального унiвер-

ситету iменi Василя Стефаника. — 2013. — С. 172.

44. Markovych B. M., Zadvornyak I. M. An effective potential of electron-electron

interaction in semi-infinity electron gas taking into account the local field

approximation // Program & Abstracts of V Young Scientists Conference

“Problems of Theoretical Physics” (Kyiv, December 24–27, 2013). — Kyiv. —

2013. — P. 105.

45. Markovych B. M., Zadvornyak I. M. Investigation the influence of external static

electric field on semi-infinity electron gas // Proceedings of the X International

conference “Electronics and applied physics” (October, 22–25, 2014, – Kyiv,

Ukraine). – Kyiv, 2014. – P. 50–51.

46. Костробiй П. П., Маркович Б. М. Поверхнева енергiя металу в моделi на-

пiвобмеженого «желе». Модель прямокутного бар’єру // Науково-технiчна

конференцiя “Мiкро- та нанонеоднорiднi матерiали: моделi та експери-

мент” (INTERPOR’15) (Львiв, 22–24 вересня 2015). Збiрник матерiалiв. —

Львiв: Видавництво Нацiонального унiверситету «Львiвська полiтехнiка».

— 2015. — С. 91.

47. Kostrobij P. P., Markovych B. M. Surface energy of semi-infinite jellium //



14

Bogolyubov Conference: Problems of Theoretical Physics dedicated to the 50th

anniversary of the Bogolyubov Institute for Theoretical Physics of the NAS of

Ukraine (Kyiv, 24–26 May 2016). Program & Abstracts. — 2016. — P. 18.

48. Костробiй П., Маркович Б. Моделювання впливу поверхнi на характери-

стики напiвобмеженого металу // Мiжнародна наукова конференцiя “Су-

часнi проблеми термомеханiки” (22–24 вересня 2016 р. Львiв, Україна).

Сучаснi проблеми термомеханiки. Збiрник наукових праць / за заг. ред.

Р. М. Кушнiра [Електронний ресурс] // Iнститут прикладних проблем ме-

ханiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України. – 2016. – Режим

доступу: www.iapmm.lviv.ua/MPT2016. – С. 93.

49. Kostrobij P., Markovych B. Effect of Coulomb interaction on chemical potential

of metal film // Ulam Computer Simulations Workshop (Lviv, 21–24 June 2017).

Programme and Abstracts. — 2017. — P. 66.

50. Kostrobij P., Markovych B. Effect of Coulomb interaction on chemical potential

of metal film // Joint Conferences on Advanced Materials and Technologies:

The 14th Conference on Functional and Nanostructured Materials – FNMA’17,

The 17th International Conference on Physics of Disordered Systems – PDS’17

(25–29 September 2017, Lviv & Yaremche, Ukraine). Abstract Book. — 2017.

— P. 87–88.

51. Костробiй П., Маркович Б. Вплив поверхнi на розподiл густини маси в

твердих тiлах // Мiжнародна наукова конференцiя “Сучаснi проблеми

термомеханiки” (22–25 травня 2018 р. Львiв, Україна). Сучаснi пробле-

ми термомеханiки. Збiрник наукових праць / за заг. ред. Р. М. Кушнiра

[Електронний ресурс] // Iнститут прикладних проблем механiки i ма-

тематики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України. – 2018. – Режим доступу:

www.iapmm.lviv.ua/mpmm2018. – С. 240.

52. Костробiй П., Маркович Б., Вiзнович О., Токарчук М. Узагальненi рiвняння

переносу з просторово-часовою нелокальнiстю // Мiкро- та нанонеодно-

рiднi матерiали: моделi та експеримент (Львiв, 17–18 вересня 2018). Ма-

терiали Мiжнародної наукової конференцiї. – Львiв: Растр–7, 2018. –С. 12.

53. Kostrobij P., Kurylyak I., Markovych B. The chemical potential and the work

function of a metal film on a dielectric substrate // Clusters and nanostructured

materials (CNM-5’2018) (Uzhgorod, 22–28 October 2018). Program and

Materials. — 2018. — P. 149–150.



ЗМIСТ

ВСТУП 18

1. ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ 31

1.1. Квантово-статистичний опис напiвобмеженого металу . . . . . . 31

1.2. Статистичний опис дифузiйних процесiв . . . . . . . . . . . . . . 44

2. ТЕРМОДИНАМIЧНИЙ ПОТЕНЦIАЛ ТА ПОВЕРХНЕВА ЕНЕРГIЯ НА-

ПIВОБМЕЖЕНОГО «ЖЕЛЕ» 56

2.1. Термодинамiчний потенцiал невзаємодiючої системи . . . . . . . 57

2.2. Розрахунок термодинамiчного потенцiалу взаємодiючої системи . 61

2.3. Середнє вiд оператора кiлькостi електронiв та хiмiчний потенцiал 72

2.4. Внутрiшня та поверхнева енергiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

2.5. Двочастинкова кореляцiйна функцiя електронiв . . . . . . . . . . 89

2.6. Ефективний потенцiал парної мiжелектронної взаємодiї . . . . . 92

2.7. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

3. МЕТАЛЕВА ПЛIВКА В МЕЖАХ МОДЕЛI «ЖЕЛЕ» 101

3.1. Модель металевої плiвки у вакуумi . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

3.2. Ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї . . . . . . . . . 104

3.3. Рiвняння для хiмiчного потенцiалу . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

3.4. Результати розрахункiв хiмiчного потенцiалу та ефективного по-

тенцiалу мiжелектронної взаєиодiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

3.5. Модель металевої плiвки на дiелектричному пiдкладi, робота ви-

ходу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

3.6. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

4. ТЕРМОДИНАМIЧНИЙ ПОТЕНЦIАЛ ТА ФУНКЦIЇ РОЗПОДIЛУ

ЕЛЕКТРОНIВ НАПIВОБМЕЖЕНОГО МЕТАЛУ 128

4.1. Модель напiвобмеженого металу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

15



16

4.2. Велика статистична сума . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

4.3. Ефективний потенцiал парної мiжiонної взаємодiї . . . . . . . . . 138

4.4. Ефективний потенцiал електрон–iонної взаємодiї . . . . . . . . . 145

4.5. Функцiї розподiлу електронiв напiвобмеженого металу . . . . . . 150

4.6. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

5. ЕЛЕКТРОННI НЕРIВНОВАЖНI ВЛАСТИВОСТI МЕТАЛЕВИХ ПIД-

КЛАДIВ З ВРАХУВАННЯМ СТРУКТУРИ ГРАТКИ 162

5.1. Електродифузiйнi процеси . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

5.2. В’язко-еластичнi процеси . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

5.3. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

6. НЕРIВНОВАЖНИЙ КВАНТОВО-СТАТИСТИЧНИЙ ОПИС РЕАКЦIЙ-

НО-ДИФУЗIЙНИХ ПРОЦЕСIВ У СТАТИСТИКАХ РЕНI ТА ГIББСА 193

6.1. Нерiвноважний статистичний оператор для системи «метал–

адсорбат–газ» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

6.2. Реакцiйно-дифузiйнi процеси в системi «метал–промотори–

адсорбат–газ». Статистика Гiббса . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

6.3. Узагальненi рiвняння переносу для в’язко-реакцiйно-дифузiйної

моделi для системи «метал–промотори–адсорбат–газ» . . . . . . . 212

6.4. Узагальненi рiвняння переносу для параметрiв скорочено-

го опису та часових кореляцiйних функцiй в’язко-реакцiйно-

дифузiйної моделi для слабо нерiвноважних систем «метал–

промотори–адсорбат–газ» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

6.5. Рiвняння хiмiчних рекцiй типу Кеттано . . . . . . . . . . . . . . . 221

6.6. Оксидацiя CO на поверхнi платинового каталiзатора . . . . . . . 223

6.7. Сферична модель «желе» для вiстря польового iонiзацiйного де-

тектора атомiв гелiю . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

6.8. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243

7. УЗАГАЛЬНЕНI РIВНЯННЯ ТИПУ ДИФУЗIЇ У ДРОБОВИХ ПОХIД-

НИХ 246



17

7.1. Рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних для класичної системи

частинок . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246

7.2. Узагальнене рiвняння дифузiї у дробових похiдних . . . . . . . . 250

7.3. Узагальнене рiвняння електродифузiї для носiїв заряду у дробо-

вих похiдних . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257

7.4. Математичне моделювання субдифузiйних процесiв в елек-

тролiтичних системах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263

7.5. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270

ВИСНОВКИ 271

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ 274

Д1.МОДЕЛI ПОВЕРХНЕВОГО ПОТЕНЦIАЛУ 317

Д2.УНАРНА ФУНКЦIЯ РОЗПОДIЛУ ЕЛЕКТРОНIВ ТА ПАРАМЕТР ЗСУ-

ВУ МОДЕЛЬНОГО ПОВЕРХНЕВОГО ПОТЕНЦIАЛУ 321

Д3.РОЗРАХУНОК СУМ ВIД ФУНКЦIЙ РОЗПОДIЛУ ФЕРМI–ДIРАКА 324

Д3.1.
∑
k||

nα(k||),
∑
k||

∂nα(k||)/∂µ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324

Д3.2.
∑
k||

nα1
(k||)nα2

(k|| − q) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325

Д3.3.
∑
k||

∂nα1
(k||)/∂µ

(
nα2

(k||−q)+nα2
(k||+q)

)
. . . . . . . . . . . . . . 329

Д4.СПИСОК ПУБЛIКАЦIЙ ЗДОБУВАЧА ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ 333

Д5.АПРОБАЦIЯ РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ 341

Д6.АКТ ПРО ВПРОВАДЖЕННЯ РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ 343



ВСТУП

Актуальнiсть теми. Розвиток сучасної технiки та технологiй ставлять

завдання отримати матерiали з передбаченням їх властивостей, побудови при-

строїв, суттєвими рисами яких є сильна просторова неоднорiднiсть та макро-

скопiчний прояв квантових ефектiв. Незважаючи на значнi досягнення фiзики

конденсованого стану речовини, фактично на початковому етапi свого розвит-

ку залишається мiкроскопiчна теорiя неоднорiдних систем. Причиною цього є

надзвичайна складнiсть теоретичного дослiдження рiвноважних та нерiвноваж-

них властивостей просторово обмежених металiв внаслiдок вiдсутностi транс-

ляцiйної iнварiантностi. Ця обставина суттєво ускладнює послiдовне врахуван-

ня багаточасткових ефектiв в електроннiй пiдсистемi. Найбiльшi успiхи у до-

слiдженнi електронних властивостей просторово обмежених металiв досягнутi

в теорiї функцiоналу густини (DFT) [1–5]. Однак дослiдження властивостей

просторово обмежених металiв з врахуванням дискретностi iонної пiдсистеми

є проблематичним у цiй теорiї, оскiльки не iснує однозначної методики побу-

дови необхiдних функцiоналiв енергiї.

Бурхливий розвиток нанотехнологiй за участю процесiв осадження ме-

талiв на рiзних пiдкладах потребує теоретичного аналiзу та розумiння елек-

тронних ефектiв у нанокластерних та наноплiвкових структурах. Якщо розмiр

наноструктури спiвмiрний iз вiдповiдною довжиною хвилi Фермi електронiв

у нiй, то рiзнi фiзичнi властивостi можуть сильно залежати вiд розмiру цiєї

наноструктури. Таке явище називається «квантово-розмiрний ефект» [6–8] i є

характерним для багатьох фiзичних характеристик металевих наноплiвок, на-

приклад, термодинамiчної стiйкостi, електричного опору, роботи виходу, по-

верхневої енергiї i т.д. Внаслiдок суттєвих вiдмiнностей властивостей метале-

вої наноструктури вiд об’ємних властивостей макроскопiчного зразка цього ж

матерiалу, їх дослiдження становлять значний теоретичний та експерименталь-

18
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ний iнтерес.

Актуальними також залишаються дослiдження нерiвноважних процесiв

електронної пiдсистеми просторово обмежених металiв, якi є важливими у ка-

талiтичних процесах, для формування наноструктур у нанотехнологiях. Для

опису нерiвноважних процесiв (дифузiї, адсорбцiї, десорбцiї) для просторово

неоднорiдних електрон–атомних систем iснують та розвиваються рiзнi теоре-

тичнi пiдходи, зокрема широко використовується часовозалежна теорiя функ-

цiоналу густини (TDDFT) [9–16], яка за роки свого розвитку продемонструвала

значнi досягнення та продовжує розширювати свої межi застосувань [17]. Важ-

ливо зазначити, що TDDFT у своїй основi має таку ж iдею та подiбну стратегiю

дослiджень, як i DFT [1–5], внаслiдок цього обидвi теорiї мають спiльнi пробле-

ми [15]. Проблеми формулювання часовозалежної теорiї функцiоналу густини

розглянуто у працi [9], радикального формулювання — у працi [16], перефор-

мулювання TDDFT критично проаналiзовано у працi [15]. Ймовiрне вирiшення

цих проблем може полягати у побудовi послiдовної теорiї нерiвноважних про-

цесiв.

За допомогою метода нерiвноважного статистичного оператора Зубарє-

ва [18–21] у працях [22–24] розвинуто квантово-статистичну теорiю опису

нерiвноважних процесiв у системах «метал–адсорбат–газ». Зокрема, самоузгод-

жений опис атомної та електронної пiдсистем при дослiдженi нерiвноважних

процесiв подано у працi [22], причому проведено кiнетичний опис електронних

процесiв. У процесах адсорбцiї, десорбцiї, поверхневої дифузiї поверхня мета-

лу зазнає реконструкцiї зi змiною нерiвноважних властивостей як електронної,

так i iонної пiдсистем. При цьому змiнюються електродифузiйнi, в’язко-тепловi

та електромагнiтнi властивостi електронної пiдсистеми у полi iонiв напiвобме-

женого металу. З цiєї точки зору побудова послiдовної квантово-статистичної

теорiї просторово обмеженого металу з урахуванням нелокальної електрон–

iонної взаємодiї та екстенсивної статистичної механiки нерiвноважних про-

цесiв є актуальними на теперiшнiй час.
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Опису кiнетики хiмiчних реакцiй у каталiтичних процесах, дослiдженням

дифузiйних, хемосорбцiйних процесiв для iндукованих магнiтних диполiв, ад-

сорбованих iонiв на поверхнi перехiдних d та f–металiв придiляється значна

увага [25–27] у зв’язку з їх практичною важливiстю. Основнi моделi опису кiне-

тики хiмiчних реакцiй, зокрема оксидацiї СО [28,29], не враховують квантової

природи поверхневих явищ, зокрема те, що поверхня каталiзаторiв у таких ре-

акцiях є магнтiтоактивною (зумовлюється електронною структурою поверхнi).

Взаємодiя молекул СО та атомiв кисню з поверхнею перехiдного металу має

магнiтно-дипольну природу [26], що може зумовлювати процеси кластерного

покриття СО та О поверхнi каталiзатора пiд час проходження реакцiї оксида-

цiї СО.

Тодi як методи опису дифузiйних процесiв у конденсованих системах у

межах статистики Гiббса на даний час добре розробленi, то опис суб- та супер-

дифузiйних процесiв у рiзних середовищах виходить за межi статистики Гiбб-

са та розглядається в узагальнених статистиках Тсаллiса [30–48], Ренi [49–62],

Шарма–Мiтал [63, 64], суперстатистицi [65–70], якi також iнтенсивно застосо-

вуються для дослiдження самоорганiзацiйних i фрактальних структур, субди-

фузiї, турбулентностi, хiмiчних реакцiй, а також рiзних економiчних, соцiаль-

них i бiологiчних систем. Ентропiю Тсаллiса широко використовують у рiзних

напрямках неекстенсивної статистичної механiки [40–42], зокрема у дослiд-

женнях явищ субдифузiї [71–74], турбулентностi [75–82], дослiдженнях коефi-

цiєнтiв переносу у газах i плазмi [83, 84], а також для опису квантових диси-

пативних систем у статистичнiй механiцi [85]. Ентропiя Ренi, яка залежить вiд

параметра q (0 < q 6 1) та у разi q = 1 спiвпадає з ентропiєю Гiббса-Шеннона,

знаходить усе бiльше застосування [86]. Використовуючи її, у працi [58] вста-

новлено зв’язок мiж параметром q та теплоємнiстю системи. У працi [87] за-

стосовано метод нерiвноважного статистичного оператора та ентропiю Ренi для

опису дуже далеких вiд рiвноваги систем.

Тому є важливою побудова статистичного опису дифузiйних процесiв у
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статистицi Ренi, для якої характернi степеневi закони для розподiлiв у часi, по-

слiдовне виведення рiвнянь переносу з дробовими похiдними для статистично-

го опису процесiв у рiзних системах, зокрема з фрактальною структурою.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-

тацiйна робота виконана в Нацiональному унiверситетi «Львiвська полiтех-

нiка». Представленi в дисертацiї результати отриманi згiдно з планами робiт

у межах бюджетних тем Мiнiстерства освiти i науки України: «Математичне

моделювання каталiтичних процесiв на металiчних наноструктурах» (2004–

2006 рр., номер державної реєстрацiї 0104U002309). «Кiнетика нанопроцесiв

в системах газ–метал: математичнi та чисельнi дослiдження» (2007–2009 рр.,

номер державної реєстрацiї 0107U000825), «Дослiдження математичних мо-

делей конкретних типiв систем» (2007–2012 рр., номер державної реєстра-

цiї 0107U009516), «Моделi квантово–статистичного опису каталiтичних про-

цесiв на металевих пiдкладах» (2010–2012 рр., номер державної реєстрацiї

0110U001091), «Фiзичнi процеси i їх математичне моделювання у наногiбриди-

зованих структурах пристроїв сенсорики i накопичення енергiї» (2013–2015 рр.,

номер державної реєстрацiї 0113U003189), «Побудова i дослiдження методiв

розв’язування задач прикладної математики та iнформатики» (2013–2017 рр.,

номер державної реєстрацiї 0113U005296).

Мета i задачi дослiдження. Метою роботи є розроблення квантово-ста-

тистичної теорiї рiвноважних характеристик просторово обмежених неперехiд-

них металiв та реакцiйно-дифузiйних процесiв у них. Для досягнення цiєї мети

у роботi було передбачено низку завдань, серед яких:

• розрахувати термодинамiчнi та структурнi характеристики напiвобмежено-

го металу в межах моделi «желе» та з врахуванням дискретностi iонної

пiдсистеми;

• дослiдити хiмiчний потенцiал електронiв, ефективний потенцiал мiжелек-

тронної взаємодiї та роботу виходу тонкої металевої плiвки в межах моделi

«желе»;
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• отримати узагальненi рiвняння опису електродифузiйних та в’язко-елас-

тичних процесiв для електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу з

урахуванням динамiчного екранування;

• побудувати узагальненi рiвняння переносу, якi узгоджено описують в’язко-

еластичнi електроннi процеси iз дифузiйно-електромагнiтними процесами

для атомiв–промоторiв (магнiтних диполiв) на поверхнi металу та iз ре-

акцiйно-дифузiйними процесами для атомiв, що адсорбованi на поверхнi

металiв у каталiтичних процесах;

• отримати узагальненi (немарковськi) рiвняння переносу у дробових похiд-

них для класичної системи частинок у статистицi Ренi з часовою та про-

сторовою нелокальнiстю;

Об’єктом дослiдження є система «метал–адсорбат–газ», електронна пiд-

система просторово обмеженого металу, мультишаровi наноструктури. Пред-

мет дослiдження: термодинамiчнi рiвноважнi та нерiвноважнi характеристики

електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу та системи «метал–адсорбат–

газ», реакцiйно-дифузiйнi процеси на поверхнi металу, субдифузiйний iмпеданс

мультишарових наноструктур.

Методи дослiдження. У роботi використано методи рiвноважної кванто-

вої статистичної фiзики, метод функцiонального iнтегрування, метод нерiвно-

важного статистичного оператора Зубарєва та числовi методи.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi всту-

пу, огляду лiтератури, шести роздiлiв з викладом результатiв оригiнальних до-

слiджень, висновкiв, списку цитованих джерел i додаткiв. Роботу викладено на

273 сторiнках (разом iз перелiком джерел i додатками — на 344 сторiнках). За-

гальна кiлькiсть додаткiв — 6, рисункiв — 56, таблиць — 1, список використаних

джерел мiстить 450 найменувань.

Перший роздiл є оглядом проблем, що безпосередньо вирiшуються в

дисертацiйнiй роботi. У пiдроздiлi 1.1 викладено вiдомi пiдходи до квантово-

статистичного опису напiвобмеженого металу та виклики, з якими вони зустрi-
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чаються. Зокрема, детально розглянуто застосування метода функцiонально-

го iнтегрування до розрахунку термодинамiчного потенцiалу напiвобмеженого

металу, який розглядається у межах моделi «желе», та показано, що задача

розрахунку цього потенцiала зводиться до проблеми розрахунку визначника

матрицi, розмiр якої є безмежним. Розглянуто методику врахування поправ-

ки на локальне поле для просторово неоднорiдного електронної пiдсистеми

напiвобмеженого металу. У пiдроздiлi 1.2 оглянуто працi, якi стосуються ста-

тистичного опису дифузiйних процесiв, зокрема, математичного моделювання

аномальних процесiв дифузiї, статистик Тсаллiса та Ренi. Крiм того, детально

розглянуто метод нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва в статис-

тицi Ренi, який застосовується у дисертацiйнiй роботi.

Другий роздiл присвячений проблемi розрахунку термодинамiчного по-

тенцiалу напiвобмеженого металу, який описується в межах моделi «желе».

Запропоновано оригiнальний спосiб вирiшення проблеми розрахунку визнач-

ника матрицi, розмiр якої є безмежним. У результатi отримано термодинамiч-

ний потенцiал у формi функцiонала вiд унарної та бiнарної функцiй розподiлу

елетронiв. На основi знайденого термодинамiчного потенцiалу розраховано хi-

мiчний потенцiал електронiв та поверхневу енергiю напiвобмеженого металу

в межах моделi «желе». Дослiджено вплив врахування кулонiвської мiжелек-

тронної взаємодiї та висоти прямокутного потенцiального бар’єру, за допомо-

гою якого моделюється поверхневий потенцiал, на хiмiчний потенцiал елек-

тронiв, поверхневу енергiю напiвобмеженого «желе», ефективний потенцiал

парної мiжелектронної взаємодiї та унарну функцiю розподiлу електронiв.

У третьому роздiлi дослiджено тонку металеву плiвку в межах моделi

«желе», яка знаходиться у вакуумi та на рiзних дiелектричних пiдкладах, а

саме: ефективний потенцiал парної мiжелектронної взаємодiї, хiмiчний потен-

цiал та роботу виходу. Дослiджено вплив на них кулонiвської мiжелектронної

вазємодiї, товщини плiвки та висоти прямокутної потенцiальної ями, якою змо-

дельовано дiючий на електрони потенцiал.
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У четвертому роздiлi, використовуючи модель «желе» напiвобмеженого

металу як базисну, отримано загальнi вирази для термодинамiчного потенцiалу

та функцiй розподiлу електронiв напiвобмеженого металу з врахуванням дис-

кретностi його iонної пiдсистеми у виглядi розвинення за степенями «рiзни-

цевого потенцiалу» (який є рiзницею мiж псевдопотенцiалом iонiв та електро-

статичним потенцiалом додатного заряду напiвобмеженого «желе»). Чисельно

розраховано для калiю ефективнi потенцiали мiжiонної, електрон–iонної вза-

ємодiй та дослiджено вплив на них поверхнi подiлу та форми поправки на

локальне поле. Для декiлькох простих напiвобмежених металiв, а також для

вуглецю, розраховано електронну густину бiля поверхнi, а на її основi — роз-

подiл напруженостi ефективного електричного поля.

У п’ятому роздiлi розвинуто теорiю опису нерiвноважних процесiв в

електроннiй пiдсистеми напiвобмеженого металу, зокрема, отримано загаль-

нi вирази для нерiвноважного статистичного оператора у гаусciвському та

вищому наближеннях за динамiчними електронними кореляцiями, що дало

можливiсть вийти за межi лiнiйного наближення за просторовим градiєнтом

вiд електрохiмiчного потенцiалу. Отримано узагальненi рiвняння переносу для

нерiвноважного середнього значення густини електронiв, нелiнiйнi рiвняння

гiдродинамiки в’язко-еластичного опису електронної пiдсистеми напiвобмеже-

ного металу.

У шостому роздiлi розвинуто екстенсивну статистичну механiку нерiвно-

важних процесiв, використовуючи метод нерiвноважного статистичного опера-

тора Зубарєва та принцип максимуму ентропiї Ренi, та застосовано її для опису

реакцiйно-дифузiйних процесiв у системi «метал–адсорбат–газ». У частково-

му випадку статистики Гiббса описано реакцiйно-дифузiйнi процеси в системi

«метал–промотори–адсорбат–газ». Побудовано узагальненi рiвняння переносу

для в’язко-реакцiйно-дифузiйної моделi цiєї системи, якi проаналiзовано у ви-

падку слабонерiвноважних процесiв, отримано рiвняння хiмiчних реакцiй типу

Кеттано. На основi узагальнених рiвнянь переносу обґрунтовано та побудовано
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математичну модель реакцiйно-дифузiйних процесiв для механiзму Ленгмюра–

Гiншелвуда на поверхнi платинового каталiзатора у разi двокомпонентної су-

мiшi частинок. Розроблено методику розрахунку площi поперечного перерiзу

розсiяння iонiзованих атомiв в полi вiстря iонного мiкроскопа, який полягає

у поєднаннi класичного опису процесу наближення атома до вiстря та кван-

тового опису процесу iонiзацiї атома, та який дав змогу отримати спiвмiрнi з

експериментальними даними значення площей поперечного перерiзу розсiяння

iонiзованих атомiв гелiю.

У сьомому роздiлi, використовуючи метод нерiвноважного статистично-

го оператора Зубарєва, у межах статистики Ренi знайдено загальний розв’язок

рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних, за допомогою якого знайдено узагаль-

нене рiвняння дифузiї у дробових похiдних, узагальненi рiвняння електроди-

фузiї у дробових похiдних. Для математичного моделювання процесiв переносу

носiїв заряду в мультишарових структурах, що характеризуються фрактальною

структурою, побудовано узагальненi рiвняння електродифузiї типу Кеттано у

дробових похiдних. Для пояснення дiаграм Найквiста, якi експериментально

отриманi для системи GaSe з iнкапсульованим β-циклодекстрином (β-CD), на

основi субдифузiйного рiвняння Кеттано проведено математичне моделювання

субдифузiйного iмпедансу в електролiтичнiй системi.

Завершується дисертацiйна робота загальними висновками, в яких стисло

пiдсумовано основнi результати та коротко вказано можливостi їх застосуван-

ня.

У перших трьох додатках наведено моделi поверхневого потенцiалу, якi

дозволяють аналiтично розв’язати стацiонарне рiвняння Шредiнгера, промiжнi

формули i розрахунки. У наступних трьох — список публiкацiй здобувача за

темою дисертацiї, апробацiю результатiв дисертацiї та акт про впровадження

результатiв дисертацiї у навчальний процес.

Наукова новизна отриманих результатiв. За результатами дисертацiй-

ної роботи вперше:
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1) використавши базисний пiдхiд та модель напiвобмеженого «желе» як

базисну, отримано новий вираз для термодинамiчного потенцiалу та s-

частинкової функцiї розподiлу електронiв напiвобмеженого металу з ураху-

ванням дискретностi iонної пiдсистеми;

2) знайдено новий вираз для термодинамiчного потенцiалу напiвобмеженого

металу у межах моделi «желе», на основi якого розраховано внутрiшню

та поверхневу енергiї, яка є додатною для усiх значень радiуса Вiгнера–

Зейтца (rs);

3) з коректним врахуванням умови електронейтральностi розраховано ефек-

тивний потенцiал парної мiжелектронної взаємодiї, хiмiчний потенцiал та

роботу виходу для тонкої металевої плiвки, яка розглядається у межах мо-

делi «желе» та знаходиться у вакуумi або на дiелектричному пiдкладi, та

дослiджено вплив на них товщини плiвки;

4) розвинуто статистичну теорiю електродифузiйних та в’язко-еластичних

електронних процесiв напiвобмеженого металу з врахуванням дискретнос-

тi iонної пiдсистеми металу, отримано узагальненi рiвняння опису цих про-

цесiв з урахуванням динамiчного екранування через розрахунок квазiрiв-

новажного функцiоналу Мас’є–Планка;

5) отримано систему рiвнянь типу Кеттано для опису взаємодiї газової фази з

каталiтичною поверхнею металу з урахуванням адсорбцiйних, десорбцiй-

них та хiмiчних реакцiй мiж адсорбованими атомами;

6) побудовано математичну модель реакцiйно-дифузiйних процесiв у межах

механiзму Ленгмюра–Гiншелвуда на поверхнi металевого каталiзатора, яка

дає можливiсть врахувати особливостi протiкання хiмiчних реакцiй типу

окиснення на поверхнi платинового каталiзатора;

7) удосконалено методику розрахунку перерiзу розсiяння iонiзованих атомiв

на вiстрi польового iонiзацiйного детектора, що полягає у поєднаннi кла-

сичного опису процесу наближення атома до вiстря та квантового опису

iонiзацiї атома, за допомогою якого розраховано значення перерiзу роз-
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сiяння iонiзованих атомiв гелiю, якi задовiльно узгоджуються з експери-

ментальними даними;

8) отримано новi узагальненi (немарковськi) рiвняння переносу у дробових

похiдних для класичної системи частинок у статистицi Ренi, у разi ди-

фузiйних процесiв отримано узагальненi (немарковськi) рiвняння дифузiї

у дробових похiдних, зокрема, узагальненi рiвняння дифузiї типу Кеттано,

Максвелла–Кеттано для систем з часовою та просторовою нелокальнiстю;

9) на основi узагальненого рiвняння електродифузiї типу Кеттано для систем

з часовою та просторовою нелокальнiстю проведено розрахунки субди-

фузiйного iмпедансу для мультишарової системи GaSe з iнкапсульованим

β-CD, якi якiсно узгоджуються з експериментальними даними.

Практичне значення одержаних результатiв. Розвинутий у дисертацiй-

нiй роботi пiдхiд до розрахунку термодинамiчного потенцiалу напiвобмежено-

го металу дозволяє ставити та розв’язувати задачi розрахунку термодинамiч-

них характеристик багатоелектронних металевих систем довiльної геометрiї

з урахуванням ефектiв самоузгодження, обмiну та кореляцiй, дiелектричного

екранування в неоднорiдному електронному газi, дискретностi iонної пiдсисте-

ми у довiльних порядках за псевдопотенцiалом електрон–iонної взаємодiї. Се-

ред можливих об’єктiв його подальшого застосування є: малi металевi частин-

ки, металевi кластери та пори в металах. Удосконалена методика розрахунку

перерiзу iонiзованих атомiв забезпечила добре узгодження з експерименталь-

ними даними для гелiю та може бути використана для побудови детекторiв

iнертних газiв. Отриманi узагальненi рiвняння переносу, якi узгоджено опи-

сують в’язко-еластичнi електроннi процеси iз дифузiйно-електромагнiтними

процесами для атомiв–промоторiв (магнiтних диполiв) на поверхнi металу та

iз реакцiйно-дифузiйними процесами для адсорбованих на поверхнi металу

атомiв, можуть бути застосованi для моделювання та пояснення каталiтич-

них процесiв, зокрема, оксидацiї СО. У такий спосiб запропоновано квантово-

статистичну модель процесiв оксидацiї СО, яка є бiльш реалiстичною за iсну-
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ючi моделi. Отриманi узагальненi рiвняння дифузiї типу Кеттано, Максвелла-

Кеттано для фрактальних систем можуть бути застосованi для опису та мо-

делювання дифузiйних, електро-дифузiйних процесiв у пористих мембранних,

електродних системах з фрактальною структурою. Розрахунки субдифузiйного

iмпедансу на основi рiвняння дифузiї типу Кеттано у дробових похiдних от-

римали практичне застосування у поясненнi експериментальних даних з iмпе-

дансної спектроскопiї для мультишарових наноструктур, зокрема для системи

GaSe з iнкапсульованим β-CD, якi експериментально отриманi в Нацiональ-

ному унiверситетi «Львiвська полiтехнiка». Запропонована модель дає мож-

ливiсть проаналiзувати та пояснити нелiнiйну природу явищ переносу заряду у

мультишарових наноструктурах з фрактальною структурою на основi частотної

залежностi дiйсної та уявної частин її узагальненого опору. Теоретичнi та прак-

тичнi результати дослiдження використовуються у навчальному процесi (лек-

цiйнi курси: «Стохастичнi моделi систем», «Математичне моделювання в нано-

технологiях», «Випадковi процеси»), а також студентами кафедри прикладної

математики пiд час виконання курсових, квалiфiкацiйних бакалаврських та ма-

гiстерських робiт у Нацiональному унiверситетi «Львiвська полiтехнiка».

Особистий внесок здобувача. Усi викладенi в дисертацiї оригiнальнi ре-

зультати отримано автором самостiйно або за його безпосередньої участi.

Автору дисертацiї належить постановка задачi, розрахунки у частинi III мо-

нографiї [1], роздiлах 2 та 5 монографiї [2, 3], у статтях [5–12, 15–21, 23–

27, 29], а також iнтерпретацiя розрахункiв. У роздiлi 8 монографiї [4], стат-

тях [13, 14, 22, 28, 30, 31] автору дисертацiї належить постановка задачi, участь

у проведеннi та iнтерпретацiї розрахункiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi науковi результати та поло-

ження дисертацiї представленi та обговоренi на 22 мiжнародних i держав-

них наукових та науково-технiчних конференцiях, наукових семiнарах кафед-

ри прикладної математики Нацiонального унiверситету «Львiвська полiтех-

нiка» та наукових семiнарах вiддiлу теорiї м’якої речовини Iнституту фiзи-
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ки конденсованих систем НАН України, зокрема: Third international workshop

“Relaxed, nonlinear and acoustic optical processes; materials – growth and optical

properties” – RNAOPM’2006, September 06–10, 2006, Lutsk – Shatsk Lakes,

Ukraine; Statistical Physics 2009: Modern Trends and Applications (Lviv, 23–

25 June 2009); Обчислювальна математика i математичнi проблеми механiки

(Львiв, 31 серпня – 4 вересня 2009); Modern Problems of Theoretical and

Mathematical Physics: Bogolyubov Kyiv Conference dedicated to the 100th

anniversary of M. M. Bogolyubov (Kyiv, September 15–18, 2009); Conference of

young scientists “Modern problems of theoretical physics” (Kyiv, December 22–

24, 2010); The 36-th Conference of the Middle European Cooperation in Statistical

Physics (5–7 April 2011, Lviv, Ukraine); 28th European Conference on Surface

Science (Wroc/law, Poland; 28 August – 2 September, 2011); 5th International

Workshop on Surface Physics. Surfaces and Nanostructures (Ladek Zdrój, Poland;

2–5 September, 2011); The 4th Conference of Statistical Physics: Modern Trends

and Applications (3–6 July 2012, Lviv, Ukraine); VIII International Conference

Porous Матеrials: Theory and Experiment (INTERPOR’ 12) (18–22 September

2012, Lviv–Briukhovychi, Ukraine); XIV International Conference on the Physics

and Technology of Thin Films and Nanosystems (ICPTTFN-XIV) (20–25 May 2013,

Ivano-Frankivsk, Ukraine); V Young Scientists Conference “Problems of Theoretical

Physics” (Kyiv, December 24–27, 2013); X International conference “Electronics

and applied physics” (October, 22–25, 2014, Kyiv, Ukraine); Науково-технiчна

конференцiя «Мiкро- та нанонеоднорiднi матерiали: моделi та експеримент»

(INTERPOR’15) (Львiв, 22–24 вересня 2015); Bogolyubov Conference: Problems

of Theoretical Physics dedicated to the 50th anniversary of the Bogolyubov Institute

for Theoretical Physics of the NAS of Ukraine (Kyiv, 24—26 May 2016); Мiж-

народна наукова конференцiя «Сучаснi проблеми термомеханiки» (22–24 ве-

ресня 2016 р. Львiв, Україна); Ulam Computer Simulations Workshop (Lviv, 21–

24 June 2017); Joint Conferences on Advanced Materials and Technologies: The

14th Conference on Functional and Nanostructured Materials – FNMA’14, The
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17th International Conference on Physics of Disordered Systems – PDS’17 (25–29

September 2017, Lviv & Yaremche, Ukraine); Мiжнародна наукова конференцiя

«Сучаснi проблеми термомеханiки» (22–25 травня 2018 р. Львiв, Україна); Мiж-

народна наукова конференцiя «Мiкро- та нанонеоднорiднi матерiали: моделi

та експеримент» (Львiв, 17–18 вересня 2018); Advanced Computer Information

Technologies: International Conference (Ceske Budejovice, Czech Republic, 1–3

June 2018); International Meeting “Clusters and nanostructured materials” (CNM-

5’2018) (Uzhgorod, 22–28 October 2018).

Публiкацiї. Матерiали дисертацiї представлено в однiй монографiї [1],

трьох роздiлах [2–4] двох монографiй, 27 статтях [5–31], з яких 22 статтi вiд-

повiдають вимогам до опублiкування результатiв дисертацiї [5–26], 17 у на-

укових фахових виданнях України [5–18, 29–31], 13 у наукових перiодичних

виданнях iнших держав [6, 8, 9, 12, 19–27], матерiалах i тезах конференцiй [32–

53]. Зазначений перелiк публiкацiй включає 17 публiкацiй, якi iндексованi у

Scopus [6, 8, 9, 12, 17–27, 31, 32].



РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1. Квантово-статистичний опис напiвобмеженого металу

На сьогоднiшнiй день квантово-статистична теорiя фермi–систем з поверх-

нею подiлу ще далека вiд завершення. Актуальнiсть теоретичного опису таких

систем важко переоцiнити у зв’язку з важливiстю процесiв, якi вiдбувають-

ся за наявностi поверхнi подiлу, та бурхливим розвитком експериментальних

методiв дослiдження поверхнi.

Найпопулярнiшим теоретичним методом дослiдження таких систем є ме-

тод функцiоналу густини [1–5, 88–90] що виник на основi вiдомого методу

Томаса–Фермi [91, 92], який був розроблений для атомiв. За своєю природою

метод функцiоналу густини є одночастинковим пiдходом i не може коректно

врахувати багаточастинковi кореляцiйнi ефекти. Тому найчастiше для функцiо-

налiв енергiї систем iз поверхнею подiлу використовують наближення локаль-

ної густини, тобто використовують для розрахункiв вiдомi вирази з теорiї одно-

рiдних систем, замiнивши концентрацiю електронiв n розподiлом електронної

густини n(r). Такий пiдхiд є дискусiйним [93, 94], оскiльки наявнiсть поверхнi

подiлу привносить не тiльки кiлькiсну, а й якiсну змiну рiзних характеристик

електронної системи (наприклад, виникають сили зображення), що принципово

не можна врахувати в теорiї функцiоналу густини.

Для методу функцiоналу густини є характерною проблема поверхневої

енергiї: розрахована за допомогою цього пiдходу поверхнева енергiя напiв-

обмеженого «желе» виявляється вiд’ємною для великих значень концентрацiї

електронiв (rs < 2.5aB, де rs — радiус Вiгнера-Зейтца, aB — радiус Бора) [4].

Це фiзично неправильно, поверхнева енергiя має бути додатною, iнакше ме-

тал мав би спонтанно розколюватися. На даний час переважна бiльшiсть до-

слiдникiв схиляються до думки, що причиною вiд’ємностi поверхневої енергiї

31
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є замiна дискретної iонної гратки однорiдним додатним фоном. Так, у робо-

тi Ленга та Кона [4] дискретнiсть гратки враховувалась шляхом використання

першого порядку теорiї збурень за псевдопотенцiалом. У результатi отрима-

но додатну поверхневу енергiю, яка задовiльно узгоджувалася з експеримен-

тальними даними для ряду простих металiв. У працях [95–98] Монiер i Пе-

дью розробили варiацiйну процедуру, яка дозволила врахувати усереднений

ефект дискретностi введенням добавки до потенцiалу всерединi металу, яка

залежить вiд структури гратки та дослiджуваної поверхнi. Результати для по-

верхневої енергiї виявилися досить близькими до результатiв Ленга та Кона i

краще узгоджуються з експериментальними даними. Пiсля цього Аппельбаум

та Гаман [99], використовуючи наближення локальної густини, провели розра-

хунки для Cu(111), в яких дискретнiсть iонної гратки враховувалася без теорiї

збурень, та отримали добре узгодження з експериментальними даними. Авто-

ри всiх цих робiт припускали, що нелокальнi обмiнно-кореляцiйнi ефекти є

незначними i тому ними нехтували. У працях [100, 101] розраховано поверх-

неву енергiю з вар’юванням положенням останнього шару iонiв та отримано

добре узгодження з експериментальними даними для поверхневої енергiї про-

стих металiв. У працях [102–104] запропоновано стабiлiзовану модель «желе»,

яка полягає у включеннi в ефективний потенцiал всерединi металу усередне-

ної за комiркою Вiгнера–Зейтца псевдопотенцiальної поправки. У цiй моделi

отримано додатнi значення поверхневої енергiї.

Отже, врахування дискретностi iонної гратки дозволило вирiшити про-

блему з вiд’ємнiстю поверхневої енергiї. Проте не очевидно, що нехтування

дискретнiстю є головною та єдиною причиною розходження теорiї з експери-

ментом i що не можна покращити теорiю, залишаючись у межах моделi «же-

ле». Були спроби вийти за межi наближення локальної густини. Так, Шмiт i

Лукас [105], Крейг [106] та Пойкерт [107] розглядали деякi нелокальнi вкла-

ди в обмiнно-кореляцiйну частину поверхневої енергiї, якi зумовленi змiною

нулевої енергiї плазмонiв внаслiдок появи поверхневих мод пiд час роздiлен-
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ня кристала на фрагменти. Виявивши добре узгодження цього вкладу з екс-

периментальними даними для поверхневої енергiї, автори цих робiт запропо-

нували ототожнювати цю частину поверхневої енергiї з повною поверхневою

енергiєю, припускаючи, що iншi, неврахованi в їх розрахунках, вклади вза-

ємно компенсуються. У працях [108–115] такий пiдхiд активно дискутувався.

Для аналiза нелокальних ефектiв Гарiс та Джонс [113, 114], Вiкборг та Iнгл-

сфiлд [116], а також Джонсон i Срiнiвасан [117] отримали вирази для обмiнно-

кореляцiйної енергiї обмеженого електронного газу. Для електронiв у потен-

цiальнiй ямi з безмежно високими стiнками була обчислена обмiнна частина

поверхневої енергiї [113, 114], а також у наближеннi хаотичних фаз обмiнно-

кореляцiйна та обмiнна частини [116]. Порiвняння цих величин з розраховани-

ми у наближеннi локальної густини показало, що обмiнно-кореляцiйнi частини

вiдрiзняються приблизно на 10%, обмiннi — на 50%, а кореляцiйнi — у 6 разiв.

Тобто наближення локальної густини значно краще працює для суми обмiн-

ної та кореляцiйної частин енергiї, нiж для кожної зокрема (див. також [118]).

Подальшi розрахунки з використанням бiльш реалiстичних моделей поверхне-

вого бар’єру [119–123], градiєнтних розвинень [121, 124–130], аналiз Лангрета

та Педью [129, 130] також виявили визначальний вклад наближення локальної

густини в обмiнно-кореляцiйну частину енергiї. Так, розрахунки [126] пока-

зують, що нелокальнi поправки не перевищують 16%, хоча вiдносний вклад

нелокальностi в повну поверхневу енергiю може бути значно бiльшим (аж до

40%), оскiльки для бiльшостi металiв обмiнно-кореляцiйна частина поверхне-

вої енергiї є бiльша за повну поверхневу енергiю [4].

Пiзнiшi дослiдження вiдновили дискусiї щодо коректностi використання

наближення локальної густини для розрахункiв поверхневої енергiї. Викорис-

тання Крочеком та Коном багаточастинкової схеми розрахунку, яка враховує

кулонiвськi взаємодiї через фермiївське гiперланцюгове наближення [131,132],

дало значно вищi значення поверхневої енергiї, нiж розрахованi Ленгом та

Коном у наближеннi локальної густини [4]. На вiдмiну вiд цього, значення
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поверхневої енергiї, якi отриманi в розрахунках методом функцiоналу густи-

ни [133] з використанням нелокального функцiоналу Лангрета та Мела [134],

є значно ближчими до результатiв, якi отриманi в наближеннi локальної гус-

тини. Розрахунки поверхневої енергiї за допомогою квантового методу Монте–

Карло [135, 136] показали, що отриманi значення поверхневої енергiї в областi

великих концентрацiй (rs 6 2.07aB) добре узгоджуються з результатами, якi

отриманi за допомогою нелокального функцiоналу, а в областi менших концен-

трацiй (rs > 3.25aB) добре узгоджуються з результатами, якi отриманi на осно-

вi багаточастинкової схеми Крочека та Кона [131, 132]. У працi [137] зроблено

висновок, що наближення локальної густини вносить малi похибки в обмiнно-

кореляцiйну частину поверхневої енергiї. У цiй працi далекодiючi кореляцiї

враховувалися самоузгоджено в наближеннi хаотичних фаз, короткодiючi коре-

ляцiї були включенi в часово-залежне наближення локальної густини [9, 138].

У працi [139], використовуючи отриманi в працях [140–142] унарну та

бiнарну функцiї розподiлу з врахуванням кулонiвської взаємодiї мiж електро-

нами, розраховано поверхневу енергiю та виявлено, що вона додатна в усiй

областi електронної концентрацiї.

Згадаємо ще працю Такагашi та Онзави [143], в якiй проведено розрахун-

ки електронної густини та поверхневої енергiї невзаємодiючого електронного

газу у полi модельного прямокутного потенцiального бар’єру скiнченої висоти.

Цiкаво, що розрахований без самоузгодження розподiл електронної густини є

дуже близьким до самоузгоджених розрахункiв Ленга та Кона [4], а поверх-

нева енергiя є додатною для усiх концентрацiй електронiв i в областi малих

концентрацiях близька до знайденої Ленгом та Коном.

У працi [144] проведено варiацiйнi розрахунки поверхневої енергiї без

врахування кореляцiйної енергiї. Процедура мiнiмiзацiї дала величини поверх-

невої енергiї, якi є дуже близькими до отриманих Ленгом та Коном [4], тобто

поверхнева енергiя залишилась вiд’ємною для великих значень концентрацiї

електронiв. У працi [123] розраховано поверхневу енергiю шляхом застосуван-
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ня теореми Веннiмена та Бада [145], яка отримана з формалiзму теорiї функцiо-

налу густини, та за допомогою варiацiйних розрахункiв у межах наближення

локальної густини. Отриманi результати є близькими до результатiв Ленга та

Кона [4] для малих та середнiх концентрацiй електронiв. Для великих концен-

трацiй розрахунки за теоремою Веннiмена та Бада дають додатнi, але дуже

малi значення поверхневої енергiї, розрахунки у наближеннi локальної густи-

ни дають дещо бiльшi значення, нiж отриманi Ленгом та Коном, але вiд’ємнi

бiля rs = 2aB.

Модель напiвобмеженого «желе». Нехай є система N електронiв в об’ємi

V = SL у полi додатного заряду, який обмежений площиною подiлу Z = 0, з

таким розподiлом:

̺+(R||,Z) ≡ ̺+(Z) = ̺0 θ(−Z) =




̺0, Z 6 0,

0, Z > 0,
(1.1)

де θ(x) — функцiя Хевiсайда, R|| = (X,Y ), X,Y ∈ [−
√

S/2,+
√

S/2], S → ∞,

Z ∈ [−L/2,+L/2], L → ∞, причому справджується умова електронейтраль-

ностi

lim
S,L→∞

∫

S

dR||

+L/2∫

−L/2

dZ ̺+(R||,Z) = eN , e > 0 (1.2)

та термодинамiчна границя

lim
N ,S,L→∞

eN

SL/2
= lim

N ,V→∞

eN

V/2
= ̺0. (1.3)

У лiтературi таку модельну систему називають напiвобмежене «желе» i

вона є однiєю з найпростiших моделей напiвобмеженого металу, яка задовiльно

описує простi метали. Гамiльтонiан такої системи має вигляд:

Hjell = − h̄2

2m

N∑

i=1

∆i +
1

2

N∑

i 6=j=1

e2

|ri − rj|
−

N∑

j=1

∫

V

dR
e̺+(R)

|rj − R|+

+
1

2

∫

V

dR1

∫

V

dR2
̺+(R1)̺+(R2)

|R1 − R2|
, (1.4)

де rj — радiус-вектор j-го електрона, перший доданок — це оператор кiнетич-

ної енергiї електронiв (m — маса електрона), другий — потенцiальна енергiя
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взаємодiї мiж електронами, третiй — енергiя взаємодiї електронiв з додатним

зарядом, четвертий — потенцiальна енергiя додатного заряду,

Видiлення iз гамiльтонiана (1.4) гамiльтонiана однорiдного «желе» Hunif
jell

Hunif
jell = − h̄2

2m

N∑

i=1

∆i +
1

2

N∑

i 6=j=1

e2

|ri − rj|
−

N∑

j=1

∫

V

dR
e2N/V

|rj − R|+

+
1

2

∫

V

dR1

∫

V

dR2
(eN/V )2

|R1 − R2|
, (1.5)

де фiзичний змiст доданкiв є аналогiчним до доданкiв гамiльтонiана (1.4), при-

водить до такого вигляду гамiльтонiана напiвобмеженого «желе» [146]:

Hjell = Hunif
jell +

N∑

j=1

Vsurf(rj) +
1

2

∫

V

dR1

∫

V

dR2
̺+(R1)̺+(R2) − (eN/V )2

|R1 − R2|
, (1.6)

де

Vsurf(rj) =

∫

V

dR
e
(
eN/V − ̺+(R)

)

|rj − R| (1.7)

— поверхневий потенцiал, у полi якого знаходяться електрони. Цей потенцiал

формується вiдхиленням розподiлу додатного заряду вiд однорiдного. Так, як-

що ̺+(R) є однорiдним розподiлом eN/V , то поверхневий потенцiал, а також

й останнiй доданок у гамiльтонiанi (1.6) перетворюються на нуль i у результатi

справджується, що lim
̺+→ eN

V

Hjell = Hunif
jell . Внаслiдок симетрiї розглядуваної задачi

поверхневий потенцiал є функцiєю лише нормальної до площини подiлу коор-

динати електрона, а рух електронiв у паралельнiй площинi до поверхнi подiлу

є вiльним, тобто Vsurf(r) ≡Vsurf(z).

Гамiльтонiан (1.6) у представленнi вторинного квантування, яке побудо-

ване за допомогою одночастинкових хвильових функцiй електронiв, що знахо-

дяться у полi поверхневого потенцiала, є таким [146]:

Hjell =
∑

k||,α

Eα(k||) a†
α(k||) aα(k||) −

1

2S
N
∑

q6=0

ν(q, 0)+

+
1

2SL

∑

q6=0

∑

k

νk(q) ρk(q) ρ−k(−q), (1.8)
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де

Eα(k||) =
h̄2k2

||
2m

+ εα (1.9)

— енергiя електрона в станi (k||,α), α — деяке квантове число, яке визначається

поверхневим потенцiалом, k|| — хвильовий вектор електрона у площинi подiлу,

причому

k|| = (kx, ky), kx,y =
2πnx,y√

S
, nx,y = 0,±1,±2, . . . , (1.10)

a†
α(k||), aα(k||) — вiдповiдно оператори народження та знищення електрона в

станi (k||,α) зi стандартними комутацiйними спiввiдношеннями
{
aα1

(k||1),a
†
α2

(k||2)
}

= δk||1,k||2
δα1,α2

,

N =
∑

k||,α

a†
α(k||)aα(k||)

— оператор кiлькостi електронiв, ν(q, 0) = 2πe2/q, q = (qx, qy), qx,y = 2π√
S
mx,y,

mx,y = 0,±1,±2, . . ., νk(q) = 4πe2/(q2 + k2) — тривимiрний фур’є-образ ку-

лонiвської взаємодiї, k = 2πn/L, n = 0,±1,±2, . . .,

ρk(q) =
∑

k||,α,α′

〈α| e−ikz |α′〉a†
α(k||) aα′(k|| − q) (1.11)

— змiшане фур’є-представлення локальної густини електронiв,

〈α| · · · |α′〉 =

+L/2∫

−L/2

dzϕ∗
α(z) · · ·ϕα′(z),

функцiї ϕα(z) задовольняють таке одновимiрне стацiонарне рiвняння Шредiн-

гера: [
− h̄2

2m

d2

dz2
+Vsurf(z)

]
ϕα(z) = εαϕα(z).

Використання невзаємодiючої системи з гамiльтонiаном

H0 =
∑

k||,α

Eα(k||)a
†
α(k||)aα(k||), (1.12)

як базисної, призводить до такого виразу для термодинамiчного потенцiа-
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лу [146]:

Ωjell = Ω0 −
1

2S
〈N〉0

∑

q6=0

ν(q, 0) + Ωint, (1.13)

де

Ω0 = −1

β
lnΞ0 = −1

β

∑

k||,α

ln
[
1 + eβ(µ−Eα(k||))

]
(1.14)

— термодинамiчний потенцiал невзаємодiючої системи, який залежить вiд хi-

мiчного потенцiалу µ взаємодiючих електронiв, β — обернена термодинамiчна

температура, H ′
0 = H0 − µN ,

〈. . .〉0 =
1

Ξ0
Sp
(

e−βH
′
0 . . .

)
, (1.15)

〈N〉0 =
∑

k||,α

〈
a†
α(k||)aα(k||)

〉
0
=
∑

k||,α

nα(k||),

nα(k||) =
1

eβ(Eα(k||)−µ) +1
(1.16)

— функцiя розподiлу Фермi–Дiрака,

Ωint = −1

β
ln
∏

q6=0

∏

ν

∏

k

(
β
SL
νk(q)

)−1/2
∫

(dω) JG(ω), (1.17)

ν = 2πn/β (n = 0,±1,±2, . . .) — бозiвськi частоти, (dω) — елемент фазового

простору,

(dω) =
∏

q>0

∏

k>0

∏

ν>0

dωc
k(q, ν)√
π

dωs
k(q, ν)√
π

,

ωk(q, ν) = ωc
k(q, ν) + iωs

k(q, ν),

ωc
k(q, ν) = ωc

−k(−q,−ν),

ωs
k(q, ν) = −ωs

−k(−q,−ν),

JG(ω) = exp

[
− 1

2

∑

q6=0

∑

k1,k2

∑

ν

(
β
S
gk1,k2

(q, ν)
)−1
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

]
, (1.18)

gk1,k2
(q, ν) — фур’є-образ ефективного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї,

(
β
S
gk1,k2

(q, ν)
)−1

=
(
β
SL
νk1

(q)
)−1δk1+k2,0 − Dk1,k2

(q, ν). (1.19)

Функцiя Dk1,k2
(q, ν) визначається таким матричним спiввiдношенням:

D = M
(
I + V M

)−1
=
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= M−MVD, (1.20)

де I — одинична матриця, V =
∥∥ β

SL
νk1

(q) δk1+k2,0

∥∥,

D =
∥∥Dk1,k2

(q, ν,−q,−ν)
∥∥, M =

∥∥Mk1,k2
(q, ν,−q,−ν)

∥∥,

Mk1,k2
(q, ν,−q,−ν) = i2

〈
Tρk1

(q, ν) ρk2
(−q,−ν)

〉

— двочастинкова кореляцiйна функцiя, в якiй усереднення виконується iз га-

мiльтонiаном усiєї системи, тобто

〈. . .〉 =
1

Ξ
Sp
(

e−β(Hjell−µN ) . . .
)
.

Гауссiвський функцiональний iнтеграл (1.17) легко обчислюється, резуль-

тат є таким [146]:

Ωint = − 1

2β

∑

q6=0

∑

ν

ln
det g(q, ν)∏

k

1
L
νk(q)

. (1.21)

З цього виразу видно, що для подальшого розрахунку Ωint необхiдно розрахува-

ти визначник матрицi, розмiр якої є безмежним. Крiм того, для цього необхiдно

знати ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї, фур’є-образ якого задо-

вольняє матричне рiвняння (1.19), яке можна переписати так:

gk1,k2
(q, ν) =

1

L
νk1

(q)δk1+k2,0 +
β

SL

∑

k

νk1
(q)D−k1,k(q, ν)gk,k2

(q, ν) (1.22)

або в (q, z)-представленнi

g(q, ν, z1, z2) = ν(q, z1 − z2)+

+
β

SL2

+L/2∫

−L/2

dz

+L/2∫

−L/2

dz′ ν(q, z1 − z′)D(q, ν, z′, z) g(q, ν, z, z2), (1.23)

Це iнтегральне рiвняння у рiзних наближеннях розв’язувалося у працях [147–

152].

У загальнiй схемi врахування три- та чотиричастинкових кореляцiйних

функцiй [146,147] для двочастинкової кореляцiйної функцiї в наближеннi «нуль

сум за (q, ν)» M
0

k1,k2
(q, ν,−q,−ν) отримано таке матричне рiвняння:

M
0

k1,k2
(q, ν,−q,−ν) = M0

k1,k2
(q, ν,−q,−ν)+
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+
β

SL

∑

k

M0
k1,k

(q, ν,−q,−ν) νk(q)M
0

−k,k2
(q, ν,−q,−ν),

яке можна записати так:

M
0
= M

0 + M
0V (q)M

0
=

= M
0 + M

0V (q)M0 + M
0V (q)M0V (q)M0 + . . . =

= M
0 + M

0 G0(q, ν)M0 =

= M
0
[
I + G0(q, ν)M0

]
, (1.24)

де G0(q, ν) = β
S
||g0

k1,k2
(q, ν)||, g0

k1,k2
(q, ν) — ефективний потенцiал мiжелек-

тронної взаємодiї у наближеннi хаотичних фаз, M
0 = ‖M0

k1,k2
(q, ν,−q,−ν)‖,

M0
k1,k2

(q, ν,−q,−ν) — двочастинкова кореляцiйна функцiя електронiв без

врахування кулонiвської взаємодiї мiж ними, M
0
= ‖M0

k1,k2
(q, ν,−q,−ν)‖. Для

отримання виразу (1.24) було використано iнтегральне рiвняння (1.23) для

ефективного потенцiалу парної мiжелектронної взаємодiї у наближеннi хао-

тичних фаз, яке у матричному виглядi є таким:

G0(q, ν) = V (q) + V (q)M0 G0(q, ν).

Матричне рiвняння (1.24) в (q, z)-представленнi перетворюється на таке iнте-

гральне рiвняння:

M
0
(q, ν, z1, z2) = M0(q, ν, z1, z2)+

+
β

SL2

+L/2∫

−L/2

dz

+L/2∫

−L/2

dz′M0(q, ν, z1, z) g0(q, ν, z, z′)M0(q, ν, z′, z2).

де

M0(q, ν, z1, z2) =
∑

k1,k2

eik1z1+ik2z2 M0
k1,k2

(q, ν,−q,−ν) =

=
L2

β

∑

k||,α1,α2

nα1
(k||) − nα2

(k|| − q)

−iν + Eα1
(k||) − Eα2

(k|| − q)
ϕ∗
α1
(z1)ϕα2

(z1)ϕ
∗
α2
(z2)ϕα1

(z2). (1.25)

Поправка на локальне поле. Для перiодичних металевих систем концеп-

цiя локального поля є загальноприйнятим способом врахування кореляцiйних

ефектiв, а поправка на локальне поле — одна з унiверсальних характеристик си-
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стем взаємодiючих частинок, яка визначає функцiю дiелектричної проникностi

та кореляцiйнi ефекти. Ця характеристика найповнiше вивчена для однорiдної

електронної рiдини. Загальнi властивостi поправки на локальне поле є доб-

ре вiдомими, проте її мiкроскопiчна теорiя ще далека вiд свого завершення.

Цьому присвяченi працi [153–156], в яких у межах базисного пiдходу отрима-

но iнтегральнi рiвняння для поправки на локальне поле в наближеннi три- та

чотиричастинкових кореляцiйних функцiй базисної системи (у ролi базисної

системи використовується iдеальна система електронiв).

Для просторово неоднорiдних електронних систем така теорiя є практично

нерозвинутою. Усi розрахунки для неоднорiдних систем виконуються, як пра-

вило, з використанням наближення локальної густини в методi функцiоналу

густини [1–5, 88–90] або у наближеннi хаотичних фаз [139–142, 148–150, 157–

159]. Метод функцiоналу густини за своєю суттю є одночастинковим пiдхо-

дом i не дає змоги коректно врахувати колективнi явища [160, 161]. Причиною

використання наближення хаотичних фаз у базисному пiдходi є надзвичайнi

ускладнення, якi виникають внаслiдок вiдсутностi перiодичностi в просторово

обмежених системах. Для iлюстрацiї цього можна згадати, що тодi як у цьо-

му пiдходi для двочастинкової кореляцiйної функцiї в просторово однорiднiй

системi отримуємо просте алгебраїчне рiвняння [153–156] (у наближеннi хао-

тичних фаз), то у разi неоднорiдної системи — матричне рiвняння, розв’язати

яке аналiтично вдається лише наближено.

У працi [147] викладено загальну схему врахування три- та чотиричастин-

кових кореляцiйних функцiй базової неоднорiдної фермi–системи, проте прак-

тична її реалiзацiя є надзвичайно складною. Для того, щоб обiйти цi труд-

нощi у працi [162] запропоновано простий пiдхiд для врахування поправки

на локальне поле. Цей пiдхiд використовує вiдомi для неї результати з тео-

рiї однорiдної електронної рiдини, проте вiн враховує ефекти зображення, якi є

принциповими для просторово обмежених електронних систем. У межах цього

пiдходу для двочастинкової кореляцiйної функцiї M отримано таке матричне
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рiвняння:

M = M
0 + M

0V (I − G)M, (1.26)

яке у разi однорiдного електронного газу перетворюється на скалярне рiвняння,

розв’язок якого є добре вiдомим iз теорiї однорiдної електронної системи [153–

156, 163–165]:

M =
M0

1 −M0V (1 − G)
.

Припущення, що матриця G є дiагональною (Gk1,k2
(q, ν) = Gk1,k1

(q, ν)δk1,k2
),

приводить матричне рiвняння (1.26) до такого iнтегрального рiвняння в (q, z)-

представленнi:

M(q, ν, z1, z2) = M0(q, ν, z1, z2) +
β

SL2

+L/2∫

−L/2

dz

+L/2∫

−L/2

dz′M0(q, ν, z1, z)×

×
[
ν(q, z − z′) − ν(q, z − z′)

]
M(q, ν, z′, z2), (1.27)

де νk(q) = Gk(q)νk(q), ν(q, z − z′) = 1
L

∑
k eik(z−z′) νk(q). Зауважимо, що хоча

i матрицю поправки на локальне поле G взято у дiагональнiй формi, тим не

менше, за рахунок того, що ν(q, z − z′) знаходиться в iнтегральному рiвнян-

нi, в M(q, ν, z1, z2) будуть врахованi ефекти сил зображення, якi пов’язанi з

поправкою на локальне поле.

Матричне рiвняння (1.22) для ефективного потенцiалу мiжелектронної вза-

ємодiї можна розв’язувати за допомогою iтерацiй, тобто

gk1,k2
(q, ν) =

1

L
νk1

(q) +
β

SL

∑

k

νk1
(q)D−k1,k(q, ν) gk,k2

(q, ν) =

=
1

L
νk1

(q) +
β

SL2
νk1

(q)D−k1,−k2
(q, ν) νk2

(q)+

+
β2

S2L3

∑

k

νk1
(q)D−k1,k(q, ν) νk(q)Dk,−k2

(q, ν) νk2
(q) + . . . =

=
1

L
νk1

(q) +
β

SL2
νk1

(q)

(
D−k1,−k2

(q, ν)+

+
β

SL

∑

k

D−k1,k(q, ν) νk(q)Dk,−k2
(q, ν) + . . .

)
νk2

(q) (1.28)
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або у матричному виглядi

G = V + VDG =

= V + V
(
D + DVD + DVDVD + . . .

)
V =

= ε
−1V ,

де

ε
−1 = I + VD + DVD + DVDVD + . . . =

= (I − VD)−1 (1.29)

або ε = I − VD — матриця дiелектричної проникностi, ε = ‖εk1,k2
(q, ν)‖.

Пiдставивши (1.20) в (1.29), для оберненої матрицi дiелектричної проник-

ностi отримуємо такий вираз:

ε
−1 = I + VM (1.30)

Згiдно з (1.20) у матричному виглядi можна записати, що

M = D (I − VD)−1 =

= D + DVD + DVDVD + . . . .

Тодi ряд у круглих дужках формули (1.28) можна пiдсумувати i його сума дорiв-

нює двочастинковiй кореляцiйнiй функцiї M−k1,−k2
(q, ν). У результатi цього для

ефективного потенцiалу парної мiжелектронної взаємодiї отримуємо такий ви-

раз:

gk1,k2
(q, ν) =

1

L
νk1

(q) +
β

SL2

∑

k

νk1
(q)M−k1,k(q, ν) νk2

(q)

або в (q, z)-представленнi:

g(q, ν, z1, z2) = ν(q, z1 − z2)+

+
β

SL2

+L/2∫

−L/2

dz

+L/2∫

−L/2

dz′ ν(q, z1 − z)M(q, ν, z, z′) ν(q, z′ − z2), (1.31)

де двочастинкова кореляцiйна функцiя M(q, ν, z, z′) є розв’язком iнтегрального

рiвняння (1.27).
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1.2. Статистичний опис дифузiйних процесiв

У цьому пiдроздiлi коротко розглянуто дослiдження процесiв аномальної

дифузiї в конденсованих системах, степеневi розподiли та вiдповiднi статисти-

ки Тсаллiса та Ренi, а також рiвняння дифузiї Фоккера–Планка. Оглянуто працi,

якi стосуються моделювання субдифузiйного iмпедансу для електролiтичних

систем, побудови рiвнянь дифузiї, кiнетичних рiвнянь у дробових похiдних.

Також оглянуто основнi працi, якi стосуються проблем необхiдностi узгодже-

ного опису кiнетичних та гiдродинамiчних процесiв у густих газах та рiдинах,

якi далекi вiд рiвноваги, коли багаточастинковими кореляцiями, що пов’язанi

з локальними законами збереження, не можна нехтувати. Крiм того, наведе-

но стислий виклад методу нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва

у статистицi Ренi, за допомогою якого проводилися подальшi дослiдження у

представленiй дисертацiйнiй роботi.

Математичне моделювання аномальних процесiв дифузiї. У дослiд-

женнях явищ аномальної дифузiї у пористих середовищах [166–178], у невпо-

рядкованих системах [179,180], фiзицi плазми [181–186], турбулентних [52,187,

188], кiнетичних i реакцiйно-дифузiйних процесах [188–196], квантовiй механi-

цi [197–201] та iн. [202–205] iнтеграли та похiднi дробового порядку [206,207]

знайшли своє природне та необхiдне застосування.

Експериментальнi данi про рiзнi процеси аномальної дифузiї вказують на

те, що не тiльки закон поширення, але i форма дифузiйного пакету суттєво

вiдрiзняється вiд нормальної дифузiї [166, 180, 188, 204, 205]. Для опису ано-

мальної дифузiї у рiзних фiзико-хiмiчних системах розвинуто пiдходи зi змiн-

ними коефiцiєнтами дифузiї [208], на основi степеневих кореляцiй дробового

порядку [209], дробових похiдних [52,187,188], узагальнень рiвняння Фоккера–

Планка [170, 188, 210], узагальнень статистичної механiки (екстенсивної та

неекстенсивної) на основi ентропiї Тсаллiса [40, 71, 211], Ренi [71, 87] та iн.

На основi цього виявлено, що математичною основою аномальної дифузiї є рiв-

няння у дробових похiдних [166,188]. Зокрема, у працях [166,204,205,212,213],
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дослiджуючи тривимiрнi моделi аномальної дифузiї, отримано основнi рiвнян-

ня аномальної дифузiї зi загальних принципiв стохастичної теорiї випадкових

процесiв на основi iнтегральних рiвнянь Чепмена–Колмогорова для ймовiр-

ностей переходу. Розв’язки цих рiвнянь утворюють новий клас розподiлiв, якi

називаються дробово-стiйкими. Тобто, цi розподiли є розв’язками рiвнянь у

частинних похiдних дробового порядку, якi узагальнюють звичайнi рiвняння

дифузiї на випадок аномальної дифузiї. Частковим випадком дробово-стiйких

розподiлiв є розподiл Гаусса, що вiдповiдає нормальнiй дифузiї. Важливо за-

значити, що отриманi рiвняння для аномальної дифузiї у дробових похiдних

мiстять коефiцiєнт дифузiї як сталу величину у часi i просторi. З iншої сторони,

коефiцiєнти дифузiї пов’язанi iз часовими кореляцiйними функцiями «потiк–

потiк» (формули Грiна–Кубо), якi мiстять механiзми дифузiйного переносу з

точки зору нерiвноважної статистичної механiки.

На сьогоднiшнiй день поруч iз феноменологiчними пiдходами до побудови

рiвнянь Фоккера–Планка, рiвняння дифузiї, його узагальнення — рiвняння Кет-

тано у дробових похiдних, iснують iншi два пiдходи побудови таких рiвнянь:

ймовiрнiсний, виходячи з рiвнянь Чепмена–Колмогорова в стохастичнiй теорiї

випадкових процесiв [166,188,214], та статистичний, який базується на методi

проекцiйних операторiв (функцiй памятi) [192, 215–221] та рiвняннi Лiувiлля в

дробових похiдних [222–235]. Зокрема, у межах останнього пiдходу отримано

ланцюжок кiнетичних рiвнянь ББГКI (Боголюбов–Борн–Грiн–Кiрквуд–Iвон) у

дробових похiдних [222, 223, 230], рiвняння переносу, рiвняння дифузiї та рiв-

няння Гайзенберга [226–228] у дробових похiдних. Такий пiдхiд формулюється

для негамiльтонових систем та у разi виконання умов Гельмгольца для коорди-

натних та iмпульсних похiдних вiд узагальнених iмпульсiв i сил справджується

для гамiльтонових систем з оборотним у часi рiвнянням Лiувiлля у дробових

похiдних.

У працi [236] запропоновано необоротнi у часi рiвняння руху Гамiльтона

та рiвняння Лiувiлля для динамiки класичних частинок у просторi з мульти-
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фрактальним часом. Використавши означення дробової похiдної та iнтеграла

Рiмана–Лiувiлля, отримано необоротне у часi рiвняння Лiувiлля у дробових

похiдних з мультифрактальною часовою вимiрнiстю. У працях [237, 238] от-

римано кiнетичнi рiвняння у пiдходi Клiмонтовича для систем з фрактальною

структурою, зокрема для опису дифузiйних процесiв у просторi координат та

iмпульсу. Подiбний пiдхiд побудови дробово-часового узагальнення для рiв-

няння Лiувiлля та рiвняння Цванцига (у формалiзмi проектування) був запропо-

нований у працi [239]. Пiдхiд на основi методу проекцiйних операторiв (функ-

цiй памятi), який розвинутий у працях [192,215–221,240], грунтується на моде-

люваннi частотної залежностi функцiй памятi з використанням математичного

апарату дробових похiдних та iнтегралiв [166,206,207,241]. У працях Нiгматул-

лiна [215–217], фактично вперше отримано рiвняння типу дифузiї у дробових

похiдних за часом для середнього значення густини спiну [215], середнього

значення вектора поляризацiї [216] та концентрацiї носiїв заряду [217]. У пра-

цi [218] обгрунтовано рiвняння у дробових похiдних та наведено необоротне

у часi рiвняння Лiувiлля з дробовою похiдною за часом. У такому пiдходi от-

римано важливi результати, зокрема, побудовано мiкроскопiчну модель неде-

баєвської дiелектричної релаксацiї, узагальнивши закон Кола–Кола [221], Кола–

Девiдсона [219]. У працi [240] на основi фрактальної природи процесiв пере-

носу носiїв заряду, дослiджено низькочастотну поведiнку провiдностi з враху-

ванням ефектiв поляризацiї електрода, що добре узгоджується з результатами

експериментальних дослiджень.

Кiнетика та гiдродинамiка конденсованих систем, якi далекi вiд рiв-

новаги. Статистика Тсаллiса та Ренi. На сьогоднiшнiй день дослiдження

нелiнiйних флуктуацiй у густих газах, рiдинах, густiй плазмi, у процесах тур-

булентностi, динамiцi фазових переходiв, хiмiчних реакцiях, процесах самоор-

ганiзацiї залишаються актуальними [62, 242–259], як на кiнетичному, так i на

гiдродинамiчному рiвнях опису. Нерiвноважнi стани таких систем є далекими

вiд рiвноваги. Тому, з одного боку, є важливим вивчення процесiв, якi приво-
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дять до появи стiйких станiв з характерними часами життя, а з iншого боку є

важливим дослiдження процесiв релаксацiї системи до нерiвноважних станiв,

якi вже добре вивченi, наприклад, у випадку густих газiв, рiдин до станiв, якi

описуються в рамках теорiї молекулярної гiдродинамiки [260–263].

Однiєю з важливих особливостей нерiвноважних явищ у густих газах, рi-

динах (складних рiдинах), густiй плазмi (пиловiй плазмi) є те, що кiнетичнi

та гiдродинамiчнi процеси необхiдно розглядати узгоджено [264–269]. У та-

ких дослiдженнях застосовуються рiзнi статистичнi пiдходи на основi ентропiї

Гiббса–Шеннона [21, 24, 270–272] та її узагальнень — ентропiї Тсаллiса [78],

Ренi [49, 50, 52], Шарми–Мiттала [63, 64], а також суперстатистики [51, 65, 66].

Використання розподiлу Гiббса для дослiдження складних фiзичних сис-

тем i явищ, зокрема, самоорганiзацiйних та фрактальних структур, субдифузiї,

турбулентностi, хiмiчних реакцiй, а також рiзних економiчних, соцiальних та

бiологiчних систем не забезпечує узгодження iз спостережуваними явищами.

Як виявляється у багатьох дослiдженнях [166,273], для таких систем характер-

нi степеневi розподiли. Вони не отримуються iз принципу максимуму ентро-

пiї Гiббса–Шеннона, на якому грунтується як рiвноважна, так i нерiвноважна

статистична термодинамiка [18, 21, 270, 272]. Це спричинило численнi спроби

побудови узагальненої статистики, яка б забезпечила степеневу асимптотику

функцiї розподiлу. Така узагальнена статистика може бути побудована на ос-

новi декiлькох ентропiй. Серед них важливе мiсце посiдають ентропiя Ренi та

ентропiя Тсаллiса.

Ентропiя Тсаллiса широко використовується у рiзних напрямках неекс-

тенсивної статистичної механiки (див. працi [40, 42, 211] та посилання у них).

Важливим прикладами є явища субдифузiї [74, 258] та турбулентностi [76, 77],

дослiдження коефiцiєнтiв переносу у газах i плазмi [83], а також квантових ди-

сипативних систем [85]. У межах формалiзму Тсаллiса дослiджувались флукту-

ацiї енергiї [274], кiнетика нерiвноважної плазми [275], проблеми самогравiта-

цiйних [276] та складних систем [277, 278]. У працях [279–281] статистика
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Тсаллiса застосовувалась до хiмiчних реакцiй, зокрема, до нелiнiйних рiвнянь

реакцiйно-дифузiйних процесiв, якi були отриманi у працi [279].

Поряд iз широким застосуванням ентропiї Тсаллiса як узагальнення ен-

тропiї Гiббса–Шеннона, ентропiя Ренi також притягує значний iнтерес дослiд-

никiв [53, 56, 58, 59, 61, 71, 228, 282–284]. Зокрема, у працi [58] показано, що

iндекс q можна пов’язати з теплоємнiстю системи. Важливо вiдзначити пра-

цi [87, 285], в яких метод нерiвноважного статистичного оператора та ентро-

пiя Ренi використовуються для опису далеких вiд рiвноваги системи. Зокрема,

нерiвноважний q-залежний розподiл Ренi, а також узагальненi функцiї розподi-

лу бозонiв i фермiонiв були отриманi у працi [285], в якiй також описанi експе-

рименти з аномальною люмiнiсценсiєю у нанометрових квантових точках, якi

знаходяться у напiвпровiдникових гетероструктурах. Статистичний пiдхiд для

опису фрактальних фiзико-хiмiчних систем на основi нефiковських дифузiйних

процесiв був запропонований у працi [87], в якiй проводились дослiдження

аномальної дифузiї у фракталоподiбних електродах мiкробатарей. Неекстен-

сивний пiдхiд [286], як i iншi пiдходи [287, 288], що приводять до рiвняння

Лiнбланда, використовувались для опису явищ декогеренцiї у квантовiй ме-

ханiцi. Працi [259, 289, 290] присвяченi дослiдженням нелiнiйної кiнетики на

основi рiвнянь Крамерса, Больцмана та Фоккера–Планка в рамках узагальне-

ної статистики.

Башкiров у працях [58,59,61,228] для опису складних систем запропонував

використовувати ентропiю Ренi [49, 50] як статистичної ентропiї, що залежить

вiд параметра q (0 < q 6 1) та у разi q = 1 спiвпадає з ентропiєю Гiббса–

Шеннона. Виходячи з принципу максимуму ентропiї Ренi для рiвноважного

випадку отримано степеневий розподiл Ренi, який для q = 1 переходить у

канонiчний розподiл Гiббса. Величина η = 1 − q розглядається як параметр

порядку, з ростом якого статистична ентропiя Ренi зростає до свого максиму-

му, якому вiдповiдає степеневий розподiл Ренi. Причому, для η = 0 похiдна

вiд ентропiї Ренi за параметром η має стрибок, тобто має мiсце своєрiдний фа-
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зовий перехiд системи у бiльш впорядкований рiвноважний стан. Властивостi

ентропiї Ренi розглянуто у книгах [49, 51, 52].

Важливо зазначити, що ентропiя Тсаллiса є лiнiйним наближенням ентро-

пiї Ренi у розвиненнi останньої у ряд в околi точки q = 1. У результатi цього

ентропiя Тсаллiса стає неадитивною. Ентропiї Ренi та Тсаллiса можуть бути

пов’язанi за допомогою простої монотонної функцiї. Тому екстримiзацiя однiєї

з них, так само як i нормованої ентропiї Тсаллiса [38, 39], за однакових умов

приводить до степеневих розподiлiв одного i того ж вигляду. Незважаючи на

це, ентропiї Ренi та Тсаллiса сильно вiдрiзняються, цi вiдмiнностi є важливи-

ми для дослiдження термодинамiчних систем. Наприклад, ентропiя Тсаллiса

є вгнутою функцiєю для всiх q > 0, тодi як ентропiя Ренi вгнута лише для

0 < q < 1. У працi [54] запропоновано спосiб дослiдження узагальнених ен-

тропiй на стiйкiсть. Зокрема, показано, що ентропiя Ренi є нестiйкою для всiх

q 6= 0. Натомiсть, Абе у працях [43,44] показав стiйкiсть ентропiї Тсаллiса для

всiх q > 0 та нестiйкiсть нормованої ентропiї Тсаллiса.

Метод нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва в статистицi

Ренi. Одним iз важливих методiв дослiдження у теорiї нерiвноважних процесiв

є метод нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва [18, 21, 270, 272],

який успiшно застосовувався до проблем кiнетичної теорiї, гiдродинамiки рi-

дин, газiв, плазми, фiзики твердого тiла, фiзичної хiмiї та iн. Проведенi у пред-

ставленiй дисертацiйнiй роботi дослiдження базуються на цьому методi, тому

тут його коротко розглянуто.

В основi метода нерiвноважного статистичного оператора лежить iдея Бо-

голюбова [291] скороченого опису системи, яка полягає у тому, що нерiвно-

важний макроскопiчний стан системи описується набором спостережуваних

величин 〈P̂m〉t, якi є середнiми значеннями базисних динамiчних змiнних P̂m.

За допомогою цих змiнних здiйснюється огрублений опис еволюцiї системи на

вибранiй шкалi часу. У методi нерiвноважного статистичного оператора рiвнян-

ня переносу для середнiх значень 〈P̂m〉t вибраного набору динамiчних змiнних
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отримуються за допомогою нерiвноважного статистичного оператора (нерiвно-

важної функцiї розподiлу) ̺(xN ; t), яка є розв’язком рiвняння Лiувiлля з гра-

ничною умовою. Необхiдно знайти такi розв’язки рiвняння Лiувiлля

∂

∂t
̺(xN ; t) + iLN̺(x

N ; t) = 0,

з початковою умовою

̺(xN ; t)t=t0 = ̺rel(x
N ; t0),

де ̺rel(x
N ; t0) — релевантний статистичний оператор (релевантна функцiя роз-

подiлу), що залежать вiд часу тiльки через значення деякого набору спостере-

жуваних змiнних, яких достатньо для опису нерiвноважного стану системи i

якi не залежать вiд вибору початкового моменту часу. Причому

〈. . .〉t =

∫
dΓN . . . ̺(xN ; t),

а функцiя ̺(xN ; t) є симетричною вiдносно перестановок xl ↔ xj фазових ко-

ординат будь-якої пари частинок i задовольняє умову нормування∫
dΓN̺(x

N ; t) = 1, dΓN =
(dx)N

(2πh̄)3NN !
,

де dx = dp dr, x = {p, r} — координати фазового простору частинок.

Шуканий розв’язок рiвняння Лiувiлля для ̺(xN ; t) можна записати у тако-

му виглядi [18, 21, 270, 272]:

̺(xN ; t) = ε

t∫

−∞

eε(t
′−t) eiLN (t′−t) ̺rel(x

N ; t′) dt′,

проiнтегрувавши частинами, отримуємо, що

̺(xN ; t) = ̺rel(x
N ; t) −

t∫

−∞

eε(t
′−t) eiLN (t′−t)

(
∂

∂t′
+ iLN

)
̺rel(x

N ; t′) dt′

або з врахуванням проектування, яке виключає часовi похiднi вiд ̺rel(x
N ; t) [18,

21, 270, 272]:

̺(xN ; t) = ̺rel(x
N ; t) −

t∫

−∞

eε(t
′−t) T(t, t′)

(
1 − Prel(t

′)
)
iLN̺rel(x

N ; t′) dt′, (1.32)

де ε → +0 пiсля термодинамiчного переходу. Тут iLN — оператор Лiувiлля
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взаємодiючих частинок з масою m, координатами rj, iмпульсами pj та пар-

ним потенцiалом взаємодiї Φ(|rij|), що у загальному випадку задається таким

спiввiдношенням:

iLN =

N∑

i=1

pi

m
· ∂
∂ri

− 1

2

N∑

i 6=j=1

∂

∂ri
Φ(rij)

(
∂

∂pi
− ∂

∂pj

)
,

де T (t, t′) — оператор еволюцiї у часi з врахуванням проектування:

T (t, t′) = exp+



−

t∫

t′

(
1 − Prel(t

′′)
)
iLN dt′′



 ,

Prel(t) — проекцiйний оператор Кавасакi–Гантона, що входить у рiвняння (1.32)

i визначається структурою функцiї ̺rel(x
N ; t). Вiн дiє на функцiї розподiлу за

правилом

Prel(t)̺
′ =

{
̺rel(x

N ; t) −
∑

n

δ̺rel(x
N ; t)

δ〈P̂n〉t
〈P̂n〉t

}∫
̺′ dΓN+

+
∑

n

δ̺rel(x
N ; t)

δ〈P̂n〉t
∫

P̂n̺
′dΓN

та має такi операторнi властивостi:

Prel(t)̺(x
N ; t) = ̺rel(x

N ; t),

Prel(t)̺rel(x
N ; t) = ̺rel(x

N ; t),

Prel(t)Prel(t
′) = Prel(t).

Нерiвноважний статистичний оператор (нерiвноважну функцiю розподi-

лу) ̺(xN ; t) можна знайти за допомогою методу нерiвноважного статистично-

го оператора з використанням принципу максимуму ентропiї Ренi [62], тобто

̺rel(x
N ; t) знаходиться з умови максимуму функцiоналу ентропiї Ренi

SR[̺] =
1

1 − q
ln

∫
dΓN ̺

q(t).

За фiксованих параметрах скороченого опису
∫

dΓN P̂n̺(x
N ; t) = 〈P̂n〉t та збе-

реженнi умови нормування
∫

dΓN̺rel(x
N ; t) = 1 вiдповiдний функцiонал має

такий вигляд:

LR[̺] =
1

1 − q
ln

∫
dΓN̺

q(t) − α

∫
dΓN̺(t) −

∑

n

Fn(t)

∫
dΓN P̂n̺(t),
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де α та Fn(t) — множники Лагранжа. З рiвностi нулевi функцiональної похiдної

вiд LR(̺)

δLR[̺]

δ̺
=

q

1 − q

̺q−1(t)∫
dΓN̺q(t)

− α−
∑

n

Fn(t)P̂n = 0,

отримується такий релевантний статистичний оператор [62]:

̺rel(t) =
1

ZR(t)

(
1 − q − 1

q

∑

n

Fn(t)δP̂n

) 1
q−1

, (1.33)

ZR(t) =

∫
dΓN

(
1 − q − 1

q

∑

n

Fn(t)δP̂n

) 1
q−1

— статистична сума релевантного статистичного оператора, δP̂n = P̂n − 〈P̂n〉t, а

параметр α визначається таким спiввiдношенням:

α =
q

1 − q
−
∑

n

Fn(t)〈P̂n〉t.

Множники Лагранжа Fn(t) визначаються такими умовами самоузгодження:
〈
P̂n

〉t
=
〈
P̂n

〉t
rel

. (1.34)

Оскiльки релевантний статистичний оператор визначений для основного набо-

ру параметрiв скороченого опису, то можна знайти нерiвноважний статистич-

ний оператор, розкривши структуру проекцiйного оператора:

Prel(t)̺
′ =

(
̺rel(t) −

∑

n

δ̺rel(t)

δ〈P̂n〉t
〈P̂n〉t

)∫
dΓN̺

′ +
∑

n

δ̺rel(t)

δ〈P̂n〉t
∫

dΓN P̂n̺
′.

Варiацiйну похiдну вiд релевантного статистичного оператора у проекцiйному

операторi можна подати так:

δ̺rel(t)

δ〈P̂m〉t
= ̺rel(t) δ

[
1

q
ψ−1(t)

(
Fm(t) −

∑

n

δFn(t)

δ〈P̂m〉t
δP̂n

)]
,

де

δ [. . .] = [. . .] − 〈[. . .]〉trel
та введено таке позначення:

ψ(t) = 1 − q − 1

q

∑

n

Fn(t)δP̂n.

Похiдна вiд множникiв Лагранжа за параметрами скороченого опису δFn(t)

δ〈P̂m〉t
роз-
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раховується у такий спосiб:

δFn(t)

δ〈P̂m〉t
=

(
δ〈P̂m〉t
δFn(t)

)−1

,
δ〈P̂m〉t
δFn(t)

=
δ〈P̂m〉trel
δFn(t)

=

∫
dΓN P̂m

δ̺rel(t)

δFn(t)
. (1.35)

Розрахувавши δ̺rel(t)
δFn(t)

у правiй частинi спiввiдношення (1.35), отримуємо таке

рiвняння для знаходження похiдних:

δ〈P̂m〉t
δFn(t)

=
1

q

〈
δP̂mψ

−1(t)
〉t
rel

∑

l

δ〈P̂l〉t
δFn(t)

− 1

q

〈
δP̂mψ

−1(t)δP̂n

〉t
rel

.

Його розв’язок у матричному виглядi:

δ〈P̂〉t
δF(t)

= −
[
I − 1

q

〈
δP̂ψ−1(t)

〉t
rel

F

]−1
1

q

〈
δP̂ψ−1(t)δP̂

〉t
rel

= f (t),

де

δ〈P̂m〉t
δFn(t)

=

(
δ〈P̂〉t
δF(t)

)

mn

= fmn(t).

Тодi функцiональну похiдну можна подати так:

δ̺rel(t)

δ〈P̂m〉t
= ̺rel(t) δ

[
1

q
ψ−1(t)

(
Fm(t) +

∑

n

f−1
mn (t)δP̂n

)]
.

Враховуючи це, проекцiйний оператор Кавасакi–Гантона набуває такого вигля-

ду:

Prel(t)̺
′ = ̺rel(t)

∫
dΓN{̺′} +

∑

m

̺rel(t) δ

[
1

q
ψ−1(t)

(
Fm(t) +

∑

n

f−1
mn (t)δP̂n

)]
×

×
(∫

dΓN{P̂m̺
′} − 〈P̂m〉t

∫
dΓN{̺′}

)
. (1.36)

Далi необхiдно розкрити дiю операторiв Prel(t)iLN на релевантний статистич-

ний оператор. Оскiльки

iLN̺rel(t) = −̺rel(t)
1

q
ψ−1(t)

∑

n

Fn(t)
˙̂Pn = A(t)̺rel(t),

то

Prel(t)iLN̺rel(t) = P(t)A(t)̺rel(t) =

∫
dΓN {A(t)̺rel(t)}+

+
∑

m

̺rel(t) δ

[
1

q
ψ−1(t)

(
Fm(t) +

∑

n

f−1
mn (t)δP̂n

)]
×

×
(∫

dΓN{P̂mA̺rel(t)} − 〈P̂m〉t
∫

dΓN{A(t)̺rel(t)}
)

,
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де ∫
dΓN{P̂mA(t)̺rel(t)} − 〈P̂m〉t

∫
dΓN

{
A(t)̺rel(t)

}
=
〈
δP̂mA(t)

〉t
l
.

Отже,

Prel(t)iLN̺rel(t) = Prel(t)A(t)̺rel(t) = (P(t)A(t))̺rel(t),

де P(t) — проекцiйний оператор, який дiє на динамiчнi змiннi:

P(t) . . . = 〈. . .〉rel+
∑

m

δ

[
1

q
ψ−1(t)

(
Fm(t) +

∑

n

f−1
mn (t)δP̂n

)]
〈. . . δP̂m〉rel. (1.37)

Оскiльки

A(t) = −1

q
ψ−1(t)

∑

n

Fn(t)
˙̂Pn,

то

P(t)A(t) = −1

q

∑

n

Fn(t)
〈
ψ−1(t) ˙̂Pn

〉
rel

+

+
∑

m

δ

[
1

q
ψ−1(t)

(
Fm(t) +

∑

l

f−1
ml (t)δP̂l

)]
×

×
〈[

−1

q
ψ−1(t)

∑

n

Fn(t)
˙̂Pn −

1

q

∑

n

Fn(t)〈ψ−1(t) ˙̂Pn〉rel
]
(
P̂m − 〈P̂m〉rel

)
〉

rel

.

Розкривши дiю операторiв Prel(t)iLN , (1 − Prel(t))iLN̺rel(t) можна подати у та-

кому виглядi:

(1 − Prel(t)) iLN̺rel(t) = (1 − P(t)) iLN̺rel(t) = −
∑

n

In(t)Fn(t)̺rel(t), (1.38)

де

In(t) = (1 − P(t))
1

q
ψ−1(t) ˙̂Pn

— узагальненi потоки.

Отже, нерiвноважний статистичний оператор (нерiвноважна функцiя роз-

подiлу) iз врахуванням (1.38), набуває такого вигляду [62]:

̺(xN ; t) = ̺rel(x
N ; t) +

∑

n

t∫

−∞

eε(t
′−t) T (t, t′)In(t

′)Fn(t
′)̺rel(x

N ; t′) dt′, (1.39)

за допомогою якого для параметрiв скороченого опису отримуються узагаль-
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ненi рiвняння переносу, якi можна записати у такому виглядi:

∂

∂t
〈P̂m〉t = 〈 ˙̂Pm〉trel +

∑

n

t∫

−∞

eε(t
′−t)ϕmn(t, t

′)Fn(t
′) dt′, (1.40)

де ϕmn(t, t
′) =

∫
dΓN

{ ˙̂PmT (t, t′)In(t′)̺rel(t
′)
}

— узагальненi ядра переносу (функ-

цiї пам’ятi), якi описують дисипативнi процеси в системi та побудованi на уза-

гальнених потоках In(t). Рiвняння переносу (1.40), у загальному випадку вра-

ховують ефекти пам’ятi, а у наближеннi ϕmn(t, t
′) ≈ ϕmnδ(t − t′) описують мар-

ковськi процеси. У рiвняннях переносу присутнi множники Лагранжа (нерiвно-

важнi термодинамiчнi параметри у випадку гiдродинамiчного опису), якi визна-

чаються iз умов самоузгоджень (1.34), внаслiдок цього система рiвнянь пере-

носу стає замкненою. Нерiвноважний статистичний оператор (1.39) i рiвняння

переносу (1.40) складають повний iнструмент для моделювання нерiвноважних

процесiв у далеких вiд рiвноваги системах, коли вибранi параметри скорочено-

го опису 〈P̂n〉t.



РОЗДIЛ 2

ТЕРМОДИНАМIЧНИЙ ПОТЕНЦIАЛ ТА ПОВЕРХНЕВА

ЕНЕРГIЯ НАПIВОБМЕЖЕНОГО «ЖЕЛЕ»

У цьому роздiлi побудовано послiдовну квантово-статистичну теорiю

простого металу з поверхнею подiлу «метал–вакуум» у межах моделi «же-

ле» [292–294]. Отримано загальний вираз для термодинамiчного потенцiалу,

для розрахунку якого визначальним є ефективний потенцiал мiжелектронної

взаємодiї, який ранiше дослiджувався у працях [147–152]. Показано, що у пев-

них наближеннях термодинамiчний потенцiал можна подати у виглядi функцiо-

налу вiд унарної та бiнарної функцiй розподiлу електронiв. За низьких темпе-

ратур на основi термодинамiчного потенцiалу отримано нелiнiйне рiвняння для

хiмiчного потенцiалу та загальний вираз для внутрiшньої енергiї. Показано, що

отримане рiвняння для хiмiчного потенцiалу неоднорiдної системи спiвпадає з

рiвнянням для однорiдної системи, яке розв’язано для рiзних значень радiуса

Вiгнера–Зейтца. Отримано вирази для об’ємної та поверхневої частин внутрiш-

ньої енергiї. Розраховано унарну функцiю розподiлу електронiв для модельно-

го поверхневого потенцiалу у виглядi прямокутного потенцiального бар’єру

скiнченної висоти, яка вибирається з мiнiмуму поверхневої енергiї як функ-

цiї висоти бар’єру. Ця модель використовувалася у працi [143] для розрахунку

поверхневої енергiї невзаємодiючої електронної системи як функцiї висоти по-

тенцiального бар’єру, яку вибирали довiльно. На вiдмiну вiд цiєї працi, тут

враховано кулонiвську взаємодiю мiж електронами, яка призводить до появи

мiнiмуму поверхневої енергiї, з якого знайдено значення висоти потенцiаль-

ного бар’єру. Отриманi значення поверхневої енергiї є дещо меншими [294],

нiж для безмежного потенцiального бар’єру [292, 293], та є додатними у всiй

областi концентрацiй, якi характернi металам, а в областi малих концентрацiй

спiвпадають з розрахунками Ленга та Кона [4] i задовiльно узгоджуються з

56
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експериментальними даними для простих металiв.

Крiм того, у цьому роздiлi дослiджено вплив кулонiвської взаємодiї мiж

електронами на унарну функцiю розподiлу електронiв та вiддаль вiд поверх-

невого потенцiалу до площини подiлу. Показано, що кулонiвська взаємодiя

призводить до зростання цiєї вiддалi та нелiнiйної поведiнки вiдносно радiуса

Вiгнера–Зейтца (тодi як для невзаємодiючої системи вона є лiнiйною), та при-

зводить до зростання перiоду загасаючих коливань унарної функцiї розподiлу

в глибинi металу. Виявлено, що унарна функцiя розподiлу електронiв повiль-

нiше прямує до нуля поза додатним зарядом порiвняно з унарною функцiєю

для моделi безмежно високого потенцiального бар’єру. З прямуванням висоти

потенцiального бар’єру до безмежностi отриманi результати [294] збiгаються з

результатами праць [292, 293].

Основнi результати цього роздiлу опублiковано у працях [146, 292–298].

2.1. Термодинамiчний потенцiал невзаємодiючої системи

Розрахуємо термодинамiчний потенцiал невзаємодiючої системи, викорис-

товуючи прямокутний потенцiальний бар’єр (Д1.1) як модель поверхневого по-

тенцiалу,

Ω0 = −1

β

∑

k||,α

ln
[
1 + eβ(µ−Eα(k||))

]
.

Оскiльки тут µ — це хiмiчний потенцiал взаємодiючої системи електронiв, то у

цьому виразi кулонiвську взаємодiю опосередковано враховано через хiмiчний

потенцiал.

Для того щоб виконати пiдсумовування за k|| та α, спершу розрахуємо

густину станiв електронної пiдсистеми без врахування кулонiвської взаємодiї

ρ(E) =
∑

k||,α

δ
(
E − Eα(k||)

)
, (2.1)

де згiдно з (1.9) та (Д1.2)

Eα(k||) =
h̄2(k2

|| + α2)

2m
.

У термодинамiчнiй границi (1.3) суми замiнюємо iнтегралами згiдно з
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формулою Ейлера–Маклорена [119, 299]
∞∑

n=0

f (n) =

∞∫

0

f (x) dx − 1

2

[
f (∞) − f (0)

]
+

B1

2!

[
f ′(∞) − f ′(0)

]
−

− B2

4!

[
f ′′′(∞) − f ′′′(0)

]
+ . . . ,

де Bi — i-те число Бернуллi.

Для суми за двовимiрним вектором k||, враховуючи (1.10), отримуємо

∑

k||

f (k||) = 2

+∞∫

−∞

dnx

+∞∫

−∞

dny f (k||) =
2S

(2π)2

+∞∫

−∞

dkx

+∞∫

−∞

dky f (k||) =

=
2S

(2π)2

+∞∫

−∞

dk|| f (k||), (2.2)

де враховано двi можливi орiєнтацiї спiна електрона та знехтувано доданками,

якi зникають у границi S → ∞.

Для суми за тривимiрним вектором k, отримуємо

∑

k

f (k) =
2V

(2π)3

+∞∫

−∞

dk f (k). (2.3)

Розглянемо тепер пiдсумовування за α. З (Д1.4) випливає, що
dn

dα
=

L

2π

[
1 +

2

L

(
d +

dγ(α)

dα

)]
,

тодi

∑

α

f (α) =

+∞∫

0

dn f (α) − 1

2
f (0) =

+∞∫

0

dn

dα
dα f (α) − 1

2
f (0) =

=

+∞∫

0

dα

{
L

2π

[
1 +

2

L

(
d +

dγ(α)

dα

)]
− 1

2
δ(α)

}
f (α), (2.4)

доданки з похiдними вiд пiдiнтегральної функцiї вiдсутнi, оскiльки для розгля-

дуваних функцiй вони перетворюються на нуль.

Здiйснюючи перехiд вiд суми за k|| до iнтеграла згiдно з (2.2), для густини

станiв (2.1) отримуємо

ρ(E) =
2S

(2π)2

∑

α

∫
dk|| δ

(
E − h̄2(p2 + α2)

2m

)
=
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=
S

π

∑

α

∞∫

0

dk|| k|| δ

(
E −

h̄2(k2
|| + α2)

2m

)
=

=
S

2π

2m

h̄2

∑

α

θ
(

2mE

h̄2
− α2

)
.

Перейшовши вiд суми за α до iнтеграла згiдно з (2.4), знаходимо густину станiв

ρ(E) =
S

2π

2m

h̄2

+∞∫

0

dα

{
L

2π

[
1 +

2

L

(
d +

dγ(α)

dα

)]
− 1

2
δ(α)

}
θ
(

2mE

h̄2
− α2

)
=

=
S

2π

2m

h̄2

√
2mE/h̄∫

0

dα

{
L

2π

[
1 +

2

L

(
d +

dγ(α)

dα

)]
− 1

2
δ(α)

}
=

=
SL

2

√
2m3/2

π2h̄3

√
E + S

[√
2m3/2d

π2h̄3

√
E +

m

π2h̄2
γ
(√

2mE
h̄

)
− m

4πh̄2

]
, (2.5)

де перший доданок, який пропорцiйний до об’єму системи SL, є об’ємним

вкладом, а решта — поверхневий вклад у густину станiв. Знайдений вираз

спiвпадає з виразом для густини станiв, який отриманий у працi [119], якщо у

формулi (2.5) покласти d = 0.

Якщо висоту потенцiального бар’єру W спрямувати до безмежностi, то γ

перетвориться на нуль i вираз для густини станiв спроститься

ρ(E) =
SL

2

√
2m3/2

π2h̄3

√
E + S

(√
2m3/2d

π2h̄3

√
E − m

4πh̄2

)
. (2.6)

Зауважимо, що густина станiв невзаємодiючої однорiдної системи має та-

кий вигляд:

ρunif(E) = V

√
2m3/2

π2h̄3

√
E,

що спiвпадає з першим доданком виразу (2.5) або (2.6).

Знаючи густину станiв ρ(E), термодинамiчний потенцiал невзаємодiючої

системи можна подати так:

Ω0 = −1

β

∞∫

0

dE ρ(E) ln
[
1 + eβ(µ−E)

]
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або, скориставшись правилом iнтегрування за частинами,

Ω0 =

∞∫

0

dE
1

eβ(E−µ) +1

E∫

0

dE ′ρ(E ′).

Пiдставивши сюди вираз для густини станiв (2.5), отримуємо

Ω0 = −SL

2

2
√

2m3/2

3π2h̄3

∞∫

0

dE E3/2 1

eβ(E−µ) +1
−

− S
2
√

2m3/2d

3π2h̄3

∞∫

0

dE E3/2 1

eβ(E−µ) +1
−

− S
m

π2h̄2

∞∫

0

dE

E∫

0

dE ′ γ
(√

2mE′

h̄

) 1

eβ(E−µ) +1
+

+ S
m

4πh̄2

∞∫

0

dE E
1

eβ(E−µ) +1
.

У границi низьких температур функцiя розподiлу Фермi–Дiрака (1.16) стає

сходинкоподiбною θ(µ − E) i отримуємо такий вираз для термодинамiчного

потенцiалу невзаємодiючої системи:

Ω0 = Ω0,bulk + Ω0,surf, (2.7)

де

Ω0,bulk = − SL

2

4
√

2m3/2

15π2h̄3
µ5/2 =

= − SL

2

h̄2

15mπ2
K5

F (2.8)

— об’ємний вклад у термодинамiчний потенцiал невзаємодiючої системи (про-

порцiйний до об’єму системи SL), який залежить вiд величини хвильового

вектора Фермi KF =
√

2mµ/h̄ взаємодiючої системи електронiв,

Ω0,surf = −S

[
4
√

2m3/2d

15π2h̄3
µ5/2 +

m

π2h̄2

µ∫

0

dE (µ− E) γ
(√

2mE
h̄

)
− m

8πh̄2
µ2

]
=

= S
h̄2
K4

F

mπ2

[
π

32
− KFd

15
− 1

2K4
F

KF∫

0

dαα (K2
F − α2) γ(α)

]
(2.9)
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— поверхневий вклад (пропорцiйний до площi поверхнi подiлу S). Врахувавши

вираз (Д2.7) для параметра d, отримуємо, що

Ω0,surf = S
h̄2
K4

F

160πm


1 +

80

πK4
F

KF∫

0

dαα

(
α2 − 3

5
K2

F

)
γ(α)


 .

Якщо висоту потенцiального бар’єру W спрямувати до безмежностi, то γ

перетвориться на нуль i вираз для Ω0,surf спроститься

Ω0,surf = −S

(
4
√

2m3/2d∞

15π2h̄3
µ5/2 − m

8πh̄2
µ2

)
=

= S
h̄2
K4

F

mπ2

(
π

32
− KFd∞

15

)
=

= S
h̄2
K4

F

160πm
,

де враховано вираз (Д2.9) для параметра d∞ у разi безмежно високого потен-

цiального бар’єру.

Зауважимо, що термодинамiчний потенцiал невзаємодiючої однорiдної

системи має такий вигляд:

Ω0,unif = −V
4
√

2m3/2

15π2h̄3
µ5/2 =

= −V
h̄2

15mπ2
K5

F,

що спiвпадає з (2.8).

2.2. Розрахунок термодинамiчного потенцiалу взаємодiючої системи

Як видно з (1.21), для розрахунку термодинамiчного потенцiалу необхiдно

обчислити визначник матрицi ефективного потенцiалу мiжелектронної взає-

модiї. Це є складною задачею, оскiльки порядок цiєї матрицi є безмежним. Для

цього можна скористатися вiдомою тотожнiстю (див., наприклад, [300])

ln detA = Sp lnA,

з наступним розвиненням у ряд lnA, обчисленням слiду матричних доданкiв в

отриманому рядi та пiдсумовуванням цього ряду.

Для уникнення такої процедури пропонуємо iнший, еквiвалентний до цьо-

го пiдхiд, який полягає у побудовi диференцiального рiвняння для шуканої ве-
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личини Ωint. Для цього замiсть JG(ω) (1.18) введемо у розгляд функцiю JG(ω,λ),

яка залежить вiд параметра λ,

JG(ω,λ) = exp

[
− 1

2

∑

q6=0

∑

k1,k2

∑

ν

(
β
S
gk1,k2

(q, ν,λ)
)−1
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

]
,

де gk1,k2
(q, ν,λ) — фур’є-образ ефективного потенцiалу мiжелектронної взає-

модiї, який залежить вiд параметра λ,
(
β
S
gk1,k2

(q, ν,λ)
)−1

=
(
β
SL
νk1

(q)
)−1δk1+k2,0 − λDk1,k2

(q, ν),

причому gk1,k2
(q, ν) ≡ gk1,k2

(q, ν, 1), JG(ω) ≡ JG(ω, 1).

Тодi вiд цього параметра залежатимуть Ωint та Ξint

Ωint(λ) = − 1

β
lnΞint(λ) =

= − 1

β
ln
∏

q6=0

∏

ν

∏

k

(
β
SL
νk(q)

)−1/2
∫

(dω) JG(ω,λ),

причому

Ωint = Ωint(1).

Продиференцiюємо Ωint(λ) за параметром λ. У результатi отримуємо, що
dΩint(λ)

dλ
= −1

β

d

dλ
lnΞint(λ) = −1

β

1

Ξint(λ)

dΞint(λ)

dλ
=

= −1

β

1

Ξint(λ)

∏

q6=0

∏

ν

∏

k

(
β
SL
νk(q)

)−1/2×

× 1

2

∫
(dω) JG(ω,λ)

∑

q6=0

∑

ν

∑

k1,k2

Dk1,k2
(q, ν)ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν) =

= − 1

2β

∑

q6=0

∑

ν

∑

k1,k2

Dk1,k2
(q, ν)

〈
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

〉
G
(λ),

де введено середнє

〈. . .〉G(λ) =

∫
(dω) JG(ω,λ) . . .
∫

(dω) JG(ω,λ)

. (2.10)

Отже, у результатi для Ωint(λ) отримали таке диференцiальне рiвняння

першого порядку:

dΩint(λ)

dλ
= − 1

2β

∑

q6=0

∑

ν

∑

k1,k2

Dk1,k2
(q, ν)

〈
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

〉
G
(λ). (2.11)
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Для отримання однозначного розв’язку цього диференцiального рiвняння пер-

шого порядку його необхiдно доповнити однiєю додатковою умовою. Легко

зауважити, що

Ωint(0) = − 1

β
ln
∏

q6=0

∏

ν

∏

k

(
β
SL
νk(q)

)−1/2×

×
∫

(dω) exp

[
− 1

2

∑

q6=0

∑

ν

∑

k

(
β
SL
νk(q)

)−1
ωk(q, ν)ω−k(−q,−ν)

]
=

=
1

β
ln 1 = 0. (2.12)

Розв’язком задачi Кошi (2.11), (2.12) у точцi λ = 1 є

Ωint ≡ Ωint(1) = − 1

2β

∑

q6=0

∑

ν

∑

k1,k2

Dk1,k2
(q, ν)

1∫

0

〈
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

〉
G
(λ) dλ.

Середнє вiд ωk1
(q, ν)ωk2

(−q,−ν) з гауссiвським розподiлом JG(ω,λ) легко об-

числюється,
〈
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

〉
G
(λ) = β

S
gk1,k2

(q, ν,λ).

Отже, отримали такий вираз для розрахунку Ωint:

Ωint = − 1

2S

∑

q6=0

∑

ν

∑

k1,k2

Dk1,k2
(q, ν)

1∫

0

gk1,k2
(q, ν,λ) dλ.

Враховуючи спiввiдношення (2.13)

gk1,k2
(q, ν) =

1

L2

+L/2∫

−L/2

dz1

+L/2∫

−L/2

dz2 eik1z1+ik2z2 g(q, ν, z1, z2),

g(q, ν, z1, z2) =
∑

k1,k2

e−ik1z1−ik2z2 gk1,k2
(q, ν)

(2.13)

(яке має мiсце i для залежного вiд λ ефективного потенцiалу мiжелектронної

взаємодiї) та

Dk1,k2
(q, ν) =

1

L2

+L/2∫

−L/2

dz1

+L/2∫

−L/2

dz2 e−ik1z1−ik2z2 D(q, ν, z1, z2),

D(q, ν, z1, z2) =
∑

k1,k2

eik1z1+ik2z2 Dk1,k2
(q, ν),

(2.14)
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отримуємо, що

Ωint = − 1

2SL2

∑

q6=0,ν

+L/2∫

−L/2

dz1

+L/2∫

−L/2

dz2 D(q, ν, z1, z2)

1∫

0

g(q, ν, z1, z2,λ) dλ.

Подальший розрахунок Ωint за цiєю формулою необхiдно проводити чи-

сельно. З метою отримання аналiтичних результатiв, зробимо такi наближення:

• D ≈ M0, тобто розрахунок проводитиметься у наближеннi хаотичних фаз;

• g(q, ν, z1, z2,λ) ≈ g(q, 0, z1, z2,λ) ≡ g(q, z1, z2,λ), тобто знехтувано за-

лежнiстю ефективного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї вiд бозiвської

частоти ν.

Тодi вираз для Ωint спрощується,

Ωint ≈ − 1

2SL2

∑

q6=0

+L/2∫

−L/2

dz1

+L/2∫

−L/2

dz2

∑

ν

M0(q, ν, z1, z2)

1∫

0

g(q, z1, z2,λ)dλ. (2.15)

У цьому виразi пiдсумовування за частотою ν стосується лише двочастинко-

вої кореляцiйної функцiї невзаємодiючих електронiв M0(q, ν, z1, z2), а ефек-

тивний потенцiал мiжелектронної взаємодiї g(q, z1, z2,λ) є розв’язком такого

iнтегрального рiвняння:

g(q, z1, z2,λ) = ν(q, z1 − z2)+

+
β

SL2
λ

+L/2∫

−L/2

dz

+L/2∫

−L/2

dz′ ν(q, z1 − z′)M0(q, 0, z′, z) g(q, z, z2,λ). (2.16)

Необхiдно у виразi (2.15) виконати пiдсумування за бозiвською часто-

тою ν. Оскiльки вiд ν залежить лише дрiб у виразi (1.25) для M0(q, ν, z1, z2),

то розглянемо його окремо

1

β

∑

ν

nα1
(k||) − nα2

(k|| − q)

−iν + Eα1
(k||) − Eα2

(k|| − q)
=

=
1

2πi

∮

Γ

1

−ζ + Eα1
(k||) − Eα2

(k|| − q)
· dζ

eβζ−1
=

=
1

eβ(Eα1
(k||)−Eα2

(k||−q)) −1
=

eβEα2
(k||−q)

eβEα1
(k||) − eβEα2

(k||−q)
=
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=
eβ(Eα2

(k||−q)−µ)

eβ(Eα1
(k||)−µ) − eβ(Eα2

(k||−q)−µ)
=

1
nα2

(k||−q)
− 1

1
nα1

(k||)
− 1 − 1

nα2
(k||−q)

+ 1
=

=

(
1 − nα2

(k|| − q)
)
nα1

(k||)

nα2
(k|| − q) − nα1

(k||)
,

де Γ — замкнений контур, який охоплює полюси функцiї 1/(eβζ−1) (див. [301,

302]). Тодi
∑

ν

M0(q, ν, z1, z2) =

= −L2
∑

k||,α1,α2

(
1 − nα2

(k|| − q)
)
nα1

(k||)ϕ
∗
α1
(z1)ϕα2

(z1)ϕ
∗
α2
(z2)ϕα1

(z2).

Скориставшись умовою повноти власних функцiй
∑

α

ϕα(z)ϕα(z
′) = δ(z − z′), (2.17)

отримуємо
∑

ν

M0(q, ν, z1, z2) = −L2
∑

k||,α1

nα1
(k||) |ϕα1

(z1)|2 δ(z1 − z2)+

+ L2
∑

k||,α1,α2

nα1
(k||) nα2

(k|| − q)ϕ∗
α1
(z1)ϕα2

(z1)ϕ
∗
α2
(z2)ϕα1

(z2). (2.18)

Пiдставивши вираз (2.18) у (2.15), а (2.15) — у (1.13), отримуємо такий

вираз для термодинамiчного потенцiалу:

Ωjell = Ω0 +
1

2S

∑

q6=0

∑

k||,α

nα(k||)

+L/2∫

−L/2

dz |ϕα(z)|2
1∫

0

dλ
(
g(q, z, z,λ) − ν(q, 0)

)
−

− 1

2S

∑

q6=0

∑

k||,α1,α2

nα1
(k||) nα2

(k|| − q)× (2.19)

×
+L/2∫

−L/2

dz1

+L/2∫

−L/2

dz2 ϕ
∗
α1
(z1)ϕα2

(z1)ϕ
∗
α2
(z2)ϕα1

(z2)

1∫

0

dλ g(q, z1, z2,λ).

Враховуючи вирази для унарної та бiнарної функцiй розподiлу електронiв

у моделi напiвобмеженого «желе» [140–142]

F0
1 (z) =

V

S〈N〉0
∑

k||,α

|ϕα(z)|2nα(k||) (2.20)
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та

F0
2 (r||, z1, z2) = F0

1 (z1)F0
1 (z2)− (2.21)

− V 2

S2〈N〉20

∑

k||,α1

∑

k′
||,α2

eik||r|| nα1
(k′

||) nα2
(k′

|| − k||)ϕ
∗
α1
(z1)ϕα2

(z1)ϕ
∗
α2
(z2)ϕα1

(z2),

термодинамiчний потенцiал (2.19) можна подати так:

Ωjell = Ω0 +
1

2

〈N〉0S
V

+L/2∫

−L/2

dzF0
1 (z)

1∫

0

dλ

(
g(r||, z, z,λ) −

e2

r||

)∣∣∣∣
r||=0

+

+
1

2

〈N〉20S
V 2

∫

S

dr||

+L/2∫

−L/2

dz1

+L/2∫

−L/2

dz2

(
F0

2 (r||, z1, z2) − F0
1 (z1)F0

1 (z2)
)
×

×
1∫

0

dλ g(r||, z1, z2,λ), (2.22)

де

g(r||, z1, z2,λ) =
1

S

∑

q

eiqr|| g(q, z1, z2,λ) (2.23)

— ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї у координатному представ-

леннi, який залежить вiд параметра λ.

Зауважимо, що вирази (2.20) та (2.21) за формою спiвпадають з ви-

разами для унарної та бiнарної функцiй розподiлу невзаємодiючих елек-

тронiв [140–142], проте цi функцiї розподiлу залежать вiд хiмiчного потенцiа-

лу µ взаємодiючої системи електронiв.

Для подальшого розрахунку термодинамiчного потенцiалу згiдно з форму-

лою (2.19) або (2.22) необхiдно конкретизувати вигляд поверхневого потенцiа-

лу Vsurf(z). Змоделюємо поверхневий потенцiал прямокутним потенцiальним

бар’єром (Д1.1) з хвильовими функцiями (Д1.2). Суми за хвильовим векто-

ром k|| вiд функцiй розподiлу Фермi–Дiрака для низьких температур та вели-

чина 〈N〉0, якi мiстяться в (2.19), розраховано в додатку Д3.1.

Iнтеграли вiд хвильових функцiй з ефективним потенцiалом мiжелек-

тронної взаємодiї. Розрахуємо iнтеграли вiд хвильових функцiй з ефективним
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потенцiалом мiжелектронної взаємодiї, якi мiстяться у виразi (2.19),
+∞∫

−L/2

dz |ϕα(z)|2
(
g(q, z, z,λ) − ν(q, 0)

)
(2.24)

та
+∞∫

−L/2

dz1

+∞∫

−L/2

dz2 ϕ
∗
α1
(z1)ϕα2

(z1)ϕ
∗
α2
(z2)ϕα1

(z2) g(q, z1, z2,λ), (2.25)

де ϕα(z) — хвильовi функцiї (Д1.2) електронiв у полi прямокутного потенцiаль-

ного бар’єру, який розташований в точцi z = d, g(q, z1, z2,λ) — ефективний

потенцiал мiжелектронної взаємодiї, який є розв’язком iнтегрального рiвнян-

ня (2.16) та отриманий з використанням методики [148–150, 303]. Цей потен-

цiал залежить вiд модуля вектора q:

g(q, z1 6 d, z2 6 d,λ) =
2πe2

Q1(λ)

[
e−Q1(λ)|z1−z2| +

Q1(λ)−Q2(λ)

Q1(λ) + Q2(λ)
eQ1(λ)(z1+z2−2d)

]
,

g(q, z1 > d, z2 > d,λ) =
2πe2

Q2(λ)

[
e−Q2(λ)|z1−z2|−Q1(λ) −Q2(λ)

Q1(λ) + Q2(λ)
e−Q2(λ)(z1+z2−2d)

]
,

g(q, z1 > d, z2 6 d,λ) =
4πe2

Q1(λ) + Q2(λ)
eQ1(λ)(z2−d)−Q2(λ)(z1−d),

g(q, z1 6 d, z2 > d,λ) =
4πe2

Q1(λ) + Q2(λ)
eQ1(λ)(z1−d)−Q2(λ)(z2−d),

де

Q1(λ) =
√

q2 + λκ2
TF

(
L
(

q
2KF

)
−∆

(
q

2KF

))
,

Q2(λ) =
√

q2 + λκ2
TF∆

(
q

2KF

)
,

∆(x) =
2

s̃2

1∫

0

dξ ξ
√

s̃2 − ξ2

[
1 −

√
1 − 1 − ξ2

x2
θ
(

1 − 1 − ξ2

x2

)]
, s̃ =

s

KF
, (2.26)

L(x) =
1

2
+

1 − x2

4x
ln

∣∣∣∣
1 + x

1 − x

∣∣∣∣ (2.27)

— функцiя Лiндхарда,

Зауважимо, що iнтеграли (2.24) та (2.25) для α = 0 дорiвнюють нулю,

оскiльки на нуль перетворюються хвильовi функцiї (Д1.2).



68

Для α 6= 0 вираз (2.24) пiсля iнтегрування набуває такого вигляду:
+∞∫

−L/2

dz |ϕα(z)|2
(
g(q, z, z,λ) − ν(q, 0)

)
=

= 2πe2|C(α)|2L
4

(
1

Q1(λ)
− 1

q

)
+ 2πe2|C(α)|2∆G(q,α,λ),

де

∆G(q,α,λ) =

(
d

2
+

sin(2γ(α))

4α

)(
1

Q1(λ)
− 1

q

)
+

1

2κ(α)

(α
s

)2
(

1

Q2(λ)
− 1

q

)
+

+
1

4Q1(λ)

Q1(λ) −Q2(λ)

Q1(λ) + Q2(λ)

(
1

Q1(λ)
− Q1(λ) cos(2γ(α)) − α sin(2γ(α))

Q2
1(λ) + α2

)
−

− 1

2Q2(λ)

(α
s

)2 Q1(λ) −Q2(λ)

Q1(λ) + Q2(λ)

1

Q2(λ) + κ(α)
. (2.28)

Для α1 6= 0 та α2 6= 0 вираз (2.25) пiсля iнтегрування набуває такого вигля-

ду:
+∞∫

−L/2

dz1

+∞∫

−L/2

dz2 ϕ
∗
α1
(z1)ϕα2

(z1)ϕ
∗
α2
(z2)ϕα1

(z2) g(q, z1, z2,λ) =

= 2πe2|C(α1)|2|C(α2)|2
L

4

Q2
1(λ) + α2

1 + α2
2(

Q2
1(λ) + α2

1 + α2
2

)2 − 4α2
1α

2
2

+

+ 2πe2|C(α1)|2|C(α2)|2G(q,α1,α2,λ),

де

G(q,α1,α2,λ) =
1

4

(
f1(α1,α2,λ) + f1(α1,−α2,λ)

)
+

+
1

4Q1(λ)

Q1(λ) −Q2(λ)

Q1(λ) + Q2(λ)

(
f2(α1,α2,λ) − f2(α1,−α2,λ)

)2
+

+
(α1α2)

2

s4

1

Q2(λ)

(
1

(κ(α1) + κ(α2))(Q2(λ) + κ(α1) + κ(α2))
−

− Q1(λ)−Q2(λ)

Q1(λ) + Q2(λ)

1

(Q2(λ) + κ(α1) + κ(α2))2

)
+

+
α1α2

s2

2

Q1(λ) + Q2(λ)

1

Q2(λ) + κ(α1) + κ(α2)
×

×
(
f2(α1,α2,λ) − f2(α1,−α2,λ)

)
, (2.29)

f1(α1,α2,λ) =
1

Q2
1(λ) + (α1 − α2)2

[
d − sin(2(γ(α1) − γ(α2)))

2(α1 − α2)
+
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+
sin(2γ(α1))

2α1
+

sin(2γ(α2))

2α2
+

Q1(λ)

Q2
1(λ) + (α1 + α2)2

−

− Q2
1(λ)

(
1 + cos2(γ(α1) − γ(α2))

)
− (α1 − α2)

2 sin2(γ(α1) − γ(α2))

Q1(λ)
(
Q2

1(λ) + (α1 − α2)2
) +

+
Q1(λ) cos(γ(α1) − γ(α2)) + (α1 − α2) sin(γ(α1) − γ(α2))

Q1(λ)
(
Q2

1(λ) + (α1 + α2)2
) ×

×
(
Q1(λ) cos(γ(α1) + γ(α2)) − (α1 + α2) sin(γ(α1) + γ(α2))

)
]
,

f2(α1,α2,λ) =
Q1(λ) cos(γ(α1) − γ(α2)) − (α1 − α2) sin(γ(α1) − γ(α2))

Q2
1(λ) + (α1 − α2)2

.

Якщо висоту потенцiального бар’єру спрямувати до безмежностi, то

lim
W→∞

∆

(
q

2KF

)
= 0,

lim
W→∞

Q1(λ) =

√
q2 + λκ2

TF

(
q

2KF

)
= Q(λ),

lim
W→∞

Q2(λ) = 0,

ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї набуває вигляду

g(q, z1 6 d, z2 6 d,λ) =
2πe2

Q(λ)

[
e−Q(λ)|z1−z2| +

Q(λ) − q

Q(λ) + q
eQ(λ)(z1+z2−2d)

]
,

g(q, z1 > d, z2 > d,λ) =
2πe2

q

[
e−q|z1−z2|−Q(λ) − q

Q(λ) + q
e−q(z1+z2−2d)

]
,

g(q, z1 > d, z2 6 d,λ) =
4πe2

Q(λ) + q
eQ(λ)(z2−d)−q(z1−d),

g(q, z1 6 d, z2 > d,λ) =
4πe2

Q(λ) + q
eQ(λ)(z1−d)−q(z2−d),

вирази для функцiй ∆G(q,α,λ) та G(q,α1,α2,λ) значно спрощуються:

∆G(q,α,λ) =
d

2

(
1

Q(λ)
− 1

q

)
+

1

4Q2(λ)

Q − q

Q + q

α2

Q2 + α2
,

G(q,α1,α2,λ) =
1

4

(
f1(α1,α2,λ) + f1(α1,−α2,λ)

)
+

+
1

4Q(λ)

Q − q

Q + q

(
f2(α1,α2,λ) − f2(α1,−α2,λ)

)2
,

де

f1(α1,α2,λ) =
1

Q2(λ) + (α1 − α2)2
×
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×
[
d + 2Q(λ)

(
1

Q2(λ) + (α1 + α2)2
− 1

Q2(λ) + (α1 − α2)2

)]
,

f2(α1,α2,λ) =
Q(λ)

Q2(λ) + (α1 − α2)2
.

У виразi (2.19) необхiдно провести пiдсумовування за квантовим чис-

лом α, згiдно з правилом (2.4). У результатi термодинамiчний потенцiал можна

подати так:

Ωjell = Ωbulk + Ωsurf, (2.30)

де перший доданок — об’ємна частина термодинамiчного потенцiалу (пропор-

цiйна до об’єму системи SL), а другий — поверхнева (пропорцiйна до площi

поверхнi S). Об’ємна частина термодинамiчного потенцiалу має такий вигляд:

Ωbulk = Ω0,bulk + ∆Ωbulk, (2.31)

де
Ω0,bulk

SL/2
= − h̄2

15mπ2
K5

F

— об’ємна частина термодинамiчного потенцiалу невзаємодiючої системи з роз-

рахунку на одиницю об’єму (див. вираз (2.8)), яка залежить вiд величини хви-

льового вектора Фермi KF взаємодiючої системи електронiв,

∆Ωbulk

SL/2
= −e2K3

F

6π2

∞∫

0

dq

1∫

0

dλ

(
1 − q

Q1(λ)

)
− (2.32)

− e2

2π4

∞∫

0

dq q

KF∫

0

dα1

KF∫

0

dα2 J̃(q,α1,α2)

1∫

0

dλ
Q2

1(λ) + α2
1 + α2

2(
Q2

1(λ) + α2
1 + α2

2

)2 − 4α2
1α

2
2

,

Q1(λ) =

√
q2 + λκ2

TF

(
L
(

q
2KF

)
−∆

(
q

2KF

))
,

κTF =
√

4
π
KF

aB
— обернений радiус екранування Томаса–Фермi, функцiя

J̃(q,α1,α2) розрахована в додатку Д3.1 (див. вираз (Д3.3)).

Зауважимо, що на вираз (2.31) присутнiсть площини подiлу нiяк не впли-

ває i вiн є термодинамiчним потенцiалом з розрахунку на одиницю об’єму

однорiдної системи. А термодинамiчний потенцiал однорiдної системи можна

аналогiчно розрахувати, виходячи з гамiльтонiану однорiдного «желе» (1.5). Цi
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розрахунки є значно простiшими та в аналогiчних наближеннях отримуємо, що

Ωunif

V
= − h̄2

15mπ2
K5

F +
K3

F

12π4

∞∫

0

dq q2

1∫

0

dλ
(
gunif(q,λ) − ν(q)

)
−

− K3
F

12π4

∞∫

0

dq q2 J̃unif(q)

1∫

0

dλ gunif(q,λ), (2.33)

де функцiя J̃unif(q) обчислена в додатку Д3.1 (див. (Д3.5)),

ν(q) =
4πe2

q2

— тривимiрний фур’є–образ кулонiвського потенцiалу,

gunif(q,λ) =
4πe2

q2 + λκ2
TFL
(

q
2KF

)

— тривимiрний фур’є–образ ефективного потенцiалу парної мiжелектронної

взаємодiї в однорiднiй системi, який залежить вiд параметра λ.

Iнтегрування за параметром λ у виразi (2.33) легко виконується, у резуль-

татi отримуємо, що

Ωunif

V
= − h̄2

15mπ2
K5

F−

− e2K3
F

3π3

∞∫

0

dq

[
1 − q2

(
1 − J̃unif(q)

)

κ
2
TFL
(

q
2KF

) ln

(
1 +

κ
2
TF

q2
L

(
q

2KF

))]
. (2.34)

Вирази (2.31)–(2.32) та (2.34) хоча i вiдрiзняються за формою проте дають той

самий результат — термодинамiчний потенцiал однорiдної системи у набли-

женнi хаотичних фаз.

Поверхневий вклад у термодинамiчний потенцiал має такий вигляд:

Ωsurf = Ω0,surf + ∆Ωsurf,

де поверхнева частина термодинамiчного потенцiалу невзаємодiючої системи

Ω0,surf визначається виразом (2.9),

∆Ωsurf

S
=

e2

2π2

∞∫

0

dq q

KF∫

0

dα (K2
F − α2)

1∫

0

dλ∆G(q,α,λ)−
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− e2

π4

∞∫

0

dq q

KF∫

0

dα1

KF∫

0

dα2 J̃(q,α1,α2)

1∫

0

dλG(q,α1,α2,λ).

Параметр d розраховано в пiдроздiлi Д2 (див. загальний вираз (Д2.7)) та для

прямокутного потенцiального бар’єру має вигляд (Д2.8), а функцiї ∆G(q,α,λ)

та G(q,α1,α2,λ) визначаються виразами (2.28) та (2.29) вiдповiдно.

2.3. Середнє вiд оператора кiлькостi електронiв та хiмiчний потенцiал

Знаючи термодинамiчний потенцiал системи, можна розрахувати середнє

вiд оператора кiлькостi електронiв

〈N〉 =
1

Ξ
Sp
(

eβ(Hjell−µN ) N
)

= −∂Ωjell

∂µ
. (2.35)

Оскiльки згiдно з (2.30) термодинамiчний потенцiал можна роздiлити на об’єм-

ну та поверхневу частини, то

〈N〉 = −∂
(
Ωbulk + Ωsurf

)

∂µ
= Nbulk + Nsurf, (2.36)

де

Nbulk = −∂Ωbulk

∂µ
, (2.37)

Nsurf = −∂Ωsurf

∂µ
. (2.38)

Хiмiчний потенцiал µ є розв’язком рiвняння (2.35). Враховуючи (2.36), у

термодинамiчнiй границi (1.3) отримуємо, що

lim
N ,S,L→∞

〈N〉
SL/2

= lim
N ,S,L→∞

Nbulk

SL/2
=

3

4π

1

r3
s

.

Тобто у термодинамiчнiй границi (1.3) доданок Nsurf не впливає на хiмiчний

потенцiал, рiвняння для якого можна подати так:

〈N〉 = −∂Ωbulk

∂µ
.

Середнє вiд оператора кiлькостi невзаємодiючих електронiв. Викорис-

товуючи (2.7)–(2.9), середнє вiд оператора кiлькостi електронiв без врахування

кулонiвської взаємодiї мiж ними можна подати так:

〈N〉0 = −∂Ω0

∂µ
= N0,bulk + N0,surf,
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де

N0,bulk = −∂Ω0,bulk

∂µ
=

SL

2

K3
F

3π2
, (2.39)

N0,surf = −∂Ω0,surf

∂µ
=

= S

[
2
√

2m3/2d

3π2h̄3
µ3/2 +

m

π2h̄2

µ∫

0

dE γ
(√

2mE
h̄

)
− m

4πh̄2
µ

]
=

= S
K2

F

π2


KFd

3
− π

8
+

1

K2
F

KF∫

0

dααγ(α)


 . (2.40)

Врахувавши вираз (Д2.7) для параметра d, отримуємо, що N0,surf = 0.

Зауважимо, що у разi невзаємодiючої однорiдної системи

N0,unif = V
K3

F

3π2
,

що спiвпадає з об’ємною частиною (2.39).

Середнє вiд оператора кiлькостi взаємодiючих електронiв. Згiдно з ви-

разами (2.37) та (2.38) величини Nbulk та Nsurf можна розрахувати, узявши по-

хiднi за хiмiчним потенцiалом µ вiд Ωbulk та Ωsurf вiдповiдно. Проте простiше

скористатися функцiональним представленням для термодинамiчного потен-

цiалу Ωjell (див. (1.17)) та обчислити цю похiдну вiд виразу (1.13) за хiмiчним

потенцiалом µ. У результатi знаходимо, що

〈N〉 = 〈N〉0 +
1

2S

∑

q6=0

ν(q, 0)
∂〈N〉0
∂µ

+
1

βΞint

∂Ξint

∂µ
=

= 〈N〉0 +
1

2S

∑

q6=0

ν(q, 0)
∂〈N〉0
∂µ

+

+
1

βΞint

∏

q6=0

∏

ν

∏

k

(
β
SL
νk(q)

)−1/2×

× 1

2

∫
(dω) JG(ω)

∑

q6=0

∑

ν

∑

k1,k2

∂Dk1,k2
(q, ν)

∂µ
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν) =

= 〈N〉0 +
1

2S

∑

q6=0

ν(q, 0)
∂〈N〉0
∂µ

+
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+
1

2β

∑

q6=0

∑

ν

∑

k1,k2

∂Dk1,k2
(q, ν)

∂µ

〈
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

〉
G
, (2.41)

де усереднення 〈. . .〉G виконується згiдно з виразом (2.10), в якому λ = 1.

Враховуючи, що
〈
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

〉
G

= β
S
gk1,k2

(q, ν), вираз (2.41) мож-

на переписати так:

〈N〉 = 〈N〉0 +
1

2S

∑

q6=0

ν(q, 0)
∂〈N〉0
∂µ

+
1

2S

∑

q6=0

∑

ν

∑

k1,k2

∂Dk1,k2
(q, ν)

∂µ
gk1,k2

(q, ν).

Враховуючи (2.13) та (2.14), отримуємо, що

〈N〉 = 〈N〉0 +
1

2S

∑

q6=0

ν(q, 0)
∂〈N〉0
∂µ

+

+
1

2SL2

∑

q6=0

∑

ν

+L/2∫

−L/2

dz1

+L/2∫

−L/2

dz2
∂D(q, ν, z1, z2)

∂µ
g(q, ν, z1, z2), (2.42)

З метою спрощення цього виразу зробимо такi ж наближення, як i при розра-

хунку термодинамiчного потенцiалу, а саме:

• D ≈ M0;

• g(q, ν, z1, z2) ≈ g(q, 0, z1, z2) ≡ g(q, z1, z2).

Тодi вираз (2.42) значно спрощується,

〈N〉 = 〈N〉0 +
1

2S

∑

q6=0

ν(q, 0)
∂〈N〉0
∂µ

+

+
1

2SL2

∑

q6=0

+L/2∫

−L/2

dz1

+L/2∫

−L/2

dz2

∑

ν

∂M0(q, ν, z1, z2)

∂µ
g(q, z1, z2), (2.43)

де пiдсумовування за частотою ν стосується лише похiдної за хiмiчним потен-

цiалом вiд двочастинкової кореляцiйної функцiї. Оскiльки ця похiдна за хiмiч-

ним потенцiалом µ стосується лише функцiй розподiлу Фермi–Дiрака, то
∑

k||

∂
(
nα1

(k||)nα2
(k|| − q)

)

∂µ
=
∑

k||

∂nα1
(k||)

∂µ
nα2

(k||−q)+
∑

k||

nα1
(k||)

∂nα2
(k|| − q)

∂µ
.

Зробивши у другiй сумi замiну k|| − q на k||, отримуємо
∑

k||

∂
(
nα1

(k||)nα2
(k|| − q)

)

∂µ
=
∑

k||

∂nα1
(k||)

∂µ

(
nα2

(k|| − q) + nα2
(k|| + q)

)
.
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Тодi
∑

ν

∂M0(q, ν, z1, z2)

∂µ
= −L2

∑

k||,α1

∂nα1
(k||)

∂µ
|ϕα1

(z1)|2δ(z1 − z2)+ (2.44)

+ L2
∑

k||,α1,α2

∂nα1
(k||)

∂µ

(
nα2

(k|| − q) + nα2
(k|| + q)

)
ϕ∗
α1
(z1)ϕα2

(z1)ϕ
∗
α2
(z2)ϕα1

(z2).

Пiдставивши вираз (2.44) у (2.43), знаходимо, що

〈N〉 = 〈N〉0 −
1

2S

∑

q6=0

∑

k||,α

∂nα(k||)

∂µ

+L/2∫

−L/2

dz |ϕα(z)|2
(
g(q, z, z) − ν(q, 0)

)
+

+
1

2S

∑

q6=0

∑

k||,α1,α2

∂
(
nα1

(k||) nα2
(k|| − q)

)

∂µ
×

×
+L/2∫

−L/2

dz1

+L/2∫

−L/2

dz2 ϕ
∗
α1
(z1)ϕα2

(z1)ϕ
∗
α2
(z2)ϕα1

(z2) g(q, z1, z2). (2.45)

Враховуючи вирази для унарної (2.20) та бiнарної (2.21) функцiй розподiлу

напiвобмеженого «желе» [140–142], отримуємо

〈N〉 = −1

2

S

V

+L/2∫

−L/2

dz
∂
(
〈N〉0F0

1 (z)
)

∂µ

(
g(r||, z, z) −

e2

r||

)∣∣∣∣
r||=0

−

− 1

2

S

V 2

∫

S

dr||

+L/2∫

−L/2

dz1

+L/2∫

−L/2

dz2

∂
(
〈N〉20

(
F0

2 (r||, z1, z2) − F0
1 (z1)F0

1 (z2)
))

∂µ
×

× g(r||, z1, z2), (2.46)

де g(r||, z1, z2) — ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї у координат-

ному представленнi (перехiд до координатного представлення є аналогiчним

до (2.23)).

Згiдно з (2.42) або (2.43) для розрахунку 〈N〉 необхiдно ще розрахувати

похiдну ∂〈N〉0/∂µ
∂〈N〉0
∂µ

=
∂N0,bulk

∂µ
+
∂N0,surf

∂µ
,

де
∂N0,bulk

∂µ
=

SL

2

√
2m3/2

π2h̄3
µ1/2 =

SL

2

m

h̄2

KF

π2
(2.47)
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— об’ємна частина,

∂N0,surf

∂µ
= S

(√
2m3/2d

π2h̄3
µ1/2 +

m

π2h̄2
γ(KF) −

m

4πh̄2

)
=

= S
m

h̄2π2

(
KFd − π

4
+ γ(KF)

)
(2.48)

— поверхнева частина.

Якщо висоту потенцiального бар’єру W спрямувати до безмежностi, то γ

перетворюється на нуль i вираз (2.48) спрощується,
∂N0,surf

∂µ
= S

m

h̄2π2

(
KFd∞ − π

4

)
=

= S
m

8h̄2π

Зауважимо, що для невзаємодiючої однорiдної системи
∂N0,unif

∂µ
= V

m

h̄2

KF

π2
,

що спiвпадає з об’ємною частиною (2.47).

Для подальшого аналiзу виразу (2.45) або (2.46), як i у попередньому роз-

дiлi, змоделюємо поверхневий потенцiал Vsurf(z) прямокутним потенцiальним

бар’єром (Д1.1), хвильовi функцiї якого подано у пiдроздiлi Д1 (див. (Д1.8)).

Суми за хвильовим вектором k|| вiд функцiй розподiлу Фермi–Дiрака для низь-

ких температур, якi мiстяться в (2.19), розраховано в пiдроздiлi Д3.1. Необхiдно

ще пiдсумувати за квантовим числом α згiдно з правилом (2.4).

У результатi знаходимо, що об’ємна частина середньої кiлькостi електро-

нiв 〈N〉 має такий вигляд:

Nbulk = N0,bulk + ∆Nbulk, (2.49)

де
N0,bulk

SL/2
=

K3
F

3π2

— об’ємна частина середньої кiлькостi електронiв 〈N〉 невзаємодiючої системи

з розрахунку на одиницю об’єму (див. вираз (2.39)), яка залежить вiд величини
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хвильового вектора Фермi KF взаємодiючої системи електронiв,

∆Nbulk

SL/2
=

KF

2π2aB

∞∫

0

dq

(
1 − q

Q1

)
+ (2.50)

+
2

π4aB

∞∫

0

dq q

KF∫

0

dα1

KF∫

0

dα2 I (q,α1,α2)
Q2

1 + α2
1 + α2

2(
Q2

1 + α2
1 + α2

2

)2 − 4α2
1α

2
2

,

Q1 ≡ Q1(1), функцiя I (q,α1,α2) розрахована в Д3.1 (див. вираз (Д3.7)).

Зауважимо, що на вирази (2.49)–(2.50) присутнiсть площини подiлу нiяк не

впливає i це є кiлькiстю електронiв з розрахунку на одиницю об’єму однорiдної

системи. Цю ж величину можна розрахувати, зробивши аналогiчнi наближення,

виходячи з гамiльтонiану однорiдного «желе» (1.5). У результатi отримуємо, що

Nunif

V
=

K3
F

3π2
+

KF

4π4

m

h̄2

∞∫

0

dq q2
(
ν(q) − gunif(q) + Ĩunif(q) gunif(q)

)
, (2.51)

де функцiя Ĩunif(q) розрахована у додатку Д3 та визначається виразом (Д3.8),

gunif(q) =
4πe2

q2 + κ
2
TFL
(

q
2KF

)

— тривимiрний фур’є–образ ефективного потенцiалу парної мiжелектронної

взаємодiї в однорiднiй системi.

Пiдставивши у (2.51) вирази для тривимiрних фур’є-образiв кулонiвського

потенцiалу ν(q) та ефективного потенцiалу парної мiжелектронної взаємодiї

gunif(q), отримуємо, що

Nunif

V
=

K3
F

3π2
+

KF

π3aB

∞∫

0

dq

(
κ

2
TFL
(

q
2KF

)
+ q2Ĩunif(q)

)

q2 + κ
2
TFL
(

q
2KF

) . (2.52)

Поверхнева частина середньої кiлькостi електронiв 〈N〉 має такий вигляд:

Nsurf = N0,surf + ∆Nsurf,

де

∆Nsurf

S
= − 1

π2aB

∞∫

0

dq q

KF∫

0

dα∆G(q,α, 1)+

+
4S

π4aB

∞∫

0

dq q

KF∫

0

dα1

KF∫

0

dα2 I (q,α1,α2)G(q,α1,α2, 1),
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функцiї ∆G(q,α, 1) та G(q,α1,α2, 1) визначаються виразами (2.28) та (2.29)

вiдповiдно.

Вирази (2.49)–(2.50) та (2.52) є нелiнiйними алгебраїчними рiвняннями для

хiмiчного потенцiалу µ (µ = h̄2
K2

F/(2m)), хоча вони i вiдрiзняються за формою,

але дають однаковий результат, бо на значення хiмiчного потенцiалу наявнiсть

площини подiлу не впливає.

На рис. 2.1 подано залежнiсть хiмiчного потенцiалу електронiв вiд радiуса

Вiгнера–Зейтца rs, де суцiльна лiнiя — це хiмiчний потенцiал, який є розв’язком

нелiнiйного алгебраїчного рiвняння (2.52), штрихова лiнiя — хiмiчний потен-

цiал невзаємодiючої системи електронiв

µ0 =

(
9π

4

)2/3
1

(rs/aB)2
, Ry.

3.5

3.0

2.5

2.0

1.0

0.0

1.5

0.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

rs, aB

µ
,
R

y

Рис. 2.1. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу вза-
ємодiючої системи електронiв (суцiльна лiнiя)
та хiмiчного потенцiалу невзаємодiючої систе-
ми електронiв µ0 (штрихова лiнiя) вiд радiуса

Вiгнера–Зейтца.

З цього рисунка видно, що

врахування кулонiвської взаємо-

дiї призводить до зменшення хi-

мiчного потенцiалу електронiв.

На рис. 2.2 подано залеж-

нiсть унарної функцiї розподi-

лу (2.20) електронiв вiд нор-

мальної до площини подiлу

координати електрона для та-

ких значень радiуса Вiгнера–

Зейтца: rs = 2aB (рис. 2.2a) та

rs = 6aB (рис. 2.2b), i рiзних зна-

чень значень висоти потенцiаль-

ного бар’єру. Суцiльна лiнiя на цих рисунках — це унарна функцiя розподiлу

електронiв, в якiй враховано кулонiвську мiжелектронну взаємодiю через хi-

мiчний потенцiал взаємодiючої системи; штрихова — без врахування цiєї взає-

модiї. Додатний заряд знаходиться в областi z 6 0. З цих рисункiв видно, що
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врахування кулонiвської взаємодiї призводить до збiльшення перiоду загасаю-

чих осциляцiй унарної функцiї навколо свого значення в глибинi металу, яке

дорiвнює одиницi; збiльшення висоти потенцiального бар’єру призводить до

бiльш швидкого загасання функцiї розподiлу бiля площини подiлу.

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
F

0 1
(z

)

z, aB

s̃ = 1

s̃ = 1.72

a (rs = 2aB)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20

F
0 1
(z

)

z, aB

s̃ = 1

s̃ = 1.62

b (rs = 6aB)

Рис. 2.2. Залежнiсть унарної функцiї розподiлу вiд нормальної до площини подiлу ко-
ординати електрона для рiзних значень висоти потенцiального бар’єру (суцiльна лiнiя

— для взаємодiючої системи, штрихова — для невзаємодiючої).

На рис. 2.3 подано залежнiсть параметра d, який визначається вира-

зом (Д2.8), вiд радiуса Вiгнера–Зейтца для рiзних значень висоти потенцiаль-
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2.0 3.0 4.0 5.0 6.02.5 3.5 4.5 5.5

0

1

2

3

4

5

6

7

8

d
, a

B

rs, aB

s̃ = 1

s̃ = 1.1

s̃ = 2

s̃ = 3

s̃ = 4

s̃ = 5

s̃ = ∞

Рис. 2.3. Залежнiсть параметра d вiд радiуса Вiгнера–Зейтца для рiзних висот потен-
цiального бар’єру (суцiльна лiнiя — для взаємодiючої системи, штрихова — для невзає-

модiючої).
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d
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rs = 4aB
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Рис. 2.4. Залежнiсть рiзницi d∞ − d вiд висоти потенцiального бар’єру, для рiзних зна-
чень радiуса Вiгнера–Зейтца (суцiльна лiнiя — для взаємодiючої системи, штрихова —

для невзаємодiючої).

ного бар’єру, суцiльна лiнiя — для взаємодiючої системи, штрихова лiнiя — для

невзаємодiючої системи. Параметр d є вiддаллю вiд площини подiлу (z = 0)

до потенцiального бар’єру. З цього рисунка видно, що врахування кулонiвської

взаємодiї мiж електронами призводить до збiльшення цiєї вiддалi та її нелiнiй-

ної поведiнки як функцiї rs, тодi як в невзаємодiючiй системi залежнiсть d вiд
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rs є лiнiйною. У випадку невзаємодiючої системи вiддаль d зростає лiнiйно

зi зростанням радiуса Вiгнера–Зейтца, оскiльки середня вiддаль мiж електро-

нами зростає i електрони можуть рухатися далi в область z > 0. Кулонiвське

вiдштовхування мiж електронами призводить до додаткового зростання серед-

ньої вiддалi мiж електронами, внаслiдок цього електрони можуть рухатися ще

далi в область z > 0, вiдстань d як функцiя радiуса Вiгнера–Зейтца зростає

швидше, нiж лiнiйно.

На рис. 2.4 подано рiзницю вiддалей вiд площини подiлу до безмежно-

го потенцiального бар’єру та до прямокутного потенцiального бар’єру скiн-

ченної висоти d∞ − d як функцiю висоти бар’єру W для рiзних значень ра-

дiуса Вiгнера–Зейтца. Якщо висота бар’єру W дорiвнює хiмiчному потенцiа-

лу µ, то ця рiзниця дорiвнює d∞. З цього рисунка видно, що зниження висоти

бар’єру W призводить до зростання ефективного лiнiйного розмiру напiвобме-

женого металу. Це подiбне до результатiв працi [304], де показано, що основний

вплив крайових умов типу «м’яка стiнка» полягає у зростаннi ефективного ра-

дiуса дроту вiдносно крайових умов типу «тверда стiнка». Крiм того, з рис. 2.4

видно, що врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами призводить до

посилення цього ефекту.

2.4. Внутрiшня та поверхнева енергiї

Загальнi спiввiдношення. Знаючи термодинамiчний потенцiал Ωjell та

використовуючи узагальнене рiвняння Гiббса–Гельмгольца на випадок змiнної

кiлькостi частинок, отримуємо внутрiшню енергiю системи Ujell

Ujell = Ωjell − θ
∂Ωjell

∂θ
− µ

∂Ωjell

∂µ
.

У границi низьких температур (θ→ 0) другий доданок у правiй частинi цього

спiввiдношення зникає, i використавши спiввiдношення (2.35), отримуємо, що

Ujell = Ωjell + µ〈N〉. (2.53)

Оскiльки згiдно з (2.30) термодинамiчний потенцiал та середнє вiд опе-

ратора кiлькостi електронiв (2.36) можна роздiлити на об’ємну та поверхневу
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частини, то i внутрiшню енергiю можна роздiлити на об’ємну та поверхневу

частини:

Ujell = Ubulk + Usurf,

де

Ubulk = Ωbulk − µ
∂Ωbulk

∂µ
= Ωbulk + µNbulk,

Usurf = Ωsurf − µ
∂Ωsurf

∂µ
= Ωsurf + µNsurf

— вiдповiдно об’ємна та поверхнева частини внутрiшньої енергiї.

Внутрiшня енергiя невзаємодiючої системи. Внутрiшню енергiю невза-

ємодiючої системи U0 можна подати як суму об’ємної U0,bulk та поверхневої

U0,surf частин:

U0 = U0,bulk +U0,surf.

Враховуючи вираз для об’ємної частини термодинамiчного потенцiалу невзає-

модiючої системи Ω0,bulk (2.8) та вираз для N0,bulk (2.39), для об’ємної частини

внутрiшньої енергiї невзаємодiючої системи отримуємо, що

U0,bulk = Ω0,bulk + µN0,bulk =

=
SL

2

h̄2
K5

F

10mπ2
. (2.54)

Враховуючи вираз для поверхневої частини термодинамiчного потенцiа-

лу невзаємодiючої системи Ω0,surf (2.9) та вираз для N0,surf (2.40), поверхнева

частина внутрiшньої енергiї невзаємодiючої системи набуває такого вигляду:

U0,surf = Ω0,surf + µN0,surf =

= S
h̄2
K4

F

mπ2


KFd

10
− π

32
+

1

2K4
F

KF∫

0

dαα3γ(α)


 . (2.55)

Зауважимо, що вирази (2.54) та (2.55) залежать вiд iмпульсу Фермi KF

взаємодiючої системи електронiв.

Врахувавши вираз (Д2.8) для параметра d, отримуємо, що

U0,surf = Ω0,surf + µN0,surf = Ω0,surf =
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= S
h̄2
K4

F

160πm


1 +

80

πK4
F

KF∫

0

dαα

(
α2 − 3

5
K2

F

)
γ(α)


 .

Врахувавши, що для прямокутного потенцiального бар’єру (Д1.1) γ(α) =

= arcsin α
s

(див. (Д1.3)), вираз для поверхневої частини внутрiшньої енергiї

невзаємодiючої системи набуває такого вигляду:

U0,surf = S
h̄2
K4

F

160πm

{
1 +

1

2π

[ (
15s̃2 − 14

)√
s̃2 − 1−

−
(
15s̃4 − 24s̃2 + 8

)
arcsin

1

s̃

]}
=

= S
h̄2
K4

F

160πm

{
1 +

1

2π

[(
15W̃ − 14

)√
W̃ − 1−

−
(
15W̃ 2 − 24W̃ + 8

)
arcsin

1√
W̃

]}
. (2.56)

Якщо висоту потенцiального бар’єру W спрямувати до безмежностi, то γ

перетворюється на нуль i вираз для U0,surf спрощується

U0,surf = S
h̄2
K4

F

mπ2

(
KFd∞

10
− π

32

)
=

= S
h̄2
K4

F

160πm
,

де враховано, що згiдно з виразом (Д2.9) для безмежно високого потенцiально-

го бар’єру d = d∞ = 3π/(8KF).

Зауважимо, що внутрiшня енергiя невзаємодiючої однорiдної системи має

такий вигляд:

U0,unif = V
h̄2
K5

F

10mπ2
,

що спiвпадає з (2.54).

Внутрiшня енергiя взаємодiючої системи. Пiдставивши вираз (2.19) для

термодинамiчного потенцiалу та вираз (2.45) для середнього вiд оператора

кiлькостi електронiв у формулу (2.53), внутрiшню енергiю Ujell у границi низь-

ких температур можна подати так:

Ujell = U0 + ∆U1 + ∆U2,
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де

∆U1 =
1

2S

∑

q6=0

∑

k||,α

+L/2∫

−L/2

dz |ϕα(z)|2
[
nα(k||)

1∫

0

dλ
(
g(q, z, z,λ) − ν(q, 0)

)
−

− µ
∂nα(k||)

∂µ

(
g(q, z, z) − ν(q, 0)

)
]
,

∆U2 =
1

2S

∑

q6=0

∑

k||,α1,α2

+L/2∫

−L/2

dz1

+L/2∫

−L/2

dz2 ϕ
∗
α1
(z1)ϕα2

(z1)ϕ
∗
α2
(z2)ϕα1

(z2)×

×
[
µ
∂
(
nα1

(k||)nα2
(k|| − q)

)

∂µ
g(q, z1, z2) − nα1

(k||)nα2
(k|| − q)

1∫

0

dλ g(q, z1, z2,λ)

]
.

Суми за хвильовим вектором у паралельнiй до поверхнi подiлу площинi k|| вiд

функцiй розподiлу Фермi–Дiрака у границi низьких температур розраховано у

додатку Д3.1.

Внутрiшню енергiю взаємодiючої системи можна подати як суму об’єм-

ної Ubulk та поверхневої Usurf частин:

Ujell = Ubulk + Usurf,

де

Ubulk = Ωbulk + µNbulk =

= U0,bulk + ∆U1,bulk + ∆U2,bulk,

∆U1,bulk = − SL

4π2
e2K3

F

∞∫

0

dq

1∫

0

dλ

[
1

3

(
1 − q

Q1(λ)

)
− 1

2

(
1 − q

Q1(1)

)]
,

∆U2,bulk = − SL

2π4
e2

∞∫

0

dq q

KF∫

0

dα1

KF∫

0

dα2

1∫

0

dλ×

×
[
1

2
J̃(q,α1,α2)

Q2
1(λ) + α2

1 + α2
2

(Q2
1(λ) + α2

1 + α2
2)

2 − 4α2
1α

2
2

−

− K2
F I (q,α1,α2)

Q2
1(1) + α2

1 + α2
2

(Q2
1(1) + α2

1 + α2
2)

2 − 4α2
1α

2
2

]
,

Usurf = Ωsurf + µNsurf =
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= U0,surf + ∆U1,surf + ∆U2,surf,

∆U1,surf =
Se2

2π2

∞∫

0

dq q

KF∫

0

dα

1∫

0

dλ
[
(K2

F − α2)∆G(q,α,λ) −K2
F ∆G(q,α, 1)

]
,

∆U2,surf = −Se2

π4

∞∫

0

dq q

KF∫

0

dα1

KF∫

0

dα2

1∫

0

dλ×

×
[
J̃(q,α1,α2)G(q,α1,α2,λ) − 2K2

F I (q,α1,α2)∆G(q,α1,α2, 1)
]
,

функцiї J̃(q,α1,α2), I (q,α1,α2), ∆G(q,α,λ) та G(q,α1,α2,λ) визначаються ви-

разами (Д3.3), (Д3.7), (2.28) та (2.29) вiдповiдно.

Зауважимо, що об’ємну частину внутрiшньої енергiї можна знайти, вико-

ристовуючи термодинамiчний потенцiал (2.34) та середнє вiд оператора кiль-

костi електронiв (2.51) для однорiдної системи,
Uunif

V
=

Ωunif + µNunif

V
=

=
h̄2

10mπ2
K5

F +
e2K3

F

π3

∞∫

0

dq

[
1

2

(
κ

2
TFL
(

q
2KF

)
+ q2Ĩunif(q)

)

q2 + κ
2
TFL
(

q
2KF

) − 1

3
+

+
q2
(
1 − J̃unif(q)

)

3κ2
TFL
(

q
2KF

) ln

(
1 +

κ
2
TF

q2
L

(
q

2KF

))]
.

Поверхнева енергiя. Знаючи поверхневу частину внутрiшньої енергiї,

можна розрахувати поверхневу енергiю. Оскiльки розглядаються низькi тем-

ператури, то згiдно з працями [305–307], вiдношення Usurf/S є вiльною поверх-

невою енергiєю σjell, а величина Usurf = σjellS — роботою, яка необхiдна для

незворотного процесу створення нової вiльної поверхнi S. Величина σjell опи-

сує надлишок енергiї приповерхневих областей порiвняно з енергiєю всерединi

тiла. Тодi поверхневу енергiю σjell можна подати так:

σjell =
Usurf

S
=

U0,surf + ∆U1,surf + ∆U2,surf

S
=

= σ0 + ∆σ1 + ∆σ2, (2.57)
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де

σ0 =
U0,surf

S
=

=
h̄2
K4

F

160πm

{
1 +

1

2π

[ (
15s̃2 − 14

)√
s̃2 − 1 −

(
15s̃4 − 24s̃2 + 8

)
arcsin

1

s̃

]}
=

=
h̄2
K4

F

160πm

{
1 +

1

2π

[(
15W̃ − 14

)√
W̃ − 1−

−
(
15W̃ 2 − 24W̃ + 8

)
arcsin

1√
W̃

]}
(2.58)

— поверхнева енергiя невзаємодiючої системи,

∆σ1 =
∆U1,surf

S
=

=
1

2π2
a3

B

∞∫

0

dq q

KF∫

0

dα

[
(K2

F − α2)

1∫

0

dλ∆G(q,α,λ) −K2
F ∆G(q,α, 1)

]
e2

a3
B

,

∆σ2 =
∆U2,surf

S
=

=
2

π4
a3

B

∞∫

0

dq q

KF∫

0

dα1

KF∫

0

dα2

[
K2

F I (q,α1,α2)G(q,α1,α2, 1)−

− 1

2
J̃(q,α1,α2)

1∫

0

dλG(q,α1,α2,λ)

]
e2

a3
B

.

Зауважимо, що якщо у виразi (2.58) замiсть величини хвильового вектора

Фермi взаємодiючої системи KF покласти хвильовий вектор невзаємодiючої

системи K0
F (вираз (Д2.6)), то вираз (2.58) спiвпаде з вiдомим виразом для

поверхневої енергiї невзаємодiючої системи [305, 308, 309].

Якщо висоту потенцiального бар’єру спрямувати до безмежностi, то ви-

раз (2.58) набуває такого вигляду:

σ0,∞ =
h̄2
K4

F

160mπ
, (2.59)

що за формою спiвпадає з виразом для поверхневої енергiї невзаємодiючої

системи [308–312], проте у виразi (2.59) KF є iмпульсом Фермi з врахуванням

кулонiвською взаємодiї мiж електронами, бо KF є розв’язком алгебраїчного

рiвняння (2.52) або (2.49)–(2.50).
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Рис. 2.5. Залежнiсть поверхневої енергiї вiд висоти потенцiального бар’єра (суцiльна
лiнiя — для взаємодiючої системи, штрихова — для невзаємодiючої).
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На рис. 2.5 подано залежнiсть поверхневої енергiї σjell вiд висоти бар’є-

ра W для рiзних значень радiуса Вiгнера–Зейтца, суцiльна лiнiя — для взає-

модiючої системи (див. (2.57)), штрихова — для невзаємодiючої (див. (2.58)).

З цих рисункiв видно, що зi зростанням висоти потенцiального бар’єра зна-

чення поверхневої енергiї прямують до значення, яке отримане для безмежно

високого потенцiального бар’єра [292, 293]. Зi зменшенням висоти потенцiаль-

ного бар’єра до значення хiмiчного потенцiалу поверхнева енергiя невзаємодi-

ючої системи зростає, що фiзично зрозумiло: середня вiддаль мiж електро-

нами зростає, вони можуть виходити далi в область z > 0, тому поверхнева

енергiя зростає. Якщо врахувати кулонiвську взаємодiю мiж електронами, то

залежнiсть поверхневої енергiї вiд висоти бар’єра W перестає бути монотон-

ною, з’являється мiнiмум. Оскiльки система завжди прагне перейти у стан з

мiнiмальною енергiєю, то мiнiмум поверхневої енергiї можна розглядати як са-

моузгоджену умову для знаходження висоти потенцiального бар’єру (значення

висоти бар’єра W , який визначає висоту потенцiального бар’єра, для рiзних

значень радiуса Вiгнера–Зейтца подано у табл. 2.1).

Табл. 2.1. Висота бар’єра та величина мiнiмума поверхневої енергiї.

rs, aB 2 3 4 5 6
s̃ 1.72 1.66 1.64 1.63 1.62

W/µ 2.96 2.76 2.69 2.66 2.62

σjell, erg/cm2 5246 1067 322 123 55

На рис. 2.6 подано залежнiсть поверхневої енергiї σjell вiд радiуса Вiгнера–

Зейтца для значень висоти бар’єра W , який знайдено з мiнiмума поверхневої

енергiї (суцiльна лiнiя). На цьому рисунку подано також поверхневу енергiю

для безмежного потенцiального бар’єра (штрихова лiнiя) [292,293], результати

розрахункiв Ленга та Кона (штрихпунктирна лiнiя) [4] та експериментальнi да-

нi для деяких металiв згiдно з працею [313]. З цього рисунка видно, що розра-

хованi значення поверхневої енергiї для моделi прямокутного потенцiального

бар’єра скiнченної висоти є додатними в усiй областi змiни радiуса Вiгнера–

Зейтца, цi значення є меншими за значення поверхневої енергiї для моделi без-
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Рис. 2.6. Залежнiсть поверхневої енергiї вiд радiуса Вiгнера–Зейтца (суцiльна лiнiя —
для висоти потенцiального бар’єра, яку знайдено з мiнiмума поверхневої енергiї; штри-
хова — для безмежно високого потенцiального бар’єра [292, 293], штрихпунктирна —
розрахунки Ленга та Кона [4]; крапки — експериментальнi значення поверхневої енергiї

деяких металiв [313]).

межно високого потенцiального бар’єру, а також, що в областi rs > 5aB (малi

концентрацiї електронiв) результати розрахункiв поверхневої енергiї для моде-

лей скiнченого та безмежно високого потенцiальних бар’єрiв добре узгоджу-

ються з результатами Ленга та Кона. Крiм того, розрахованi значення поверх-

невої енергiї досить добре, як на таку просту модель напiвобмеженого металу,

якою є модель напiвобмеженого «желе», узгоджуються з експериментальними

даними для простих металiв (Li, Na, K, Rb, Cs, Sr, Ba), якi задовiльно опису-

ються моделлю «желе». Причиною цього є домiнуюча роль електронної пiдси-

стеми простого металу порiвняно з iонною пiдсистемою (див., наприклад, [6]).

2.5. Двочастинкова кореляцiйна функцiя електронiв

На рис. 2.7–2.8 подано чисельнi розрахунки обезрозмiреної двочастинкової

кореляцiйної функцiї електронiв M0(q, z1, z2) як функцiї нормальної координа-

ти одного з електронiв (нормальна координата iншого електрона зафiксована)

для рiзних значень q. Чисельнi розрахунки виконано для калiю (rs = 4.86aB) та

таких моделей поверхневого потенцiалу:
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• прямокутний потенцiальний бар’єр (Д1.1) з параметром s = 1.01K0
F (су-

цiльна лiнiя),

• прямокутний потенцiальний бар’єр за присутностi зовнiшнього постiйного

електричного поля (Д1.10) з напруженiстю Eext = 20V/nm (штрихова лiнiя

лiнiя),

• безмежний потенцiальний бар’єр (Д1.7) (крапки).
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Рис. 2.7. Залежнiсть двочастинкової кореляцiйної функцiї електронiв M0(q, z1, z2) вiд
нормальної координати одного з електронiв, iнша координата — фiксованa, q = 0.02a−1

B ,
для рiзних моделей поверхневого потенцiалу: прямокутний потенцiальний бар’єр (Д1.1)
(суцiльна лiнiя), прямокутний потенцiальний бар’єр за присутностi зовнiшнього постiй-
ного електричного поля (Д1.10) з напруженiстю E = 20V/nm (штрихова лiнiя), безмеж-

ний потенцiальний бар’єр (Д1.7) (крапки).

З рис. 2.7–2.8 видно, що зовнiшнє електричне поле понижує максимум ко-

реляцiйної функцiї в околi мiсцезнаходження одного з електронiв z1 = −0.5aB

(див. рис. 2.7a та 2.8a), а з вiддаленням вiд поверхнi одного з електронiв (див.
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Рис. 2.8. Залежнiсть двочастинкової кореляцiйної функцiї електронiв M0(q, z1, z2) вiд
нормальної координати одного з електронiв, iнша координата — фiксованa, q = 0.5a−1

B ,
для рiзних моделей поверхневого потенцiалу: прямокутний потенцiальний бар’єр (Д1.1)
(суцiльна лiнiя), прямокутний потенцiальний бар’єр за присутностi зовнiшнього по-
стiйного електричного поля (Д1.10) з напруженiстю Eext = 20V/nm (штрихова лiнiя),

безмежний потенцiальний бар’єр (Д1.7) (крапки).

рис. 2.7b–2.7d та 2.8b–2.8d) — збiльшує. Причиною такої немонотонної поведiн-

ки пояснюється зсувом розподiлу електронної густини, який виникає внаслi-

док прикладання зовнiшнього електричного поля. Подальше вiддалення одно-

го з електронiв у глибину металу призводить до симетричностi двочастинкової

кореляцiйної функцiї вiдносно зафiксованої нормальної координати одного з

електронiв, бо в глибинi металу зовнiшнє електричне поле та поверхневий по-

тенцiал не впливають на двочастинкову кореляцiйну функцiю електронiв, тобто

суцiльна, штрихова та лiнiя з крапок збiгаються.

З рис. 2.7–2.8 видно, що для моделi поверхневого потенцiалу (Д1.1) в точцi
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z2 = −z1 спочатку з’являється злам двочастинкової кореляцiйної функцiї (див.

рис. 2.7a, 2.7b та 2.8a, 2.8b), а потiм — другий максимум (див. рис. 2.7c, 2.7d

та 2.8c, 2.8d). Цей другий максимум пов’язаний з врахуванням надбар’єрних

станiв (Д1.6) (тобто станiв з α > s) та вiдображає присутнiсть сил зображення.

2.6. Ефективний потенцiал парної мiжелектронної взаємодiї

Чисельно розраховано ефективний потенцiал парної мiжелектронної взає-

модiї згiдно з формулою (1.31) у границi низьких температур, моделюючи по-

верхневий потенцiал безмежним потенцiальним бар’єром (Д1.7) та використо-

вуючи для поправки на локальне поле Gk1,k2
(q) в iнтегральному рiвняннi (1.27)

таку апроксимацiю з теорiї однорiдного електронного газу [163–165, 314, 315]:

Gk1,k2
(q) =

1

2

q2 + k2
1

q2 + k2
1 + ξK2

F

δk1,k2
. (2.60)

Тодi в (q, z)-представленнi отримуємо, що

ν(q, z − z′) =
πe2

√
q2 + ξK2

F

e−
√

q2+ξK2
F|z−z′| .

На рис. 2.9–2.12 подано результати чисельних розрахункiв ефективного по-

тенцiалу парної мiжелектронної взаємодiї в координатоному представленнi

g(r||, z1, z2) =
1

2π

∞∫

0

dq q J0(qr||) g(q, z1, z2),

де J0(x) — цилiндрична функцiя Бесселя нульового порядку [329], для калiю

(rs = 4.86aB) у таких випадках:

1) без врахування поправки поправки на локальне поле (ν̄ = 0) в iнтеграль-

ному рiвняннi (1.27);

2) з врахуванням поправки на локальне поле в iнтегральному рiвняннi (1.27)

у формi (2.60) з такими значеннями ξ:

(a) ξ = 1 (апроксимацiя Хаббарда);

(b) ξ = 2 (апроксимацiя Гелдарта та Воско);

(c) ξ = 1 + 2/(πKFaB) (апроксимацiя Анiмалу);

(d) ξ = 1 + 4/(πKFaB) (апроксимацiя Шема).
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Рис. 2.9. Ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї як функцiя мiжелектронної
вiддалi в площинi подiлу.

На рис. 2.9 показано залежнiсть ефективного потенцiалу мiжелектронної

взаємодiї вiд вiддалi мiж електронами в площинi подiлу, нормальнi до пло-

щини подiлу координати електронiв фiксованi та спiвпадають. У глибинi ме-
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Рис. 2.10. Ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї як функцiя мiжелектронної
вiддалi в площинi подiлу для z1 = z2 = −30aB. Суцiльнi лiнiї — з врахуванням кулонiвсь-
кої взаємодiї в хiмiчному потенцiалi, штриховi лiнiї — без врахуванням кулонiвської

взаємодiї в хiмiчному потенцiалi.

талу (рис. 2.9a) в околi 10aB спостерiгається потенцiальна яма, глибина якої

залежить вiд обраної апроксимацiї для поправки на локальне поле, на вели-

ких вiддалях спостерiгаються фрiделiвськi осциляцiї [316–320]. З наближенням

двох електронiв до площини подiлу потенцiальна яма спершу поглиблюється

(рис. 2.9b), а потiм — зменшується та зсувається праворуч (рис. 2.9c, d). При

подальшому наближеннi до площини подiлу потенцiальна яма зникає для усiх

значень параметра ξ (рис. 2.9f ), переважає пряма вiдштовхувальна кулонiвська

взаємодiя над iндукованою притягальною. Така немонотонна поведiнка гли-

бини потенцiальної ями пов’язана з немотоннiстю унарної функцiї розподiлу

електронiв (рис. 2.2), бiля площини подiлу є областi з пiдвищеною та пониже-

ною концентрацiєю електронiв. Внаслiдок цього iндукована притягальна мiж-

електронна взаємодiя посилюється та послаблюється вiдповiдно. При вiддаленi

електронiв вiд площини подiлу в сторону вакууму ефективний потенцiал мiже-

лектронної взаємодiї прямує до кулонiвського потенцiалу:

g(r||, z1, z2) ≈
e2

√
r2
|| + (z1 − z2)2

, z1, z2 → ∞.

Апроксимацiя Хаббарда, як i в теорiї однорiдної електронної системи,

спричинює найглибшу потенцiальну яму, а наймiлкiшу — Шема, решта розгля-
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Рис. 2.11. Ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї як функцiя нормальної ко-
ординати одного з електронiв.

нутих апроксимацiй забезпечують промiжнi значення глибини потенцiальних

ям [164, 165]. Врахування поправки на локальне поле призводить до значного

поглиблення потенцiальної ями, яка є у випадку наближення хаотичних фаз.
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Врахування кулонiвської взаємодiї в хiмiчному потенцiалi призводить до

поглиблення та зсуву праворуч потенцiальної ями ефективного потенцiалу мi-

желектронної взаємодiї порiвняно з розрахунками без її врахування. Зокрема, у

наближеннi хаотичних фаз без врахування кулонiвської взаємодiї в хiмiчному

потенцiалi в глибинi металу потенцiальна яма вiдсутня, тодi як її врахування

призводить до виникнення ями (рис. 2.10).

На рис. 2.11 показано залежнiсть ефективного потенцiалу мiжелектронної

взаємодiї вiд нормальної до площини подiлу координати одного з електронiв,

iнша — фiксована, вiддаль мiж електронами в площинi подiлу дорiвнює нулю.

У глибинi металу (рис. 2.11a) потенцiальнi ями лiворуч та праворуч є симет-

ричними, на таких вiддалях вiдсутнiй вплив площини подiлу. З наближенням

електрона до площини подiлу потенцiальна яма праворуч спершу поглиблюєть-

ся (рис. 2.11b, c), а потiм — зменшується та зсувається праворуч (рис. 2.11d).

При подальшому наближеннi до площини подiлу потенцiальна яма праворуч

зникає для усiх значень параметра ξ (рис. 2.11e, f ). Лiвiше вiд зафiксованого

електрона є бiльше електронiв, екранування є сильнiше, тому спостерiгаються

потенцiальнi ями та фрiделiвськi осциляцiї.

На рис. 2.12 показано залежнiсть ефективного потенцiалу мiжелектронної

взаємодiї вiд мiжелектронної вiддалi в площинi подiлу та нормальної до пло-

щини подiлу координати одного з електронiв (розрахунки виконанi з викорис-

танням апроксимацiї Хаббарда), iнша — фiксована. У глибинi металу ефектив-

ний потенцiал мiжелектронної взаємодiї є аксiально симетричним (рис.2.12a),

немає впливу площини подiлу, з наближенням електрона до площини подiлу

ця симетрiя поступово втрачається (рис. 2.12b–f ). Бiля площини подiлу потен-

цiальна яма праворуч вiд зафiксованого електрона зникає, а залишається лише

лiворуч вiд нього.

Внаслiдок такої поведiнки ефективного потенцiалу мiжелектронної вза-

ємодiї бiля поверхнi металу виникають додатковi механiчнi напруження, якi

можуть призводити до появи трiщин та iнших дефектiв.
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Рис. 2.12. Ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї як функцiя мiжелектронної
вiддалi в площинi подiлу та нормальної координати одного з електронiв.
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2.7. Висновки

За допомогою методу функцiонального iнтегрування отримано загальний

вираз для термодинамiчного потенцiалу моделi напiвобмеженого «желе», вико-

ристовуючи невзаємодiючу систему як базисну. Для практичного застосування

цього виразу необхiдно розрахувати двочастинкову кореляцiйну функцiї елек-

тронiв та ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї.

У границi низьких температур на основi термодинамiчного потенцiалу от-

римано та розв’язано нелiнiйне рiвняння для хiмiчного потенцiалу, показано,

що врахування кулонiвської взаємодiї призводить до пониження хiмiчного по-

тенцiалу. Також виявлено, що на значення хiмiчного потенцiалу поверхнева

частина термодинамiчного потенцiалу не впливає.

Розраховано та дослiджено унарну функцiю розподiлу електронiв, вiддаль

вiд поверхневого потенцiалу до площини подiлу напiвобмеженого металу, по-

верхневу енергiю напiвобмеженого металу в межах моделi «желе» у границi

низьких температур, використовуючи модель прямокутного бар’єра для по-

верхневого потенцiалу. Виявлено, що врахування кулонiвської взаємодiї мiж

електронами в унарнiй функцiї розподiлу електронiв призводить до збiльшен-

ня перiоду загасаючих осциляцiй навколо свого значення в глибинi металу;

збiльшення висоти потенцiального бар’єру призводить до бiльш швидкого за-

гасання унарної функцiї розподiлу бiля площини подiлу. Показано, що враху-

вання кулонiвської взаємодiї мiж електронами призводить до збiльшення вiд-

далi вiд поверхневого потенцiалу до площини подiлу напiвобмеженого металу

та її нелiнiйної поведiнки як функцiї радiуса Вiгнера–Зейтца, тодi як в невза-

ємодiючiй системi ця залежнiсть є лiнiйною; кулонiвське вiдштовхування мiж

електронами призводить до додаткового зростання середньої вiддалi мiж елек-

тронами, внаслiдок цього електрони можуть виходити ще далi з металу, i тому

вiддалi вiд поверхневого потенцiалу до площини подiлу зростає швидше, нiж

лiнiйно.

Виявлено, що врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами в по-
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верхневiй енергiї призводить до її немонотонної залежностi як функцiї висо-

ти прямокутного потенцiального бар’єру, тодi як така залежнiсть для невза-

ємодiючої системи є монотонно спадною. Для певного значення висоти по-

тенцiального бар’єра iснує мiнiмум поверхневої енергiї. Умову цього мiнiмума

використано як самоузгоджену умову для знаходження значень висоти потен-

цiального бар’єра для рiзних значень радiуса Вiгнера–Зейтца, якi характернi

металам. Цi знайденi значення висоти потенцiального бар’єра зменшуються зi

зростанням радiуса Вiгнера–Зейтца. Для цих значень розраховано поверхневу

енергiю як функцiю радiуса Вiгнера–Зейтца. Показано, що розрахована у такий

спосiб поверхнева енергiя є меншою за поверхневу енергiю, яка розрахована

з використанням моделi безмежного потенцiального бар’єра для поверхневого

потенцiалу. Крiм того, врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами при-

зводить до значного збiльшення поверхневої енергiї порiвняно з поверхневою

енергiєю невзаємодiючої системи.

Показано, що у всiй областi змiни радiуса Вiгнера–Зейтца, яка є харак-

терною для металiв, значення поверхневої енергiї напiвобмеженого металу в

межах моделi «желе» є, на вiдмiну вiд розрахункiв за допомогою методу функ-

цiоналу густини, додатними та задовiльно, як на таку просту модель напiв-

обмеженого металу, узгоджуються з експериментальними даними для металiв

s-типу (Li, Na, K,Rb, Cs, Sr, Ba) та для деяких перехiдних металiв (Ag, Cu). В

областi малих концентрацiй електронiв, якi притаманнi металам, розрахованi

значення поверхневої енергiї добре узгоджуються з вiдомими розрахунками,

якi виконанi за допомогою методу функцiоналу густини.

Розрахунки хiмiчного потенцiалу та поверхневої енергiї виявили, що

врахування кулонiвської взаємодiї є дуже важливим в областi малих rs, а зi

зростанням rs вплив кулонiвської взаємодiї на цi величини зменшується.

Розраховано двочастинкову кореляцiйну функцiю електронiв та ефектив-

ного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї з використанням рiзних, вiдомих з

теорiї однорiдного електрононого газу, форм поправки на локальне поле.
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Дослiджено поведiнку двочастинкової кореляцiйної функцiї електронiв,

яка залежить вiд нормальних до поверхнi подiлу координат електронiв, та до-

слiджено вплив на неї рiзних форм поправки на локальне поле. Зокрема, ви-

явлено, що наявнiсть площини подiлу призводить до додаткового ефективного

вiдштовхування електронiв вiд поверхнi подiлу, максимум двочастинкової ко-

реляцiйної функцiї спостерiгається не при спiвпадiннi координат електронiв,

як це є у глибинi металу, а дещо зсунутий вiд поверхнi подiлу.

Дослiджено поведiнку ефективного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї,

який залежить вiд нормальних до поверхнi подiлу координат електронiв та вiд

вiддалi мiж електронами у площинi подiлу, дослiджено вплив на неї рiзних

форм поправки на локальне поле. Розрахунки показали, що в металi бiля по-

верхнi подiлу є шари, в яких поведiнка ефективного потенцiалу мiжелектрон-

ної взаємодiї є суттєво рiзною, а саме: в одних шарах є осцилююча поведiнка

ефективного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї з глибшими потенцiальни-

ми ямами, а в iнших — з меншими або взагалi вiдсутнiми. За рахунок цього

бiля поверхнi металу виникають додатковi механiчнi напруження, якi можуть

призводити до появи трiщин та iнших дефектiв.



РОЗДIЛ 3

МЕТАЛЕВА ПЛIВКА В МЕЖАХ МОДЕЛI «ЖЕЛЕ»

У цьому роздiлi дослiджено металеву плiвку в межах моделi «желе» з

врахуванням кулонiвської взаємодiї мiж електронами. Поверхневий потенцiал

змодельовано прямокутною потенцiальною ямою. У границi низьких темпера-

тур знайдено аналiтичний вираз для ефективного потенцiалу мiжелектронної

взаємодiї (використавши методику працi [321]), розраховано хiмiчний потен-

цiал та вiддаль мiж площиною плiвки i потенцiальною стiнкою безмежної ви-

соти для рiзних значень радiуса Вiгнера–Зейтца. Хiмiчний потенцiал знайдено

як розв’язок нелiнiйного рiвняння, яке отримане у попередньому роздiлi та

працях [292,293] за допомогою методу функцiонального iнтегрування. Дослiд-

жено залежнiсть розрахованих величин вiд товщини плiвки та показано, що

врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами призводить до значного

зменшення хiмiчного потенцiалу та збiльшення вiддалi мiж площиною плiвки

i потенцiальною стiнкою безмежної висоти, а також до збiльшення амплiтуд

їх осциляцiй, тобто до посилення квантово-розмiрного ефекту. Показано, що зi

зростанням товщини плiвки хiмiчний потенцiал прямує до хiмiчного потенцiа-

лу необмеженого металу в моделi «желе», а ця вiддаль прямує до значення, яке

отримане у працях [292, 293] для напiвобмеженого «желе».

Вперше показано, що правильне врахування умови електронейтральностi

при розрахунку хiмiчного потенцiалу та роботи виходу для тонкої металевої

плiвки, яка знаходиться у вакуумi та на пiдкладi, у межах моделi невзаємодi-

ючих електронiв, що перебувають у полi несиметричної потенцiальної ями,

призводить до фiзично правильних результатiв, а саме: зi зростанням товщи-

ни плiвки хiмiчний потенцiал та робота виходу прямують до своїх об’ємних

значень.

Основнi результати цього роздiлу опублiковано у працях [146, 322–326].
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3.1. Модель металевої плiвки у вакуумi

lslab

Film

dd

l z0

Рис. 3.1.

Нехай є металева плiвка, яка розташова-

на у просторi так, що двi паралельнi безмеж-

нi гранi є паралельними до площини xOy.

Товщина плiвки вiдкладається вздовж осi z

та дорiвнює lslab. Одна грань плiвки розташо-

вана у точцi z = d, а iнша, паралельна до неї,

— у точцi z = lslab + d (див. рис. 3.1).

Плiвка розглядається у межах моделi «желе», тобто iонна пiдсистема замi-

нена додатним зарядом з таким розподiлом:

̺jell(r||, z) ≡ ̺jell(z) = ̺0 θ(z − d) θ(lslab + d − z) =

=




̺0, z ∈ [d, lslab + d],

0, z 6∈ [d, lslab + d],
(3.1)

де θ(x) — функцiя Хевiсайда, r|| = (x, y), x, y ∈ (−
√

S/2,+
√

S/2), S — площа

гранi плiвки (S → ∞), z ∈ (−∞, +∞). Причому спраджується умова електро-

нейтральностi

lim
S→∞

∫

S

dr||

+∞∫

−∞

dz ̺jell(r||, z) = eN , e > 0 (3.2)

та термодинамiчна границя

lim
N ,S→∞

eN

Slslab
= ̺0, (3.3)

де N — кiлькiсть електронiв, якi знаходяться у полi додатного заряду.

Внаслiдок просторової симетрiї такої плiвки рух електрона у площинi xOy

є вiльним, а вздовж осi z визначається поверхневим потенцiалом Vsurf(z), який

змоделюємо прямокутною потенцiальною ямою з безмежно високими стiнка-

ми, тобто

Vsurf(z) =





∞, z 6 0, z > l,

0, 0 < z < l,

де l — параметр модельного потенцiалу, який є шириною потенцiальної ями.
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Цей модельний потенцiал дозволяє аналiтично розв’язати стацiонарне рiв-

няння Шредiнгера[
− h̄2

2m
∆ +Vsurf(z)

]
Ψκ(r) = EκΨκ(r), r = (r||, z) (3.4)

з такими однорiдними крайовими умовами першого роду (умовами Дiрiхле):

Ψκ(r)
∣∣
z=0

= Ψκ(r)
∣∣
z=l

= 0,

де m — маса електрона, κ = (k||,α), k|| — двовимiрний хвильовий вектор елек-

трона у площинi xOy, α = πn/l, n = 1, 2, . . ., тобто знайти хвильовi функ-

цiї Ψκ(r) та вiдповiднi енергетичнi рiвнi Eκ електрона у станi κ = (k||,α):

Ψκ(r) =
1√
S

eik||r|| ϕα(z), Eκ =
h̄2(k2

|| + α2)

2m
,

ϕα(z) =

√
2

l
sin(αz) θ(z) θ(l − z) =





√
2
l
sin(αz), 0 < z < l,

0, z 6 0, z > l.
(3.5)

Як видно з рис. 3.1, мiж шириною потенцiальної ями l та товщиною плiв-

ки lslab iснує зв’язок

l = lslab + 2d, (3.6)

де параметр d згiдно з працею [327] є таким:

d =
3π

8KF
+

π2

8K2
Fl

, (3.7)

KF =
√

2mµ/h̄ — величина хвильового вектора Фермi, µ — хiмiчний потенцiал

з врахуванням кулонiвської взаємодiї мiж електронами.

Зi спiввiдношень (3.7) та (3.6) знаходимо ширину l безмежної прямокутної

потенцiальної ями як функцiю KF

l(KF) =
lslab
2

+
3π

8KF
+

√
16K2

Fl
2
slab + 24πKFlslab + 25π2

8KF
.

Зауважимо, що з прямуванням ширини потенцiальної ями l до безмеж-

ностi параметр d прямує до вiдомого значення d∞ = 3π/(8KF) (Д2.9), яке є

вiддалю вiд краю додатного заряду до безмежно високої потенцiальної стiнки

для моделi напiвобмеженого «желе» (див., наприклад, [292, 293, 308, 328]).
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3.2. Ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї

Двовимiрний фур’є-образ ефективного потенцiалу парної мiжелектронної

взаємодiї у границi низьких температур є розв’язком iнтегрального рiвнян-

ня (1.23) [147–150], яке в наближеннi хаотичних фаз є таким:

g0(q, z1, z2) = ν(q, z1 − z2)+

+
β

SL2

+∞∫

−∞

dz

+∞∫

−∞

dz′ν(q, z1 − z)M0(q, z, z′) g0(q, z′, z2), (3.8)

де ν(q, z1 − z2) = 2πe2

q
e−q|z1−z2| — двовимiрний фур’є-образ кулонiвської потен-

цiалу, M0(q, z, z′) — двочастинкова кореляцiйна функцiя невзаємодiючих елек-

тронiв:

M0(q, z, z′) =
l2

β

∑

α1,α2

Λα1,α2
(q)ϕ∗

α1
(z)ϕα2

(z)ϕ∗
α2

(z′)ϕα1
(z′),

Λα1,α2
(q) =

∑

k||

θ
(
µ− Eα1

(k||)
)
− θ
(
µ− Eα2

(k|| − q)
)

Eα1
(k||) − Eα2

(k|| − q)
.

Використавши наближення дзеркального розсiяння Λα1,α2
(q) ≈ Λα1,α1

(q) [150]

та просумувавши за квантовим числом α2, отримуємо, що

M0(q, z, z′) = −l2

β

2m

h̄2

S

2π

∑

α

|ϕα(z)|2×

×


1 −

√
1 − 4

K2
F − α2

q2
θ
(

1 − 4
K2

F − α2

q2

)
 θ(KF − α) δ(z − z′).

Для подальшого спрощення цього виразу використаємо наближення «по-

стiйної густини» [150], тодi iнтегральне рiвняння (3.8) значно спрощується

g0(q, z1, z2) = ν(q, z1 − z2) −
κ

2(q)

4πe2

l∫

0

dz ν(q, z1 − z) g0(q, z, z2), (3.9)

де

κ
2(q) = 4πe22m

h̄2

1

2πl

∑

α

[
1 −

√
1 − 4

K2
F−α2

q2 θ
(
1 − 4

K2
F−α2

q2

)]
θ(KF − α).

Iнтегральне рiвняння (3.9) можна розв’язати аналiтично [321, 322]. Для

цього зведемо це iнтегральне рiвняння до крайової задачi, продиференцiював-
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ши його двiчi за змiнною z1. Враховуючи, що
dν(q, z1 − z2)

dz1
= −q ν(q, z1 − z2) sign(z1 − z2),

d2ν(q, z1 − z2)

dz2
1

= q2 ν(q, z1 − z2) − 4πe2δ(z1 − z2),

отримуємо
dg0(q, z1, z2)

dz1
= −q ν(q, z1 − z2) sign(z1 − z2)+

+
κ

2(q)

4πe2
q

l∫

0

dz ν(q, z1 − z) sign(z1 − z) g0(q, z, z2), (3.10)

[
d2

dz2
1

− q2 − κ
2(q) θ(z1) θ(l − z1)

]
g0(q, z1, z2) = −4πe2δ(z1 − z2). (3.11)

Для розв’язування диференцiального рiвняння (3.11) подiлимо область змi-

ни нормальних координат двох електронiв на дев’ять областей як показано на

рис. 3.2 та послiдовно знайдемо розв’язок у кожнiй з областей.

I

II

III

IV V

VIVII

VIII IX

z1

z2

0

l

l

Рис. 3.2.

Диференцiальне рiвняння (3.11) в областi I є таким:(
d2

dz2
1

−Q2

)
g0(q, z1, z2) = −4πe2δ(z1 − z2), 0 < z1 < l, 0 6 z2 6 l, (3.12)

де Q2 = q2 +κ
2(q). З iнтегро-диференцiального рiвняння (3.10) отримуємо такi

крайовi умови: (
d

dz1
− q

)
g0(q, z1, z2)

∣∣∣∣
z1=0

= 0, 0 6 z2 6 l, (3.13)
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(

d

dz1
+ q

)
g0(q, z1, z2)

∣∣∣∣
z1=l

= 0, 0 6 z2 6 l. (3.14)

Розв’язати крайову задачу (3.12)–(3.14) можна аналiтично, її розв’язок

g0(q, z1, z2) =
2πe2

Q

1

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

[
e−Q|z1−z2| +

(
Q − q

Q + q

)2

e−Q(2l−|z1−z2|) +

+
Q − q

Q + q

(
e−Q(z1+z2) + e−Q(2l−z1−z2)

)]
. (3.15)

В областi II диференцiальне рiвняння (3.11) має такий вигляд:(
d2

dz2
1

− q2

)
g0(q, z1, z2) = −4πe2δ(z1 − z2), z1 < 0, z2 6 0. (3.16)

З iнтегро-диференцiального рiвняння (3.10) отримуємо крайову умову(
d

dz1
− q

)
g0(q, z1, z2)

∣∣∣∣
z1=0

= −4πe2 eqz2, z2 6 0. (3.17)

Розв’язок крайової задачi (3.16), (3.17), який задовольняє цю крайову умо-

ву, умови скiнченностi та неперервностi у початку координат, можна знайти

аналiтично. Вiн є таким:

g0(q, z1, z2) =
2πe2

q

(
e−q|z1−z2|− eq(z1+z2)

)
+

+
4πe2

Q + q

1 + Q−q
Q+q

e−2Ql

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

eq(z1+z2) . (3.18)

В областi III маємо таке диференцiальне рiвняння:(
d2

dz2
1

− q2

)
g0(q, z1, z2) = −4πe2δ(z1 − z2), z1 > l, z2 > l. (3.19)

З iнтегро-диференцiального рiвняння (3.10) отримуємо таку крайову умову:(
d

dz1
+ q

)
g0(q, z1, z2)

∣∣∣∣
z1=l

= −4πe2 eq(l−z2), z2 > l. (3.20)

Розв’язок крайової задачi (3.19), (3.20), який задовольняє цю крайову умову,

умови скiнченностi та неперервностi у точцi (l, l), знаходимо аналiтично i вiн

є таким:

g0(q, z1, z2) =
2πe2

q

(
e−q|z1−z2|− e−q(z1+z2−2l)

)
+

+
4πe2

Q + q

1 + Q−q
Q+q

e−2Ql

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

e−q(z1+z2−2l) . (3.21)
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В областi IV диференцiальне рiвняння (3.11) є таким:(
d2

dz2
1

− q2

)
g0(q, z1, z2) = 0, z1 < 0, 0 6 z2 6 l. (3.22)

З iнтегро-диференцiального рiвняння (3.10) отримуємо таку крайову умову:(
d

dz1
− q

)
g0(q, z1, z2)

∣∣∣∣
z1=0

= 0, 0 6 z2 6 l,

яка виконується для усiх розв’язкiв диференцiального рiвняння (3.22). Викори-

стовуючи умови скiнченностi та неперервностi розв’язку в точцi z1 = 0, знахо-

димо розв’язок диференцiального рiвняння (3.22). Вiн є таким:

g0(q, z1, z2) =
4πe2

Q + q

1

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

[
eqz1−Qz2 +

Q − q

Q + q
eqz1−Q(2l−z2)

]
. (3.23)

В областi V диференцiальне рiвняння (3.11) має вигляд(
d2

dz2
1

− q2

)
g0(q, z1, z2) = 0, z1 > l, 0 6 z2 6 l. (3.24)

З iнтегро-диференцiального рiвняння (3.10) отримуємо крайову умову(
d

dz1
+ q

)
g0(q, z1, z2)

∣∣∣∣
z1=l

= 0, 0 6 z2 6 l,

яка виконується для усiх розв’язкiв диференцiального рiвняння (3.24). Вико-

ристовуючи умови скiнченностi та неперервностi розв’язку в точцi z1 = l, зна-

ходимо розв’язок диференцiального рiвняння (3.24)

g0(q, z1, z2) =
4πe2

Q + q

1

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

×

×
[
e−q(z1−l)−Q(l−z2) +

Q − q

Q + q
e−q(z1−l)−Q(l+z2)

]
. (3.25)

В областi VI диференцiальне рiвняння (3.11) є таким:(
d2

dz2
1

−Q2

)
g0(q, z1, z2) = 0, 0 < z1 < l, z2 > l. (3.26)

З iнтегро-диференцiального рiвняння (3.10) отримуємо такi крайовi умови:(
d

dz1
− q

)
g0(q, z1, z2)

∣∣∣∣
z1=0

= 0, z2 > l, (3.27)

(
d

dz1
+ q

)
g0(q, z1, z2)

∣∣∣∣
z1=l

= 2q ν(q, l − z2), z2 > l. (3.28)
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Розв’язок крайової задачi (3.26)–(3.28) можна знайти аналiтично

g0(q, z1, z2) =
4πe2

Q + q

1

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

×

×
[
e−Q(l−z1)−q(z2−l) +

Q − q

Q + q
e−Q(l+z1)−q(z2−l)

]
, (3.29)

i вiн є неперервним в точцi z1 = l.

В областi VII диференцiальне рiвняння (3.11) набуває такої форми:(
d2

dz2
1

− q2

)
g0(q, z1, z2) = 0, z1 < 0, z2 > l. (3.30)

З iнтегро-диференцiальне рiвняння (3.10) отримуємо таку крайову умову:(
d

dz1
− q

)
g0(q, z1, z2)

∣∣∣∣
z1=0

= 0, z2 > l,

яка задовiльняється для усiх розв’язкiв диференцiального рiвняння (3.30). Вра-

ховуючи умови скiнченностi та неперервностi розв’язку в точцi z1 = 0, отри-

муємо такий розв’язок диференцiального рiвняння (3.30):

g0(q, z1, z2) =
4πe2

Q + q

2Q
Q+q

e−Ql

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

eqz1−q(z2−l) . (3.31)

В областi VIII диференцiальне рiвняння (3.11) набуває такого вигляду:(
d2

dz2
1

−Q2

)
g0(q, z1, z2) = 0, 0 < z1 < l, z2 6 0. (3.32)

З iнтегро-диференцiального рiвняння (3.10) отримуємо такi крайовi умови:(
d

dz1
− q

)
g0(q, z1, z2)

∣∣∣∣
z1=0

= −2q ν(q,−z2), z2 6 0, (3.33)

(
d

dz1
+ q

)
g0(q, z1, z2)

∣∣∣∣
z1=l

= 0, z2 6 0. (3.34)

Розв’язок крайової задачi (3.32)–(3.34), який є неперервним у точцi z1 = 0, зна-

ходимо аналiтично, вiн є таким:

g0(q, z1, z2) =
4πe2

Q + q

1

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

[
e−Qz1+qz2 +

Q − q

Q + q
eQ(z1−2l)+qz2

]
. (3.35)

В областi IX диференцiальне рiвняння (3.11) є таким:(
d2

dz2
1

− q2

)
g0(q, z1, z2) = 0, z1 > l, z2 6 0. (3.36)



109

З iнтегро-диференцiального рiвняння (3.10) отримуємо таку крайову умову:(
d

dz1
+ q

)
g0(q, z1, z2)

∣∣∣∣
z1=l

= 0, z2 6 0,

яка виконується для усiх розв’язкiв диференцiального рiвняння (3.36). Врахо-

вуючи умови скiнченностi та неперервностi розв’язку в точцi z1 = l, знаходимо

розв’язок диференцiального рiвняння (3.36). Вiн є таким:

g0(q, z1, z2) =
4πe2

Q + q

2Q
Q+q

e−Ql

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

e−q(z1−l)+qz2 . (3.37)

Зауважимо, що зростання товщини плiвки до безмежностi призводить до

зникнення областей III, V, VI, VII та IX i ефективний потенцiал мiжелектронної

взаємодiї в областях I, II, IV та VIII набуває такого вигляду:

g0(q, z1 > 0, z2 > 0) =
2πe2

Q

[
e−Q|z1−z2| +

Q − q

Q + q
e−Q(z1+z2)

]
, (3.38)

g0(q, z1 6 0, z2 6 0) =
2πe2

q

[
e−q|z1−z2|−Q − q

Q + q
eq(z1+z2)

]
, (3.39)

g0(q, z1 6 0, z2 > 0) =
4πe2

Q + q
eqz1−Qz2, (3.40)

g0(q, z1 > 0, z2 6 0) =
4πe2

Q + q
e−Qz1+qz2 . (3.41)

Зауважимо, що цi вирази є тотожними до вiдповiдних виразiв для ефектив-

ного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї в напiвобмеженому «желе» [146],

якщо врахувати, що у виразах (3.38)–(3.41) додатний заряд знаходиться в об-

ластi z 6 0.

Знаючи двовимiрний фур’є-образ ефективного потенцiалу мiжелектронної

взаємодiї g0(q, z1, z2), за допомогою перетворення Фур’є отримуємо ефектив-

ний потенцiал мiжелектронної взаємодiї в координатному представленнi

g0(r||, z1, z2) =
1

2π

∞∫

0

dq q J0(q r||) g0(q, z1, z2), (3.42)

де r|| — вiддаль мiж електронами в площинi плiвки.

Подальший розрахунок за формулою (3.42) необхiдно виконувати чисель-

но, розрахувавши попередньо хiмiчний потенцiал електронiв у плiвцi.
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3.3. Рiвняння для хiмiчного потенцiалу

У попередньому роздiлi та працях [292,293] за допомогою методу функцiо-

нального iнтегрування отримано загальний вираз для середнього вiд оператора

кiлькостi електронiв для напiвобмеженого «желе» (див. (2.45)), який для плiвки

має такий вигляд:

〈N〉 = 〈N〉0 −
1

2S

∑

q6=0

∑

k||,α

∂nα(k||)

∂µ

l∫

0

dz |ϕα(z)|2
(
g0(q, z, z) − ν(q, 0)

)
+

+
1

2S

∑

q6=0

∑

k||,α1,α2

∂
(
nα1

(k||) nα2
(k|| − q)

)

∂µ
×

×
l∫

0

dz1

l∫

0

dz2 ϕ
∗
α1

(z1)ϕα2
(z1)ϕ

∗
α2

(z2)ϕα1
(z2) g0(q, z1, z2), (3.43)

де

〈N〉0 =
∑

k||,α

nα(k||) (3.44)

— середнє вiд оператора кiлькостi електронiв без врахування кулонiвської вза-

ємодiї мiж ними, nα(k||) — функцiя розподiлу Фермi–Дiрака (1.16), ν(q, 0) =

= 2πe2/q, g0(q, z1, z2) — ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї в

(q, z)-представленнi, аналiтичний вираз для якого отримано у попередньому

пiдроздiлi (див. (3.38)–(3.41)).

У границi низьких температур пiдсумовування за двовимiрним векто-

ром k|| у виразi (3.43) можна виконати аналiтично, перейшовши вiд пiдсумову-

вання до iнтегрування за правилом (2.2) [292–294]. У пiдроздiлi Д3.1 показано,

що
∑

k||

nα(k||) =
S

2π

(
K2

F − α2
)

θ
(
K2

F − α2
)
,
∑

k||

∂nα(k||)

∂µ
=

S

2π

2m

h̄2
θ
(
K2

F − α2
)
.

∑

k||

∂
(
nα1

(k||) nα2
(k|| − q)

)

∂µ
=

2S

(2π)2
4m

h̄2
I (q,α1,α2),

де функцiя I (q,α1,α2) означена виразом (Д3.7).
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Пiдсумовування за квантовим числом α можна подати так:
∑

α

. . . =

nmax∑

n=1

. . . ,

де nmax є цiлою частиною вiд lKF/π.

Iнтеграли вiд добуткiв хвильових функцiй (3.5) та ефективного потенцiалу

мiжелектронної взаємодiї (3.15) у виразi (3.43) обчислюються аналiтично, у

результатi отримуємо, що

l∫

0

dz |ϕα(z)|2g0(q, z, z) =
2πe2

Q

1

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

×

×
[
1 +

(
Q − q

Q + q

)2

e−2Ql +
4α2

Ql

Q − q

Q + q

1 − e−2Ql

4α2 + Q2

]
,

l∫

0

dz1

l∫

0

dz2 ϕ
∗
α1

(z1)ϕα2
(z1)ϕ

∗
α2

(z2)ϕα1
(z2) g0(q, z1, z2) =

=
4

l2
2πe2

Q

1

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

[
I1(Q,α1,α2) +

(
Q − q

Q + q

)2

e−2Ql I1(−Q,α1,α2)+

+
Q − q

Q + q

(
I 2
2 (Q,α1,α2) + e−2Ql I 2

2 (−Q,α1,α2)
)
]
,

де

I1(Q,α1,α2) =
8Q2α2

1α
2
2

(
e−Ql cos(α1l) cos(α2l) − 1

)
[(

Q2 + α2
1 + α2

2

)2 − 4α2
1α

2
2

]2 +
lα2

1δα1,α2

Q(8α2
1 + 2Q2)

,

I2(Q,α1,α2) =
2Qα1α2

(
1 − e−Ql cos(α1l) cos(α2l)

)
(
Q2 + α2

1 + α2
2

)2 − 4α2
1α

2
2

.

Як показано у працi [330], середнє вiд оператора кiлькостi електронiв без

врахування кулонiвської взаємодiї мiж ними (3.44) можна обчислити аналiтич-

но, у результатi чого отримуємо:

〈N〉0 =
S

2π
nmax

(
K2

F − π2

6l2
(nmax + 1)(2nmax + 1)

)
.

З умови електронейтральностi (3.2) випливає, що e〈N〉 = ̺0Slslab, тобто
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̺0 = e〈N〉/(Slslab). Поклавши ̺0/e = 3/(4πr3
s ), маємо

3

4πr3
s

=
〈N〉
Slslab

. (3.45)

Домноживши рiвняння (3.43) на 2π/(Slslab) та враховуючи спiввiдношен-

ня (3.45), отримуємо для величини хвильового вектора Фермi KF, яка пов’язана

з хiмiчним потенцiалом µ (µ = h̄2
K2

F/(2m)), нелiнiйне рiвняння:

3

2r3
s

=
nmax

lslab

(
K2

F − π2

6l2
(nmax + 1)(2nmax + 1)

)
−

− a2
B

lslab

nmax∑

n=1

∞∫

0

dq

[
q

Q

1

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

×

×
(

1 +

(
Q − q

Q + q

)2

e−2Ql +
4α2

Ql

Q − q

Q + q

1 − e−2Ql

4α2 + Q2

)
− 1

]
+

+
8

π

a4
B

lslabl2

nmax∑

n1=1

nmax∑

n2=1

∞∫

0

dq
q

Q

I (q,α1,α2)

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

×

×
[
I1(Q,α1,α2) +

(
Q − q

Q + q

)2

e−2Ql I1(−Q,α1,α2)+

+
Q − q

Q + q

(
I 2
2 (Q,α1,α2) + e−2Ql I 2

2 (−Q,α1,α2)
)
]
. (3.46)

Зауважимо, що у разi вiдсутностi кулонiвської взаємодiї мiж електрона-

ми, тобто для iдеального електронного газу, нелiнiйне рiвняння (3.46) значно

спрощується
3

2r3
s

=
nmax

lslab

(
(K0

F)
2 − π2

6l20
(nmax + 1)(2nmax + 1)

)
, (3.47)

де K0
F — величина хвильового вектора Фермi iдеального електронного га-

зу, l0 = l(K0
F). Розв’язавши це рiвняння, отримуємо хiмiчний потенцiал

µ0 = h̄2(K0
F)

2/(2m) невзаємодiючого електронного газу.

3.4. Результати розрахункiв хiмiчного потенцiалу та ефективного потенцiалу

мiжелектронної взаєиодiї

На рис. 3.3 подано результати розрахунку хiмiчного потенцiалу як функцiї

товщини плiвки. Суцiльною лiнiєю зображено хiмiчний потенцiал з врахуван-
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ням кулонiвської взаємодiї мiж електронами, тобто знайдений з рiвняння (3.46),

штриховою — без врахування цiєї взаємодiї, тобто знайдений з рiвняння (3.47).
K

µ
,
eV

lslab, aB

µbulk

µ0
bulk

a (rs = 2aB)

µ
,
eV

lslab, aB

µbulk

µ0
bulk

b (rs = 3aB)

µ
,
eV

lslab, aB

µbulk

µ0
bulk

c (rs = 4aB)

µ
,
eV

lslab, aB

µbulk

µ0
bulk

d (rs = 5aB)

µ
,
eV

lslab, aB

µbulk

µ0
bulk

e (rs = 6aB)

Рис. 3.3. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд товщини плiвки (суцiльна лiнiя — з враху-
ванням кулонiвської взаємодiї мiж електронами, штрихова — без її врахування).

Крiм того, на цих рисунках штриховими горизонтальними прямими зображено

об’ємнi значення хiмiчного потенцiала [292, 293] з врахуванням кулонiвської

взаємодiї мiж електронами µbulk та без врахування цiєї взаємодiї µ0
bulk вiдповiд-

но (див. рис. 2.1).
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З цих рисункiв видно, що залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд товщи-

ни плiвки немонотонна, є чергування пiкiв, тобто спостерiгається квантово-

розмiрний ефект для хiмiчного потенцiалу металевої плiвки. Це є наслiдком

квантування енергетичних рiвнiв електронiв, рух яких у перпендикулярно-

му напрямку до плiвки є обмеженим. Зi збiльшенням товщини плiвки цей

квантово-розмiрний ефект зникає, значення хiмiчного потенцiалу наближають-

ся до об’ємних значень. Врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами

призводить до значного зменшення хiмiчного потенцiалу, що вiдомо з поперед-

нього роздiлу (див. рис. 2.1) та праць [292,293], а також до посилення квантово-

розмiрного ефекту: пiки стають вищими, а ями — глибшими, перiод чергуван-

ня пiкiв та ям збiльшується. Як вiдзначив Шульте у працi [331], вiддаль мiж

сусiднiми пiками хiмiчного потенцiалу без врахування кулонiвської взаємодiї

мiж електронами становить приблизно λ0
F/2, де λ0

F = 2π/K0
F — довжина хвилi

Фермi для iдеального електронного газу. Виявляється, що i у разi врахування

кулонiвської взаємодiї мiж електронами вiддаль мiж сусiднiми пiками хiмiчно-

го потенцiалу також становить λF/2, проте тут λF = 2π/KF — довжина хвилi

Фермi для взаємодiючого електронного газу.

Автори праць [330, 332–336], розраховуючи хiмiчний потенцiал металевої

плiвки без врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами, не враховува-

ли параметр d, тобто вважали, що положення потенцiальної стiнки та краю

додатного заряду спiвпадають. Внаслiдок цього розрахованi ними значення хi-

мiчного потенцiала є сильно завищеними та не виходять на об’ємнi значення

хiмiчного потенцiала. Вперше хiмiчний потенцiал металевої плiвки без враху-

вання кулонiвської взаємодiї мiж електронами, але з врахуванням параметра d

був розрахований Шульте у працi [337]. Проте для параметра d, який визна-

чається формулою (3.7), вiн узяв значення d0
∞ = 3π/(8K0

F), тобто таке як для

напiвобмеженого «желе» (див., наприклад, [292, 293, 308, 328]). Таке ж набли-

ження було зроблено i у значно пiзнiшiй працi [338]. Це призвело до дуже

доброго узгодження цих результатiв, якi отриманi без врахування кулонiвської
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Рис. 3.4. Залежнiсть параметра d вiд товщини плiвки (суцiльна лiнiя — з врахуванням
кулонiвської взаємодiї мiж електронами, штрихова — без її врахування).

взаємодiї мiж електронами, з результатами для хiмiчного потенцiалу, якi вiн

отримав ранiше [331] за допомогою методу функцiоналу густини у наближеннi

локальної густини. Таке узгодження є дивним, бо як показують представленi

розрахунки, а також результати наших попереднiх праць [292, 293], кулонiвсь-

ка взаємодiя мiж електронами призводить до значного зменшення хiмiчного

потенцiалу.
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Як видно з аналiзу результатiв для хiмiчного потенцiалу, коректний роз-

рахунок параметра d є дуже важливим. На рис. 3.4 подано залежностi цьо-

го параметра вiд товщини плiвки. Суцiльною лiнiєю зображено параметр d з

врахуванням кулонiвської взаємодiї мiж електронами, штриховою — без враху-

вання цiєї взаємодiї. Крiм того, на цих рисунках штриховими горизонтальними

прямими зображено значення параметра d для напiвобмеженого металу, тобто

у границi lslab → ∞, з врахуванням кулонiвської взаємодiї мiж електронами d∞

та без врахування цiєї взаємодiї d0
∞ вiдповiдно.

П
ер

iо
д,

nm

rs, aB

Рис. 3.5. Перiод чергування пiкiв хiмiчно-
го потенцiалу як функцiя радiуса Вiгнера–
Зейтца (суцiльна лiнiя — з врахуванням ку-
лонiвської взаємодiї мiж електронами, штри-

хова — без її врахування).

З цих рисункiв видно, що за-

лежнiсть параметра d вiд товщи-

ни плiвки немонотонна, є чергу-

вання пiкiв, тобто i тут спостерiга-

ється квантово-розмiрний ефект для

параметра d. Зi збiльшенням тов-

щини плiвки цей квантово-розмiр-

ний ефект зникає. Врахування ку-

лонiвської взаємодiї мiж електрона-

ми призводить до значного збiль-

шення параметра d, що вiдомо з

праць [292, 293], а також до поси-

лення квантово-розмiрного ефекту: локальнi максимуми стають вищими, а ло-

кальнi мiнiмуми — глибшими, перiод чергування локальних максимумiв та

мiнiмумiв збiльшується. Як i для хiмiчного потенцiала, перiод чергування ста-

новить приблизно λ0
F/2 у разi вiдсутностi кулонiвської взаємодiї мiж електро-

нами та λF/2 у разi врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами.

На рис. 3.5 подано перiод чергування пiкiв хiмiчного потенцiалу як функ-

цiю радiуса Вiгнера–Зейтца. Суцiльною лiнiєю зображено перiод з врахуван-

ням кулонiвської взаємодiї мiж електронами, штриховою — без врахування цiєї

взаємодiї. У разi невзаємодiючої системи електронiв перiод зростає лiнiйно зi
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зростанням радiуса Вiгнера–Зейтца. Врахування ж кулонiської взаємодiї при-

зводить до зростання середньої вiддалi мiж електронами i перiод, як функцiя

радiуса Вiгнера–Зейтца, зростає швидше, нiж лiнiйно.

Деякi експериментальнi результати для платинової плiвки поданi у пра-

цях [339,340]. Зокрема, у них виявлена коливна поведiнка провiдностi з перiо-

дом, який приблизно дорiвнює 0.5 nm. Цей перiод дуже добре узгоджується з

перiодом для хiмiчного потенцiалу, який розрахований тут для платини (rs =

= 2.89aB) (див. рис. 3.5, суцiльна лiнiя). Тодi як для невзаємодiючої системи

електронiв цей перiод є суттєво меншим (див. рис. 3.5, штрихова лiнiя).

На рис. 3.6–3.8 подано результати чисельного розрахунку за формула-

ми (3.15), (3.18), (3.21), (3.23), (3.25), (3.29), (3.31), (3.35), (3.37) та (3.42) для

рiзних товщин плiвки та rs = 2aB.
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Рис. 3.6. Залежнiсть парного ефективного
потенцiалу мiжелектронної взаємодiї вiд
вiддалi мiж електронами в площинi плiв-
ки для рiзних товщин плiвки, нормальнi
до площини плiвки координати електронiв

знаходяться посерединi плiвки.

Рис. 3.7. Залежнiсть парного ефективного
потенцiалу мiжелектронної взаємодiї вiд
нормальної до площини плiвки координа-
ти одного з електронiв, iнша знаходиться
посерединi плiвки, вiддаль мiж електрона-

ми в площинi плiвки дорiвнює нулю.

На рис. 3.6 подано залежнiсть парного ефективного потенцiалу мiжелек-

тронної взаємодiї вiд вiддалi мiж електронами в площинi плiвки для рiзних тов-

щин плiвки, нормальнi до площини плiвки координати електронiв знаходяться

посерединi плiвки. З цього рисунка видно, що зi збiльшенням товщини плiвки

ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї наближається до такого, що є

в моделi напiвобмеженого «желе» (3.38)–(3.41), тобто iснують областi коорди-
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нат електронiв, в яких цей ефективний потенцiал є притягальним. Зi зменшен-

ням товщини плiвки спостерiгається немонотонна поведiнка цього потенцiалу:

мiжелектронне ефективне притягання то посилюється, то послаблюється. Це

є наслiдком того, що хiмiчний потенцiал електронiв у плiвцi є осцилюючою

функцiєю товщини плiвки.
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Рис. 3.8. Залежнiсть парного ефективного
потенцiалу мiжелектронної взаємодiї вiд
нормальної до площини плiвки координа-
ти одного електрона, iнша — зафiксована,
вiддаль мiж електронами в площинi плiвки

дорiвнює нулю.

На рис. 3.7 подано залежнiсть

парного ефективного потенцiалу мiж-

електронної взаємодiї вiд нормальної

до площини плiвки координати одно-

го з електронiва, iнша знаходиться по-

серединi плiвки, причому вiддаль мiж

електронами в площинi плiвки дорiв-

нює нулю. Розрахунки виконанi для

рiзних товщин плiвки. З цього ри-

сунка видно, що цей потенцiал є си-

метричним вiдносно центра плiвки.

Зi зменшенням товщини плiвки вiд-

штовхування мiж двома електронами стає сильнiшим, це є наслiдком того, що

тонша плiвка має менше електронiв i вiдповiдно ефект екранування прямої ку-

лонiвської взаємодiї є слабшими, тобто в тонких плiвках екранування прямого

кулонiвського вiдштовхування є слабшим, нiж у товстих плiвках.

На рис. 3.8 також подано залежнiсть парного ефективного потенцiалу мiж-

електронної взаємодiї вiд нормальної до площини плiвки координати одного

з електронiва, iнша зафiксована у точцi z1 = 4aB, вiддаль мiж електронами

в площинi плiвки дорiвнює нулю. Розрахунки виконанi для рiзних товщин

плiвки. Внаслiдок того, що нормальна до площини плiвки координата одно-

го з електронiв зафiксована не у центрi плiвки, то ця залежнiсть є несимет-

ричною. Правiше вiд зафiксованого електрона знаходиться бiльше електронiв,

нiж лiвiше, тому екранування в областi z2 > 4aB є сильнiшим, нiж в областi
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z2 < 4aB. Внаслiдок цього ефективний потенцiал швидше прямує до нуля в

областi z2 > 4aB, нiж в областi z2 < 4aB.

3.5. Модель металевої плiвки на дiелектричному пiдкладi, робота виходу

Нехай є металева плiвка, яка розташована у просторi так, що її двi па-

ралельнi безмежнi гранi є паралельними до площини xOy. Товщина плiвки

вiдкладається вздовж осi z та дорiвнює lslab. Одна грань плiвки розташована у

точцi z = d1, а iнша, паралельна до неї, — у точцi z = lslab + d1. Правiше вiд

плiвки знаходиться дiелектрик, електронна спорiдненiсть якого χ, а лiвiше —

вакуум (див. рис. 3.9).

z0 l

Vsurf(z)
W1

W2

Vacuum

χ
W

µ

Metal

Dielectricfilm

d1 d2lslab

Рис. 3.9.

Плiвку розглядаємо у межах моделi «желе», тобто iонна пiдсистема замi-

нена додатним зарядом з розподiлом (3.1). Причому має мiсце умова електро-

нейтральностi (3.2) та термодинамiчна границя (3.3).

Внаслiдок просторової симетрiї такої плiвки у площинi xOy рух електрона

є вiльним, а вздовж осi z визначається поверхневим потенцiалом Vsurf(z). Цей

потенцiал моделюється прямокутною потенцiальною ямою зi стiнками рiзної

висоти (несиметрична прямокутна потенцiальна яма) та шириною l, тобто

Vsurf(z) =





W1, z 6 0,

0, 0 < z < l,

W2, z > l.

Цей модельний потенцiал дозволяє аналiтично розв’язати стацiонарне рiвняння
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Шредiнгера (3.4) з такими однорiдними крайовими умовами (умовами Дiрiхле):

lim
z→±∞

Ψκ(r) = 0,

де κ = (k||,α), k|| — двовимiрний хвильовий вектор електрона у площинi xOy,

α — квантове число, яке характеризує рух електрона перпендикулярно до пло-

щини xOy.

Розглядаємо зв’язанi стани електронiв, тобто вважаємо, що енергiя елек-

тронiв є меншою за меншу висоту потенцiальної стiнки. Тодi з умов непе-

рервностi та гладкостi хвильових функцiй отримуємо таке алгебраїчне транс-

цендентне рiвняння для квантового числа α:

αl = πn − arcsin
α

s1
− arcsin

α

s2
, n = 1, 2, . . . ,nmax, (3.48)

де si =
√

2mWi/h̄ (i = 1, 2), nmax — кiлькiсть зв’язаних станiв

nmax =

[
1

π

(
l min(s1, s2) + arcsin

min(s1, s2)

s1
+ arcsin

min(s1, s2)

s2

)]
, (3.49)

тут квадратнi дужки означають взяття цiлої частини.

Хвильовi функцiї Ψκ(r) та вiдповiднi енергетичнi рiвнi Eκ електрона у

зв’язаному станi κ = (k||,α) є такими:

Ψκ(r) =
1√
S

eik||r|| ϕα(z), Eκ =
h̄2(k2

|| + α2)

2m
,

ϕα(z) = C(α)





α
s1

e
√

s2
1−α2z, z 6 0,

sin
(
αz + arcsin α

s1

)
, 0 < z < l,

sin
(
αl + arcsin α

s1

)
e−
√

s2
2−α2(z−l), z > l,

де C(α) — стала нормування,

C(α) =

√
2√

l + (α/s1)2√
s2
1−α2

+ (α/s2)2√
s2
2−α2

− 1
α
sin(αl) cos(αl + 2arcsin α

s1
)

Як видно з рис. 3.9, мiж шириною потенцiальної ями l та товщиною плiв-

ки lslab iснує такий зв’язок:

l = lslab + d1 + d2, (3.50)
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де параметри di (i = 1, 2) залежать вiд ширини потенцiальної ями l [327]:

di =
3π

8KF
+

π2

8K2
Fl

− 3

4KF

(√
s2
i

K2
F

− 1 +

(
2 − s2

i

K2
F

)
arcsin

KF

si

)
,

KF =
√

2mµ/h̄ — величина хвильового вектора Фермi, µ — хiмiчний потенцiал.

Зауважимо, що з прямуванням висоти потенцiального бар’єра до безмеж-

ностi параметр di прямує до значення 3π
8KF

+ π2

8K2
Fl

, яке є вiддалю вiд краю додат-

ного заряду плiвки до безмежно високої потенцiальної стiнки. А з прямуванням

ширини потенцiальної ями l до безмежностi параметр di прямує до вiдомого

значення 3π
8KF

− 3
4KF

(√
s2
i

K2
F

− 1 +
(
2 − s2

i

K2
F

)
arcsin KF

si

)
, яке є вiддалю вiд краю

додатного заряду до потенцiального бар’єра скiнченої висоти для моделi на-

пiвобмеженого «желе» (див., наприклад, [293, 308, 328, 341]).

Хiмiчний потенцiал µ електронного газу необхiдно знайти з умови елек-

тронейтральностi (3.2), яка пiсля iнтегрування набуває такого вигляду:

̺0Slslab = eN . (3.51)

У разi невзаємодiючого електронного газу за низьких температур для кiлькостi

електронiв N знаходимо, що

N =
∑

k||,α

θ
(
K2

F − k2
|| − α2

)
=

S

2π

nmax∑

n=1

(
K2

F − α2
n

)
, (3.52)

де було враховано двi можливi орiєнтацiї спiна електрона та здiйснено пере-

хiд вiд пiдсумовування до iнтегрування за двовимiрним вектором k|| згiдно з

правилом (2.2) [293, 294, 341]. Вважається, що об’ємна концентраця додатно-

го заряду ̺0 дорiвнює об’ємнiй концентрацiї електронiв 3e/(4πr3
s ). Тодi умова

електронейтральностi набуває такого вигляду:

3

2r3
s

=
1

lslab

nmax∑

n=1

(
K2

F − α2
n

)
. (3.53)

Це алгебраїчне рiвняння для величини хвильового вектора Фермi KF, яке

визначає хiмiчний потенцiал µ =
h̄2
K2

F

2m
, необхiдно розв’язувати чисельно, врахо-

вуючи алгебраїчне рiвняння (3.48) для квантових чисел α, вираз (3.49) для nmax,

спiввiдношення (3.50) мiж товщиною плiвки lslab, шириною ями l та парамет-
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рами di (i = 1, 2), якi у свою чергу залежать вiд шуканої величини хвильового

вектора Фермi KF.

На рис. 3.10 порiвняно результати чисельних розрахункiв хiмiчного потен-

цiалу µ металевої плiвки (rs = 4aB) у вакуумi з результатом Шульте [331, 337].

З цього рисунку видно, що в областi lslab > 20aB отриманi результати доб-

ре узгоджуються з результатом Шульте, який отриманий за допомогою теорiї

функцiоналу густини в наближеннi локальної густини [331]. Це є досить див-

ним з огляду на те, що на вiдмiну вiд Шульте тут розглянуто невзаємодiючий

електронний газ. Крiм того, з рис. 3.10 видно, що зростання висоти потенцiаль-

них стiнок призводить до збiльшення хiмiчного потенцiалу та його незначного

зсуву праворуч.
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Рис. 3.10. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу µ вiд товщини плiвки lslab для rs = 4aB. Су-
цiльна лiнiя показує хiмiчний потенцiал у випадку прямокутної безмежної потенцiаль-
ної ями, штрихова — для симетричної прямокутної потенцiальної ями з W1 = W2 =

= 54.4 eV, штрихпунктирна — для симетричної прямокутної потенцiальної ями з W1 =

= W2 = 13.6 eV, крапки — результат Шульте [331, 337]. Горизонтальна пряма — об’ємне
значення хiмiчного потенцiалу невзаємодiючого електронного газу, µbulk = 3.13 eV.

На рис. 3.11 порiвняно результати чисельних розрахункiв роботи виходу

W металевої плiвки (rs = 2aB) у вакуумi з результатом Шульте [331]. З цього

рисунку видно, що вiдносно добре узгодження лише в областi lslab > 10aB.

Натомiсть в областi lslab < 10aB спостерiгається суттєва вiдмiннiсть з результа-

том Шульте, робота виходу збiльшується зi зменшенням товщини плiвки, що є
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фiзично правильним. Крiм того, як побачимо з рис. 3.13, отриманий результат

узгоджується з результатами праць [342, 343] для Al(111).
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Рис. 3.11. Залежнiсть роботи виходу W вiд товщини металевої плiвки lslab для rs = 2aB.
Суцiльна лiнiя показує хiмiчний потенцiал у випадку симетричної прямокутної потен-
цiальної ями з W1 = W2 = 16.41 eV, лiнiя з крапок — результат Шульте [331]. Горизон-

тальна пряма показує об’ємне значення роботи виходу, Wbulk = 3.89 eV.

На рис. 3.12, 3.13 подано результати чисельних розрахункiв хiмiчно-

го потенцiалу µ та роботи виходу W = W1 − µ електронiв для алюмiнi-

євої плiвки (rs = 2.07aB), яка знаходиться (1) у вакуумi (суцiльнi лiнiї),

W1 = W2 = 15.813 eV — висота потенцiального бар’єра «вакуум–плiвка», (2) на

пiдкладi SiO2 (штриховi лiнiї), електронна спорiдненiсть якого χ = 1.1 eV,

(3) на пiдкладi Al2O3 (лiнiї з крапок), електронна спорiдненiсть якого χ =

= 1.35 eV (усi цi данi взято з працi [344]).

З рис. 3.10–3.13 видно, що залежностi хiмiчного потенцiалу та роботи ви-

ходу вiд товщини плiвки є немонотонною, є чергування пiкiв, тобто спостерi-

гається осцилюючий квантово-розмiрний ефект для цих величин, який є на-

слiдком квантування енергетичних рiвнiв електронiв, що спричинене обмежен-

ням руху електронiв у перпендикулярному до плiвки напрямi. Зi зростанням

товщини плiвки цей ефект зникає.

З рис. 3.12, 3.13 видно, що як хiмiчний потенцiал, так i робота виходу, якi
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Рис. 3.12. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу µ вiд товщини алюмiнiєвої плiвки lslab. Верх-
нi три кривi — розрахунки з неправильним врахуванням умови електронейтральностi
(тобто при l = lslab) [344], нижнi — з правильним врахуванням умови електронейтраль-
ностi. Суцiльна лiнiя — плiвка знаходиться у вакуумi, штрихова — плiвка на SiO2, лiнiя
з крапок — плiвка на Al2O3, штрихдвопунктирна — для безмежної прямокутної по-
тенцiальної ями. Горизонтальна пряма — об’ємне значення хiмiчного потенцiалу для

алюмiнiю у моделi невзаємодiючих електронiв, µbulk = 11.695 eV.
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Рис. 3.13. Залежнiсть роботи виходу W вiд товщини алюмiнiєвої плiвки lslab. Нижнi три
кривi — розрахунки з неправильним врахуванням умови електронейтральностi (тобто
при l = lslab) [344], верхнi — з правильним врахуванням умови електронейтральностi.
Суцiльна лiнiя — плiвка знаходиться у вакуумi, штрихова — плiвка на SiO2, крапки
— плiвка на Al2O3. Результати праць [342] та [343] для перших трьох шарiв Al(111)
позначено прямокутниками та трикутниками вiдповiдно. Горизонтальна пряма — робота

виходу з об’ємного зразка алюмiнiю, Wbulk = 4.119 eV (згiдно з працею [344]).
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розрахованi з коректним врахуванням умови електронейтральностi, зi зростан-

ням товщини плiвки прямують до своїх об’ємних значень. На вiдмiну вiд цього,

у разi неправильного врахування умови електронейтральностi, як це було зроб-

лено у працi [344] для цих самих випадкiв, хiмiчний потенцiал є завищеним

(три верхнi кривi на рис. 3.12), а робота виходу — занижена (три нижнi кривi

на рис. 3.13). Це фiзично зрозумiло, оскiльки при такому неправильному враху-

ваннi умови електронейтральностi вважається, що товщина плiвки дорiвнює

ширинi потенцiальної ями, в якiй знаходяться електрони. Насправдi ж плiвка є

вужчою i кiлькiсть додатного заряду є меншою за кiлькiсть вiд’ємного, тобто

плiвка є вiд’ємно зарядженою i електронам легше покинути металеву плiвку,

внаслiдок цього робота виходу є меншою, нiж для електронейтральної плiвки.

З рис. 3.12 видно, що наявнiсть дiелектричного пiдкладу праворуч вiд

плiвки призводить до зменшення хiмiчного потенцiалу. Це фiзично зрозумi-

ло, дiелектричний пiдклад зменшує висоту потенцiального бар’єра «плiвка–

дiелектрик», а тому зменшується i хiмiчний потенцiал. А це призводить до

зростання роботи виходу (див. рис. 3.13). Проте вплив дiелектрика при пра-

вильному врахуваннi умови електронейтральностi є меншим, нiж при непра-

вильному [344]. Причиною цього є невелика величина електронної спорiдне-

ностi цих дiелектрикiв вiдносно висоти потенцiального бар’єра алюмiнiю у

вакуумi.

3.6. Висновки

У цьому роздiлi розглянуто проблему знаходження ефективного потенцiа-

лу взаємодiї мiж електронами в металевiй плiвцi, для якої використовується мо-

дель «желе». Цей потенцiал є розв’язком iнтегрального рiвняння, яке необхiд-

но розв’язувати чисельно. Проте за певних наближень це iнтегральне рiвняння

розв’язано аналiтично. Отриманi вирази для ефективного потенцiалу мiжелек-

тронної взаємодiї є неперервними та враховують сили зображення вiдносно

площин z = 0 та z = l, в яких знаходяться безмежнi потенцiальнi бар’єри.

У границi низьких температур розраховано хiмiчний потенцiал метале-
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вої плiвки, яка розглянута у межах моделi «желе» з врахуванням кулонiвської

взаємодiї мiж електронами, шляхом розв’язування нелiнiйного рiвняння. Ви-

явлено, що залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд товщини плiвки є немонотон-

ною, тобто спостерiгається квантово-розмiрний ефект для хiмiчного потенцiа-

лу металевої плiвки, вiддаль мiж сусiднiми максимумами становить приблизно

пiв довжини хвилi Фермi. Зi зростанням товщини плiвки квантово-розмiрний

ефект зникає, хiмiчний потенцiал прямує до об’ємного значення. Крiм того,

врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами призводить до пiдсилення

квантово-розмiрного ефекту та до значного зменшення хiмiчного потенцiалу.

У цих самих наближеннях проведено розрахунок параметра d, який є вiд-

далю вiд площини плiвки до потенцiальної стiнки, як функцiї вiд товщини

плiвки. Виявлено, що i ця залежнiсть вiд товщини плiвки є немонотонною,

спостерiгається квантово-розмiрний ефект для параметра d. Зi збiльшенням

товщини плiвки цей квантово-розмiрний ефект зникає. Врахування кулонiвсь-

кої взаємодiї мiж електронами призводить до значного збiльшення параметра d,

а також до посилення квантово-розмiрного ефекту. Вiддаль мiж сусiднiми мак-

симумами становить також приблизно пiв довжини хвилi Фермi.

Виявлено, що врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами призво-

дить до втрати лiнiйної залежностi перiода чергування пiкiв хiмiчного потен-

цiалу, яка є у разi невзаємодiючої системи електронiв. Цей перiод, як функцiя

радiуса Вiгнера–Зейтца, зростає швидше, нiж лiнiйно.

Чисельно розраховано парний ефективний потенцiал мiжелектронної взає-

модiї в координатному представленнi. Показано, що залежно вiд товщини плiв-

ки спостерiгається як посилення екранування прямої кулонiвської взаємодiї,

так i його ослаблення. Це є наслiдком осциляцiйного квантово-розмiрного

ефекту для хiмiчного потенцiалу. Показано, що зi збiльшенням товщини плiвки

ефективний потенцiал парної мiжелектронної взаємодiї прямує до такого, що є

в моделi напiобмеженого «желе».

У межах моделi невзаємодiючих електронiв, якi знаходяться у несимет-
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ричнiй прямокутнiй потенцiальнiй ямi, розраховано хiмiчний потенцiал та ро-

боту виходу для алюмiнiєвої плiвки, яка знаходиться у вакуумi та знаходиться

на дiелектричному пiдкладi. Вперше при розрахунку цих величин для такої

моделi металевої плiвки коректно враховано умову електронейтральностi, що

призводить до правильної поведiнки цих характеристик, а саме: зi зростанням

товщини плiвки цi характеристики прямують до своїх об’ємних значень.



РОЗДIЛ 4

ТЕРМОДИНАМIЧНИЙ ПОТЕНЦIАЛ ТА ФУНКЦIЇ РОЗПОДIЛУ

ЕЛЕКТРОНIВ НАПIВОБМЕЖЕНОГО МЕТАЛУ

У цьому роздiлi послiдовно розвинуто теорiю збурень для просторово об-

меженого металу, який може описуватися нелокальними псевдопотенцiалами.

У цiй теорiї використовується напiвобмежене «желе» [140–142,147–150] як ба-

зисна система та теорiя збурень за «рiзницевим потенцiалом»1. Велику статис-

тичну суму напiвобмеженого металу подано у виглядi розвинення за степенями

цього потенцiалу. У частковому випадку локального псевдопотенцiалу ця тео-

рiя збурень спiвпадає з результатами працi Каїма [345].

Розраховано та дослiджено ефективнi потенцiали парної мiжiонної та

електрон–iонної взаємодiй для усiєї областi змiни iонних координат, тодi як

зазвичай використовують асимптотику на великих вiддалях з певними пара-

метрами [346–349]. Дослiджено вплив площини подiлу та рiзних апроксимацiй

поправки на локальне поле на цi ефективнi потенцiали. Виявлено, що ефектив-

ний потенцiал мiжiонної взаємодiї є дуже чутливим до вибору цих апроксима-

цiй.

Використовуючи модель напiвобмеженого «желе» як базисну, отримано

загальний вираз для s-частинкової функцiї розподiлу електронiв напiвобмеже-

ного металу у виглядi розвинення за «рiзницевим потенцiалом». Для деяких

напiвобмежених металiв у першому порядку за цим потенцiалом чисельно роз-

раховано унарну функцiю розподiлу електронiв, а також дослiджено вплив зов-

нiшнього постiйного електричного поля на розподiл електронної густини вуг-

лецю.

Основнi результати цього роздiлу опублiковано у працях [146, 350–355].

1«Рiзницевий потенцiал» — це рiзниця мiж псевдопотенцiалом iонiв та електростатичним потенцiалом додат-
ного заряду напiвобмеженого «желе».
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4.1. Модель напiвобмеженого металу

Розглядаємо напiвобмежений метал, iони якого мають заряд Ze та декар-

товi координати Rj = (Xj,Yj,Zj), де −∞ < Xj,Yj < +∞, Zj 6 0, Z = 0 —

рiвняння поверхнi (площини) подiлу «метал–вакуум», j = 1, . . . ,Nion. Електро-

ни напiвобмеженого металу мають координати ri, i = 1, . . . ,N . Гамiльтонiан

цiєї моделi можна записати так:

H = − h̄2

2m

N∑

i=1

∆i +
1

2

N∑

i 6=j=1

e2

|ri − rj|
+

+

Nion∑

j=1

P2
j

2M
+

1

2

Nion∑

i 6=j=1

(Ze)2

|Ri − Rj|
+

N∑

i=1

Nion∑

j=1

w(ri,Rj), (4.1)

де перший доданок є кiнетичною енергiєю електронiв, другий доданок зоб-

ражає потенцiальну енергiю кулонiвської взаємодiї мiж електронами, третiй

доданок є кiнетичною енергiєю iонiв (P — оператор iмпульсу iона), четвертий

доданок є потенцiальною енергiєю мiжiонної взаємодiї та останнiй доданок є

енергiєю взаємодiї мiж електронами та iонами. Вважаємо, що система є елек-

тронейтральною, тобто

ZNion = N .

Подамо потенцiал взаємодiї мiж електроном та iоном у такому виглядi:

w(ri,Rj) = w(|ri − Rj|) + ∆w(ri,Rj),

де w(|ri−Rj|) — це потенцiал електрон–iонної взаємодiї у випадку необмежено-

го металу (псевдопотенцiал), ∆w(ri,Rj) — це вiдхилення потенцiалу електрон–

iонної взаємодiї в напiвобмеженому металi вiд w(|ri − Rj|).
Видiлимо iз гамiльтонiану (4.1) гамiльтонiан моделi напiвобмеженого «же-

ле» Hjell (див. (1.4)), яка дослiджувалася у роздiлi 2 та працях [139–142,147–152,

159,292–296,303]. Цю модель будемо використовувати як базисну систему для

дослiдження термодинамiчних та структурних властивостей напiвобмеженого
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металу. У результатi отримуємо, що

H = Hjell + δHii +

N∑

i=1

Nion∑

j=1

δw(|ri − Rj|), (4.2)
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(Ze)2

|Ri − Rj|
− 1

2

∫
dR

∫
dR′ ̺jell(R)̺jell(R

′)

|R − R′| ,

Hjell = Hunif
jell +

N∑

i=1

Vsurf(ri) +
1

2

∫
dR

∫
dR′̺jell(R)̺jell(R

′) − (eN/V )
2

|R − R′| ,

Vsurf(ri) = Vjell(ri) +Vion(ri)

— поверхневий потенцiал, який дiє на електрони.

δw(|ri − Rj|) = w(|ri − Rj|) +
1

Nion

∫
dR

e̺jell(R)

|ri − R|
— «рiзницевий потенцiал» (див. зноску на стор. 128),

Hunif
jell = − h̄2

2m

N∑

i=1

∆i +
1

2

N∑

i 6=j=1

e2

|ri − rj|
−

− e2N

V

N∑

i=1

∫
dR

1

|ri − R| +
(eN)2

2V 2

∫
dR

∫
dR′ 1

|R − R′|
— гамiльтонiан однорiдного «желе» (див. (1.5)), V = SL — об’єм системи, S —

площа поверхнi напiвобмеженого металу, L визначає область змiни нормальної

до поверхнi координати електрона: z ∈ (−L/2,+L/2), S → ∞, L → ∞.

Vjell(ri) = e

∫
dR

eN/V − ̺jell(R)

|ri − R|
— частина поверхневого потенцiалу, яка формується напiвобмеженим «желе»

(див. (1.7)).

Vion(ri) =

Nion∑

j=1

∆w(ri,Rj)

— частина поверхневого потенцiалу, яка створюється вiдхиленням ∆w(ri,Rj)

справжнього потенцiалу електрон–iонної взаємодiї у напiвобмеженому металi

w(ri,Rj) вiд w(|ri − Rj|).

ρjell(R) ≡ ̺jell(Z) = ̺0 θ(−Z), ̺0 =
eN

SL/2

— розподiл iонної густини у межах моделi напiвобмеженого «желе» (див. (1.1)).
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У подальшому викладi вважатимемо, що потенцiал електрон–iонної взає-

модiї w(|ri − Rj|) можна змоделювати таким нелокальним модельним псевдо-

потенцiалом, наприклад, з праць [356–362]:

w(|ri − Rj|) = − Ze2

|ri − Rj|
+

l∑

l′=0

fl′(|ri − Rj|)Pl′, (4.3)

де

Pl =

l∑

m=−l

|Yl,m〉〈Yl,m| ≡
l∑

m=−l

|l,m〉〈l,m|

— проекцiйний оператор, Yl,m — сферичнi функцiї [329], причому
∑

l

Pl = 1,

цiлi числа l та m є орбiтальним та магнiтним квантовими числами електрона

вiдповiдно. Конкретнi вирази функцiй fl(|ri −Rj|) залежать вiд вибору модель-

ного псевдопотенцiалу.

У представленнi вторинного квантування, яке побудоване за допомогою

одночастинкових хвильових функцiй електронiв, що знаходяться у полi поверх-

невого потенцiала, гамiльтонiан (4.2) набуває такого вигляду:

H = Hjell + δHii +
Nion

SL

∑

q

∑

k

Sk(q)
∑

l

δwl
k(q)ρ̃l

k(q), (4.4)

де

Sk(q) =
1

Nion

Nion∑

j=1

e−iqR||j−ikZj

— геометричний структурний фактор iонної пiдсистеми напiвобмеженого ме-

талу,

δwl
k(q) = −Zνk(q)

(
1 − δq,0

)
+ f l

k(q),

νk(q) = 4πe2/(q2 + k2) та f l
k(q) — тривимiрнi фур’є–образи кулонiвського по-

тенцiалу та нелокальної частини псевдопотенцiалу (4.3) вiдповiдно,
e2

|ri − rj|
=

1

SL

∑

q,k

νk(q) eiq(r||i−r||j)+ik(zi−zj),

fl(|ri − Rj|) =
1

SL

∑

q,k

f l
k(q) eiq(r||i−R||j)+ik(zi−Zj),
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ρ̃l
k(q) =

∑

m

∑

k||1,α1

∑

k||2,α2

〈k||1,α1| eiqr||+ikz |l,m〉〈l,m|k||2,α2〉a†
α1

(k||1)aα2
(k||2), (4.5)

〈k||1,α1| . . . |l,m〉 =
1√
S

∫
dr||

∫
dz e−ik1||r|| ϕ∗

α1
(z) . . . Yl,m(θ,φ),

〈l,m|k||2,α2〉 =
1√
S

∫
dr||

∫
dzY∗

l,m(θ,φ) eik||2r|| ϕα2
(z).

Зауважимо, що у разi локального псевдопотенцiалу гамiльтонiан (4.4) на-

буває такого простiшого вигляду:

H = Hjell + δHii +
Nion

SL

∑

q

∑

k

Sk(q)δwk(q)ρk(q), (4.6)

де

δwk(q) = −Zνk(q)
(
1 − δq,0

)
+ fk(q),

ρk(q) ≡
∑

l

ρ̃l
k(q) =

∑

k||,α1,α2

〈α1| eikz |α2〉a†
α1

(k||)aα2
(k|| − q), (4.7)

〈α1| . . . |α2〉 =

∫
dzϕ∗

α1
(z) . . .ϕα2

(z).

Таке подання гамiльтонiана (див. (4.4) або (4.6)) є зручним для розрахунку

великої статистичної суми, яка визначає усi термодинамiчнi характеристики

системи.

Зауважимо, що оскiльки електрон має двi можливi орiєнтацiї спiна, то ре-

зультат пiдсумовування за двовимiрним вектором k|| у формулi (4.5) (або (4.7))

треба подвоїти.

4.2. Велика статистична сума

Розглянемо велику статистичну суму напiвобмеженого металу

Ξ = Sp e−β(H−µN ),

Узявши до уваги гамiльтонiан (4.4), в адiабатичному наближеннi отримуємо,

що

Ξ = e−βδHii Sp e−β(H
′
jell−δVei),

де

H ′
jell = Hjell − µN ,
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δVei =
Nion

SL

∑

q

∑

k

Sk(q)
∑

l

δwl
k(q)ρ̃l

k(q).

У представленнi взаємодiї велику статистичну суму можна подати так:

Ξ = e−βδHii Ξjell〈S(β)〉jell,

де Ξjell = Sp e−βH
′
jell = e−βΩjell — велика статистична сума моделi напiвобмежено-

го «желе», Ωjell — термодинамiчний потенцiал цiєї моделi, який розраховувався

у роздiлi 2,

〈. . .〉jell =
1

Ξjell

Sp
(

e−βH
′
jell . . .

)
, (4.8)

S(β) = T exp

[
− Nion

SL

β∫

0

dβ′
∑

q

∑

k

Sk(q)
∑

l

δwl
k(q)ρ̃l

k(q,β′)

]
,

ρ̃l
k(q,β′) = eβ

′H ′
jell ρ̃l

k(q) e−β
′H ′

jell .

Перейшовши вiд температурного представлення до частотного згiдно з

правилом

ρ̃k(q, ν) =
1

β

β∫

0

dβ′ eiνβ′ ρ̃k(q,β′),

ρ̃k(q,β′) =
∑

ν

e−iνβ′ ρ̃k(q, ν),

де ν = 2πn/β (n = 0,±1,±2, . . .) — бозiвськi частоти, отримуємо, що

S(β) = T exp

[
− βNion

SL

∑

q

∑

k

Sk(q)
∑

l

δwl
k(q)ρ̃l

k(q, ν = 0)

]
(4.9)

та

〈S(β)〉jell = exp

[ ∞∑

n=1

(
βNion

SL

)n
in

n!

∑

q1,...,qn

∑

k1,...,kn

Sk1
(q1) . . . Skn

(qn)×

×
∑

l1,...,ln

δwl1
k1
(q1) . . . δwln

kn
(qn)M

l1,...,ln
k1,...,kn

(q1, . . . , qn)

]
,

де

M
l1,...,ln
k1,...,kn

(q1, . . . , qn) = in
〈
Tρ̃l1

k1
(q1, ν = 0) . . . ρ̃ln

kn
(qn, ν = 0)

〉
jell,c

— незвiдна кореляцiйна функцiя електронiв n-го порядку.

Оскiльки середнє вiд величин ρ̃ln
kn
(qn, ν = 0) дорiвнює середньому вiд ве-
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личин ρ̃ln
kn
(qn) (див. доведення у працi [351]), то можна записати, що

〈S(β)〉jell = exp

[ ∞∑

n=1

(
βNion

SL

)n
in

n!

∑

q1,...,qn

∑

k1,...,kn

Sk1
(q1) . . . Skn

(qn)×

×
∑

l1,...,ln

δwl1
k1
(q1) . . . δwln

kn
(qn)M

l1,...,ln
k1,...,kn

(q1, . . . , qn)

]
, (4.10)

де

M
l1,...,ln
k1,...,kn

(q1, . . . , qn) = in
〈
ρ̃l1

k1
(q1) . . . ρ̃ln

kn
(qn)

〉
jell,c

.

Кореляцiйнi функцiї M
l1,...,ln
k1,...,kn

(q1, . . . , qn) можна розраховувати згiдно з

означенням (4.8), використовуючи теорiю збурень, але для того, щоб порiвняти

цей пiдхiд з iншими, бiльш зручно подати функцiї M
l1,...,ln
k1,...,kn

(q1, . . . , qn) через

багаточастинковi матрицi густини. Згiдно з Боголюбовим [363] мiж функцiями

M
l1,...,ln
k1,...,kn

(q1, . . . , qn) та s-частинковою матрицею густини

N(N − 1) . . . (N − s + 1)

V s
Fs(r1, . . . , rs|r′1, . . . , r′s)

iснує такий зв’язок:

Fs(r1, . . . , rs|r′1, . . . , r′s) =
V s

N(N − 1) . . . (N − s + 1)

∑

κ1,...,κs

κ′1,...,κ
′
s

ψ∗
κ1

(r1) . . .ψ∗
κs
(rs)×

× ψκ′1(r
′
1) . . .ψκ′s(r

′
s)
〈
a†
κ1

. . . a†
κs
aκ′s . . .aκ′1

〉
jell

. (4.11)

Використання ортогональностi хвильових функцiй∫
drψ∗

κ1
(r)ψκ2

(r) = δκ1,κ2
,

дозволяє подати вираз (4.11) у такiй формi:

〈
a†
κ1

. . .a†
κs
aκ′s . . . aκ′1

〉
jell

=
N(N − 1) . . . (N − s + 1)

V s

∫
dr1. . .

∫
drs

∫
dr′1. . .

∫
dr′s×

× ψ∗
κ1

(r1) . . .ψ∗
κs
(rs)Fs(r1, . . . , rs|r′1, . . . , r′s)ψκ′1(r

′
1) . . .ψκ′s(r

′
s).

Розглянемо кореляцiйну функцiю першого порядку

M
l1
k1
(q1) = i

〈
ρ̃l1

k1
(q1)

〉
jell

=

= i
∑

m

∑

k||1,α1

∑

k||2,α2

〈
k||1,α1| eiq1r||+ik1z |l1,m

〉 〈
l1,m|k||2,α2

〉
×

×
〈
a†
α1

(k||1)aα2
(k||2)

〉
jell

=
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= i
N

V

∑

m

∫
dr1

∫
dr′1 eiq1r||1+ik1z1 Yl1,m(θ1,φ1)F1(r1|r′1) Y∗

l1,m
(θ′1,φ

′
1)

та незвiдну кореляцiйну функцiю другого порядку

M
l1,l2
k1,k2

(q1, q2) = i2
〈
ρ̃l1

k1
(q1)ρ̃

l2
k2
(q2)

〉
jell,c

=

= i2
〈
ρ̃l1

k1
(q1)ρ̃

l2
k2
(q2)

〉
jell

− i
〈
ρ̃l1

k1
(q1)

〉
jell

i
〈
ρ̃l2

k2
(q2)

〉
jell

=

= i2
∑

m1,m2

∑

k||1,α1

∑

k||2,α2

∑

k||3,α3

∑

k||4,α4

〈
k||1,α1| eiq1r||+ik1z |l1,m1

〉 〈
l1,m1|k||2,α2

〉
×

×
〈
k||3,α3| eiq2r||+ik2z |l2,m2

〉 〈
l2,m2|k||4,α4

〉
×

×
[〈

a†
α1

(k||1)a
†
α3

(k||3)aα4
(k||4)aα2

(k||2)
〉
jell

−
〈
a†
α1

(k||1)aα4
(k||4)

〉
jell

δk||2,k||3
δα2,α3

]
−

−M
l1
k1
(q1)M

l2
k2
(q2) =

= i2
N(N − 1)

V 2

∑

m1,m2

∫
dr1

∫
dr′1

∫
dr2

∫
dr′2 eiq1r||1+ik1z1+iq2r||2+ik2z2 ×

× Yl1,m1
(θ1,φ1) Yl2,m2

(θ2,φ2)F2(r1, r2|r′1, r′2) Y∗
l2,m2

(θ′1,φ
′
1) Y∗

l1,m1
(θ′2,φ

′
2)−

− i2
N

V

∑

m1,m2

∫
dr1

∫
dr′1 eiq1r||1+ik1z1 Yl1,m1

(θ1,φ1)×

×
〈
l1,m1| eiq2r||2+ik2z2 |l2,m2

〉
F1(r1|r′1) Y∗

l2,m2
(θ′1,φ

′
1) −M

l1
k1
(q1)M

l2
k2
(q2).

У подiбний спосiб можна подати незвiдну кореляцiйну функцiю елек-

тронiв n-го порядку через одно-, дво-, . . . , n-частинкову матрицi густини.

Отже, розрахунок великої статистичної суми зведено до розрахунку ба-

гаточастинкових матриць густини. Далi буде показано, що у випадку локаль-

ного псевдопотенцiалу необхiдно знати лише дiагональнi елементи багаточас-

тинкових матриць густини, тобто багаточастинковi функцiї розподiлу елек-

тронiв [140–142].

Частковий випадок локального псевдопотенцiалу. У частковому ви-

падку локального псевдопотенцiалу w(|ri−Rj|) функцiї fl(|ri−Rj|) не залежать

вiд орбiтального квантового числа l, fl(|ri − Rj|) ≡ f (|ri − Rj|) та

w(|ri − Rj|) = − Ze2

|ri − Rj|
+ f (|ri − Rj|).

Тодi вираз (4.10) набуває такого простiшого вигляду:
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〈S(β)〉jell = exp

[ ∞∑

n=1

(
βNion

SL

)n
in

n!

∑

q1,...,qn

∑

k1,...,kn

Sk1
(q1) . . . Skn

(qn)×

× δwk1
(q1) . . . δwkn

(qn)Mk1,...,kn
(q1, . . . , qn)

]
, (4.12)

Вираз (4.12) можна подати так:

〈S(β)〉jell = exp
[
−β(δE(1) + δE(2) + . . .)

]
,

де δE(i) — енергiя електронної пiдсистеми у полi iонiв (без енергiї електронної

пiдсистеми у полi напiвобмеженого однорiдного додатного заряду) i-го порядку

за «рiзницевим потенцiалом» δw.

Розглянемо цю енергiю у першому порядку за δw

δE(1) = −i
Nion

SL

∑

q1

∑

k1

Sk1
(q1) δwk1

(q1)Mk1
(q1), (4.13)

де

Mk1
(q1) =

∑

l1

M
l1
k1
(q1) = i

N

V

∫
dr1 eiq1r||1+ik1z1 F1(r1|r1). (4.14)

F1(r1|r1) — одночастинкова функцiя розподiлу електронiв F1(r1) у моделi напiв-

обмеженого «желе» [140–142]. Оскiльки напiвобмежене «желе» є однорiдним

у площинi, яка є паралельною до площини подiлу, то F1(r1) ≡ F1(z1) i функ-

цiю (4.14) можна переписати так:

Mk1
(q1) = i

N

V

∫
dr1 eiq1r||1+ik1z1 F1(r1) =

= i
N

V
S δq1,0

∫
dz1 eik1z1 F1(z1). (4.15)

Пiдставивши (4.15) у (4.13), отримуємо, що

δE(1) =
N

V

Nion∑

j=1

∫
dz1 δw(q = 0, z1 − Zj)F1(z1).

Оскiльки

δw(q = 0, z1 − Zj) =

∫
dr|| δw

(√
r2
|| + (z1 − Zj)2

)
=

= S〈δw〉plane(z1 − Zj),
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де

〈δw〉plane(Zj − z) =
1

S

∫
dr|| δw

(√
r2
|| + (Zj − z)2

)

— усереднена функцiя δw у площинi, яка паралельна до площини подiлу, отри-

муємо, що

δE(1) = S

Nion∑

j=1

∫
dz1 〈δw〉plane(z1 − Zj) n(z1), (4.16)

де n(z1) = N
V
F1(z1) — функцiя розподiлу густини взаємодiючих електронiв.

Вираз для енергiї у першому порядку (4.16) спiвпадає з виразами, якi викорис-

товувалися у працях [4, 95–98, 364–367].

Розглянемо цю енергiю у другому порядку за δw

δE(2) = β
N2

ion

(SL)2

∑

q1,q2

∑

k1,k2

Sk1
(q1) δwk1

(q1) Sk2
(q2) δwk2

(q2)Mk1,k2
(q1, q2), (4.17)

де

Mk1,k2
(q1, q2) =

∑

l1,l2

M
l1,l2
k1,k2

(q1, q2) =

= i2
N(N − 1)

V 2

∫
dr1

∫
dr2 eiq1r||1+ik1z1+iq2r||2+ik2z2 F2(r1, r2)−

− i2
N

V
S δq1+q2,0

∫
dz1 ei(k1+k2)z1 F1(z1)−

− i2
N2

V 2
S2δq1,0 δq2,0

∫
dz1 eik1z1 F1(z1)

∫
dz2 eik2z2 F1(z2), (4.18)

де F2(r1, r2) ≡ F1(r1, r2|r1, r2) — бiнарна функцiя розподiлу електронiв напiв-

обмеженого «желе» [140–142]). Пiдставивши (4.18) у (4.17), отримуємо, що

δE(2) = −βN(N − 1)

2V 2

Nion∑

j=1

Nion∑

i=1

∫
dr1

∫
dr2δw(|r1 − Rj|) δw(|r2 − Ri|)F2(r1, r2)+

+ β
N

2V

Nion∑

j=1

Nion∑

i=1

∫
dr δw(|r − Rj|) δw(|r − Ri|)F1(z)+

+ β
N2

2V 2
S2

Nion∑

j=1

∫
dz1〈δw〉plane(z1 − Zj)F1(z1)×

×
Nion∑

i=1

∫
dz2〈δw〉plane(z2 − Zi)F1(z2).
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Як правило, усi розрахунки енергiї виконуються у першому порядку за

псевдопотенцiалом [367]. На вiдмiну вiд цього, запропонований пiдхiд не мiс-

тить принципових труднощей з урахуванням другого та вищих порядкiв.

4.3. Ефективний потенцiал парної мiжiонної взаємодiї

Враховуючи (4.10), подамо термодинамiчний потенцiал напiвобмеженого

металу (у разi локального псевдопотенцiалу) у такому виглядi:

Ω = δEii + Ωjell −
1

β

∞∑

n=1

(
βNion

V

)n
in

n!

∑

q1,...,qn

∑

k1,...,kn

Sk1
(q1) . . . Skn

(qn)×

× δwk1
(q1) . . . δwkn

(qn)Mk1,...,kn
(q1, . . . , qn), (4.19)

де δEii — середнє значення оператора δHii. Термодинамiчний потенцiал (4.19)

можна переписати так:

Ω =

Nion∑

j=1

P2
j

2M
+ Ωjell +

1

2

Nion∑

i 6=j=1

(
(Ze)2

|Ri − Rj|
+V ind(Ri,Rj)

)
+

+

∞∑

n>2

1

n!

Nion∑

i1,...,in=1

V (Ri1, . . . ,Rin),

Nion∑

i,j=1

V ind(Ri,Rj) =

(
Nion

V

)2∑

q1,q2

∑

k1,k2

Sk1
(q1) Sk2

(q2)V
ind
k1,k2

(q1, q2),

V ind
k1,k2

(q1, q2) = −βwk1
(q1)Mk1,k2

(q1, q2)wk2
(q2)

— фур’є–образ непрямої парної мiжiонної взаємодiї, яка спричинена опосеред-

кованою взаємодiєю двох iонiв через електронну пiдсистему,
Nion∑

i1,...,in=1

V ind
ii (Ri1, . . . ,Rin) =

=

(
Nion

V

)n ∑

q1,...,qn

∑

k1,...,kn

Sk1
(q1) . . . Skn

(qn)V
ind
k1,...,kn

(q1, . . . , qn),

V ind
k1,...,kn

(q1, . . . , qn) = −βn−1inwk1
(q1) . . .wkn

(qn)Mk1,...,kn
(q1, . . . , qn), n > 2

— фур’є–образ n-частинкового потенцiалу непрямої мiжiонної взаємодiї.

Розглянемо ефективний потенцiал парної мiжiонної взаємодiї

V eff
ii (R1,R2) =

(Ze)2

|R1 − R2|
+V ind

ii (R1,R2),



139

який в (q, z)-представленнi є таким:

V eff
ii (q,Z1,Z2) = Z2ν(q,Z1 − Z2)+

+
β

SL2

+L/2∫

−L/2

dz

+L/2∫

−L/2

dz′w(q,Z1 − z)M(q, z, z′)w(q, z′ − Z2),

де використано властивiсть трансляцiйної iнварiантностi системи у площинi

подiлу,

M(q1, q2, z, z
′) =

∑

k,k′

eikz+ik′z′ Mk,k′(q1, q2),

M(q1, q2, z, z
′) ≡ M(q1, z, z

′) δq1+q2,0,

w(q, z) — двовимiрний фур’є–образ псевдопотенцiалу. Для двочастинкової ко-

реляцiйної функцiї електронiв M у роздiлi 1 наведено iнтегральне рiвнян-

ня (1.27).

Чисельно розраховано ефективний потенцiал парної мiжiонної взаємодiї

V eff
ii (R||,Z1,Z2) =

1

2π

∞∫

0

dq q J0(qR||)V
eff
ii (q,Z1,Z2),

для калiю (rs = 4.86aB) у границi низьких температур, використовуючи модель

безмежного потенцiального бар’єру (Д1.7) та поправку на локальне поле у фор-

мi (2.60) у таких випадках:

1) без врахування поправки поправки на локальне поле (ν̄ = 0) в iнтеграль-

ному рiвняннi (1.27);

2) з врахуванням поправки поправки на локальне поле в iнтегральному рiв-

няннi (1.27) у формi (2.60) з такими значеннями ξ:

(a) ξ = 1 (апроксимацiя Хаббарда);

(b) ξ = 2 (апроксимацiя Гелдарта та Воско);

(c) ξ = 1 + 2/(πKFaB) (апроксимацiя Анiмалу);

(d) ξ = 1 + 4/(πKFaB) (апроксимацiя Шема).

Як модель локального псевдопотенцiалу використано псевдопотенцiал
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Краско–Гурського

w(r) = −Ze2

r
+

Ze2

r

(
1 +

r a

rc

)
e−

r
rc , (4.20)

з такими параметрами для калiю (див. працi [358, 359]):

Z = 1, a = 2.671, rc = 0.689aB.

Двовимiрний фур’є-образ псевдопотенцiалу Краско–Гурського є таким:

w(q, z) = −2πZe2

q
e−q|z| +2πZe2

[
a|z|

1 + (qrc)2
+ rc

1 + a + (qrc)
2

(1 + (qrc)2)3/2

]
e−
√

1+(qrc)2
|z|
rc .

На рис. 4.1 подано залежнiсть ефективного потенцiалу парної мiжiонної

взаємодiї вiд вiддалi мiж iонами в площинi подiлу, нормальнi до площини подi-

лу координати iонiв фiксованi та спiвпадають. У глибинi металу (рис. 4.1a)

спостерiгається потенцiальна яма, глибина та положення якої залежить вiд

обраної апроксимацiї для поправки на локальне поле; на великих вiддалях

спостерiгаються фрiделiвськi осциляцiї [316–320]. З наближенням двох iонiв

до площини подiлу потенцiальна яма спершу поглиблюється (рис. 4.1b), по-

тiм — зменшується та зсувається праворуч (рис. 4.1c–d), а з подальшим наб-

лиженням потенцiальна яма зникає (рис. 4.1e–f ). Така немонотонна поведiнка

глибини потенцiальної ями пов’язана з немотоннiстю унарної функцiї розподi-

лу електронiв (рис. 2.2), бiля площини подiлу є областi з пiдвищеною та по-

ниженою концентрацiєю електронiв. Внаслiдок цього iндукована притягальна

мiжiонна взаємодiя посилюється та послаблюється вiдповiдно. При вiддаленi

електронiв вiд площини подiлу в сторону вакууму ефективний потенцiал мiж-

iонної взаємодiї прямує до кулонiвського потенцiалу:

V eff
ii (R||,Z1,Z2) ≈

(Ze)2√
R2
|| + (Z1 − Z2)2

, Z1,Z2 → ∞.

З рис. 4.1 видно, що, як i для необмеженого металу [314,315], ефективний

потенцiал мiжiонної взаємодiї є чутливим до вибору апроксимацiї для поправки

на локальне поле. Поправка Хаббарда, як i в теорiї необмеженого металу, спри-

чинює найглибшу потенцiальну яму, а наймiлкiшу — поправка Шема, решта

розглянутих поправок забезпечують промiжнi значення глибини потенцiальних
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ям. Врахування поправки на локальне поле призводить до значного поглиблен-

ня потенцiальної ями, яка є у випадку наближення хаотичних фаз [314, 315].
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Рис. 4.1. Ефективний потенцiал мiжiонної взаємодiї як функцiя мiжiонної вiддалi в пло-
щинi подiлу.
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Рис. 4.2. Ефективний потенцiал мiжiонної взаємодiї як функцiя мiжiонної вiддалi в пло-
щинi подiлу для Z1 = Z2 = −30aB. Суцiльнi лiнiї — з врахуванням кулонiвської взаємодiї
в хiмiчному потенцiалi, штриховi лiнiї — без врахуванням кулонiвської взаємодiї в хi-

мiчному потенцiалi.
Врахування кулонiвської взаємодiї в хiмiчному потенцiалi також призво-

дить до поглиблення та зсуву праворуч потенцiальної ями ефективного потен-

цiалу мiжiонної взаємодiї порiвняно з розрахунками без її врахування. Зокрема,

у наближеннi хаотичних фаз без врахування кулонiвської взаємодiї в хiмiчному

потенцiалi в глибинi металу потенцiальна яма вiдсутня, тодi як її врахування

призводить до виникнення ями (рис. 4.2).

На рис. 4.3 показано залежнiсть ефективного потенцiалу мiжiонної взає-

модiї вiд нормальної до площини подiлу координати одного з iонiв, iнша —

фiксована, вiддаль мiж iонами в площинi подiлу дорiвнює нулю. У глибинi

металу (рис. 4.3a) потенцiальнi ями лiворуч та праворуч є симетричними, на

таких вiддалях вiдсутнiй вплив площини подiлу. З наближенням iона до пло-

щини подiлу потенцiальна яма праворуч спершу поглиблюється (рис. 4.3b, c), а

потiм — зменшується та зсувається праворуч (рис. 4.3d). При подальшому наб-

лиженнi до площини подiлу потенцiальна яма праворуч зникає для усiх значень

параметра ξ (рис. 4.3e–f ). Лiвiше вiд зафiксованого iона є бiльше електронiв,

екранування є сильнiше, тому спостерiгаються потенцiальнi ями та фрiделiвсь-

кi осциляцiї.
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Рис. 4.3. Ефективний потенцiал мiжiонної взаємодiї як функцiя нормальної координати
одного з iонiв.

На рис. 4.4 подано результати чисельних розрахункiв ефективного потен-

цiалу мiжiонної взаємодiї як функцiї нормальної координати до площини подi-

лу одного з iонiв (Z1) та вiддалi мiж iонами в площинi подiлу (R||), тодi як iн-

ший iон зафiксований. Чисельнi розрахунки виконанi для ξ = 1 (апроксимацiя
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Хаббарда). На рис. 4.4a зображено ефективний потенцiал мiжiонної взаємодiї

коли один з iонiв знаходиться глибоко в металi, тобто за вiдсутностi впливу

площини подiлу. З цього рисунка видно, ефективний потенцiал мiжiонної вза-

ємодiї є аксiально симетричним. Це саме було видно i з рис. 4.1a та 4.3a.
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Рис. 4.4. Ефективний потенцiал мiжiонної взаємодiї як функцiя мiжiонної вiддалi в пло-
щинi подiлу та нормальної координати одного з iонiв.
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Порушення аксiальної симетрiї з наближенням iона до площини подiлу

добре видно з рис. 4.4b–f. З наближенням iона до площини подiлу виника-

ють двi глибшi симетричнi вiдносно прямої R|| = 0 потенцiальнi ями (див.

рис. 4.4b), тобто притягальна взаємодiя мiж iонами в паралельнiй до площи-

ни подiлу шарi є сильнiшою, нiж мiж iонами з рiзних шарiв. З наближенням

iона до площини подiлу цi двi ями зникають, натомiсть є глибока потенцiальна

яма лiворуч вiд фiксованого iона (рис. 4.4c). З подальшим наближенням iона

до площини подiлу ця яма поглиблюється (рис. 4.4d, e), а потiм зменшується

(рис. 4.4f ). Така анiзотропна поведiнка ефективного потенцiалу мiжiонної вза-

ємодiї спричинює реконструкцiю приповерхневих шарiв металевої гратки.

4.4. Ефективний потенцiал електрон–iонної взаємодiї

Взаємодiя мiж електроном та iоном, якi знаходяться в металi, внаслiдок

екранування електронною пiдсистемою вiдрiзняється вiд їхньої прямої взає-

модiї, яка у попередньому пiдроздiлi описувалася псевдопотенцiалом Краско–

Гурського (4.20), тобто у матричному виглядi

weff = ε
−1w,

де w = ‖w(q, ν)δk1+k2,0‖ та weff = ‖weff
k1,k2

(q, ν)‖ — матрицi потенцiалу електрон–

iонної взаємодiї та ефективного потенцiалу електрон–iонної взаємодiї вiдповiд-

но. Використовуючи вираз (1.30) для оберненої матрицi дiелектричної проник-

ностi ε
−1, для ефективного потенцiалу електрон–iонної взаємодiї отримуємо

такий вираз:

weff
k1,k2

(q, ν) = wk1
(q) δk1+k2,0 + νk1

(q)M−k1,−k2
(q, ν)w−k2

(q)

або в (q, z)-представленнi

weff(q, z1,Z2) = w(q,Z1 − z2)+

+
β

SL2

+L/2∫

−L/2

dz

+L/2∫

−L/2

dz′ ν(q, z1 − z)M(q, ν, z, z′)w(q, z′ − Z2), (4.21)



146

де двочастинкова кореляцiйна функцiя електронiв M є розв’язком iнтегрально-

го рiвняння (1.27).

Чисельно розраховано ефективний потенцiал електрон–iонної взаємодiї

weff(r||, z1,Z2) =
1

2π

∞∫

0

dq q J0(qr||)weff(q, z1,Z2),

для калiю (rs = 4.86aB) у границi низьких температур, використовуючи локаль-

ний псевдопотенцiал Краско–Гурського (4.20), модель безмежного потенцiаль-

ного бар’єру (Д1.7) та поправку на локальне поле у формi (2.60) у таких ви-

падках:

1) без врахування поправки поправки на локальне поле (ν̄ = 0) в iнтеграль-

ному рiвняннi (1.27);

2) з врахуванням поправки поправки на локальне поле в iнтегральному рiв-

няннi (1.27) у формi (2.60) з такими значеннями ξ:

(a) ξ = 1 (апроксимацiя Хаббарда);

(b) ξ = 2 (апроксимацiя Гелдарта та Воско);

(c) ξ = 1 + 2/(πKFaB) (апроксимацiя Анiмалу);

(d) ξ = 1 + 4/(πKFaB) (апроксимацiя Шема).

На рис. 4.5 подано залежнiсть ефективного потенцiалу парної електрон–

iонної взаємодiї вiд вiддалi мiж електроном та iоном у площинi подiлу, нор-

мальнi до площини подiлу координати електрона та iона фiксованi i спiвпада-

ють. У глибинi металу (рис. 4.5a) спостерiгається потенцiальна яма, глибина

якої залежить вiд обраної апроксимацiї для поправки на локальне поле. З наб-

лиженням електрона та iона до площини подiлу потенцiальна яма зменшується

(рис. 4.5a–f ), з подальшим їх вiддаленням вiд площини подiлу у вакуум ефек-

тивний потенцiал електрон–iонної взаємодiї прямує до потенцiалу електрон–

iонної взаємодiї:

weff(r||, z1,Z2) ≈ w(r||, z1 − Z2), z1,Z2 → ∞

Поправка Хаббарда, як i в теорiї необмеженого металу, спричинює най-
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глибшу потенцiальну яму, а наймiлкiшу — поправка Шема, решта розглянутих

поправок забезпечують промiжнi значення глибини потенцiальних ям.

0 5 10 15 20 25 30

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

aB

/a

r||, aB

w
ef

f (
r |
|,
z 1

,Z
2
),

e2
/a

B

ν = 0
ξ = 1
ξ = 2
ξ = 1 + 2/(πKFaB)
ξ = 1 + 4/(πKFaB)

a (z1 = Z2 = −30aB)

0 5 10 15 20 25 30

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

r||, aB

w
ef

f (
r |
|,
z 1

,Z
2
),

e2
/a

B

ν = 0
ξ = 1
ξ = 2
ξ = 1 + 2/(πKFaB)
ξ = 1 + 4/(πKFaB)

b (z1 = Z2 = −10aB)

0 5 10 15 20 25 30

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

r||, aB

w
ef

f (
r |
|,
z 1

,Z
2
),

e2
/a

B

ν = 0
ξ = 1
ξ = 2
ξ = 1 + 2/(πKFaB)
ξ = 1 + 4/(πKFaB)

c (z1 = Z2 = −8aB)

0 5 10 15 20 25 30

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

r||, aB

w
ef

f (
r |
|,
z 1

,Z
2
),

e2
/a

B

ν = 0
ξ = 1
ξ = 2
ξ = 1 + 2/(πKFaB)
ξ = 1 + 4/(πKFaB)

d (z1 = Z2 = −4aB)

0 5 10 15 20 25 30

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

/aB

r||, aB

w
ef

f (
r |
|,
z 1

,Z
2
),

e2
/a

B

ν = 0
ξ = 1
ξ = 2
ξ = 1 + 2/(πKFaB)
ξ = 1 + 4/(πKFaB)

e (z1 = Z2 = −2aB)

0 5 10 15 20 25 30

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

r||, aB

w
ef

f (
r |
|,
z 1

,Z
2
),

e2
/a

B

ν = 0
ξ = 1
ξ = 2
ξ = 1 + 2/(πKFaB)
ξ = 1 + 4/(πKFaB)

f (z1 = Z2 = 0)

Рис. 4.5. Ефективний потенцiал електрон–iонної взаємодiї як функцiя вiддалi вiл елек-
трона до iона r|| в площинi подiлу.

На рис. 4.6 подано залежнiсть ефективного потенцiалу мiжiонної взаємодiї

вiд нормальної до площини подiлу координати електрона, координата iона за-
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Рис. 4.6. Ефективний потенцiал електрон–iонної взаємодiї як функцiя нормальної коор-
динати iона.

фiксована, вiддаль мiж електрном та iоном в площинi подiлу дорiвнює нулю.

У глибинi металу (рис. 4.6a) потенцiальнi ями лiворуч та праворуч є симетрич-

ними, на таких вiддалях вiдсутнiй вплив площини подiлу. З наближенням iона

до площини подiлу потенцiальна яма праворуч зменшується (рис. 4.6b–f ).



149

-60 -50 -40 -30 -20 -10 0

-30

-20

-10

0

10

20

30

-0.600

-0.533

-0.467

-0.400

-0.333

-0.267

-0.200

-0.133

-0.067

0

0.067

0.133

0.200

z1, aB

r |
|,

a
B

a (Z2 = −30aB)

-40 -30 -20 -10 0 10

-30

-20

-10

0

10

20

30

-0.600

-0.533

-0.467

-0.400

-0.333

-0.267

-0.200

-0.133

-0.067

0

0.067

0.133

0.200

z1, aB

r |
|,

a
B

b (Z2 = −13aB)

-30 -20 -10 0 10 20

-30

-20

-10

0

10

20

30

-0.600

-0.533

-0.467

-0.400

-0.333

-0.267

-0.200

-0.133

-0.067

0

0.067

0.133

0.200

aB

a

z1, aB

r |
|,

a
B

c (Z2 = −8aB)

-30 -20 -10 0 10 20

-30

-20

-10

0

10

20

30

-0.600

-0.533

-0.467

-0.400

-0.333

-0.267

-0.200

-0.133

-0.067

0

0.067

0.133

0.200

z1, aB

r |
|,

a
B

d (Z2 = −6aB)

-30 -20 -10 0 10 20

-30

-20

-10

0

10

20

30

-0.600

-0.533

-0.467

-0.400

-0.333

-0.267

-0.200

-0.133

-0.067

0

0.067

0.133

0.200

∞

z1, aB

r |
|,

a
B

e (Z2 = −4aB)

-30 -20 -10 0 10 20 30

-30

-20

-10

0

10

20

30

-0.600

-0.533

-0.467

-0.400

-0.333

-0.267

-0.200

-0.133

-0.067

0

0.067

0.133

0.200

z1, aB

r |
|,

a
B

f (Z2 = −0)

Рис. 4.7. Ефективний потенцiал електрон-iонної взаємодiї як функцiя мiжiонної вiддалi
в площинi подiлу та нормальної координати iона.

З рис. 4.5, 4.6 видно, що ефективний потенцiал електрон–iонної взаємодiї

є менш чутливим до вибору апроксимацiї для поправки на локальне поле, нiж

ефективнi потенцiали мiжелектронної та мiжiонної взаємодiй. Це є наслiдком

того, що iндукована взаємодiя мiж електроном та iоном є незначною у порiв-

няннi з прямою електрон–iонною взаємодiєю.
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На рис. 4.7 подано залежнiсть ефективного потенцiалу електрон–iонної

взаємодiї вiд нормальної до площини подiлу координати електрона та вiддалi

мiж електроном та iоном в площинi подiлу, тодi як положення iона зафiксо-

вано. Чисельнi розрахунки виконанi для ξ = 1 (апроксимацiя Хаббарда). На

рис. 4.7a зображено ефективний потенцiал електрон–iонної взаємодiї коли iон

знаходиться глибоко в металi, тобто за вiдсутностi впливу площини подiлу. З

цього рисунка видно, що ефективний потенцiал мiжiонної взаємодiї є аксiально

симетричним. Це саме було видно i з рис. 4.5a та рис. 4.6a. Порушення аксiаль-

ної симетрiї з наближенням iона до площини подiлу добре видно з рис. 4.7. З

наближенням iона до площини подiлу виникають яма праворуч зменшується,

iндукована взаємодiя мiж електроном та iоном зменшується внаслiдок змен-

шення концентрацiї електронiв бiля площини подiлу.

4.5. Функцiї розподiлу електронiв напiвобмеженого металу

Розглянемо s-частинкову функцiю розподiлу електронiв Fs(r1, . . . , rs) згiд-

но з означенням Боголюбова [363, 368–370]

Fs(r1, . . . , rs)

V s
=

Sp1,...,s e−β(H−µN )

Sp e−β(H−µN )
, (4.22)

де операцiя Sp1,...,s для довiльного оператора A означена таким виразом:

Sp1,...,s A =

∫
drs+1 . . .

∫
drN

∑

f

φ∗f (r1, . . . , rN)A(r1, . . . , rN)φf (r1, . . . , rN),

(4.23)

де {φ(r1, . . . , rN)} — функцiї довiльного повного набору.

Перейдемо в (4.22) до представлення взаємодiї, що побудоване на основi

гамiльтонiана моделi напiвобмеженого «желе» Hjell, яка вiдiграє роль базисної

системи, та здiйснимо такий ланцюжок перетворень:

Fs(r1, . . . , rs)

V s
=

Sp1,...,s

(
e−βH

′
jell S(β)

)

Sp
(

e−βH
′
jell S(β)

) =

=
Sp1,...,s e−βH

′
jell

Sp e−βH
′
jell

Sp e−βH
′
jell

Sp
(

e−βH
′
jell S(β)

)
Sp1,...,s

(
e−βH

′
jell S(β)

)

Sp1,...,s e−βH
′
jell

=
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=
F

jell
s (r1, . . . , rs)

V s

〈S(β)〉(s)jell

〈S(β)〉jell
, (4.24)

де використано таке означення s-частинкової функцiї розподiлу електронiв:

F
jell
s (r1, . . . , rs)

V s
=

Sp1,...,s e−βH
′
jell

Sp e−βH
′
jell

, (4.25)

середнє 〈S(β)〉jell подано у виглядi (4.10), усереднення 〈. . .〉(s)jell означає таке:

〈. . .〉(s)jell =
Sp1,...,s

(
e−βH

′
jell . . .

)

Sp1,...,s e−βH
′
jell

.

Використавши вираз (4.9) для S(β) та стандартну технiку розкладу за незвiд-

ними середнiми (кумулянтами) [140–142, 147]), знаходимо

〈S(β)〉(s)jell = exp

[ ∞∑

n=1

(
βNion

SL

)n
in

n!

∑

q1,...,qn

∑

k1,...,kn

Sk1
(q1) . . . Skn

(qn)×

×
∑

l1,...,ln

δwl1
k1
(q1) . . . δwln

kn
(qn)M

(s) l1,...,ln
k1,...,kn

(q1, . . . , qn)

]
, (4.26)

де

M
(s) l1,...,ln

k1,...,kn
(q1, . . . , qn) = in

〈
Tρ̃l1

k1
(q1, ν = 0) . . . ρ̃ln

kn
(qn, ν = 0)

〉(s)
jell,c

— незвiднi середнi (кумулянти) n-го порядку. Пiдставивши формули (4.10)

та (4.26) у вираз (4.24), отримуємо s-частинкову функцiю розподiлу електронiв

у такому виглядi:

Fs(r1, . . . , rs) = F jell
s (r1, . . . , rs) exp

[ ∞∑

n=1

(
βNion

SL

)n
in

n!

∑

q1,...,qn

∑

k1,...,kn

Sk1
(q1) . . .×

× Skn
(qn)

∑

l1,...,ln

δwl1
k1
(q1) . . . δwln

kn
(qn)∆M

(s) l1,...,ln
k1,...,kn

(q1, . . . , qn)

]
, (4.27)

де

∆M
(s)l1,...,ln

k1,...,kn
(q1, . . . , qn) = M

(s)l1,...,ln
k1,...,kn

(q1, . . . , qn) −M
l1,...,ln
k1,...,kn

(q1, . . . , qn).

У разi локального модельного псевдопотенцiалу вираз (4.27) набуває такого

простiшого вигляду:

Fs(r1, . . . , rs) = F jell
s (r1, . . . , rs) exp

[ ∞∑

n=1

(
βNion

SL

)n
in

n!

∑

q1,...,qn

∑

k1,...,kn

Sk1
(q1) . . .×



152

× Skn
(qn) δwk1

(q1) . . . δwkn
(qn)∆M

(s)

k1,...,kn
(q1, . . . , qn)

]
, (4.28)

де

∆M
(s)

k1,...,kn
(q1, . . . , qn) = M

(s)

k1,...,kn
(q1, . . . , qn) −Mk1,...,kn

(q1, . . . , qn).

Формула (4.27) (або (4.28)) є точною та визначає s-частинкову функцiю роз-

подiлу електронiв у виглядi розвинення за степенями «рiзницевого потенцiа-

лу». Припускаючи, що вiн не є великим, обмежимось першим порядком та

розглянемо унарну (s = 1) функцiю розподiлу електронiв. Тобто розподiл елек-

тронної густини запишемо так (врахувавши, що n(r1) = N
SL

F1(r1) та для плоскої

поверхнi njell(r) ≡ njell(z) = N
SL

F
jell
1 (z)):

n(r1) = njell(z1) exp


i
βNion

SL

∑

q1

∑

k1

Sk1
(q1)

∑

l1

δwl1
k1
(q1)∆M

(1)l1
k1
(q1)


 ,

або у разi локального модельного псевдопотенцiалу:

n(r1) = njell(z1) exp

[
i
βNion

SL

∑

q1

∑

k1

Sk1
(q1) δwk1

(q1)∆M
(1)

k1
(q1)

]
. (4.29)

Для подальшого розгляду необхiдно розрахувати середнє ∆M
(1)l1

k1
(q1).

Розрахунок середнього типу 〈A〉(1)jell. Розглянемо середнє 〈. . .〉(1)jell для до-

вiльного оператора A

〈A〉(1)jell =
Sp1

(
e−βH

′
jell A
)

Sp1 e−βH
′
jell

=
Sp e−βH

′
jell

Sp1 e−βH
′
jell

Sp1

(
e−βH

′
jell A
)

Sp e−βH
′
jell

=

=
SL

F
jell
1 (r1)

1

N

∑

κ1,κ2

ψ∗
κ2

(r1)ψκ1
(r1)

〈
Aa†

κ2
aκ1

〉
jell

,

де використано означення s-частинкової функцiї розподiлу електронiв (4.25),

операцiю взяття «шпура без одного» (4.23) для s = 1 та таке подання дельта-

функцiї Дiрака у представленнi вторинного квантування:
N∑

i=1

δ(r1 − r′i) =
∑

κ1,κ2

Ψ
∗
κ2

(r1)Ψκ1
(r1) a†

κ2
aκ1

, κ = (k||,α), (4.30)

де

Ψκ(r) =
1√
S

eik||r|| ϕα(z), r = (r||, z). (4.31)
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Врахувавши вираз для хвильової функцiї (4.31), отримуємо

F
jell
1 (r1) 〈A〉(1)jell =

L

N

∑

k||1,k||2

∑

α1,α2

ei(k||1−k||2)r||1 ϕ∗
α2

(z1)ϕα1
(z1)

〈
Aa†

α2
(k||2)aα1

(k||1)
〉
jell

.

Домноживши цей вираз на eiqr||1+ikz1 та проiнтегрувавши за змiнними r||1 та z1,

отримуємо, що∫
dr||1

∫
dz1 eiqr||1+ikz1 F

jell
1 (r1) 〈A〉(1)jell =

SL

N
〈Aρk(q)〉jell .

Домноживши цей вираз на e−iqr||−ikz та пiдсумувавши за q та k, отримуємо

〈A〉(1)jell =
1

N F
jell
1 (r1)

∑

q

∑

k

e−iqr||−ikz 〈Aρk(q)〉jell . (4.32)

Отже, отримали правило розрахунку середнiх типу 〈A〉(1)jell. Покладемо A =

= ρk1
(q1, ν = 0), тодi згiдно з (4.32) отримуємо, що

〈
ρk1

(q1, ν = 0)
〉(1)
jell

=
1

β

β∫

0

dβ′ 〈ρk1
(q1,β

′)〉(1)jell =

=
1

NF
jell
1 (r1)

∑

q2

∑

k2

e−iq2r||1−ik2z1
1

β

β∫

0

dβ′ 〈Tρk1
(q1,β

′)ρk2
(q2,β)〉(1)jell =

=
1

i2NF
jell
1 (r1)

eiq1r||1
∑

k2

e−ik2z1 Mk1,k2
(q1,−q1).

Пiдставивши цей вираз у формулу (4.29), отримуємо розподiл електронної гус-

тини в такому виглядi:

n(r1) = njell(z1) exp

[
β

SLnjell(z1)

Nion∑

j=1

∑

q1

eiq1(r||1−R||j) ×

×
+∞∫

−∞

dz δw(q1,Zj − z)M(q1, z, z1)

]
, (4.33)

де M(q1, z, z1) =
∑

k,k1
e−ikz−ik1z1 Mk,k1

(q1,−q1).

Отже, як видно з (4.33), задача розрахунку структурної функцiї розподi-

лу електронiв звелася до розрахунку двочастинкової кореляцiйної функцiї, яка

задовольняє iнтегральне рiвняння (1.27):

M(q, z1, z2) = M0(q, z1, z2)+



154

+
β

SL2

+∞∫

−∞

dz

+∞∫

−∞

dz′M0(q, z1, z)
(
ν(q, z − z′) − ν̄(q, z − z′)

)
M(q, z′, z2),

де M0(q, z1, z2) ≡ M0(q, ν = 0, z1, z2) — двочастинкова кореляцiйна функцiя

невзаємодiючого електронного газу.

Результати чисельних розрахункiв функцiї розподiлу електронiв. У

наближеннi хаотичних фаз чисельно розраховано розподiл електронної гус-

тини за низьких температур для моделi безмежного потенцiального бар’є-

ра (Д1.7), моделюючи електрон–iонний потенцiал псевдопотенцiалом Краско–

Гурського (4.20) [358, 359] та псевдопотенцiалом «зникаючого ядра» [361, 362,

371]

w(r) = −Ze2

R

{
R

r

[
1 −

(
1 + β

r

R

)
e−

αr
R

]
− Ae−

r
R

}
, (4.34)

де β = (α3 − 2α)/[4(α2 − 1)], A = α2/2 − αβ.
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Рис. 4.8. Перерiз електронної густини калiю [110] для y = 0.

На рис. 4.8 подано перерiз електронної густини n(r) калiю (Z = 1) для y =

= 0. На рис. 4.8a зображено результати обчислень розподiлу електронної густи-

ни з використанням псевдопотенцiалу Краско–Гурського (4.20) з параметрами

a = 2.671 та rc = 0.689aB, а на рис. 4.8b — iз використанням псевдопотенцiа-

лу (4.34) з параметрами α = 2.086 та R = 0.745aB. Останнiй iонний шар зна-

ходиться в точцi z = −d
√

2/2, де d — перiод ґратки, d = 9.8771aB. Електронну
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густину наведено в одиницях кiлькостi валентних електронiв на об’єм однiєї

комiрки.
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Рис. 4.9. Перерiз електронної густини натрiю [110] для y = 0.

На рис. 4.9 подано перерiз електронної густини n(r) натрiю (Z = 1) для

y = 0. На рис. 4.9a подано результати обчислень розподiлу електронної густи-

ни з використанням псевдопотенцiалу Краско–Гурського (4.20) з параметрами

a = 3.362 та rc = 0.487aB, а на рис. 4.9b — iз використанням псевдопотенцiа-

лу (4.34) з параметрами α = 3.074 та R = 0.528aB. Останнiй iонний шар зна-

ходиться в точцi z = −d
√

2/2, де d — перiод ґратки, d = 7.9867aB.
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Рис. 4.10. Перерiз електронної густини алюмiнiю [100] для y = 0.
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На рис. 4.10 подано перерiз електронної густини n(r) алюмiнiю (Z = 3)

для y = 3.8280aB. На рис. 4.10a подано результати обчислень розподiлу елек-

тронної густини з використанням псевдопотенцiалу Краско–Гурського (4.20) з

параметрами a = 3.61085 та rc = 0.514aB, а на рис. 4.10b — iз використанням

псевдопотенцiалу (4.34) з параметрами α = 3.633 та R = 0.334aB. Останнiй

iонний шар знаходиться в точцi z = −d/2, де d — перiод ґратки, d = 7.6559aB.

На рис. 4.11 подано перерiз електронної густини n(r) алюмiнiю для

y = 3.8280aB, який отриманий у працi [372] (зауважимо, що електронна густи-

на не є нормованою).

Як видно з рис. 4.8–4.10 результати чисельних розрахункiв електронної

густини для модельних псевдопотенцiалiв Краско–Гурського (4.20) i псевдопо-

тенцiалу (4.34) якiсно вiдрiзняються в областi мiж iонами ґратки. Це слiд було

очiкувати, аналiзуючи вирази (4.20) та (4.34) для цих моделей. Модель (4.34),

на вiдмiну вiд моделi Краско–Гурського, дозволяє якiсно враховувати вiдмiн-

нiсть електронної структури iона ґратки вiд воднево-подiбної [358, 359], що

особливо важливо для металiв з бiльшим за одиницю зарядом iона ґратки Z.

Рис. 4.11. Перерiз електронної гус-
тини для алюмiнiю згiдно з пра-

цею [372] для y = 3.8280aB.

Для обох моделей електрон–iонної

взаємодiї результати чисельного розрахун-

ку електронної густини показують, що

вплив поверхнi подiлу «метал–вакуум»

стає нехтовно малий для вiддалей вiд по-

верхнi подiлу (в глибину металу), якi пере-

вищують 1.5d, де d — перiод iонної ґратки

металу.

Порiвняння розрахованої електронної

густини алюмiнiю (див. рис. 4.10) з резуль-

татами розрахункiв [372] (рис. 4.11) пока-

зує, що врахування мiжелектронної взаємодiї призводить до якiсної змiни по-

ведiнки електронної густини в мiжiоннiй областi (з’являються «острiвки» по-
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стiйної концентрацiй). Такi «острiвки» вiдсутнi в розрахунках [372], де ефекта-

ми мiжелектронної взаємодiї знехтували. Цi ефекти мiжелектронної взаємодiї

помiтно проявляються для алюмiнiю, де концентрацiя вiльних електронiв є

бiльша, нiж у натрiю та калiю. Поверхня подiлу згладжує поведiнку електрон-

ної густини, що i фiзично зрозумiло: бiля поверхнi концентрацiя електронiв є

нижча, що призводить до зменшення впливу електронних кореляцiй.

Отриманi результати для електронної густини n(r) є важливими для зна-

ходження розподiлу електростатичного потенцiалу та розподiлу напруженостi

електричного поля бiля поверхнi металу.

Чисельно розраховано розподiл електронної густини поверхнi [0001] вуг-

лецю, оскiльки такий матерiал широко використовується для вирощування

нанотрубок. Як модельний псевдопотенцiал взято локальний псевдопотен-

цiал [356, 357]

w(r) = −Ze2

r
+

(
A0 +

Ze2

r

)
e−

r
R0

з такими параметрами для вуглецю: Z = 4, A0 = 13.875, R0 = 0.298aB. По-

верхневий потенцiал Vsurf(z) змодельовано лiнiйним потенцiалом (Д1.9), який

дозволяє врахувати присутнiсть зовнiшнього постiйного електричного поля з

напруженiстю Eext.
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Рис. 4.12. Розподiл електронної густини (n(x, y, z)) вуглецю [0001] за вiдсутностi зов-
нiшнього електричного поля (Eext = 0) як функцiя координат x та y. Нормальна до
поверхнi подiлу координата зафiксована: z = Z1

ion, де Z1
ion = 0 — нормальна координата

першого iонного шару (a), z = 1aB — (b).
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Рис. 4.13. Розподiл рiзницi електронних густин (∆n = n
∣∣
Eext=0

− n
∣∣
Eext=25V/nm

) вуглецю
[0001] за вiдсутностi зовнiшнього електричного поля та у його присутностi з напру-
женiстю Eext = 25V/nm як функцiя нормальної до поверхнi подiлу координати z. Iншi

координати x та y зафiксовано як показано на рисунку.
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Рис. 4.14. Розподiл напруженостi ефективного зовнiшнього електричного поля, тобто
рiзниця напруженостей електричного поля при включеннi зовнiшнього поля (Eext =

= 25V/nm) та при його виключеннi як функцiя нормальної до поверхнi подiлу коорди-
нати z. Iншi координати x та y зафiксовано як показано на рисунку.

Результати чисельних розрахункiв розподiлу електронної густини подано

на рис. 4.12–4.13. На рис. 4.12a зображено розподiл електронної густини за вiд-

сутностi зовнiшнього електричного поля як функцiї координат x та y. Перерiз
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виконано по першому iонному шару (z = Z1
ion = 0). З цього рисунка видно, що

найбiльша електронна густина є поблизу iонiв, а у мiжвузлях та дуже близько

до iонiв концентрацiя електронiв є значно меншою. Це забезпечує стабiльнiсть

iонної гратки. Така ж картина спостерiгається i на рис. 4.12b, де показано роз-

подiл електронної густини за вiдсутностi зовнiшнього електричного поля як

функцiя координат x та y, перерiз виконано для z = Z1
ion = 1aB, тобто на 1aB

вище за перший iонний шар.

На рис. 4.13 подано розподiл рiзницi електронних густин (∆n = n|Eext=0 −
− n|Eext=25V/nm) за вiдсутностi зовнiшнього електричного поля та у його при-

сутностi з напруженiстю Eext = 25V/nm як функцiї нормальної до поверхнi

подiлу координати z, а iншi координати x та y зафiксовано як показано на

цьому рисунку. З нього видно, що зовнiшнє постiйне електричне поле збурює

електронну пiдсистему на вiддалях до 2aB у глибину та до 5aB у вакуум за пер-

шим iонним шаром. Вплив зовнiшнього електричного поля на другий iонний

шар практично вiдсутнiй.

На основi розрахованого розподiлу електронної густини розраховано на-

пруженiсть ефективного зовнiшнього електричного поля, як рiзницi напруже-

ностей електричного поля при включеннi зовнiшнього поля (Eext = 25V/nm) та

при його виключеннi як функцiя нормальної до поверхнi подiлу координати z.

Результати цього розрахунку подано на рис. 4.14. Як видно з цього рисунка,

зовнiшнє електростатичне поле ефективно екранується електронною пiдсисте-

мою. Зовнiшнє поле проникає на глибину до 4aB, а починає спадати на вiддалях

4.5aB перед першим iонним шаром.

4.6. Висновки

У цьому роздiлi розвинуто теорiю напiвобмеженого металу з урахуванням

дискретностi iонної пiдсистеми. Модель напiвобмеженого «желе» використа-

но як базисну систему для побудови теорiї збурень за степенями «рiзницевого

потенцiалу». Можливiсть врахування нелокального псевдопотенцiалу є голов-

ною новизною цiєї теорiї. У частковому випадку локального псевдопотенцiа-
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лу розвинута теорiя спiвпадає з теорiєю Каїма. Це дає можливiсть розгляда-

ти структурно-залежнi вклади до енергiї електронної пiдсистеми за рахунок

непрямої взаємодiї iонiв через неоднорiдну електронну пiдсистему, взаємодiї

iонних груп з неоднорiдною електронною пiдсистемою. Це є важливим для

розумiння формування статичної структури металу поблизу поверхнi, для до-

слiдження мiжiонних взаємодiй та динамiки iонiв, якi є поблизу поверхнi, для

розумiння впливу поверхневої структури на поверхневу енергiю i т.д.

У загальному, структурнозалежнi вклади в енергiю електронної пiдсисте-

ми виражаються через s-частинковi матрицi густини електронiв. Але у разi ло-

кального псевдопотенцiалу достатньо знати лише їх дiагональнi елементи, тоб-

то функцiї розподiлу електронiв. Отже, нелокальнiсть псевдопотенцiалу при-

зводить до необхiдностi розглядати недiагональнi елементи матрицi густини

електронiв.

Отримано загальний вираз для ефективних потенцiалiв парної мiжiонної

взаємодiї та електрон–iонної взаємодiї, чисельно розраховано їх для калiю з

використанням псевдопотенцiалу Краско–Гурського та рiзних наближень для

двочастинкової кореляцiйної функцiї електронiв i рiзних апроксимацiй для по-

правки на локальне поле. Виявлено, що як i для необмеженого металу, ефек-

тивний потенцiал мiжiонної взаємодiї є чутливим до вибору апроксимацiї для

поправки на локальне поле. Бiля поверхнi металу спостерiгається порушення

аксiальної симетрiї ефективного потенцiалу мiжiонної взаємодiї, а саме: змiню-

ються глибина та розташування потенцiальної ями, розпад потенцiальної ями

на двi, а також її зникнення. Це призводить до перебудови приповерхневих

шарiв металевої гратки.

Отримано загальний вираз для s-частинкової функцiї розподiлу електронiв

та чисельно розраховано розподiл електронної густини (унарну функцiї роз-

подiлу) в наближеннi хаотичних фаз для калiю, натрiю та алюмiнiю, використо-

вуючи рiзнi форми псевдопотенцiалу. Виявлено, що вплив площини подiлу на

розподiл електронної густини стає нехтовно малим для вiддалей вiд поверхнi
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подiлу, якi перевищують пiвтори перiода ґратки металу. Чисельно розраховано

розподiлу електронної густини (унарної функцiї розподiлу) в наближеннi хао-

тичних фаз для вуглецю за вiдсутностi зовнiшнього постiйного електричного

поля та у його присутностi. Також розраховано розподiл ефективного зовнiш-

нього електричного поля. Виявлено, що зовнiшнє постiйне електричне поле

ефективно екранується електронною пiдсистемою, починає спадати на вiдда-

лях 4.5aB перед першим iонним шаром та проникає на глибину до 4aB.



РОЗДIЛ 5

ЕЛЕКТРОННI НЕРIВНОВАЖНI ВЛАСТИВОСТI МЕТАЛЕВИХ

ПIДКЛАДIВ З ВРАХУВАННЯМ СТРУКТУРИ ГРАТКИ

У цьому роздiлi отримано вирази для нерiвноважного статистичного опе-

ратора у гаусciвському та наступному за ним наближеннях за динамiчними

електронними кореляцiями при розрахунку квазiрiвноважної статистичної су-

ми, що дає можливiсть вийти за межi лiнiйного наближення за просторовим

градiєнтом вiд електрохiмiчного потенцiалу. У вiдповiдних наближеннях для

нерiвноважного статистичного оператора отримано узагальненi рiвняння пере-

носу для нерiвноважного середнього значення густини електронiв.

За допомогою нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва описано

електродифузiйнi процеси в електроннiй пiдсистемi напiвобмеженого металу.

Наближено розраховано нерiвноважний статистичний оператор у гаусciвському

та наступному за ним наближеннях за електронними кореляцiями та отрима-

но вiдповiднi рiвняння переносу. Розглянуто опис електро-в’язко-еластичних

процесiв електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу в наближеннi ло-

кального псевдопотенцiалу. Отримано нелiнiйнi рiвняння гiдродинамiки в’язко-

еластичного опису електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу.

Основнi результати цього роздiлу опублiковано у працях [373–376].

5.1. Електродифузiйнi процеси

Для опису електродифузiйних процесiв в електроннiй пiдсистемi напiвоб-

меженого металу за основний параметр скороченого опису вибрано середнє

значення оператора густини кiлькостi електронiв 〈ρ(r)〉t, яке пов’язане з вiдпо-

вiдним неоднорiдним електричним полем

∇E(r; t) = e〈ρ(r)〉t,
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де

〈. . .〉t = Sp
(
. . . ρ(t)

)
, (5.1)

ρ(t) — нерiвноважний статистичний оператор, який задовольняє рiвняння Лiу-

вiлля з гамiльтонiаном (4.6) у випадку локального псевдопотенцiалу. Врахову-

ючи геометрiю моделi, значенню 〈ρ(r)〉t вiдповiдає середнє 〈ρk(q)〉t, де ρk(q) —

змiшане фур’є–представлення локальної густини кiлькостi електронiв (1.11).

Для знаходження нерiвноважного статистичного оператора ρ(t) використовує-

мо метод нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва [18, 24]:

ρ(t) = ε

t∫

−∞

eε(t
′−t) eiLN (t′−t) ρrel(t

′) dt′, (5.2)

де ε→ +0 пiсля переходу до термодинамiчної границi, iLN — оператор Лiувiл-

ля, що вiдповiдає гамiльтонiану (4.6), ρrel(t) — релевантний (квазiрiвноважний)

статистичний оператор, що визначається методом Гiббса за фiксованих зна-

чень параметра скороченого опису 〈ρk(q)〉t та збереженнi умови нормування

Sp ρrel(t) = 1, i є таким:

ρrel(t) = exp



−Φ(t) − β

(
H − 1

SL

∑

q,k

µ̃k(q; t)ρk(q)

)
 ,

де Φ(t) = lnZ(t) — функцiонал Масьє–Планка, Z(t) — статистична сума ква-

зiрiвноважного статистичного оператора:

Z(t) = Sp exp



−β

(
H − 1

SL

∑

q,k

µ̃k(q; t)ρk(q)

)
 ,

µk(q; t) — фур’є–образ хiмiчного потенцiалу електронiв, ϕk(q; t) — фур’є–образ

локального електричного потенцiалу, µ̃k(q; t) = µk(q; t) + eϕk(q; t) — фур’є–об-

раз електрохiмiчного потенцiалу електронiв, який визначається умовою само-

узгодження

〈ρk(q)〉t = 〈ρk(q)〉trel (5.3)

та такими термодинамiчними спiввiдношеннями:
δΦ(t)

δµ̄k(q; t)
= 〈ρk(q)〉t, (5.4)
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δS(t)

δ〈ρk(q)〉t = −µk(q; t),

δS(t)

δ〈eρk(q)〉t = −ϕk(q; t),

де S(t) — нерiвноважна ентропiя, яка визначена за Гiббсом,

S(t) = −Sp
(
ρrel(t) ln ρrel(t)

)
= −〈ln ρrel(t)〉 =

= Φ(t) + β

(
〈H〉t −

∑

q,k

µ̃k(q; t)〈ρk(q)〉t
)

=

= lnZ(t) + β

(
〈H〉t −

∑

q,k

µk(q; t)〈ρk(q)〉t −
∑

q,k

ϕk(q; t)〈eρk(q)〉t
)

, (5.5)

〈eρk(q)〉t = e〈ρk(q)〉t — нерiвноважне середнє значення густини заряду елек-

тронiв. Зi структури нерiвноважної ентропiї випливає, що процеси переносу в

системi зумовлюються градiєнтами локальних значень хiмiчного та електрич-

ного потенцiалiв.

Ввiвши оператор ентропiї

Ŝ(t) = lnZ(t) + β

(
H − 1

SL

∑

q,k

µ̃k(q; t)ρk(q)

)
, (5.6)

нерiвноважний статистичний оператор можна записати у такому виглядi:

ρ(t) = ε

t∫

−∞

eε(t
′−t) eiLN (t′−t) e−Ŝ(t′) dt′ =

= ρrel(t) +

t∫

−∞

eε(t
′−t) eiLN (t′−t)

1∫

0

dτ ρτrel(t
′)

(
∂

∂t′
+ iLN

)
Ŝ(t′) ρ1−τ

rel (t′) dt′,

Для розкриття структури оператора ентропiї необхiдно розрахувати статистич-

ну суму Z(t) квазiрiвноважного статистичного оператора. Враховуючи струк-

туру гамiльтонiана (4.6), статистичну суму Z(t) можна подати так [23]:

Z(t) = Sp exp

{
− β

(
H0 −

1

2S

∑

q6=0

ν(q, 0) +
1

2SL

∑

q,k

νk(q)ρk(q)ρ−k(−q)+

+
1

2SL

∑

q,k

B(q, k; t)ρ−k(−q)

)}
,

де B(q, k; t) = NionSk(q)δwk(q) − µ̃k(q; t), δwk(q) = −Zνk(q)(1 − δq,0) + efk(q),
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H0 — гамiльтонiан моделi невзаємодiючого напiвобмеженого «желе» (1.12).

Видiливши гамiльтонiан моделi «желе» Hjell (1.8) як систему вiдлiку, ста-

тистичну суму Z(t) можна подати у такому виглядi:

Z(t) = Zjell ∆Z(t),

де Zjell = Sp e−βHjell — статистична сума моделi напiвобмеженого «желе» [140,

148],

∆Z(t) =
1

Zjell

Sp
(

e−βHjell S(β; t)
)

= 〈S(β; t)〉jell,

〈. . .〉jell =
1

Zjell

Sp
(

e−βHjell . . .
)
,

S(β; t) = T exp

{
− 1

SL

β∫

0

dβ′
∑

q,k

B(q, k; t)ρ−k(−q,β′)

}
,

ρk(q,β′) = eβ
′Hjell ρk(q) e−β

′Hjell .

Використавши кумулянтне розвинення, ∆Z(t) можна записати так:

∆Z(t) = exp

[ ∞∑

n=1

in

n!

( β
SL

)n ∑

q1,...,qn

∑

k1,...,kn

B(q1, k1; t) . . .×

× B(qn, kn; t)Mk1,...,kn
(q1, . . . , qn)

]
,

де

Mk1,...,kn
(q1, . . . , qn) = in〈Tρk1

(q1, 0) . . . ρkn
(qn, 0)〉jell,c (5.7)

— n-частинкова незвiдна кореляцiйна функцiя електронiв, яке розраховується

за допомогою рiвноважного статистичного оператора напiвобмеженого металу

в межах моделi «желе» [140, 148].

У гаусciвському наближеннi ∆Z(t) має такий вигляд:

∆ZG(t) = exp

[
− 1

2

( β
SL

)2∑

q1,q2

∑

k1,k2

B(q1, k1; t)B(q2, k2; t)Mk1,k2
(q1, q2)

]
(5.8)

i виражається через двочастинкову кореляцiйну функцiю електронiв напiвоб-

меженого «желе» [140, 148]. Використовуючи означення s-частинкових функ-

цiй розподiлу електронiв (4.22) [23, 140, 148], отримуємо квазiрiвноважнi s-
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частинковi функцiї розподiлу електронiв:

Fs(r1, . . . , rn; t) = F jell
s (r1, . . . , rn) exp

[ ∞∑

n=1

in

n!

( β
SL

)n

×

×
∑

q1,...,qn

∑

k1,...,kn

B(q1, k1; t) . . . B(qn, kn; t)∆M
(s)
k1,...,kn

(q1, . . . , qn)

]
, (5.9)

де

∆M
(s)
k1,...,kn

(q1, . . . , qn) = M
(s)
k1,...,kn

(q1, . . . , qn) −Mk1,...,kn
(q1, . . . , qn).

Спiввiдношення (5.9) дає зв’язок мiж квазiрiвноважними функцiями розподi-

лу та електрохiмiчним потенцiалом µ̃k(q; t) через незвiднi кореляцiйнi функцiї

моделi напiвобмеженого «желе». Враховуючи вираз для ∆Z(t) (5.8), lnZ(t) за-

пишемо у такому виглядi:

lnZ(t) = lnZjell+ (5.10)

+

∞∑

n=1

in

n!

( β
SL

)n ∑

q1,...,qn

∑

k1,...,kn

B(q1, k1; t) . . . B(qn, kn; t)Mk1,...,kn
(q1, . . . , qn),

де lnZjell можна розрахувати у рiзних наближеннях за електронними кореля-

цiями [140, 148]. На основi виразiв (5.10) та (5.6) отримуємо нерiвноважний

статистичний оператор у загальнiй формi:

ρ(t) = ρrel(t) +

t∫

−∞

dt′ eε(t
′−t) eiLN (t′−t)

[
in

n!

( β
SL

)n ∑

q1,...,qn

∑

k1,...,kn

×

× ∂

∂t′
(
B(q1, k1; t

′) . . .B(qn, kn; t
′)
)
Mk1,...,kn

(q1, . . . , qn)

]
ρrel(t

′)−

− 1

SL

∑

q,k

t∫

−∞

eε(t
′−t) eiLN (t′−t)

1∫

0

dτ ρτrel(t
′) ρ̇k(q) ρ1−τ

rel (t′) µ̃k(q; t′) dt′, (5.11)

де ρ̇k(q) = iLNρk(q). Отриманий вираз є сумою недисипативної та дисипи-

тивної частин. Перша вiдповiдає оператору ρrel(t), а дисипативна частина опи-

сується доданками, якi мiстять похiднi за часом вiд функцiй B(q, k; t′) та мiк-

роскопiчнi потоки ρ̇k(q). Причому, похiдну ∂
∂t′

B(q, k; t′) можна подати так:
∂

∂t′
B(q, k; t′) =

∂

∂t′
(
Nion Sk(q) δwk(q) − µ̃k(q; t′)

)
=
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= −∂µ̃k(q; t′)

∂t′
= − δµ̃k(q; t′)

δ〈ρk(q)〉t′
∂〈ρk(q)〉t′

∂t′
,

де
δµ̃k(q; t′)

δ〈ρk(q)〉t′ = − (ρk(q)|ρ−k(−q))
−1
rel , (5.12)

(
ρk(q)|ρ−k(−q)

)−1

rel
=

1∫

0

〈(
ρk(q)−〈ρk(q)〉t′rel

)(
ρ−k(−q; τ)−〈ρ−k(−q; τ)〉t′rel

)〉t′

rel
dτ

(5.13)

— квантова квазiрiвноважна кореляцiйна функцiя,

ρk(q; τ) = ρτrel(t
′) ρk(q) ρ−τrel (t

′).

З врахуванням (5.12) похiдну за часом вiд B(q, k; t′) можна записати так:
∂

∂t′
B(q, k; t′) = (ρk(q)|ρ−k(−q))

−1
rel

∂〈ρk(q)〉t
∂t′

=

= (ρk(q)|ρ−k(−q))
−1
rel 〈ρ̇k(q)〉t.

Отже, нерiвноважний статистичний оператор (5.11) є функцiоналом пар-

них квазiрiвноважних кореляцiйних функцiй (5.13), рiвноважних кореляцiй-

них функцiй (5.7), середнiх значень параметрiв скороченого опису 〈ρk(q)〉t та

мiкроскопiчних потокiв ρ̇(q) електронної пiдсистеми напiвобмеженого мета-

лу. Для повноти опису необхiдно за допомогою нерiвноважного статистич-

ного оператора (5.11) отримати рiвняння переносу для 〈ρk(q)〉t. Виходячи зi

структури ρ(t), можна вiдзначити, що такi рiвняння будуть нелiнiйними, пара-

метр µ̃k(q; t) у цих рiвняннях необхiдно знайти за допомогою умов самоузгод-

ження (5.3).

Наближення Гаусса. Тут розглянуто гауcсiвське наближення (5.8), у ме-

жах якого отримано нерiвноважний статистичний оператор та рiвняння пере-

носу для 〈ρk(q)〉t. Для оператора ентропiї (5.5), враховуючи вираз (5.8), отри-

муємо, що

Ŝ(G)(t) = lnZjell + β
(
H −

∑

q,k

µ̃k(q; t)ρk(q)
)
−
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− 1

2

( β
SL

)2∑

q1,q2

∑

k1,k2

(
Nion Sk1

(q1) δwk1
(q2) − µ̃k1

(q1; t)
)
×

×
(
Nion Sk2

(q2) δwk2
(q2) − µ̃k2

(q2; t)
)
Mk1,k2

(q1, q2). (5.14)

Для виключення з цього рiвняння параметра µ̃k(q; t) використовуємо термоди-

намiчнe спiввiдношення (5.4)

δΦ(G)(t)

δµ̃k(q; t)
= 〈ρk(q)〉t,

з якого отримуємо, що

〈ρk(q)〉t =
( β
SL

)2∑

q′,k′

(
S̄k′(q

′) − µ̃k′(q
′; t)
)
Mk′,k(q

′, q) S̄k(q), (5.15)

де S̄k(q) = Nion Sk(q) δwk(q).

Iз виразу (5.15) знаходимо фур’є–образ електрохiмiчного потенцiалу елек-

тронiв

µ̃k(q; t) = S̄k(q)−
( β
SL

)−2∑

q′,k′

〈ρk′(q
′)〉t S̄−1

k′ (q′)M−1
k′,k(q

′, q). (5.16)

де M−1
k,k′(q, q′) — обернена матриця до матрицi Mk,k′(q, q′),

∑

q′′,k′′

M−1
k,k′′(q, q′′)Mk′′,k′(q

′′, q′) = δk,k′ δq,q′.

З виразу (5.16) видно, що фур’є–образ електрохiмiчного потенцiалу у

гаусciвському наближеннi виражається через структурний фактор iонної пiд-

системи та фур’є–компоненти локальної частини псевдопотенцiалу електрон–

iонної взаємодiї. Часова залежнiсть описується середнiм нерiвноважним зна-

ченням густини електронiв, який перенормованим через структурний фактор

iонної пiдсистеми, псевдопотенцiал та обернену матрицю двочастинкової ко-

реляцiйної функцiї електронiв. Пiдставляючи (5.16) у вираз для функцiоналу

Мас’є–Планка, знаходимо, що

Φ
(G)(t) = lnZ(G)(t) = lnZjell−

− 1

2

( β
SL

)−2∑

q1,q2

∑

k1,k2

〈ρk1
(q1)〉tS̄−1

k1
(q1)M

−1
k1,k2

(q1, q2) S̄−1
k2

(q2)〈ρk2
(q2)〉t.
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Отже, вираз для оператора ентропiї (5.14) набуває такого вигляду:

Ŝ(G)(t) = lnZjell−

− 1

2

( β
SL

)−2∑

q1,q2

∑

k1,k2

〈ρk1
(q1)〉tS̄−1

k1
(q1)M

−1
k1,k2

(q1, q2)S̄
−1
k2

(q2)〈ρk2
(q2)〉t+

+ β

[
H −

∑

q,k

(
S̄k(q)−

( β
SL

)−2∑

q′,k′

〈ρk′(q
′)〉tS̄−1

k′ (q′)M−1
k′,k(q

′, q)
)
ρk(q)

]
.

Для отримання рiвнянь переносу для 〈ρk(q)〉t замiсть нерiвноважного статис-

тичного оператора у виглядi (5.11) використовуємо нерiвноважний статистич-

ний оператор з врахуванням проектування, що дає можливiсть виключити ча-

совi похiднi вiд термодинамiчних параметрiв [18, 23, 24]:

ρ(t) = ρrel(t) −
t∫

−∞

eε(t−t′) Trel(t; t
′)
(
1 − Prel(t

′)
)
iLNρ(t

′) dt′, (5.17)

де

Trel(t, t
′) = exp+

{
−

t∫

t′

(1 − Prel(t
′′)) iLN dt′′

}

— узагальнений оператор еволюцiї з врахуванням проектування, Prel(t
′′) — уза-

гальнений оператор проектування Кавасакi–Гантона, який залежить вiд ква-

зiрiвноважного статистичного оператора ρrel(t). У цьому випадку Prel(t) має

такий вигляд:

Prel(t)ρ
′ =

(
ρrel(t) −

∑

q,k

δρrel(t)

δ〈ρk(q)〉t 〈ρk(q)〉t
)

Sp ρ′ +
∑

q,k

δρrel(t)

δ〈ρk(q)〉t Sp
(
ρk(q)ρ′

)

(5.18)

з такими операторними властивостями:

Prel(t)ρ(t) = ρrel(t), Prel(t)ρrel(t) = ρrel(t), Prel(t)Prel(t
′) = Prel(t).

Для розрахунку нерiвноважного статистичного оператора згiдно з (5.17) у

гаусciвському наближеннi для ρrel(t) насамперед необхiдно розрахувати опе-

ратор проектування Кавасакi–Гантона. Оскiльки

ρ
(G)
rel (t) = exp

{
− lnZjell+
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+
1

2

( β
SL

)−2∑

q1,q2

∑

k1,k2

〈ρk1
(q1)〉t S̄−1

k1
(q1)M

−1
k1,k2

(q1, q2) S̄−1
k2

(q2) 〈ρk2
(q2)〉t−

− β

[
H −

∑

q,k

(
S̄k(q)−

( β
SL

)−2∑

q′,k′

〈ρk′(q
′)〉t S̄−1

k′ (q′)M−1
k′,k(q

′, q)
)
ρk(q)

]}

та

δρ
(G)
rel (t)

δ〈ρk(q)〉t = −β
( β
SL

)−2∑

q′,k′

(
ρk′(q

′, τ) − 〈ρk′(q
′)〉tS̄−1

k′ (q′)
)
×

×M−1
k′,k(q

′, q) S̄−1
k (q) ρ(G)

rel (t),

то для проекцiйного оператора Кавасакi–Гантона знаходимо, що

P
(G)
rel (t)ρ′ =

[
ρ

(G)
rel (t) + β

∑

q,q′

∑

k,k′

( β
SL

)−2 (
ρk′(q

′, τ) − 〈ρk′(q
′)〉tS̄−1

k′ (q′)
)
×

×M−1
k′,k(q

′, q) S̄−1
k (q)〈ρk(q) 〉tρ(G)

rel (t)

]
Sp ρ′−

− β
∑

q,q′

∑

k,k′

( β
SL

)−2 (
ρk′(q

′, τ) − 〈ρk′(q
′)〉tS̄−1

k′ (q′)
)
×

×M−1
k′,k(q

′, q) S̄−1
k (q) Sp

(
ρk(q)ρ′

)
ρ

(G)
rel (t). (5.19)

Тодi, враховуючи (5.19), отримуємо, що

iLNρrel(t) =
∑

q,k

W (k, q; t)

1∫

0

ρτrel(t) ρ̇k(q) ρ1−τ
rel (t) dτ, (5.20)

де

W (k, q; t) = β

[
S̄k(q)−

( β
SL

)−2∑

q′,k′

〈ρk′(q
′)〉t S̄−1

k′ (q′)M−1
k′,k(q

′, q)

]
. (5.21)

Для нерiвноважного статистичного оператора отримуємо такий вираз:

ρ(t) = ρ
(G)
rel (t) −

t∫

−∞

eε(t
′−t) T

(G)
rel (t, t′)

(
∑

q,k

W (k, q; t′)

1∫

0

ρτrel(t
′) ρ̇k(q) ρ1−τ

rel (t′) dτ−

−
( β
SL

)−2 ∑

q,q′,q′′

∑

k,k′,k′′

δρk(q, τ; t′)M−1
k′,k(q

′, q) S̄−1
k (q)×

× ΦρJ(k
′, q′, k′′, q′′; t′)W (k′′, q′′; t′) ρrel(t

′)

)
dt′,
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де

δρk(q, τ; t′) =

1∫

0

ρτrel(t
′) ρk(q) ρ−τrel (t

′) dτ − 〈ρk(q)〉t S̄−1
k (q),

ΦρJ(k
′, q′, k′′, q′′; t′) = 〈ρk′(q

′)|ρ̇k′′(q
′′; τ)〉t′rel

— часовi квазiрiвноважнi кореляцiйнi функцiї. З вигляду нерiвноважного ста-

тистичного оператора видно, що вiн є функцiоналом мiкроскопiчних пото-

кiв ρ̇k(q), спостережуваних величин 〈ρk(q)〉t та квазiрiвноважних i рiвноважних

кореляцiйних функцiй електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу. За до-

помогою нього отримуємо рiвняння переносу для 〈ρk(q)〉t у такому виглядi:

∂

∂t
〈ρk(q)〉t = 〈ρ̇k(q)〉t −

∑

q′,k′

t∫

−∞

eε(t
′−t) D

(G)
JJ (k, q; k′, q′; t, t′)W (k′, q; t′) dt′+

+
∑

q′,q′′,q′′′

∑

k′,k′′,k′′′

t∫

−∞

eε(t
′−t)
〈
ρ̇k(q)T (G)

rel (t, t′) δρk′(q; τ)
〉t′
rel
×

×M−1
−k′,−k′′(−q′,−q′′) S̄−1

k′′ (q
′′)ΦρJ(k

′′, q′′, k′′′, q′′′; t′)W (k′′′, q′′′; t′) dt′,

де

D
(G)
JJ (k, q; k′, q′; t, t′) =

〈
ρ̇k(q)T (G)

rel (t, t′) ρ̇′k(q, τ)
〉t′
rel

=

= k q 〈Jk(q)T (G)
rel (t, t′) Jk′(q

′; τ)〉t′relq′ k′ =

= k q D̃
(G)
JJ (k, q; k′, q′; t, t′) q′ k′,

Jk(q) — фур’є–образ мiкроскопiчного потоку електронiв, D̃
(G)
JJ (k, q; k′, q′; t, t′) —

узагальнений коефiцiєнт дифузiї електронiв напiвобмеженого металу.

Наближення третiх незвiдних середнiх. Розглянемо наступне за

гаусciвським наближення для квазiрiвноважної статистичної суми чи функцiо-

налу Мас’є–Планка (5.10). У такому разi для оператора ентропiї отримуємо,

шо

Ŝ(G+1)(t) = lnZjell + β

(
H −

∑

q,k

µ̃k(q; t)ρk(q)

)
− (5.22)
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− 1

2

( β
SL

)2∑

q1,q2

∑

k1,k2

B(q1, k1; t)B(q2, k2; t)Mk1,k2
(q1, q2)−

− i

3!

( β
SL

)3 ∑

q1,q2,q3

∑

k1,k2,k3

B(q1, k1; t)B(q2, k2; t)B(q3, k3; t)Mk1,k2,k3
(q1, q2, q3).

Для виключення з цього рiвняння параметра µ̃k(q; t) знову використовуємо тер-

модинамiчне спiввiдношення (5.4):

δΦ(G+1)(t)

δµ̃k(q; t)
= 〈ρk(q)〉t,

з якого отримуємо таке рiвняння для визначення µ̃ki
(q1; t):

〈ρk(q)〉t = −
( β
SL

)2∑

q1,q2

∑

k1,k2

(
Ŝk1

(q1) − µ̃k1
(q1; t)

)
Ŝk2

(q2)Mk1,k2
(q1, q2)−

− i

3!

( β
SL

)3 ∑

q1,q2,q3

∑

k1,k2,k3

(
Ŝk1

(q1) − µ̃k1
(q1; t)

)
×

×
(
Ŝk2

(q2) − µ̃k2
(q2; t)

)
Ŝk3

(q3)Mk1,k2,k3
(q1, q2, q3).

Отримане рiвняння є квадратичним за функцiями µ̃k(q; t). Для того, щоб його

наближено розв’язати, замiнимо у правiй частинi квадратичної форми одне iз

µ̃ki
(qi; t) його значенням, яке знайдене у гаусciвському наближеннi (5.16), тодi

отримуємо таке лiнiйне рiвняння для функцiї µ̃k(q; t):

〈ρk(q)〉t = −
( β
SL

)2∑

q′,k′

(
S̄k′(q

′) − µ̃k′(q
′; t)
)
Gk′,k(q

′, q; t), (5.23)

де

Gk1,k2
(q1, q2; t) = S̄k2

(q2)Mk1,k2
(q1, q2)+

+
i

2

β

SL

∑

q′,q′′

∑

k′,k′′

〈ρk′(q
′)〉tS̄−1

k′ (q′)M−1
k′,k2

(q′, q2) S̄k3
(q3)Mk1,k2,k′′(q1, q2, q

′′). (5.24)

Функцiя Gk1,k2
(q1, q2; t) залежить вiд часу через спостережуванi величи-

ни 〈ρk′(q
′)〉t, а також залежить вiд структурного фактора iонної пiдсисте-

ми Sk′(q
′), фур’є–образу локальної частини псевдопотенцiалу електрон–iонної

взаємодiї δwk(q), парних Mk′,k2
(q′, q2) та трiйних Mk1,k2,k′′(q1, q2, q

′′) незвiдних

кореляцiйних функцiй електронiв. У правiй частинi виразу (5.24) у другому

доданку мiститься перенормованi потрiйнi електроннi кореляцiї через парнi.

Iз виразу (5.23) для фур’є–образу хiмiчного потенцiалу електронiв знахо-
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димо, що

µ̃k(q; t) = S̄k(q)−
( β
SL

)−2∑

q′,k′

〈ρk′(q
′)〉t G−1

k′,k(q
′, q; t), (5.25)

де G−1
k1,k2

(q1, q2; t) — обернена матриця до матрицi Gk1,k2
(q1, q2; t),

∑

q′′,k′′

G−1
k1,k′′

(q1, q
′′; t)Gk′′,k2

(q′′, q2; t) = δq1,q2
δk1,k2

.

Тодi оператор ентропiї (5.22) з врахуванням (5.25), переписується так:

Ŝ(G+1)(t) = lnZjell −
1

2

( β
SL

)−2∑

q′,q′′

∑

k′,k′′

〈ρk′(q)〉tḠ(2)
k′,k′′(q

′, q′′; t)〈ρk′′(q
′′)〉t+

+
i

3!

( β
SL

)−3∑

q′,q′′,q′′′

∑

k′,k′′,k′′′

Ḡ
(3)
k′,k′′,k′′′(q

′, q′′, q′′′; t)〈ρk′(q
′)〉t〈ρk′′(q

′′)〉t〈ρk′′′(q
′′′)〉t+

+ β

[
H −

∑

q,k

(
S̄k(q)−

( β
SL

)−2∑

q′,k′

〈ρk′(q
′)〉tG−1

k′,k(q, q′; t)
)
ρk(q)

]
,

де

Ḡ
(2)
k′,k′′(q

′, q′′; t) =
∑

q1,q2

∑

k1,k2

G−1
k′,k1

(q′, q1; t)Mk1,k2
(q1, q2)G

−1
k2,k′′

(q2, q
′′; t),

Ḡ(3)
k′,k′′,k′′′(q

′, q′′, q′′′; t) =
∑

q1,q2,q3

∑

k1,k2,k3

G−1
k′,k1

(q′, q1; t)G
−1
k′′,k2

(q′′, q2; t)×

×G−1
k′′′,k3

(q′′′, q3; t)Mk1,k2,k3
(q1, q2, q3).

У цих функцiях враховане динамiчне перенормування парних Mk′,k2
(q′, q2) та

трiйних Mk1,k2,k3
(q1, q2, q3) незвiдних кореляцiйних функцiй електронiв через

функцiї (5.24). Врахувавши оператор ентропiї (5.22), квазiрiвноважний статис-

тичний оператор подамо у такому виглядi:

ρ
(G+1)
rel (t) = exp

{
− lnZjell +

1

2

( β
SL

)−2∑

q′,q′′

∑

k′,k′′

〈ρk′(q)〉tḠ(2)
k′,k′′(q

′, q′′; t)〈ρk′′(q
′′)〉t+

+
i

3!

( β
SL

)−3∑

q′,q′′,q′′′

∑

k′,k′′,k′′′

Ḡ
(3)
k′,k′′,k′′′(q

′, q′′, q′′′; t)〈ρk′(q
′)〉t〈ρk′′(q

′′)〉t〈ρk′′′(q
′′′)〉t−

− β

[
H −

∑

q,k

(
S̄k(q)−

( β
SL

)−2∑

q′,k′

〈ρk′(q
′)〉tG−1

k′,k(q, q′; t)
)
ρk(q)

]}
, (5.26)

де iндекс «(G + 1)» означає третiй порядок за спостережуваними параметрами

у квазiрiвноважному статистичному операторi. Вiн враховує крiм парної ще
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кубiчну залежнiсть вiд параметрiв скороченого опису 〈ρk(q)〉t iз динамiчними

перенормуваннями у функцiях Ḡ
(2)
k′,k′′(q

′, q′′; t) та Ḡ
(3)
k′,k′′,k′′′(q

′, q′′, q′′′; t). Оскiльки

iLNρ
(G+1)
rel (t) =

∑

q,k

W (G+1)(k, q; t)

1∫

0

(
ρ

(G+1)
rel

)τ
(t) ρ̇k(q)

(
ρ

(G+1)
rel

)1−τ
(t) dτ,

де

W (G+1)(k, q; t) = β µ̃k(q; t) =

= β

[
S̄k(q) −

( β
SL

)−2∑

q′,k′

〈ρk′(q
′)〉tG−1

k′,k(q
′, q; t)

]
,

то нерiвноважний статистичний оператор у наближеннi (5.26) записується так:

ρ(t) = ρ
(G+1)
rel (t) −

∑

q,k

t∫

−∞

eε(t
′−t) T

(G+1)
rel (t, t′)

(
1 − P

(G+1)
rel (t′)

)
×

×
1∫

0

dτ
(
ρ

(G+1)
rel

)τ
(t′) ρ̇k(q)

(
ρ

(G+1)
rel

)1−τ
(t′)W (G+1)(k, q; t′) dt′,

де P
(G+1)
rel (t′) — проекцiйний оператор Кавасакi–Гантона та вiдповiдний опера-

тор еволюцiї T
(G+1)
rel (t, t′), якi розраховуються iз квазiрiвноважним статистич-

ним оператором (5.26), причому P(G+1)
rel (t′) є таким:

P
(G+1)
rel (t)ρ′ =

[
ρ

(G+1)
rel (t)−

− i

2

( β
SL

)−5∑

q,k

(
β ρk′(q

′, τ)G−1
k′,k(q, q′; t) − 〈ρk′(q

′)〉tḠ(2)
k′,k(q

′, q; t)
)
×

×
∑

q′,q′′

∑

k′,k′′

〈ρk′(q
′)〉t〈ρk′′(q

′′)〉tḠ(3)
k′,k′′,k(q

′, q′′, q; t)〈ρk(q)〉tρ(G+1)
rel (t)

]
Sp ρ′+

+
i

2

( β
SL

)−5∑

q,k

(
β ρk′(q

′, τ)G−1
k′,k(q, q′; t) − 〈ρk′(q

′)〉tḠ(2)
k′,k(q

′, q; t)
)
×

×
∑

q′,q′′

∑

k′,k′′

〈ρk′(q
′)〉t〈ρk′′(q

′′)〉tḠ(3)
k′,k′′,k(q

′, q′′, q; t) Sp
(
ρk(q)ρ′

)
ρ

(G+1)
rel (t).

Порiвняно з результатом дiї оператора P
(G)
rel (t) у гаусciвському наближен-

нi (5.19), оператор P
(G+1)
rel (t) мiстить вже третiй порядок за параметрами ско-

роченого опису. За допомогою нерiвноважного статистичного оператора (5.26)



175

отримуємо рiвняння переносу для 〈ρk(q)〉t у такому виглядi:

∂

∂t
〈ρk(q)〉t = 〈ρ̇k(q)〉t −

∑

q′,k′

t∫

−∞

eε(t
′−t) D

(G+1)
JJ (k, q; k′, q′; t, t′)W (G+1)(k′, q; t′) dt′+

+
∑

q′,k′

t∫

−∞

eε(t
′−t)
〈
ρ̇k(q)T (G)

rel (t, t′)P
(G+1)
rel (t′) ρ̇k′(q

′; τ)
〉t′

W (G+1)(k′, q′; t′) dt′,

де

D
(G+1)
JJ (k, q; k′, q′; t, t′) =

〈
ρ̇k(q)TG

rel(t, t
′)ρ̇k′(q

′, τ)
〉t′

=

= k q ·
〈
Jk(q)TG

rel(t, t
′)Jk′(q

′; τ)
〉t′

· q′ k′ =

= k q · D̃(G+1)
JJ (k, q; k′, q′; t, t′) · q′ k′,

D̃
(G+1)
JJ (k, q; k′, q′; t, t′) — узагальнений коефiцiєнт дифузiї електронiв напiвобме-

женого металу, який розраховується з квазiрiвноважним статистичним опера-

тором (5.26) у наближеннi трiйних кореляцiй.

Отже, розраховано квазiрiвноважну статистичну суму напiвобмеженого

металу в гаусciвському та наступному за ним наближеннях за кореляцiями. У

цих наближеннях розраховано нерiвноважний статистичний оператор системи

та побудовано рiвняння переносу для нерiвноважного середнього значення гус-

тини кiлькостi електронiв. Показано, що вже у гаусciвському наближеннi рiв-

няння переносу є нелiнiйними та враховують динамiчне екранування. Однак,

розглянута електродифузiйна модель електронної пiдсистеми напiвобмеженого

металу має свої обмеження, оскiльки не враховує закони збереження густин iм-

пульсу та енергiї. У наступному пiдроздiлi розглянуто в’язко-еластичну модель

електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу, яка враховує закон збережен-

ня густини iмпульсу.

5.2. В’язко-еластичнi процеси

Для опису електро-в’язко-еластичних процесiв в електроннiй пiдсистемi

напiвобмеженого металу за основнi параметри скороченого опису вибрано се-

реднi значення операторiв густини електронiв 〈ρ(r)〉t та густини їх iмпуль-
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су 〈p(r)〉t, якi пов’язанi з вiдповiдними неоднорiдними електричним та магнiт-

ним полями:

∇〈E(r)〉t = e〈ρ(r)〉t,

∇× 〈H(r)〉t = −1

c

∂

∂t
〈E(r)〉t +

4π

c

e

m
〈p(r)〉t,

(5.27)

де середнє 〈. . .〉t означене формулою (5.1).

Квазiрiвноважний статистичний оператор ρrel(t) визначаємо з принципу

максимуму iнформацiйної ентропiї Гiббса за фiксованих значень параметрiв

скороченого опису 〈ρ(r)〉t та 〈p(r)〉t i збереження умови нормування Sp ρrel(t) =

= 1. У такому разi його можна подати так:

ρrel(t) = exp

{
− Φ(t) − β

[
H − 1

SL

∑

q,k

(
µk(q; t) ρk(q) + Ak(q; t) pk(q)

)]}
,

Φ(t) = ln Sp exp

{
− β

[
H − 1

SL

∑

q,k

(
µk(q; t) ρk(q) + Ak(q; t) pk(q)

)]}
,

де µk(q; t) — фур’є–образ хiмiчного потенцiалу, ϕk(q; t) — фур’є–образ локаль-

ного електричного потенцiалу, µk(q; t) = µk(q; t)+eϕk(q; t) — фур’є–образ елек-

трохiмiчного потенцiалу електронiв, Ak(q; t) = vk(q; t) − 1
c
ak(q; t), vk(q; t) —

фур’є–образ середньої швидкостi електронiв, ak(q; t) — фур’є–образ векторно-

го потенцiалу a(r; t) електромагнiтного поля:

〈H(r)〉t = ∇× a(r, t),

〈Et(r)〉t = −1

c

∂

∂t
a(r, t),

де 〈Eτ(r)〉t — тангенцiальна складова електричного поля, фур’є–образ елек-

трохiмiчного потенцiалу µk(q; t) визначається iз умови самоузгодження

〈ρk(q)〉t = 〈ρk(q)〉trel
та термодинамiчних спiввiдношень

δΦ(t)

δ β
SL
µk(q; t)

= 〈ρk(q)〉t,

δS(t)

δ〈ρk(q; t)〉t = − β

SL
µk(q; t),

δS(t)

δ〈eρk(q; t)〉t = − β

SL
ϕk(q; t)

за фiксованих значень 〈pk(q; t)〉t, де S(t) — визначена за Гiббсом нерiвноважна
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ентропiя

S(t) = −Sp
(
ρrel(t) ln ρrel(t)

)
= −〈ln ρrel(t)〉 =

= Φ(t) + β

[
〈H〉t − 1

SL

∑

q,k

(
µk(q; t) 〈ρk(q)〉trel + Ak(q; t) 〈pk(q)〉trel

)]
=

= lnZ(t) + β

[
〈H〉t − 1

SL

∑

q,k

(
µk(q; t) 〈ρk(q)〉t + Ak(q; t) 〈pk(q)〉t

)]
, (5.28)

причому
δΦ(t)

δ β
SL

Ak(q; t)
= 〈pk(q)〉t,

δS(t)

δ〈pk(q)〉t = − β

SL
〈vk(q)〉t, δS(t)

δ
〈

1
c
pk(q)

〉t = − β

SL
ak(q; t).

У виразi (5.28) Z(t) є статистичною сумою квазiрiвноважного статистичного

оператора

Z(t) = Sp exp

{
− β

[
H − 1

SL

∑

q,k

(
µk(q; t) ρk(q) + Ak(q; t) pk(q)

)]}
. (5.29)

Для розкриття структури проекцiйного оператора Кавасакi–Гантона, визначен-

ня нерiвноважних параметрiв µk(q; t), Ak(q; t), а, отже, i отримання нерiвно-

важного статистичного оператора ρ(t) необхiдно розрахувати квазiрiвноважну

статистичну суму (5.29). У працi [23] для електродифузiйного опису, коли па-

раметром скороченого опису було середнє значення оператора густини елек-

тронiв 〈ρ(r)〉t, запропоновано пiдхiд з видiленням моделi «желе» як системи

вiдлiку. Такий пiдхiд використаємо для розрахунку Z(t) (5.29). Застосувавши

метод функцiонального iнтегрування та видiливши модель «желе» як систему

вiдлiку, статистичну суму Z(t) запишемо так:

Z(t) = Zjell ∆Z(t). (5.30)

де Zjell = Sp e−βHjell — статистична сума напiвобмеженого «желе» [23, 24], що

вiдповiдає стану рiвноваги,

∆Z(t) =
1

Zjell

Sp
(
e−βHjell S(β; t)

)
=
〈
S(β; t)

〉
jell

,

〈. . .〉jell =
1

Zjell

Sp
(
e−βHjell . . .

)
,
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S(β; t) = T exp

{
− 1

SL

β∫

0

dβ′
∑

q,k

B̃(q, k; t)W̃ (+)
k (q;β′)

}
,

C̃(q, k; t) =


 Bk(q; t)

Ak(q; t)




— вектор–стовпець, Bk(q; t) = NionSk(q)δwk(q) − µk(q; t),

W̃
(+)
k (q;β) =

(
ρk(q;β), pk(q;β)

)

— вектор–стрiчка, ρk(q,β′) = eβ
′Hjell ρk(q) e−β

′Hjell .

Використавши кумулянтне розвинення, ∆Z(t) можна подати у такому

виглядi:

∆Z(t) = exp

[ ∞∑

n=1

in

n!

( β
SL

)n ∑

q1,...,qn

∑

k1,...,kn

C̃(q1, k1; t) . . .×

× C̃(qn, kn; t) M̃k1,...,kn
(q1, . . . , qn;β)

]
, (5.31)

де

M̃k1,...,kn
(q1, . . . , qn;β) = in

〈
TW̃k1

(q1;β) . . .W̃kn
(qn;β)

〉
jell,c

— матрицi незвiдних середнiх флуктуацiй операторiв густини електронiв, гус-

тини їх iмпульсу, якi розраховуються за допомогою рiвноважного статистично-

го оператора напiвобмеженого металу в межах моделi «желе» [23,24,140,148].

Зокрема, матриця других незвiдних середнiх є такою:

M̃k1,k2
(q1, q2;β) =


 M

ρ ρ
k1,k2

(q1, q2;β) M
ρ p
k1,k2

(q1, q2;β)

M
p ρ
k1,k2

(q1, q2;β) M
p p
k1,k2

(q1, q2;β)


 , (5.32)

де

M
ρ ρ
k1,k2

(q1, q2;β) = 〈ρk1
(q1;β) ρk2

(q2;β)〉jell − 〈ρk1
(q1;β)〉jell 〈ρk2

(q2;β)〉jell,

M
ρ p
k1,k2

(q1, q2;β) = 〈ρk1
(q1;β) pk2

(q2;β)〉jell − 〈ρk1
(q1;β)〉jell 〈pk2

(q2;β)〉jell,

M
p p
k1,k2

(q1, q2;β) = 〈pk1
(q1;β) pk2

(q2;β)〉jell − 〈pk1
(q1;β)〉jell 〈pk2

(q2;β)〉jell,

причому 〈pki
(qi;β)〉jell = 0, оскiльки усереднення оператора густини iмпульсу
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виконується за рiвноважним статистичним оператором. З цiєї ж причини i

〈ρk1
(q1;β) pk2

(q2;β)〉jell = 〈pk1
(q1;β) ρk2

(q2;β)〉jell = 0,

тому матриця (5.32) є дiагональною:

M̃k1,k2
(q1, q2;β) =


 M

ρ ρ
k1,k2

(q1, q2;β) 0

0 M
p p
k1,k2

(q1, q2;β)


 .

Враховуючи це, ∆Z(t) у наближеннi Гаусса можна подати так:

∆ZG(t) = exp

[
− 1

2

( β
SL

)2∑

q1,q2

∑

k1,k2

{
Bk1

(q1; t)Bk2
(q2; t)M

ρ ρ
k1,k2

(q1, q2;β)+

+ Ak1
(q1; t)Ak2

(q2; t)M
p p
k1,k2

(q1, q2;β)
}]

. (5.33)

У цьому наближеннi оператор густини електронiв та оператор густини їх iм-

пульсу не корельованi в сенсi парних рiвноважних кореляцiйних функцiй. Далi

отримано нерiвноважний статистичний оператор у гаусciвському наближеннi.

Наближення Гаусса. Для розрахунку нерiвноважного статистичного опе-

ратора у гаусciвському наближеннi, врахувавши (5.33), релевантний статистич-

ний оператор ρrel(t) запишемо у такому виглядi:

ρ
(G)
rel (t) = exp

{
− Ŝ(G)(t)

}
, (5.34)

де

Ŝ(G)(t) = lnZjell + β

[
H − 1

SL

∑

q,k

(
µk(q; t) ρk(q) + Ak(q; t) pk(q)

)]
−

− 1

2

( β
SL

)2∑

q1,q2

∑

k1,k2

(
Bk1

(q1; t)Bk2
(q2; t)M

ρ ρ
k1,k2

(q1, q2)+

+ Ak1
(q1; t)Ak2

(q2; t)M
p p
k1,k2

(q1, q2)
)

(5.35)

— оператор ентропiї. Для виключення з цього рiвняння параметра µk(q; t) ви-

користаємо термодинамiчне спiввiдношення

δΦ(G)(t)

δ β
SL
µk(q; t)

= 〈ρk(q)〉t,

з якого отримуємо, що

〈ρk(q)〉t =
β

SL

∑

q′,k′

(
Sk′(q

′) − µk′(q
′; t)
)
M

ρ ρ
k′,k(q

′, q), (5.36)
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де Sk(q) = NionSk(q)δwk(q).

Iз (5.36) знаходимо фур’є–компоненту електрохiмiчного потенцiалу

µk(q; t) = Sk(q)−
( β
SL

)−1∑

q′,k′

〈ρk′(q
′)〉t [Mρρ]−1

k′,k(q
′, q), (5.37)

де [Mρρ]−1
k1,k2

(q1, q2) — обернена матриця до матрицi Mρ ρ
k1,k2

(q1, q2),
∑

q′′,k′′

[Mρρ]−1
k,k′′(q, q′′)Mρ ρ

k′′,k′(q
′′, q′) = δq,q′ δk,k′,

З виразу (5.37) видно, що фур’є–образ електрохiмiчного потенцiалу

у гаусciвському наближеннi виражається через структурний фактор iонної

пiдсистеми та фур’є–образ локальної частини псевдопотенцiалу електрон–

iонної взаємодiї. Часова залежнiсть описується середнiм нерiвноважним зна-

ченням густини електронiв, рiзницевим потенцiалом δwk(q) та функцiєю

[Mρρ]−1
k′,k(q

′, q), яка є оберненою до парного незвiдного середнього значен-

ня флуктуацiй густини електронiв. Подiбно iз (5.35) виключається параметр

Ak(q; t), використавши таке термодинамiчне спiввiдношення у гаусciвському

наближеннi:
δΦ(G)(t)

δ β
SL

Ak(q; t)
= 〈pk(q)〉t,

звiдси отримуємо, що

〈pk(q)〉t = − β

SL

∑

q′,k′

Ak′(q
′)Mp p

k′,k(−q′,−q). (5.38)

Iз (5.38) для фур’є–образу параметра Ak(q; t) знаходимо, що

Ak(q; t) = −
( β
SL

)−1∑

q′,k′

〈pk′(q
′)〉t [Mp p]−1

k′,k(q
′, q), (5.39)

де [Mpp]−1
k′,k′′(q

′, q′′) — обернена матриця до матрицi Mp p
k′,k′′(q

′, q′′),
∑

q′′,k′′

[Mpp]−1
k,k′′(q, q′′)Mpp

k′′,k′(q
′′, q′) = δq,q′ δk,k′,

Часова залежнiсть параметра Ak(q; t) описується середнiм значенням операто-

ра густини iмпульсу, яке перенормоване через функцiю [Mp p]−1
k′,k(q

′, q), що є

оберненою до парного незвiдного середнього вiд флуктуацiй оператора густи-

ни iмпульсу електронiв. Враховуючи вирази (5.37) та (5.39), оператор ентропiї
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набуває такого вигляду:

Ŝ(G)(t) = lnZjell −
∑

q1,q2

∑

k1,k2

[
〈ρk1

(q1)〉t [Mρρ]−1
k1,k2

(q1, q2) 〈ρk2
(q2)〉t +

+ 〈pk1
(q1)〉t [Mpp]−1

k1,k2
(q1, q2) 〈pk2

(q2)〉t
]
+

+ β

[
H − 1

SL

∑

q,k

(
Sk(q)−

( β
SL

)−1∑

q′,k′

〈ρk′(q
′)〉t [Mρρ]−1

k′,k(q
′, q)
)
ρk(q)+

+
1

SL

( β
SL

)−1∑

q,q′

∑

k,k′

〈pk′(q
′)〉t [Mpp]−1

k′,k(q
′, q) pk(q)

]
. (5.40)

Для розрахунку нерiвноважного статистичного оператора (5.2) у гаусciвсь-

кому наближеннi з врахуванням (5.34), (5.40) необхiдно розкрити структуру

проекцiйного оператора Кавасакi–Гантона (5.18), дiю його та оператора Лiувiл-

ля на ρ(G)
rel (t). Врахувавши вирази (5.34), (5.40) та

δρ
(G)
rel (t)

δ 〈ρk(q)〉t
= −

∑

q′,k′

(
ρk′(q

′; τ; t) − 〈ρk′(q
′)〉t
)[
Mρρ

]−1

k′,k
(q′, q) ρ(G)

rel (t),

δρ
(G)
rel (t)

δ 〈pk(q)〉t
= −

∑

q′,k′

(
pk′(q

′; τ; t) − 〈pk′(q
′)〉t
)[
Mpp

]−1

k′,k
(q′, q) ρ(G)

rel (t),

де

ρk′(q
′; τ; t) =

1∫

0

dτ
(
ρ

(G)
rel (t)

)τ
ρk′(q

′)
(
ρ

(G)
rel (t)

)−τ
,

pk′(q
′; τ; t) =

1∫

0

dτ
(
ρ

(G)
rel (t)

)τ
pk′(q

′)
(
ρ

(G)
rel (t)

)−τ
,

для проекцiйного оператора Кавасакi–Гантона знаходимо, що

P
(G)
rel (t)ρ′ =

{
ρ

(G)
rel (t)+

+
∑

q,q′

∑

k,k′

(
ρk′(q

′; τ, t) − 〈ρk′(q
′)〉t
)[
Mρρ

]−1

k′,k
(q′, q) 〈ρk(q)〉t ρ(G)

rel (t) Sp ρ′+

+
∑

q,q′

∑

k,k′

(
pk′(q

′; τ, t) − 〈pk′(q
′)〉t
)[
Mpp

]−1

k′,k
(q′, q) 〈pk(q)〉t ρ(G)

rel (t) Sp ρ′−

−
∑

q,q′

∑

k,k′

(
ρk′(q

′; τ, t) − 〈ρk′(q
′)〉t
)[
Mρρ

]−1

k′,k
(q′, q) Sp

(
ρk(q)ρ′

)
ρ

(G)
rel (t)−
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−
∑

q,q′

∑

k,k′

(
pk′(q

′; τ, t) − 〈pk′(q
′)〉t
)[
Mpp

]−1

k′,k
(q′, q) Sp

(
pk(q)ρ′

)
}
ρ

(G)
rel (t). (5.41)

Дiю оператора Лiувiлля на ρ(G)
rel (t), враховуючи (5.39), можна подати так:

iLNρ
(G)
rel (t) =

∑

q,k

W (G)
ρ ρ (k, q; t)

1∫

0

dτ
(
ρ

(G)
rel (t)

)τ
ρ̇k(q)

(
ρ

(G)
rel (t)

)−τ−

−
∑

q,k

W (G)
p p (k, q; t)

1∫

0

dτ
(
ρ

(G)
rel (t)

)τ
ṗk(q)

(
ρ

(G)
rel (t)

)−τ
, (5.42)

де

W (G)
ρ ρ (k, q; t) =

β

SL
µk(q; t) =

=
β

SL

(
Sk(q) −

( β
SL

)−1∑

q′,k′

〈ρk′(q
′)〉t
[
Mρρ

]−1

k′,k
(q′, q)

)
,

W (G)
p p (k, q; t) =

∑

q′,k′

〈pk′(q
′)〉t
[
Mpp

]−1

k′,k
(q′, q),

ρ̇k(q) = iLN ρk(q), ṗk(q) = iLN pk(q),

Тодi, врахувавши вирази (5.41) та (5.42), для нерiвноважного статистичного

оператора отримуємо, що

ρ(t) = ρ
(G)
rel (t) −

∑

q,k

t∫

−∞

eε(t
′−t) T

(G)
rel (t, t′)×

×
{ 1∫

0

dτ
(
ρ

(G)
rel (t

′)
)τ

I (G)
ρ (k, q; t′)

(
ρ

(G)
rel (t

′)
)1−τ

W (G)
ρ ρ (k, q; t′)+

+

1∫

0

dτ
(
ρ

(G)
rel (t

′)
)τ

I (G)
p (k, q; t′)

(
ρ

(G)
rel (t

′)
)1−τ

W (G)
p p (k, q; t′)

}
dt′, (5.43)

де

I (G)
ρ (k, q; t′) =

(
1 − P(G)(t′)

)
iLN ρk(q),

I (G)
p (k, q; t′) =

(
1 − P(G)(t′)

)
iLN pk(q)

— узагальненi потоки, P(G)(t) — проекцiйний оператор типу Морi, дiя якого на

оператор є такою:
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P(G)(t)Â =
∑

q,q′

∑

k,k′

{
δρk′(q

′; t)
[
Mρρ

]−1

k′,k′′
(q′, q′′)

〈
ρk′′(q

′′) Â
〉t
G
+

+ δpk′(q
′; t)
[
Mpp

]−1

k′,k′′
(q′, q′′)

〈
pk′′(q

′′) Â
〉t
G

}
,

де

〈. . .〉tG = Sp
(
. . . ρ(G)

rel (t)
)
,

δρk′(q
′; t) = ρk′(q

′) − 〈ρk′(q
′)〉t ,

δpk′(q
′; t) = pk′(q

′) − 〈pk′(q
′)〉t .

Причому, розкриваючи дiю оператора P(G)(t′) на iLNρk(q), можна показати,

що I (G)
ρ (k, q; t′) = 0. Згiдно з (5.43) нерiвноважний статистичний оператор у

гаусciвському наближеннi для ρ(G)
rel (t) є функцiоналом спостережуваних вели-

чин 〈ρk(q)〉t, 〈pk(q)〉t та узагальнених потокiв густини iмпульсу I
(G)
p (k, q; t′).

За допомогою нерiвноважного статистичного оператора (5.43) для 〈ρk(q)〉t

та 〈pk(q)〉t отримуємо такi рiвняння переносу:
∂

∂t
〈ρk(q)〉t + ik q

1

m
〈pk(q)〉t = 0, (5.44)

∂

∂t
〈pk(q)〉t +

∑

q′,k′

〈
pk(q)ρ̇k′(q

′)
〉t
G
W (G)
ρ ρ (k′, q′; t)−

−
∑

q′,k′

t∫

−∞

eε(t
′−t)ϕ(G)

p p (k, q; k′, q′; t, t′)W (G)
p p (k′, q′; t′) dt′ = 0, (5.45)

де

ϕ(G)
p p (k, q; k′, q′; t, t′) = Sp

(
I (G)
p (k, q; t)T (G)

rel (t, t′)×

×
1∫

0

dτ
(
ρ

(G)
rel (t

′)
)τ

I (G)
p (k′, q′; t′)

(
ρ

(G)
rel (t

′)
)1−τ

)
(5.46)

— узагальнена функцiя пам’ятi, яка описує дисипативнi процеси. Тут врахова-

но, що
〈
ṗk(q)

〉t
G

= −
∑

q′,k′

〈
pk(q)ρ̇k′(q

′)
〉t
G
W (G)
ρ ρ (k′, q′; t). (5.47)

Вираз (5.46) є часовою кореляцiйною функцiєю узагальнених потокiв
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оператора густини iмпульсу, усереднення в якiй виконується iз квазiрiвно-

важним статистичним оператором ρ
(G)
rel (t) у гаусciвському наближеннi. Вираз

ṗk(q) = iLNpk(q) = ik q :
↔
Tk(q) визначає оператор тензора в’язких напружень

електронної пiдсистеми. Це означає, що узагальнена функцiя пам’ятi (5.46)

визначає узагальнений коефiцiєнт в’язкостi електронної пiдсистеми:

ϕ(G)
p p (k, q; k′, q′; t, t′) = −k q : η(G)(k, q; k′, q′; t, t′′) : k′ q′.

Зауважимо, що система рiвнянь (5.44), (5.45) буде мати таку ж структуру

i для слабонерiвноважних процесiв, але лише з єдиною замiною у вiдповiдних

усередненнях: ρ(G)
rel (t) → ρ0, тобто

ρ0
rel(t) = ρ0

{
1 +

∑

q,q′

∑

k,k′

[
δρk′(q

′, t)
[
M̃ρρ

]−1

k′,k
(q, q′)

1∫

0

dτ ρτ0 ρk(q) ρ−τ0 +

+ δpk′(q
′, t)
[
M̃pp

]−1

k′,k
(q, q′)

1∫

0

dτ ρτ0 pk(q) ρ−τ0

]}
,

де ρ0 — рiвноважний статистичний оператор системи.

Далi розглянуто наступне за гаусciвським наближення для квазiрiвноваж-

ної статистичної суми, коли враховуються статичнi кореляцiї мiж оператором

густини електронiв та оператором густини їх iмпульсу на рiвнi рiвноважних

середнiх моментiв третього порядку.

Наближення третiх незвiдних середнiх. Нелiнiйнi рiвняння гiдродина-

мiки в’язко-еластичного опису. Згiдно з (5.30), (5.31), релевантний статис-

тичний оператор ρrel(t) у наближеннi третiх кумулянтних середнiх має такий

вигляд:

ρ
(G+1)
rel (t) = exp

{
− Ŝ(G+1)(t)

}
, (5.48)

де

Ŝ(G+1)(t) = lnZjell+ (5.49)

+ β

[
H − 1

SL

∑

q,k

(
µk(q; t) ρk(q) + Ak(q; t) pk(q)

)]
− Φ

(G+1)(t),
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Φ
(G+1)(t) =

1

2

( β
SL

)2∑

q1,q2

∑

k1,k2

[
Bk1

(q1; t)M
ρ ρ
k1,k2

(q1, q2)Bk2
(q2; t)+

+ Ak1
(q1; t)M

p p
k1,k2

(q1, q2)Ak2
(q2; t)

]
+

+
i

3!

( β
SL

)3 ∑

q1,q2,q3

∑

k1,k2,k3

[
Bk1

(q1; t)Bk2
(q2; t)Bk3

(q3; t)M
ρ ρ ρ
k1,k2,k3

(q1, q2, q3)+

+ 3Ak1
(q1; t)M

p p p
k1,k2,k3

(q1, q2, q3)Ak2
(q2; t)Bk3

(q3; t)

]
. (5.50)

Для того, щоб отримати явний вигляд нерiвноважного статистичного опе-

ратора та рiвнянь переносу у наближеннi (5.48) необхiдно виключити парамет-

ри µk(q; t) та Ak(q; t) iз виразу (5.49). Як i у випадку гаусciвського наближення,

для цього використовуємо такi термодинамiчнi спiввiдношення:

δΦ(G+1)(t)

δ β
SL
µk(q; t)

= 〈ρk(q)〉t, (5.51)

δΦ(G+1)(t)

δ β
SL

Ak(q; t)
= 〈pk(q)〉t. (5.52)

Врахувавши структуру Φ(G+1)(t) у виразi для Ŝ(G+1)(t), iз (5.51) отримуємо таке

рiвняння для визначення електрохiмiчного потенцiалу електронної пiдсистеми

напiвобмеженого металу:

〈ρk(q)〉t =
β

SL

∑

q1,k1

Bk1
(q1; t)M

ρ ρ
k1,k

(q1, q)+

+
i

2!

( β
SL

)2∑

q1,q2

∑

k1,k2

[
Bk1

(q1; t)M
ρ ρ ρ
k1,k2,k

(q1, q2, q)Bk2
(q2; t)−

− 3Ak1
(q1; t)M

ρ ρ ρ
k1,k2,k

(q1, q2, q)Ak2
(q2; t)

]
, (5.53)

а для визначення Ak(q; t) iз (5.52) знаходимо таке рiвняння:

〈pk(q)〉t = − β

SL

∑

q1,k1

Ak1
(q1; t)M

p p
k1,k

(q1, q)−

− i
( β
SL

)2∑

q1,q2

∑

k1,k2

Ak1
(q1; t)M

p p ρ
k1,k2,k

(q1, q2, q)Bk2
(q2; t). (5.54)

Далi застосуємо наближення [375], яке полягає в лiнеаризацiї рiвнянь (5.53),

(5.54) з використанням значень µk(q; t) (5.37) та Ak(q; t) (5.39) у гаусciвському
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наближеннi. Тодi iз (5.54) отримуємо, що

〈pk(q)〉t = − β

SL

∑

q1,k1

Ak1
(q1; t)G

(3)
k1,k

(q1, q; t), (5.55)

G
(3)
k1,k

(q1, q; t) = M
p p
k1,k

(q1, q)+

+ i
∑

q′,q2

∑

k′,k2

〈ρk′(q
′; t)〉t

[
Mρρ

]−1

k′,k2
(q′, q2)M

p p ρ
k1,k2,k

(q1, q2, q). (5.56)

Iз спiввiдношення (5.55) отримуємо, що

Ak1
(q1; t) = −

( β
SL

)−1∑

q′,k′

〈pk′(q
′)〉t
[
G(3)

]−1

k′,k1
(q′, q1; t), (5.57)

де
[
G(3)

]−1

k1,k
(q1, q; t) — обернена матриця до матрицi G

(3)
k1,k

(q1, q; t),
∑

q′′,k′′

[
G(3)

]−1

k′,k′′
(q′, q′′; t)G(3)

k′′,k1
(q′′, q1; t) = δq′,q1

δk′,k1
.

Використавши (5.57) з врахуванням лiнеаризацiї (5.53), рiвняння для визначен-

ня µk(q; t) подамо у такому виглядi:

〈ρk(q)〉t =
β

SL

∑

q′,k′

(
Sk′(q

′) − µk′(q
′; t)
)
M

ρρ
k′,k(q

′, q)+

+ i
β

SL

∑

q1,q2,q′

∑

k1,k2,k′

〈ρk′(q
′)〉t
[
Mρ ρ

]−1

k′,k1
(q′, q1)×

×
(
Sk2

(q2) − µk2
(q2; t)

)
M

ρ ρ ρ
k1,k2,k

(q1, q2, q)−

− 3i

2!

∑

q′,q′′

∑

k′,k′′

〈pk′(q
′)〉t Kp p ρ

k′,k′′,k(q
′, q′′, q) 〈pk′′(q

′′)〉t , (5.58)

де

K
p p ρ
k′,k′′,k(q

′, q′′, q) =
∑

q1,q2

∑

k1,k2

[
G(3)

]−1

k′,k1
(q′, q1; t)M

p p ρ
k1,k2,k

(q1, q2, q)
[
G(3)

]−1

k2,k′′
(q2, q

′′; t)

— функцiя, що враховує складне перенормування кумулянтного середнього

«iмпульс–iмпульс–густина». Вираз (5.58) перепишемо, видiливши доданок iз

µk(q; t):

〈ρk(q)〉t =
β

SL
G

(1)
k (q) − β

SL

∑

q′,k′

µk′(q
′; t)G(2)

k′,k(q
′, q; t)−

− 3i

2!

∑

q′,q′′

∑

k′,k′′

〈pk′(q
′)〉t Kp p ρ

k′,k′′,k(q
′, q′′, q), (5.59)
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де

G
(1)
k (q) =

∑

q′,k′

(
Sk′(q

′)Mρ ρ
k′,k(q

′, q)+

+ i
∑

q1,q2

∑

k1,k2

〈ρk′(q
′)〉t
[
Mρ ρ

]−1

k′,k1
(q′, q1)Sk2

(q2)M
ρ ρ ρ
k1,k2,k

(q1, q2, q)
)
,

G
(2)
k′,k(q

′, q; t) = M
ρ ρ
k′,k(q

′, q)+

+
∑

q1,q2

∑

k1,k2

〈ρk′(q
′)〉t
[
Mρρ

]−1

k′,k1
(q′, q1)M

ρ ρ ρ
k1,k2,k

(q1, q2, q).

Iз (5.59) отримуємо, що

µk(q; t) = −
( β
SL

)−1∑

q′,k′

(
〈ρk′(q

′)〉t − β

SL
G

(1)
k′ (q′)

)[
G(2)

]−1

k′,k
(q′, q; t)+

+
3i

2!

( β
SL

)−1∑

q′,q′′

∑

k′,k′′

〈pk′(q
′)〉t Kp p ρ

k′,k′′,k(q
′, q′′, q; t) 〈pk′′(q

′′)〉t , (5.60)

де
[
G(2)

]−1

k2,k
(q2, q; t) — обернена матриця до матрицi G

(2)
k′,k(q

′, q; t),
∑

q′′,k′′

[
G(2)

]−1

k′,k′′
(q′, q′′; t)G(2)

k′′,k1
(q′′, q1; t) = δq′,q1

δk′,k1
,

K
p p ρ

k′,k′′,k(q
′, q′′, q; t) =

∑

q1,k1

K
p p ρ
k′,k′′,k1

(q′, q′′, q1; t)
[
G(2)

]−1

k1,k
(q1, q; t).

Тодi з врахуванням (5.60) та (5.57) оператор ентропiї Ŝ(G+1)(t) (5.49) можна

записати у такому виглядi:

Ŝ(G+1)(t) = lnZjell + βH+

+
∑

q,k

[
∑

q′,k′

(
〈ρk′(q

′)〉t − β

SL
G

(1)
k′ (q′)

)[
G(2)

]−1

k′,k
(q′, q; t) ρk(q)−

− 3i

2!

∑

q′,q′′

∑

k′,k′′

〈pk′(q
′)〉t Kp p ρ

k′,k′′,k(q
′, q′′, q; t) 〈pk′′(q

′′)〉t ρk(q)

]
−

− Φ
(G+1)(t),

де Φ
(G+1)(t), згiдно з (5.50), (5.57) та (5.60), буде функцiєю високого поряд-

ку за параметрами скороченого опису 〈ρk(q)〉t, 〈pk(q)〉t, включаючи шостий за

〈pk(q)〉t i його структура є важливою для розрахунку проекцiйного оператора

Кавасакi–Гантона (5.18) у доданках iз δρ(G+1)
rel (t)/δ〈ρk(q)〉t, δρ(G+1)

rel (t)/δ〈pk(q)〉t.
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Далi врахувавши, що

iLNρ
(G+1)
rel (t) =

∑

q,k

1∫

0

dτ
(
ρ

(G+1)
rel (t)

)τ
ρ̇k(q)

(
ρ

(G+1)
rel (t)

)1−τ
W (G+1)
ρ ρ (k, q; t)−

−
∑

q,k

1∫

0

dτ
(
ρ

(G+1)
rel (t)

)τ
ṗk(q)

(
ρ

(G+1)
rel (t)

)1−τ
W (G+1)

p p (k, q; t),

де

W (G+1)
ρ ρ (k, q; t) =

∑

q′,k′

(
〈ρk′(q

′)〉t − β

SL
G

(1)
k′ (q′)

)[
G(2)

]−1

k′,k
(q′, q; t)−

− 3i

2!

∑

q′,q′′

∑

k′,k′′

〈pk′(q
′)〉t Kp p ρ

k′,k′′,k(q
′, q′′, q; t) 〈pk′′(q

′′)〉t ,

W (G+1)
p p (k, q; t) =

∑

q′,k′

〈pk′(q
′)〉t
[
G(3)

]−1

k′,k
(q′, q; t),

згiдно з (5.17) отримуємо нерiвноважний статистичний оператор у такому

виглядi:

ρ(t) = ρ
(G+1)
rel (t) −

∑

q,k

t∫

−∞

eε(t
′−t) T

(G+1)
rel (t, t′)

(
1 − P

(G+1)
rel (t′)

)
×

×
[ 1∫

0

dτ
(
ρ

(G+1)
rel (t′)

)τ
ρ̇k(q)

(
ρ

(G+1)
rel (t′)

)1−τ
W (G+1)
ρ ρ (k, q; t′)+

+

1∫

0

dτ
(
ρ

(G+1)
rel (t′)

)τ
ṗk(q)

(
ρ

(G+1)
rel (t′)

)1−τ
W (G+1)

p p (k, q; t)

]
dt′,

за допомогою якого рiвняння переносу для параметрiв скороченого опису

〈ρk(q)〉t та 〈pk(q)〉t запишемо так:
∂

∂t
〈ρk(q)〉t = 〈ρ̇k(q)〉t(G+1)−

−
∑

q′,k′

t∫

−∞

eε(t
′−t)

Φ
(G+1)
ρ ρ (k, q, k′, q′; t, t′)W (G+1)

ρ ρ (k, q; t′) dt′−

−
∑

q′,k′

t∫

−∞

eε(t
′−t)

Φ
(G+1)
ρ p (k, q, k′, q′; t, t′)W (G+1)

p p (k, q; t′) dt′, (5.61)

∂

∂t
〈pk(q)〉t = 〈ṗk(q)〉t(G+1)−
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−
∑

q′,k′

t∫

−∞

eε(t
′−t)

Φ
(G+1)
p ρ (k, q, k′, q′; t, t′)W (G+1)

ρ ρ (k, q; t′) dt′−

−
∑

q′,k′

t∫

−∞

eε(t
′−t)

Φ
(G+1)
p p (k, q, k′, q′; t, t′)W (G+1)

p p (k, q; t′) dt′, (5.62)

де 〈. . .〉t(G+1) = Sp(. . . ρ(G+1)
rel (t)), Φ(G+1)

ρρ (k, q, k′, q′; t, t′), Φ
(G+1)
ρ p (k, q, k′, q′; t, t′),

Φ
(G+1)
p ρ (k, q, k′, q′; t, t′), Φ

(G+1)
p p (k, q, k′, q′; t, t′) — узагальненi ядра переносу,

якi описують дифузiйнi, в’язко-дифузiйнi та в’язкi процеси для елек-

тронної пiдсистеми напiвобмеженого металу. Зокрема, ядра переносу

Φ
(G+1)
ρ ρ (k, q, k′, q′; t, t′) та Φ

(G+1)
p p (k, q, k′, q′; t, t′) є такими:

Φ
(G+1)
ρ ρ (k, q, k′, q′; t, t′) =

〈
ρ̇k(q)T (G+1)

rel (t, t′)
(
1 − P(G+1)

q (t′)
)
×

×
1∫

0

dτ
(
ρ

(G+1)
rel (t′)

)τ
ρ̇k′(q

′)
(
ρ

(G+1)
rel (t′)

)−τ〉t′

(G+1)
=

= k q · D(G+1)(k, q, k′, q′; t, t′) · k′ q′,

Φ
(G+1)
p p (k, q, k′, q′; t, t′) =

〈
ṗk(q)T (G+1)

rel (t, t′)
(
1 − P

(G+1)
rel (t′)

)
×

×
1∫

0

dτ
(
ρ

(G+1)
rel (t′)

)τ
ṗk′(q

′)
(
ρ

(G+1)
rel (t′)

)−τ〉t′

(G+1)
=

= k q : η(G+1)(k, q, k′, q′; t, t′) : k′ q′,

де D(G+1)(k, q, k′, q′; t, t′), η(G+1)(k, q, k′, q′; t, t′) — коефiцiєнти нелiнiйної ди-

фузiї та нелiнiйної в’язкостi електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу.

Узагальненi рiвняння переносу (5.61) та (5.62), як i нерiвноважний статистич-

ний оператор, є сильно нелiнiйними порiвняно iз рiвняннями переносу (5.44)

та (5.45), що вiдповiдають гаусciвському наближенню для ρ(G)
rel (t).

Отже, для опису в’язко-еластичних процесiв для електронної пiдсисте-

ми напiвобмеженого металу застосовано метод нерiвноважного статистичного

оператора, коли параметрами скороченого опису є нерiвноважне середнє зна-

чення густини електронiв та густини їх iмпульсу. Для такої системи методом

функцiонального iнтегрування розраховано квазiрiвноважну статистичну суму
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у випадку локального псевдопотенцiалу електрон–iонної взаємодiї в металi у

гаусciвському та наступному за ним наближеннях за динамiчними електронни-

ми кореляцiями. На основi них отримано вирази для нерiвноважного статистич-

ного оператора у гаусciвському та наступному за ним наближеннях за динамiч-

ними електронними кореляцiями, що дає можливiсть вийти за межi лiнiйного

наближення за градiєнтами електрохiмiчного потенцiалу та середньої густини

швидкостi електронiв. У вiдповiдних наближеннях для нерiвноважного статис-

тичного оператора отримано узагальненi рiвняння переносу для нерiвноважних

середнiх значень густин електронiв та їх iмпульсу, якi можуть застосовуватись

для опису сильно нерiвноважних процесiв для електронної пiдсистеми напiвоб-

меженого металу. Узагальненi ядра переносу, що пов’язанi, зокрема, з узагаль-

неним коефiцiєнтом в’язкостi електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу,

та входять у вiдповiднi рiвняння переносу розраховуються з квазiрiвноважним

статистичним оператором у вiдповiдних наближеннях: гаусciвському (5.34) та

наступному за ним (5.48). Важливим моментом у такому пiдходi є те, що часовi

кореляцiйнi функцiї, узагальненi ядра переносу розраховуються iз квазiрiвно-

важним статистичним оператором у вiдповiдному наближеннi та є функцiона-

лами спостережуваних величин 〈ρk(q)〉t, 〈pk(q)〉t певного порядку. Окремий i

важливий iнтерес у такому пiдходi становлять дослiдження динамiчного струк-

турного фактора для нерiвноважної електронної пiдсистеми напiвобмеженого

металу.

5.3. Висновки

Для опису електродифузiйних процесiв для електронної пiдсистеми напiв-

обмеженого металу застосовано метод нерiвноважного статистичного операто-

ра, коли єдиним параметром скороченого опису є нерiвноважне середнє зна-

чення густини електронiв. Для такої системи розраховано квазiрiвноважну ста-

тистичну суму у разi локального псевдопотенцiалу електрон–iонної взаємодiї в

металi у гаусciвському та вищих наближеннях за динамiчними електронними

кореляцiями. На основi них отримано вирази для нерiвноважного статистично-
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го оператора у гаусciвському та наступному за ним наближеннях за динамiч-

ними електронними кореляцiями, що дає можливiсть вийти за межi лiнiйного

наближення за електрохiмiчним потенцiалом. У вiдповiдних наближеннях для

нерiвноважного статистичного оператора отримано узагальненi рiвняння пере-

носу (узагальненi рiвняння дифузiї) для нерiвноважного середнього значення

густини електронiв, якi можуть застосовуватись для опису сильно нерiвноваж-

них процесiв для електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу. Узагальненi

коефiцiєнти дифузiї електронiв напiвобмеженого металу, якi входять у вiдповiд-

нi рiвняння переносу, розраховуються з квазiрiвноважним статистичним опера-

тором у гаусciвському та наступному за ним наближеннях. Важливим момен-

том у такому пiдходi є те, що часовi кореляцiйнi функцiї, узагальненi коефiцiєн-

ти дифузiї розраховуються iз релевантиним (квазiрiвноважним) статистичним

оператором у вiдповiдному наближеннi та є функцiоналами спостережуваних

величин 〈ρk(q)〉t певного порядку.

Описано в’язко-еластичнi процеси для електронної пiдсистеми напiвобме-

женого металу, застосувавши метод нерiвноважного статистичного оператора,

коли параметрами скороченого опису є нерiвноважне середнє значення густи-

ни електронiв та густини їх iмпульсу. Розраховано квазiрiвноважну статистич-

ну суму у разi локального псевдопотенцiалу електрон–iонної взаємодiї в ме-

талi та нерiвноважний статистичний оператор у гаусciвському та наступному

за ним наближеннях за динамiчними електронними кореляцiями, що дає мож-

ливiсть вийти за межi лiнiйного наближення за градiєнтами електрохiмiчного

потенцiалу та середньої густини швидкостi електронiв. Отримано узагальненi

рiвняння нелiнiйної гiдродинамiки для нерiвноважних середнiх значень густин

електронiв та їх iмпульсу, якi можуть застосовуватись для опису сильно нерiв-

новажних процесiв для електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу. Уза-

гальненi ядра переносу, що пов’язанi, зокрема, з узагальненим коефiцiєнтом

в’язкостi електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу, якi входять у вiд-

повiднi рiвняння переносу, розраховуються з квазiрiвноважним статистичним



192

оператором у вiдповiдних наближеннях: гаусciвському (5.34) та наступному за

ним (5.48). При цьому часовi кореляцiйнi функцiї, узагальненi ядра перено-

су розраховуються iз релевантним (квазiрiвноважним) статистичним операто-

ром у вiдповiдних наближеннях i є функцiоналами спостережуваних величин

〈ρk(q)〉t, 〈pk(q)〉t певного порядку. У той же час нерiвноважнi середнi 〈ρk(q)〉t,
〈pk(q)〉t входять в усередненi рiвняння Максвелла (5.27) i у такий спосiб отри-

мано тiсний зв’язок в’язко-еластичних процесiв переносу iз електромагнiтними

процесами.



РОЗДIЛ 6

НЕРIВНОВАЖНИЙ КВАНТОВО-СТАТИСТИЧНИЙ ОПИС

РЕАКЦIЙНО-ДИФУЗIЙНИХ ПРОЦЕСIВ У СТАТИСТИКАХ

РЕНI ТА ГIББСА

У цьому роздiлi розроблено один iз пiдходiв формулювання екстенсивної

статистичної механiки нерiвноважних процесiв [63] на основi методу нерiв-

новажного статистичного оператора Зубарєва [18–21] та принципу максиму-

му ентропiї Ренi. Запропонований пiдхiд застосовано до опису реакцiйно-

дифузiйних процесiв у системi «метал–адсорбат–газ», на основi якого для ви-

падку q = 1, що вiдповiдає статистицi Гiббса, описано реакцiйно-дифузiйнi

процеси в системi «метал–промотори–адсорбат–газ». За допомогою отримано-

го у цьому роздiлi нерiвноважного статистичного оператора побудовано уза-

гальненi рiвняння переносу для в’язко-реакцiйно-дифузiйної моделi системи

«метал–промотори–адсорбат–газ», якi детально проаналiзовано у випадку сла-

бонерiвноважних процесiв. У запропонованому пiдходi отримано рiвняння хi-

мiчних реакцiй типу Кеттано.

На основi узагальнених рiвнянь переносу обґрунтовано та побудовано ма-

тематичну модель реакцiйно-дифузiйних процесiв для механiзму Ленгмюра–

Гiншелвуда на поверхнi платинового каталiзатора у разi двокомпонентної су-

мiшi частинок.

Запропоновано новий пiдхiд для розрахунку площi поперечного перерiзу

розсiяння iонiзованих атомiв у полi вiстря детектора, який полягає у поєднан-

нi класичного опису процесу наближення атома до вiстря та квантового опису

процесу iонiзацiї атома. Це дало змогу отримати спiвмiрнi з експериментальни-

ми даними значення площей поперечного перерiзу розсiяння iонiзованих атомiв

гелiю для рiзних температур.

Основнi результати цього роздiлу опублiковано у працях [377–379].
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6.1. Нерiвноважний статистичний оператор для системи

«метал–адсорбат–газ»

У цьому пiдроздiлi розвинуто статистичний пiдхiд узгодженого опису

реакцiйно-дифузiйних процесiв у системi «метал–адсорбат–газ» iз використан-

ням методу нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва в статистицi

Ренi.

Для послiдовного опису процесiв взаємодiї атомiв газу з електронною пiд-

системою металу та адсорбованими на його поверхнi атомами газу необхiд-

но врахувати цiлий ряд характерних особливостей, якi пов’язанi з ефектами

екранування та поверхневою дифузiєю. Розглядаємо систему «метал–адсорбат–

газ». Нехай пiд час взаємодiї атомiв (молекул) газу з поверхнею металу частина

їх адсорбується, Na — кiлькiсть неадсорбованих атомiв (молекул), Nā — кiль-

кiсть адсорбованих атомiв (молекул) на поверхнi металу. Пiдсистему атомiв

газу розглядаємо як класичну систему взаємодiючих частинок з гамiльтонiа-

ном

Ha =

Na∑

j=1

P2
j

2Ma
+

1

2

Na∑

j 6=j′=1

Vaa(|Rj − Rj′|),

де Pj — iмпульс атома (молекули) газу, Ma — його маса, Rj — радiус–вектор j-го

атома (молекули) газу, Vaa(|Rj −Rj′|) — парний потенцiал взаємодiї двох атомiв

(молекул) газу.

Атоми (молекули) газу взаємодiють з електронами пiдсистеми «метал–

адсорбат», iонами металу та адсорбованими атомами. Цю частину енергiї вза-

ємодiї позначимо H int
a ,

H int
a =

Na∑

j=1

Ne∑

i=1

Vae(|Rj − ri|) +

Na∑

j=1

Nion∑

i=1

Vai(|Rj − Ri|) +

Na∑

j=1

Nā∑

i=1

Vaā(|Rj − Ri|),

де ri — радiус–вектор i-го електрона, Ri — радiус–вектор i-го адсорбованого на

поверхнi металу атома, Vae — потенцiал взаємодiї електронiв металу з атомами

газу, Vai — потенцiал взаємодiї атома газу з iоном металу, Vaā — потенцiал вза-

ємодiї атома газу з адсорбованим атомом (молекулою), Ne — загальна кiлькiсть
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електронiв, Nion — кiлькiсть iонiв металу.

Електрони системи «метал–адсорбат» взаємодiють мiж собою, з iонами

металу з мiкроскопiчною густиною заряду ρ̂i(R), iонами адсорбованих на по-

верхнi металу атомiв газу з густиною заряду ρ̂ā(R). Гамiльтонiан електронної

пiдсистеми складається з кiнетичної енергiї, енергiї кулонiвської мiжелектрон-

ної взаємодiї, потенцiалiв взаємодiї електронiв з iонами металу та адсорбова-

ними атомами газу, тобто

He = − h̄2

2m

Ne∑

i=1

∆i +
1

2

Ne∑

i 6=j=1

e2

|ri − rj|
−

Ne∑

i=1

∫
dR

eρ̂i(R)

|ri − R| −
Ne∑

i=1

∫
dR

eρ̂ā(R)

|ri − R|
.

Крiм цього, необхiдно ще врахувати кiнетичну енергiю адсорбованих ато-

мiв газу на поверхнi металу, потенцiальну енергiю взаємодiї мiж адсорбовани-

ми атомами, потенцiальну енергiю мiжiонної взаємодiї та потенцiальну енергiю

взаємодiї мiж адсорбованими атомами газу та iонами металу:

H int
i = − h̄2

2Mā

Nā∑

j=1

∆j +
1

2

∫
dR

∫
dR

′ ρ̂ā(R) ρ̂ā(R
′
)

|R − R
′|

+

+

∫
dR

∫
dR′ ρ̂ā(R) ρ̂i(R

′)

|R − R′|
+

1

2

∫
dR

∫
dR′ ρ̂i(R) ρ̂i(R

′)

|R − R′| .

Отже, повний гамiльтонiан системи має такий вигляд:

H = He + H int
i + Ha + H int

a +
∑

α={j,a,ā}

Nα∑

l=1

Uα(Rf ),

де Uα(Rf ) — неоднорiдний ефективний потенцiал поверхнi, що формується ко-

лективними ефектами в системi «метал–адсорбат–газ».

Узгоджений опис кiнетики електронiв металу та хiмiчних реакцiй мiж ад-

сорбованими на нiй атомами вимагає врахування як ефектiв екранування, так

i поверхневої дифузiї для адсорбованих атомiв та дифузiї газової фази. Зо-

крема, бiля поверхнi металу в неоднорiдному електричному полi, що ство-

рюється електронами провiдностi та локалiзованими електронами (наприклад,

d-електронами перехiдних металiв) та iонами поверхнi металу, молекули газу

поляризуються та можуть зазнавати дисоцiацiї, iонiзацiї. Продукти дисоцiацiї

в кiнцевому результатi адсорбуються на поверхнi металу. Саме так протiкає
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дисоцiацiя молекул газу в багатьох каталiтичних реакцiях [380–382]. Далi про-

дукти дисоцiацiї рiзних молекул, що адсорбованi на поверхнi металу, вступа-

ють у хiмiчнi реакцiї, енергетичний порiг яких значно нижчий за той, який є в

об’ємних умовах без каталiзатора. Пiсля цього продукти реакцiй десорбуються

з поверхнi. Сучаснi каталiтичнi реакцiї на поверхнi, як правило, бiмолекулярнi,

тобто

A + B ⇄ AB,

хоча в процесi їх перебiгу активну участь приймають електрони поверхнi ме-

талу. Це проявляється через електрон–iон–молекулярнi взаємодiї.

Гамiльтонiан системи «метал–адсорбат–газ» має такий вигляд [24]:

H = H ′ + Hreac, H ′ = Ha + H int
a ,

де Ha — гамiльтонiан газової пiдсистеми, атоми (молекули) якої розглядаються

класично, H int
a — гамiльтонiан, який описує взаємодiї мiж атомами (молекула-

ми) газу та адсорбованими на поверхнi металу атомами, Hreac — гамiльтонiан

взаємодiї для хiмiчних реакцiй мiж адсорбованими атомами) на поверхнi мета-

лу такого типу:

Hreac =
∑

ā,b̄,ā′,b̄′

[〈
ā′, b̄′ |Φreac| ā, b̄

〉
q̂
†
ā′q̂

†
b̄′
q̂āq̂b̄ +

〈
ā′, b̄′ |Φreac| ā, b̄

〉∗
q̂
†
āq̂

†
b̄
q̂ā′q̂b̄′

]

(6.1)

з амплiтудами реакцiй 〈ā′, b̄′|Φreac|ā, b̄〉 = 〈ā, b̄|Φreac|ā′, b̄′〉 мiж реагентами A, B

i продуктами реакцiй AB, якi вважаємо вiдомими з квантової механiки (надалi

використовуються iндекси ā, b̄ та ā′, b̄′ для станiв реагентiв A, B (атомiв або

молекул) i для станiв атомiв у продуктах реакцiй AB). Тут q̂†
ā′, q̂†

b̄′
, q̂†

ā, q̂†
b̄

та q̂ā′,

q̂b̄′, q̂ā, q̂b̄ є операторами народження та знищення станiв атомiв ā′, b̄′, ā i b̄ для

молекул AB, A i B.

Для узгодженого опису атомних реакцiйно-дифузiйних процесiв у системi

«метал–адсорбат–газ» за основнi параметри скороченого опису обрано середнi

значення густин кiлькостi неадсорбованих i адсорбованих на поверхнi металу
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атомiв (молекул) газу [24]:

〈n̂a(R)〉t = Sp
(
n̂a(R) ρ(t)

)
, (6.2)

〈
n̂νā(R)

〉t
= Sp

(
n̂νā(R) ρ(t)

)
, (6.3)

де n̂a(R) =
∑Na

j=1 δ(R−Rj) — мiкроскопiчна густина кiлькостi атомiв (молекул)

газу, n̂νā(R) — оператор густини кiлькостi атомiв (молекул) газу, якi адсорбованi

у станi ν на поверхнi металу

n̂νā(R) =

Nā∑

j=1

ψ̂
†
νj(R) ψ̂νj(R),

ψ̂
†
νj(R) та ψ̂νj(R) — оператори народження та знищення адсорбованих атомiв га-

зу в станi ν на поверхнi металу, якi задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

бозе-типу. Оскiльки у цiй моделi явно не розглядається поверхня каталiзатора,

то пiд станами ν i µ слiд розумiти адсорбцiйнi центри, в яких можуть перебу-

вати атоми.

Крiм того, за ще один параметр скороченого опису вибрано нерiвноважну

парну функцiю розподiлу адсорбованих атомiв на поверхнi металу
〈
Ĝ
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)
〉t

= Sp
(
Ĝ
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
) ρ(t)

)
, (6.4)

де Ĝ
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
) = n̂νā(R)n̂

µ

b̄
(R

′
). Таке введення нерiвноважної парної функцiї роз-

подiлу для адсорбованих атомiв є розширенням кiлькостi параметрiв скороче-

ного опису з метою опису хiмiчних реакцiй та колективних ефектiв на поверх-

нi металу. Якщо мiж адсорбованими атомами виникає хiмiчний зв’язок, який

стимульований поверхнею металу, то перейшовши вiд систем координат, що

пов’язана з кожним атомом n̂νā(R) та n̂
µ

b̄
(R), до системи центрiв мас, знайде-

мо координату Lāb̄ молекули (кластера), що складається з двох атомiв у ста-

нах µ та ν. Тодi 〈Ĝν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)〉t буде середньою густиною кiлькостi молекул, якi

утворилися внаслiдок хiмiчної реакцiї мiж адсорбованими атомами на поверх-

нi металу. I навпаки, молекули, що складаються з двох атомiв у станах µ та ν

пiд дiєю неоднорiдного електричного поля поверхнi металу можуть спочатку

дисоцiювати на атоми, якi далi адсорбуватимуться поверхнею металу. У тако-
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му разi 〈Ĝν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)〉t буде нерiвноважною функцiєю розподiлу адсорбованих

атомiв на поверхнi металу. Згiдно з (1.33) релевантний статистичний опера-

тор для вибраного основного набору параметрiв скороченого опису атомних

реакцiйно-дифузiйних процесiв у системi «метал–адсорбат–газ» є таким:

ρrel(t) =
1

ZR(t)

[
1 − q − 1

q
β

(
δH(t) −

∑

a

∫
dRµa(R; t) δn̂a(R; t)−

−
∑

ā

∑

ν

∫
dRµνā(R; t) δn̂νā(R; t)−

−
∑

ā,b̄

∑

ν,µ

∫
dR

∫
dR

′
M

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t) δĜ

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t)

)] 1
q−1

, (6.5)

ZR(t) = Sp

[
1 − q − 1

q
β

(
δH −

∑

a

∫
dRµa(r; t) δn̂a(R; t)−

−
∑

ā

∑

ν

∫
dRµνā(R; t) δn̂νā(R; t)−

−
∑

ā,b̄

∑

ν,µ

∫
dR

∫
dR

′
M

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t) δĜ

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t)

)] 1
q−1

— статистична сума релевантного статистичного оператора, де

Sp(. . .) =
∏

α

∫
(dx)Nα

Nα! (2πh̄)3Nα
Sp(ν,ξ,σ)(. . .), dx =

{
dR dP, dR dP

}
, Nα = {Na,Nā},

Sp(ν,ξ,σ) — усереднене пiдсумовування за всiма значеннями спiна та квантових

чисел. Параметри µa(R; t), µνā(R; t), M
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t) необхiдно визначити iз вiд-

повiдних умов самоузгодження:

〈n̂a(R)〉t = 〈n̂a(R)〉trel ,
〈
n̂νā(R)

〉t
=
〈
n̂νā(R)

〉t
rel

,
〈
Ĝ
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)
〉t

= 〈Ĝν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)〉trel,

з яких знаходимо, що µa(R; t) — локальний хiмiчний потенцiал атомiв газу,

µνā(R; t) — локальний хiмiчний потенцiал адсорбованого атома у станi ν на

поверхнi металу, M
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t) — локальний хiмiчний потенцiал кластера на
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поверхнi металу. Крiм того,

δH(t) = H − 〈H〉t, δn̂a(R; t) = n̂a(R) − 〈n̂a(R)〉t ,

δn̂νā(R; t) = n̂νā(R) − 〈n̂νā(R)〉t, δĜ
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t) = Ĝ

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
) −

〈
Ĝ
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)
〉t

.

Згiдно з (1.39) i (6.5) нерiвноважний статистичний оператор системи «метал–

адсорбат–газ» має такий вигляд:

ρ(t) = ρrel(t) +
∑

a

∫
dR

t∫

−∞

eε(t
′−t) T(t, t′)×

×
( 1∫

0

dτ ρτrel(t
′) Ia(R; t′) ρ1−τ

rel (t′) βµa(R; t′)

)
dt′+

+
∑

ā

∑

ν

∫
dR

t∫

−∞

eε(t
′−t) T (t, t′)×

×
( 1∫

0

dτ ρτrel(t
′) I νā (R; t′) ρ1−τ

rel (t′) βµνā(R; t′)

)
dt′+

+
∑

ā,b̄

∑

ν,µ

∫
dR

∫
dR

′
t∫

−∞

eε(t
′−t) T (t, t′)×

×
( 1∫

0

dτ ρτrel(t
′) I

ν,µ
Gā,b̄

(R,R
′
; t′) ρ1−τ

rel (t′) βMν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t′)

)
dt′, (6.6)

де

[Ia(R; t′) =
(
1 − P(t′)

)1
q
ψ−1(t) ˙̂na(R),

I νā (R; t′) =
(
1 − P(t′)

)1
q
ψ−1(t) ˙̂nνā(R),

I
ν,µ
Gā,b̄

(R,R
′
; t′) =

(
1 − P(t′)

)1
q
ψ−1(t) ˙̂G

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
) (6.7)

— узагальненi потоки, якi описують реакцiйно-дифузiйнi процеси, T (t, t′) —

оператор еволюцiї, в якому проекцiйнi оператори Prel(t
′) та P(t′) визначенi вiд-

повiдно формулами (1.36) та (1.37). При цьому функцiя ψ(t) визначається та-
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ким спiввiдношенням:

ψ(t) = 1 − q − 1

q
β

(
δH(t) −

∑

a

∫
dRµa(R; t) δn̂a(R; t)−

−
∑

ā

∑

ν

∫
dRµνā(R; t) δn̂νā(R; t)−

−
∑

ā,b̄

∑

ν,µ

∫
dR

∫
dR

′
M

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t) δĜ

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t)

)
.

За допомогою нерiвноважного статистичного оператора (6.6) отримано са-

моузгодженi узагальненi рiвняння переносу для середнiх значень густин неад-

сорбованих i адсорбованих атомiв та для парної нерiвноважної функцiї роз-

подiлу адсорбованих атомiв (молекул). Ця система має такий вигляд:

∂

∂t
〈n̂a(R)〉t = 〈 ˙̂na(R)〉trel+

+
∑

b

∫
dR′

t∫

−∞

eε(t
′−t)ϕna,nb

(R,R′; t, t′)βµb(R
′; t′) dt′+

+
∑

b̄

∑

ν′

∫
dR

′
t∫

−∞

eε(t
′−t)ϕν

′

na,nb̄
(R,R

′
; t, t′)βµν

′

b̄
(R

′
; t′) dt′+ (6.8)

+
∑

ā′,b̄

∑

ν′,µ′

∫
dR

′
∫

dR
′′

t∫

−∞

eε(t
′−t)ϕ

ν′,µ′

na,Gā′,b̄
(R,R

′
,R

′′
; t, t′)βMν′,µ′

ā′,b̄
(R

′
,R

′′
; t′) dt′,

∂

∂t
〈n̂νā(R)〉t =

1

ih̄

〈[
n̂νā(R),H ′]〉t

rel
+

1

ih̄

〈[
n̂νā(R),Hreac

]〉t
rel

+

+
∑

b

∫
dR′

t∫

−∞

eε(t
′−t)ϕνnā,nb

(R,R′; t, t′)βµb(R
′; t′) dt′+

+
∑

b̄

∑

ν′

∫
dR

′
t∫

−∞

eε(t
′−t)ϕν,ν

′

nā,nb̄
(R,R

′
; t, t′)βµν

′

b̄
(R

′
; t′) dt′+ (6.9)

+
∑

ā′,b̄

∑

ν′,µ′

∫
dR

′
∫

dR
′′

t∫

−∞

eε(t
′−t)ϕ

ν, ν′,µ′

nā,Gā′,b̄
(R,R

′
,R

′′
; t, t′)βMν′,µ′

ā′,b̄
(R

′
,R

′′
; t′) dt′,

∂

∂t

〈
Ĝ
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)
〉t

=
1

ih̄

〈[
Ĝ
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
),H ′]〉t

rel
+

1

ih̄

〈[
Ĝ
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
),Hreac

]〉t
rel

+
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+
∑

b′

∫
dR′

t∫

−∞

eε(t
′−t) ϕ

ν,µ
Gā,b̄,nb′

(R,R
′
,R′; t, t′)βµb′(R

′; t′) dt′+

+
∑

b̄

∑

ν′

∫
dR

′′
t∫

−∞

eε(t
′−t)ϕ

ν,µ, ν′

Gā,b̄,nb̄′
(R,R

′
,R

′′
; t, t′)βµν

′

b̄
(R̄′; t′) dt′+ (6.10)

+
∑

ā′,b̄′

∑

ν′,µ′

∫
dR

′′
∫

dR
′′′

t∫

−∞

eε(t
′−t)ϕ

ν,µ, ν′,µ′

Gā,b̄,Gā′,b̄′
(R,R

′
,R

′′
,R

′′′
; t, t′)βMν′,µ′

ā′,b̄′
(R

′′
,R

′′′
; t′)dt′,

де ϕna,nb
, ϕν,ν

′

n
ā
,n

b̄

, ϕ ν′

na,n
b

, ϕ
ν,µ, ν′,µ′

Gā,b̄,Gā′,b̄
— узагальненi ядра переносу, якi опи-

сують дисипативнi процеси у системi. У рiвняннi (6.9) другий доданок

〈[n̂νā(R),Hreac]〉trel/(ih̄) у правiй частинi визначає середнє значення опера-

тора швидкостi хiмiчних реакцiй мiж адсорбованими атомами на поверх-

нi металу. Прямий вклад амплiтуд хiмiчних реакцiй мiстить також доданок

〈[Ĝν,µ

ā,b̄
(R,R

′
),Hreac]〉trel/(ih̄) у правiй частинi рiвняння (6.10) для парної нерiвно-

важної функцiї розподiлу адсорбованих атомiв на поверхнi металу. Ядра пере-

носу побудованi на узагальнених потоках (6.7) iз урахуванням вкладiв амплiтуд

хiмiчних реакцiй у потоках I νā (R; t′) та I
ν,µ
Gā,b̄

(R,R
′
; t′) i мають таку структуру

ϕB,B′(t, t′) = Sp

(
IB(t)T (t, t′)

1∫

0

dτ ρτrel(t
′) IB′(t′)ρ1−τ

rel (t′)

)
.

Зокрема, ϕna,nb
(R,R′; t, t′) описує динамiчнi кореляцiї дифузiйних потокiв ато-

мiв газу, i пов’язане з неоднорiдним коефiцiєнтом дифузiї Da,b(R,R′; t) ато-

мiв газу. Подiбно, ядра переносу ϕν,ν
′

nā,nb̄
(R,R

′
; t, t′) описують динамiчнi диси-

пативнi кореляцiї дифузiйних потокiв адсорбованих атомiв у станах ν i ν′

(адсорбцiйних центрах) на поверхнi металу та визначають неоднорiдний ко-

ефiцiєнт дифузiї Dν,ν′

ā,b̄
(R,R

′
; t) адсорбованих атомiв на поверхнi металу. Яд-

ра переносу ϕνnā,nb
(R,R′; t, t′), ϕν

′

na,nb̄
(R,R

′
; t, t′) описують дисипативнi кореля-

цiї мiж потоками атомiв газу та адсорбованими атомами на поверхнi мета-

лу i визначають неоднорiдний коефiцiєнт взаємної дифузiї D ν′

a,b̄
(R,R

′
; t) «атом

газу–адсорбований атом». Дослiдження цих коефiцiєнтiв дифузiї в адсорбцiй-
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них процесах дуже важливе. Ядра переносу ϕν,µGā,b̄,p
(R,R

′
; t, t′) (p = n, n̄) опису-

ють дисипативнi кореляцiї мiж потоками та густиною кiлькостi адсорбованих

атомiв i густинами потокiв атомiв (молекул) та густиною потокiв адсорбова-

них атомiв (молекул), тобто дисипативнi кореляцiї потокiв та густини адсор-

бованих атомiв з потоками атомiв (молекул) та адсорбованих атомiв. Функцiї

ϕ
ν,µ,ν′,µ′

Gā,b̄,Gā′,b̄
(R,R

′
,R

′′
,R

′′′
; t, t′) описують дифузiйно-реакцiйнi процеси на поверх-

нi металу мiж адсорбованими атомами i вони є вищими функцiями пам’ятi за

динамiчними змiнними G
ν,µ

ā,b̄
.

Отже, отримано узагальненi рiвняння переносу (6.8)–(6.10) для середнiх

нерiвноважних значень густин неадсорбованих i адсорбованих атомiв для уз-

годженого опису атомних реакцiйно-дифузiйних процесiв у системi «метал–

адсорбат–газ» у статистицi Ренi. Якщо покласти q = 1, то цi рiвняння перехо-

дять у вiдомi рiвняння реакцiйно-дифузiйних процесiв у статистицi Гiббса [24].

Як бачимо, цi рiвняння є нелiнiйними та просторово неоднорiдними, вони мо-

жуть описувати як сильно, так i слабо нерiвноважнi процеси в системi.

6.2. Реакцiйно-дифузiйнi процеси в системi

«метал–промотори–адсорбат–газ». Статистика Гiббса

У цьому пiдроздiлi в межах статистики Гiббса (тобто для q = 1) сфор-

мульовано квантово-статистичну теорiю в’язко-реакцiйно-дифузiйних процесiв

для системи «метал–промотори–адсорбат–газ». Отримано узагальненi рiвнян-

ня переносу, якi узгоджено описують в’язко-еластичнi електроннi процеси

з дифузiйно-електромагнiтними процесами для атомiв–промоторiв (магнiтних

диполiв) на поверхнi металу та з реакцiйно-дифузiйними процесами для ато-

мiв, якi адсорбованi на поверхнi металiв у каталiтичних процесах.

Розглядаємо модель, яка описує систему «метал–промотори–адсорбат–газ»

з таким гамiльтонiаном:

H̄ = H ′ + Hreac,

H ′ = H̃ + Ha + H int
a ,
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H̃ = H + Hsurf,pr + Hpr,pr,

де Ha — гамiльтонiан газової пiдсистеми, атоми якої розглядаються класично,

H int
a — гамiльтонiан, який описує взаємодiї мiж атомами газу та адсорбовани-

ми атомами на поверхнi металу з електронною, iонною та промоторною пiд-

ситемами, Hsurf,pr описує взаємодiю електронної та iонної пiдсистем напiвоб-

меженого металу з атомами–промоторами, а Hpr,pr включає кiнетичну енергiю

та потенцiальну енергiю мiж атомами–промоторами, яка може мати магнiтно-

дипольний характер [29, 383–386], Hreac — гамiльтонiан взаємодiї для хiмiч-

них реакцiй мiж адсорбованими атомами на поверхнi металу типу (6.1), H —

гамiльтонiан нерiвноважної електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу.

Цей гамiльтонiан з врахуванням електромагнiтних процесiв має такий вигляд:

H(t) = T (t) + Hph +Vee +Vei +Vii, (6.11)

де

T (t) =
h̄2

2m

N∑

i=1

(
∇i − e

c
a(ri; t)

)2
+

N∑

i=1

eϕ(ri; t),

c — швидкiсть свiтла, a(ri; t) та ϕ(ri; t) — вiдповiдно векторний та скалярний

потенцiали квантованого електромагнiтного поля з енергiєю

Hph =

∞∫

0

dω h̄ω

∫
dr f̂†(r;ω) f̂(r;ω),

h̄ω — енергiя фотона, f̂†(r;ω) та f̂(r;ω) — вiдповiдно бозоннi польовi опера-

тори народження та знищення кванта електромагнiтного поля в просторово-

частотному представленнi:
[
f̂i(r;ω), f̂†j (r

′;ω)
]

= δij δ(r − r′),
[
f̂i(r;ω), f̂j(r

′;ω)
]

=
[
f̂†i (r;ω), f̂†j (r

′;ω)
]

= 0.

Вектору a(r; t) вiдповiдає мiкроскопiчне значення оператора векторного

потенцiалу, що виражається через оператори породження та знищення фотонiв



204

електромагнiтного поля:

â(r) =
∑

k,λ

√
2

Vωk

[
ekλ f̂kλ eik r +e∗kλ f̂

†
kλ e−ik r

]
,

де ekλ — вектори поляризацiї фотонiв, якi задовольняють такi умови:

ekλ k = 0,

2∑

λ=1

ekλi
e∗kλi

= δij −
kikj

k2
,

λ = 1, 2 — поляризацiя фотона.

Векторний потенцiал â(r) визначає оператори напруженостей квантованих

магнiтного та електричного полiв:

Ĥ(r) = ∇× â(r),

Ê(r) = Êl(r) + Êτ(r),

Êτ(r) = −1

c

∂

∂t
â(r),

Êl(r) = −∇
(∫

dr′
ρ̂(r′)

|r − r′| +

∫
dR

ρ̂i(R)

|r − R|

)
,

де Êτ(r) — оператор напруженостi квантованого поперечного електричного по-

ля, Êl(r) — напруженiсть поздовжного кулонiвського поля, що створюється

електронною пiдсистемою у полi додатно заряджених iонiв напiвобмеженого

металу. Оператори напруженостей Ĥ(r) та Ê(r) задовольняють вiдповiднi мiк-

роскопiчнi рiвняння Максвелла–Лоренца:

∇× Ê(r) = −1

c

∂

∂t
Ĥ(r),

∇× Ĥ(r) =
1

c

∂

∂t
Ê(r) +

4π

c
ĵe(r),

∇Ĥ(r) = 0,

∇Ê(r) = 4π
(
eρ̂(r) + Zeρ̂i(R)

)
,

де

ĵe(r) =
ie

2m

{(
∇ +

ie

c
a(r; t)

)
ψ†(r)ψ(r)− ер.сп.

}
+ ∇× ψ†(r)σψ(r) (6.12)

— оператор густини електричного струму електронiв з урахуванням спiнових

ступенiв вiльностi, σ — матриця власного магнiтного момента електрона, ψ†(r)

та ψ(r) — вiдповiдно польовi оператори народження та знищення електронiв,
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ρ̂(r) = ψ†(r)ψ(r). Векторний та скалярний потенцiали в гамiльтонiанi (6.11)

визначаються iз усереднених рiвнянь Максвелла–Лоренца:

∇× 〈Ê(r)〉t = −1

c

∂

∂t
〈Ĥ(r)〉t,

∇× 〈Ĥ(r)〉t =
1

c

∂

∂t
〈Ê(r)〉t +

4π

c
〈ĵe(r)〉t,

(6.13)

∇〈Ĥ(r)〉t = 0,

∇〈Ê(r)〉t = 4π
(
e〈ρ̂(r)〉t + Ze〈ρ̂i(R)〉t

)
,

〈Ĥ(r)〉t = ∇× 〈â(r)〉t = ∇× a(r; t),

〈Ê(r)〉t = 〈Êτ(r)〉t + 〈Êl(r)〉t,

〈Êτ(r)〉t = −1

c

∂

∂t
〈â(r)〉t = −1

c

∂

∂t
a(r; t),

〈Êl(r)〉t = −∇
(∫

dr′
〈ρ̂(r′)〉t
|r − r′| +

∫
dR

〈ρ̂ion(R)〉t
|r − R|

)
,

(6.14)

де середнi значення 〈. . .〉t = Sp(. . . ρ(t)) розраховуються за допомогою нерiв-

новажного статистичного оператора ρ(t). Для опису нерiвноважних властивос-

тей просторово неоднорiдного електронного газу напiвобмеженого металу з

урахуванням електромагнiтних процесiв за параметри скороченого опису тре-

ба вибрати середнi нерiвноважнi значення густин кiлькостi електронiв 〈ρ̂(r)〉t,
їх iмпульсу 〈p̂(r)〉t та повної енергiї 〈ε̂(r)〉t, якi задовольняють вiдповiднi за-

кони збереження. При цьому 〈ρ̂(r)〉t визначає нерiвноважне значення густини

заряду електронiв 〈ρ̂e(r)〉t = e〈ρ̂(r)〉t, а 〈p̂(r)〉t — середнє нерiвноважне значен-

ня електричного струму електронiв: 〈ĵe(r)〉t = e
m
〈p̂(r)〉t. Водночас 〈ρ̂e(r)〉t та

〈ĵe(r)〉t вiдповiдно до спiввiдношень (6.13)–(6.14) визначають середнi нерiвно-

важнi значення квантованих магнiтного та електричного полiв та їх потенцiали.

У цьому пiдроздiлi розглянуто iзотермiчнi процеси, тобто за параметри

скороченого опису вибрано тiльки середнi значення 〈ρ̂(r)〉t та 〈p̂(r)〉t, що вiд-

повiдає в’язко-еластичному наближенню для електронної пiдсистеми напiвоб-

меженого металу. Пiд час взаємодiї електронної пiдсистеми напiвобмеженого

металу з атомами (молекулами) газу, зокрема у каталiтичних процесах, на-

самперед вiдбувається електромагнiтна поляризацiя атомiв (молекул), а далi
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можливi процеси їх адсорбцiї, десорбцiї та хiмiчних реакцiй. Власнi електрич-

нi та магнiтнi поля магнiтних диполiв бiля добре провiдної поверхнi мета-

лу, з врахуванням дипольного екранування детально дослiджувались у пра-

цi [29]. Для опису дифузiйних та поляризацiйних процесiв для магнiтних ди-

полiв, якi локалiзованi у певних енергетично вигiдних центрах на поверхнi

металу шляхом адсорбцiї, крiм параметрiв скороченого опису 〈ρ̂(r)〉t та 〈p̂(r)〉t

для електронної пiдсистеми введено параметри скороченого опису для магнiт-

них диполiв: середнi значення густини 〈n̂(R)〉t = 〈
∑

s Ψ
†
pr(R, s)Ψpr(R, s)〉t, гус-

тин дипольного 〈d̂(R)〉t = 〈
∑

s Ψ
†
pr(R, s)dΨpr(R, s)〉t та магнiтного 〈M̂(R)〉t =

= 〈
∑

s Ψ
†
pr(R, s)MΨpr(R, s)〉t моментiв, Ψ†

pr(R, s) та Ψpr(R, s) — вiдповiдно опе-

ратори народження та знищення локалiзованих на поверхнi металу атомiв–

промоторiв (з дипольним моментом d, магнiтним моментом M та спiном s).

Для узгодженого опису атомних реакцiйно-дифузiйних процесiв iз ураху-

ванням електромагнiтних процесiв у системi «метал–промотори–адсорбат–газ»

за основнi параметри скороченого опису, крiм параметрiв 〈ρ̂(r)〉t, 〈p̂(r)〉t,
〈n̂(R)〉t, 〈d̂(R)〉t та 〈M̂(R)〉t, вибрано також середнi значення густин кiлькостi

неадсорбованих та адсорбованих на поверхнi металу атомiв газу: 〈n̂νā(R)〉t (6.2)

та 〈n̂a(R)〉t (6.3), нерiвноважнi парнi функцiї розподiлу адсорбованих атомiв

(молекул) на поверхнi металу
〈
Ĝ
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)
〉t

(6.4). Середнi нерiвноважнi значен-

ня параметрiв скороченого опису розраховуються за допомогою нерiвноважно-

го статистичного оператора ρ(t) атомiв системи «метал–промотори–адсорбат–

газ», який знаходиться як розв’язок рiвняння Лiувiлля, коли квазiрiвноважний

статистичний оператор для q = 1 має такий вигляд:

ρrel(t) = exp

{
−Φ(t)−

− β

∫
dr
[
H̄ −

(
v(r; t) + e

c
a(r; t)

)
p̂(r)− µ(r; t) ρ̂(r) − eϕ(r; t) ρ̂(r)

]
+

+ β

∫
dR
[
n̂(R)µpr(R; t) + M̂(R) b(R; t) + d̂(R) e(R; t)

]
+
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+ β
∑

a

∫
dRµa(R; t) n̂a(R) + β

∑

ā

∑

ν

∫
dRµνā(R; t) n̂νā(R)×

× β
∑

ā,b̄

∑

ν,µ

∫
dR

∫
dR

′
M

ν,µ

ā,b̄
(R̄,R

′
; t) Ĝ

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)

}
, (6.15)

де Φ(t) — функцiонал Масьє–Планка,

Φ(t) = ln Sp exp

{
−β
[
H −

∫
dr
(
v(r; t) + e

c
a(r; t)

)
p̂(r) −

∫
dr µel(r; t) ρ̂(r)

]
+

+ β

∫
dR
[
n̂(R)µpr(R; t) + M̂(R) b(R; t) + d̂(R) e(R; t)

]
+

+ β
∑

a

∫
dRµa(R; t) n̂a(R) + β

∑

ā

∑

ν

∫
dRµνā(R; t) n̂νā(R)×

× β
∑

ā,b̄

∑

ν,µ

∫
dR

∫
dR

′
M

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t) Ĝ

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)

}
, (6.16)

Sp(. . .) =
∏

α

∫
(dx)Nα

(2πh̄)3NαNα!
Sp(ν,ξ,σ)(. . .), dx = {dr dp, dR dP, dR dP},

Nα = {Na,Nā,N ,Npr}, Sp(ν,ξ,σ)(. . .) — усереднене пiдсумовування за всiма зна-

ченнями квантових чисел та спiну.

Нерiвноважнi термодинамiчнi параметри

Fl(X; t) =
{
βµel(r; t),β

(
v(r; t) + e

c
a(r; t)

)
,βµpr(R; t),

βb(R; t),βe(R; t),βµνā(R; t),βM
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t)
}

визначаються з умов самоузгодження:

〈Âl(X)〉t = 〈Âl(X)〉trel, (6.17)

де 〈. . .〉trel = Sp (. . . ρrel(t)), X — це r, R чи R вiдповiдно до значень

Âl(X) =
{
ρ̂(r), p̂(r), n̂(R̄), M̂(R), d̂(R), n̂a(R), n̂νā(R), Ĝ

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)
}
.

Фiзичний змiст нерiвноважних термодинамiчних параметрiв Fl(X; t) визна-

чається з вiдповiдних нерiвноважних термодинамiчних спiввiдношень:
δΦ(t)

δFl(X; t)
= 〈Âl(X)〉t,

δS(t)

δ〈Âl(X)〉t
= −Fl(X; t),
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де S(t) — ентропiя нерiвноважного стану, яка визначена за Гiббсом iз ураху-

ванням умов самоузгодження (6.17) та має таку структуру:

S(t) = Φ(t) −
∫

dr β
(
v(r; t) + e

c
a(r; t)

)
〈p̂(r)〉t−

−
∫

dr
(
µ(r; t)〈ρ̂(r)〉t + eϕ(r; t)〈ρ̂(r)〉t

)
−

− β

∫
dR
(
〈n̂(R)〉tµpr(R; t) + 〈M̂(R)〉tb(R; t) + 〈d̂(R)〉te(R; t)

)
−

− β
∑

a

∫
dRµa(R; t) n̂a(R) − β

∑

ā

∑

ν

∫
dRµνā(R; t) n̂νā(R)−

− β
∑

ā,b̄

∑

ν,µ

∫
dR

∫
dR

′
M

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t) Ĝ

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
).

Зокрема, v(r; t) + e
c
a(r; t) та µel(r; t) — множники Лагранжа, якi визначаються

такими умовами самоузгодження:

〈p̂(r)〉t = 〈p̂(r)〉trel,

〈ρ̂(r)〉t = 〈ρ̂(r)〉trel.

Фiзичний змiст цих множникiв Лагранжа визначається термодинамiчними спiв-

вiдношеннями:
δΦ(t)

δβ
(
v(r; t) + e

c
a(r; t)

) = 〈p̂(r)〉trel = 〈p̂(r)〉t,

δΦ(t)

δβµel(r; t)
= 〈ρ̂(r)〉trel = 〈ρ̂(r)〉t,

δS(t)

δ〈p̂(r; t)〉t = −β
(
v(r; t) + e

c
a(r; t)

)
,

δS(t)

δ〈ρ̂(r; t)〉t = −βµel(r; t)

та означають електрохiмiчний потенцiал електронної пiдсистеми µel(r; t) =

= µ(r; t) + eϕ(r; t), µ(r; t) — локальний нерiвноважний хiмiчний потенцiал

електронiв, v(r; t) — вектор середньої швидкостi електронiв.

Параметри µpr(R; t), b(R; t), e(R; t) та µa(R; t), µνa(R; t), M
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t)

визначаються з вiдповiдних умов самоузгодження:

〈n̂(R)〉t = 〈n̂(R)〉trel,

〈M̂(R)〉t = 〈M̂(R)〉trel,



209

〈d̂(R)〉t = 〈d̂(R)〉trel,

〈n̂a(R)〉t = 〈n̂a(R)〉trel,

〈n̂νā(R)〉t = 〈n̂νā(R)〉trel,

〈Ĝν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)〉t = 〈Ĝν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)〉trel

i означають, що µpr(R; t) є нерiвноважним значенням хiмiчного потенцiалу

магнiтних диполiв (промоторiв), їх внутрiшнi магнiтне b(R; t) та електричне

e(R; t) поля, що створюються локалiзованими на поверхнi металу iндуковани-

ми магнiтними диполями, µa(R; t) є локальним хiмiчним потенцiалом атомiв

газу, µνā(R; t) є локальним хiмiчним потенцiалом адсорбованого атома в станi ν

на поверхнi металу.

Нерiвноважний статистичний оператор системи «метал–промотори–адсор-

бат–газ» з врахуванням (6.16) має такий вигляд:

ρ(t) = ρrel(t)− (6.18)

−
∑

a

∫
dR

t∫

−∞

eǫ(t
′−t) Trel(t, t

′)

1∫

0

dτ ρτrel(t
′) Ia(R; t′) ρ1−τ

rel (t′) βµa(R; t′) dt′+

+
∑

ā

∑

ν

∫
dR

t∫

−∞

eǫ(t
′−t) Trel(t, t

′)

1∫

0

dτ ρτrel(t
′) I νā (R; t′) ρ1−τ

rel (t′) βµνā(R; t′) dt′+

+
∑

ā,b̄

∑

ν,µ

∫
dR

∫
dR

′
t∫

−∞

eǫ(t
′−t) Trel(t, t

′)×

×
1∫

0

dτ ρτrel(t
′) I

ν,µ
Gā,b̄

(R,R
′
; t′) ρ1−τ

rel (t′) βMν,µ

ā,b̄
(R,R

′
; t′) dt′−

−
∫

dR

t∫

−∞

eǫ(t
′−t) Trel(t, t

′)

{ 1∫

0

dτ ρτrel(t
′) In(R; t′) ρ1−τ

rel (t′) βµpr(R; t′)+

+

1∫

0

dτ ρτrel(t
′) Id(R; t′) ρ1−τ

rel (t′) βe(R; t′)+
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+

1∫

0

dτ ρτrel(t
′) IM(R; t′) ρ1−τ

rel (t′) βb(R; t′)

}
dt′−

−
∫

dr

t∫

−∞

eǫ(t
′−t) Trel(t, t

′)

1∫

0

dτ ρτrel(t
′) Ip(r; t

′) ρ1−τ
rel (t′) β

(
v(r; t′) + e

c
a(r; t′)

)
dt′,

з оператором Лiувiлля, який має таку структуру:

iLN = iLcl
N + iL

quan
N + iL̃,

iLcl
N =

Na∑

j=1

pj

ma

∂

∂Rj
− 1

2

Na∑

j 6=j′=1

∂

∂Rj
Vaa(|Rj − Rj′|)

(
∂

∂Pj
− ∂

∂Pj′

)
−

−
Na,Nβ∑

j,β,f

∂

∂Rj

(
Vaβ(Rj,Rf

)
+ Ua(Rj)

) ∂

∂Pj

— класична частина оператора Лiувiлля, що вiдповiдає взаємодiючому газу,

Vaβ(Rj,Rf ) — потенцiали атомної взаємодiї,

iL̂
quan
N Â =

1

ih̄

[
Â,He + H int

i + H int
a + U

]

— квантова частина оператора Лiувiлля. Частина оператора Лiувiлля iL̃ вiд-

повiдає гамiльтонiану H̃ . Проекцiйний оператор Кавасакi–Гантона в операторi

еволюцiї Trel(t, t
′) пов’язаний з проекцiйним оператором Морi таким спiввiдно-

шенням:

Prel(t)Âρrel(t) =

1∫

0

dτ ρτrel(t)
(
P(t)Â

)
ρ1−τ

rel (t).

Вiн побудований на параметрах скороченого опису

Âl(X) =
{
ρ̂(r), p̂(r), n̂(R), d̂(R), M̂(R), n̂a(R), n̂

µ

b̄
(R), Ĝ

ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)
}

.

P(t)Â = 〈Â〉trel +
∑

l

∫
dr

δ〈Â〉trel
δ〈Âl(X)〉t

(
Âl(X) − 〈Âl(X)〉t

)
.

У структуру нерiвноважного статистичного оператора входять узагальненi по-

токи:

Ip(r; t
′) =

(
1 − P(t′)

)
˙̂p(r), (6.19)

In(R; t′) =
(
1 − P(t′)

)
˙̂n(R), (6.20)
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Id(R; t′) =
(
1 − P(t′)

) ˙̂d(R), (6.21)

IM(R; t′) =
(
1 − P(t′)

) ˙̂M(R), (6.22)

Ia(R; t′) =
(
1 − P(t′)

)
˙̂na(R), (6.23)

I νā (R; t′) =
(
1 − P(t′)

)
˙̂n
ν

ā(R)

I
ν,µ
Gā,b̄

(R,R
′
; t′) =

(
1 − P(t′)

) ˙̂G
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
),

якi описують в’язкi, дифузiйнi та реакцiйнi процеси в системi.

˙̂na(R) = iLcl
N n̂a(R) =

1

Ma
∇P̂a(R), P̂a(R) =

Na∑

j=1

Pj δ(R − Rj),

˙̂nνā(R) =
1

ih̄

[
n̂νā(R),H

]

— мiкроскопiчна густина iмпульсу атомiв (молекул) газу.

˙̂G
ν,µ

ā,b̄(R,R
′
) =

1

ih̄

[
Ĝ
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
),H

]
.

Зауважимо, що ˙̂na(R) в узагальненому потоцi I νā (R̄; t′) має два вклади:

˙̂na(R) =
1

ih̄

[
n̂a(R), H̄

]
=

1

ih̄

[
n̂a(R),H ′] +

1

ih̄

[
n̂a(R),Hreac

]
.

Перший доданок у правiй частинi пов’язаний з оператором густини iмпульсу

адсорбованих атомiв i за вiдсутностi хiмiчних реакцiй мiж адсорбованими ато-

мами давав би мiкроскопiчний закон збереження адсорбованих атомiв. Другий

доданок фактично визначає оператор швидкостi вiдповiдних хiмiчних реакцiй,

явний вигляд якого можна отримати для конкретного випадку. Вклад вiд ам-

плiтуд хiмiчних реакцiй буде входити i у вирази

˙̂G
ν,µ

ā,b̄(R,R
′
) =

1

ih̄

[
Ĝ
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
),H ′]+

1

ih̄

[
Ĝ
ν,µ

ā,b̄
(R,R

′
),Hreac

]
.

Отже, отримано загальний вираз для нерiвноважного статистичного опера-

тора ρ(t) атомiв (адсорбованих i неадсорбованих на поверхнi металу) з ураху-

ванням хiмiчних реакцiй у системi «метал–промотори–адсорбат–газ». Вiн є

функцiоналом параметрiв скороченого опису 〈ρ̂(r)〉t, 〈p̂(r)〉t, 〈n̂(R)〉t, 〈d̂(R)〉t,
〈M̂(R)〉t, 〈n̂a(R)〉t, 〈n̂a(R)〉t та 〈Ĝµ,ν

ā,b̄
(R,R

′
)〉t та узагальнених потокiв (6.19)–

(6.23), якi описують дисипативнi процеси, включаючи хiмiчнi реакцiї. Для пов-
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ноти опису нерiвноважних процесiв у системi необхiдно за допомогою нерiв-

новажного статистичного оператора отримати узагальненi рiвняння переносу

для основних параметрiв скороченого опису.

6.3. Узагальненi рiвняння переносу для в’язко-реакцiйно-дифузiйної моделi

для системи «метал–промотори–адсорбат–газ»

За допомогою нерiвноважного статистичного оператора (6.18) можна от-

римати узагальнену систему рiвнянь переносу для повного набору параметрiв

скороченого опису 〈Âl(X)〉t, використавши спiввiдношення:

∂

∂t
〈Âl(X)〉t = 〈 ˙̂Al(X)〉t,

∂

∂t
〈Âl(X)〉t = 〈 ˙̂Al(X)〉trel+

∑

l′

∫
dX′

t∫

−∞

eǫ(t
′−t) ϕll′

I I (X,X′; t, t′)Fl(X
′; t′) dt′, (6.24)

де 〈 ˙̂Al(X)〉trel, ϕll′

I I (X,X′; t, t′) — узагальненi ядра переносу (функцiї пам’ятi), якi

побудованi на узагальнених потоках (6.19)–(6.23)

I l
A(X; t) =

(
0, Ip(r; t), In(R; t), Id(R; t′), IM(R; t′), Ia(R; t), I νā (R; t), I

ν,µ
Gā,b̄

(R,R
′
; t)
)
,

а саме:

ϕll′

I I (X,X′; t, t′) = Sp

(
Il(X, t)Trel(t, t

′)

1∫

0

dτ ρτrel(t
′) Il′(X

′, t′) ρ1−τ
rel (t′)

)
.

Якщо Il(X, t) = Ip(r; t), то ϕIpIp(r, r
′; t, t′) — просторово неоднорiдне уза-

гальнене ядро переносу, яке пов’язане з узагальненим коефiцiєнтом в’язкостi

електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу. Подiбно ϕInIn(R,R
′
; t, t′),

ϕIdId(R,R
′
; t, t′), ϕIMIM(R,R

′
; t, t′) є узагальненими ядрами переносу, якi

пов’язанi з узагальненими коефiцiєнтами дифузiї, дипольної та магнiтної

дифузiї атомiв–промоторiв на поверхнi металу. Ядра переносу ϕInIp, ϕIdIp,

ϕIMIp описують дисипативнi кореляцiї мiж узагальнених потокiв для атомiв–

промоторiв (дифузiйним, дипольним, магнiтним) iз потоками електронної пiд-

системи напiвобмеженого металу та газової пiдсистеми. Функцiї ϕnanb
, ϕνν

′

nānā
,

ϕ ν′

nanā
, ϕνµ ν

′µ′

Gāb̄Gā′b̄
є узагальненими ядрами переносу, якi описують реакцiйно-

дифузiйнi дисипативнi процеси в системi. Ядра переносу ϕnaIn, ϕnaId , ϕnaIM ,
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ϕnaIp, ϕnāIn, ϕnāId , ϕnāIM , ϕnāIp, ϕGāb̄In, ϕGāb̄Id , ϕGāb̄IM , ϕGāb̄Ip описують дисипативнi

кореляцiї мiж узагальненими потоками молекул (атомiв) газової сумiшi та уза-

гальненими потоками для атомiв–промоторiв i електронної пiдсистеми. У сис-

темi рiвнянь переносу (6.24) вираз 1
ih̄
〈[n̂νā(R),Hreac]〉trel у правiй частинi визна-

чає середнє значення оператора швидкостi хiмiчних реакцiй мiж адсорбова-

ними атомами на поверхнi металу. Прямий вклад амплiтуд хiмiчних реакцiй

мiстить також доданок 1
ih̄
〈[Ĝν,µ

ā,b̄
(R,R

′
),Hreac]〉trel у правiй частинi системи рiв-

нянь (6.24), у рiвняннi для парної нерiвноважної функцiї розподiлу адсорбова-

них атомiв 〈Ĝν,µ

ā,b̄
(R,R

′
)〉t на поверхнi металу з врахуванням електромагнiтних

процесiв, якi формуються електронною, iонною пiдсистемами та поляризова-

ними атомами–промоторами.

Система рiвнянь переносу (6.24) є незамкненою, оскiльки функцiональ-

но мiстить нерiвноважнi термодинамiчнi параметри Fl(X; t), якi визначаються

з умов самоузгодження (6.17), векторний a(r; t) i скалярний ϕ(r; t) потенцiа-

ли, якi визначають магнiтне та електричне поля, що задовольняють усередне-

ним рiвнянням Максвелла (6.13)–(6.14). Узагальненi рiвняння переносу (6.24)

повиннi узгоджено розглядатися разом iз усередненими рiвняннями Максвел-

ла (6.13)–(6.14) для електромагнiтного поля.

Якщо у системi рiвнянь переносу (6.24) формально не враховувати про-

моторну та газову пiдсистеми, то одержанi рiвняння переносу будуть узагаль-

ненням рiвнянь TDCDFT [387, 388], яка сформульована в методi проекцiйних

операторiв Морi, для сильно нерiвноважних процесiв:
∂

∂t
〈ρ̂(r)〉t = − 1

m

∂

∂r
〈p̂(r)〉t, (6.25)

∂

∂t
〈p̂(r)〉t = 〈iL(t)p̂(r)〉t−

−
∫

dr′
t∫

−∞

dt′ eε(t−t′) ϕIpIp(r, r
′; t, t′) β

(
v(r′; t′) + e

c
a(r′; t′)

)
(6.26)

з вiдповiдною ентропiєю нерiвноважного стану електронної пiдсистеми напiв-
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обмеженого металу:

S(t) = Φ(t) −
∫

dr β
(
v(r; t) + e

c
a(r; t)

)
〈p̂(r)〉t−

−
∫

dr
(
µ(r; t)〈ρ̂(r)〉t + eϕ(r; t)〈ρ̂(r)〉t

)
.

Якщо ж у системi рiвнянь переносу (6.24) формально не враховувати тiль-

ки газову пiдсистему, то крiм рiвнянь (6.25) та (6.26) будуть рiвняння для се-

реднiх нерiвноважних значень густини 〈n̂(R)〉t, густин дипольного 〈d̂(R)〉t та

магнiтного 〈M̂(R)〉t моментiв атомiв–промоторiв:

∂

∂t
〈n̂(R)〉t = −

∫
dR

′
t∫

−∞

dt′ eε(t
′−t)ϕInIn(R,R

′
; t, t′) βµpr(R

′
; t′)−

−
∫

dR
′

t∫

−∞

dt′ eε(t
′−t)ϕInId(R,R

′
; t, t′) βe(R

′
; t′)−

−
∫

dR
′

t∫

−∞

dt′ eε(t
′−t)ϕInIM(R,R

′
; t, t′) βb(R

′
; t′)−

−
∫

dr′
t∫

−∞

dt′ eε(t
′−t)ϕInIp(R, r′; t, t′) β

(
v(r′; t′) + e

c
a(r′; t′)

)
,

∂

∂t
〈d̂(R)〉t = 〈iLN(t)d̂(R)〉trel −

∫
dR

′
t∫

−∞

dt′ eε(t
′−t)ϕIdIn(R,R

′
; t, t′) βµpr(R

′
; t′)−

−
∫

dR
′

t∫

−∞

dt′ eε(t
′−t)ϕIdId(R,R

′
; t, t′)βe(R

′
; t′)−

−
∫

dR
′

t∫

−∞

dt′ eε(t
′−t)ϕIdIM(R,R

′
; t, t′) βb(R

′
; t′)−

−
∫

dr′
t∫

−∞

dt′ eε(t
′−t)ϕIdIp(R, r′; t, t′) β

(
v(r′; t′) + e

c
a(r′; t′)

)
, (6.27)

∂

∂t
〈M̂(R)〉t = 〈iLN(t)M̂(R)〉trel −

∫
dR

′
t∫

−∞

dt′ eε(t
′−t) ϕIMIn(R,R

′
; t, t′) βµpr(R

′
; t′)−
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−
∫

dR
′

t∫

−∞

dt′ eε(t
′−t)ϕIMId(R,R

′
; t, t′) βe(R

′
; t′)−

−
∫

dR
′

t∫

−∞

dt′ eε(t
′−t)ϕIMIM(R,R

′
; t, t′) βb(R̄′; t′)−

−
∫

dr′
t∫

−∞

dt′ eε(t
′−t)ϕIMIp(R, r′; t, t′) β

(
v(r′; t′) + e

c
a(r′; t′)

)
. (6.28)

Зауважимо, що ϕIdId(R,R
′
; t, t′) та ϕIMIM(R,R

′
; t, t′) пов’язанi з дiелектрич-

ною та магнiтною поляризацiями для атомiв–промоторiв на поверхнi металу.

Структура рiвнянь переносу для електронної пiдсистеми (6.25) та (6.26) буде

враховувати також вклади вiд динамiки атомiв–промоторiв, якi локалiзованi на

поверхнi металу. Система рiвнянь переносу (6.25)–(6.28) повинна розглядатися

узгоджено iз усередненими рiвняннями Максвелла (6.13)–(6.14) з урахуванням

магнiтних диполiв.

Повна система рiвнянь переносу (6.24) є сильно нелiнiйною. Вона опи-

сує в’язко-реакцiйно-дифузiйнi процеси у складнiй системi, яка складається

фактично з трьох пiдсистем: електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу,

атомiв–промоторiв, якi локалiзованi на поверхнi металу та хiмiчно-реагуючої

газової сумiшi. У наступному пiдроздiлi розглядаються слабо нерiвноважнi

процеси, коли нерiвноважнi термодинамiчнi параметри Fl(X; t) мало вiдрiз-

няються вiд своїх рiвноважних значень F0
l (X), що еквiвалентно до того, що

нерiвноважнi середнi значення основного набору параметрiв скороченого опи-

су 〈Âl(X)〉t мало вiдрiзняються вiд своїх рiвноважних значень 〈Âl(X)〉0, де

〈. . .〉0 = Sp(. . . ρ0), ρ0 — рiвноважний статистичний оператор системи «метал–

промотори–адсорбат–газ» у станi рiвноваги.
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6.4. Узагальненi рiвняння переносу для параметрiв скороченого опису та

часових кореляцiйних функцiй в’язко-реакцiйно-дифузiйної моделi для

слабо нерiвноважних систем «метал–промотори–адсорбат–газ»

У разi слабо нерiвноважних процесiв, коли нерiвноважнi термодинамiчнi

параметри Fl(X; t) мало вiдрiзняються вiд своїх рiвноважних значень F0
l (X),

квазiрiвноважний статистичний оператор (6.15) ρrel(t) можна розвинути в ряд

за вiдхиленнями δFl(X; t) = Fl(X; t)−F0
l (X) i обмежитись лiнiйним доданком,

тодi

ρ0
rel(t) = ρ0 −

∑

l

∫
dX

1∫

0

dτ ρτ0 Âl(X) ρ1−τ
0 δFl(X; t),

де

ρ0 = Z−1 exp

{
−β
(

H −
∑

l

∫
dX Âl(X)F0

l (X)

)}
,

Z = Sp exp

{
−β
(

H −
∑

l

∫
dX Âl(X)F0

l (X)

)}
(6.29)

— велика статистична сума рiвноважного статистичного оператора для системи

«метал–промотори–адсорбат–газ». Параметри δFl(X; t) у (6.29) можна виклю-

чити за допомогою умов самоузгодження (6.17), у результатi для ρ0
rel(t) отри-

муємо, що

ρ0
rel(t) = ρ0 +

∑

ll′

∫
dX

∫
dX′

1∫

0

dτ ρτ0 Âl(X) ρ1−τ
0 Φ̃

−1
AA(X,X′)ll′〈δÂl′(X

′)〉t, (6.30)

де Φ̃
−1
AA(X,X′)ll′ — елементи матрицi Φ̃

−1
AA(X,X′), яка обернена до матрицi

Φ̃AA(X,X′) рiвноважних кореляцiйних функцiй

Φ
ll′

AA(X,X′) = Sp

(
Âl(X)

1∫

0

dτ ρτ0 Âl′(X
′)ρ1−τ

0

)
.

У наближеннi (6.30), нерiвноважний статистичний оператор ρ(t) є таким:

ρ(t) = ρ0
rel(t) −

∑

ll′

∫
dX

∫
dX′

t∫

−∞

eǫ(t
′−t) T0(t, t

′)×
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×
1∫

0

dτ ρτ0 I l
A(X) ρ1−τ

0 Φ̃
−1
AA(X,X′)ll′

〈
δÂl′(X

′)
〉t′

dt′, (6.31)

де T0(t, t
′) = e−(t′−t)(1−P0)iLN — оператор еволюцiї у часi з проекцiйним операто-

ром Морi P0, який побудований на параметрах скороченого опису:

P0A = 〈A〉0 +
∑

ll′

∫
dX

∫
dX′ 〈AÂl(X)〉0 Φ̃−1

AA(X,X′)ll′

1∫

0

dτ ρτ0 Âl(X) ρ−τ0 ,

i має такi властивостi:

P0P0 = P0, (1 − P0)P0 = 0, P0Âl(X) = Âl(X).

Функцiї I l
A(X) є узагальненими потоками (6.19)–(6.23) для слабо нерiвноваж-

них процесiв, при цьому P(t) → P0, тодi

I l
A(X) = (1 − P0)

˙̂Al(X).

У наближеннi(6.31) система рiвнянь переносу (6.24) стає замкненою:

∂

∂t
〈δÂl(X)〉t −

∑

l′

∫
dX′ iΩll′

AA(X,X′) 〈δÂl′(X
′)〉t+

+
∑

l′

∫
dX′

t∫

−∞

eǫ(t
′−t) ϕ̄ll′

I I (X,X′; t, t′) 〈δÂl′(X
′)〉t′dt′ = 0, (6.32)

де iΩll′

AA(X,X′) — елементи частотної матрицi, якими є нормованi статичнi ко-

реляцiйнi функцiї:

iΩll′

AA(X,X′) =
∑

l′′

∫
dX′′

〈
˙̂Al(X)

1∫

0

dτ ρτ0 Âl′′(X
′′)ρ−τ0

〉

0

Φ̃
−1
AA(X

′′,X′)l′′l′.

ϕ̄ll′

I I (X,X′; t, t′) =
∑

l′′

∫
dX′′

〈
Il(X)T0(t, t

′)

1∫

0

dτ ρτ0 Il′′(X
′′) ρ−τ0

〉

0

Φ̃
−1
AA(X

′′,X′)l′′l′

— нормованi ядра переносу, якi описують слабо нерiвноважнi немаркiвськi про-

цеси переносу в системi «метал–промотори–адсорбат–газ». Вони пов’язанi з

узагальненими коефiцiєнтами в’язкостi електронної пiдсистеми, коефiцiєнта-

ми дифузiї, магнiтної дифузiї для атомiв–промоторiв на поверхнi металiв та

дифузiї атомiв газової хiмiчно-реагуючої сумiшi в адсорбованому та неадсор-

бованому станах.
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Система рiвнянь переносу (6.32) є замкненою та дає можливiсть за мето-

дикою [21] отримати систему рiвнянь для часових кореляцiйних функцiй для

основного набору параметрiв скороченого опису:

∂

∂t
Φ

ll′

AA(X,X′; t) −
∑

l′′

∫
dX′′ iΩll′′

AA(X,X′′)Φl′′l′

AA (X′′,X′; t)+

+
∑

l′

∫
dX′

t∫

−∞

eǫ(t
′−t) ϕ̄ll′′

I I (X,X′′; t, t′)Φl′′l′

AA (X′′,X′; t′) dt′ = 0, (6.33)

Часовi кореляцiйнi функцiї Φll′

AA(X,X′; t) утворюють матрицю, яку для аналiзу

зручно подати у такому виглядi:

Φ̃(X,X′; t) =




Φ̃11 Φ̃12 Φ̃13

Φ̃21 Φ̃22 Φ̃23

Φ̃31 Φ̃32 Φ̃33


 , (6.34)

який вiдповiдає тому, що аналiзуються три взаємодiючi пiдсистеми: електронна

пiдсистема металу з iндексом «1», пiдсистема промоторiв — «2» та пiдсистема

хiмiчнореагуючої газової сумiшi — «3», яку для прикладу будемо розглядати як

двокомпонентну газову сумiш за наявностi хiмiчних реакцiй A+ B ⇄ AB = C

з утворенням димерiв. Матриця Φ̃11(r, r′; t) вiдповiдає електроннiй пiдсистемi

Φ̃
11(r, r′; t) =


 Φρρ Φρp

Φpρ Φpp


 ,

елементи якої описують часовi кореляцiї густин кiлькостi електронiв ρ̂(r) та їх

iмпульсiв p̂(r). Матриця

Φ̃
22(R,R

′
; t) =




Φnn Φnd ΦnM

Φdn Φdd ΦdM

ΦMn ΦMd ΦMM




вiдповiдає пiдсистемi промоторiв i її часовi кореляцiйнi функцiї описують ко-

реляцiї густин кiлькостi атомiв–промоторiв n̂(R), густин дипольного d̂(R) та

магнiтного M̂(R) моментiв, якi важливi для дослiдження дiелектричних та

магнiтних властивостей локалiзованих на поверхнi металу атомiв–промоторiв.
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Матриця

Φ̃
33(X,X′; t) =




Φ̃nn Φ̃nn̄ Φ̃nG

Φ̃n̄n Φ̃n̄n̄ Φ̃n̄G

Φ̃Gn Φ̃Gn̄ Φ̃GG




вiдповiдає пiдсистемi хiмiчно реагуючої газової сумiшi, елементами якої також

є матрицi, причому

Φ̃nn(R,R′; t) =


 Φaa

nn Φab
nn

Φba
nn Φbb

nn




— матриця атомiв газової фази, елементами якої є нерiвноважнi парнi функцiї

розподiлу атомiв сортiв a та b. Матриця

Φ̃n̄n̄(R,R
′
; t) =


 Φ̃aa

n̄n̄ Φ̃ab
n̄n̄

Φ̃ba
n̄n̄ Φ̃bb

n̄n̄




є матрицею часових кореляцiйних функцiй для адсорбованих на поверхнi ме-

талу атомiв. Кожний елемент цiєї матрицi є матрицею за iндексами квантових

станiв ν, в яких адсорбуються атоми на поверхнi металу. Зокрема, матриця Φ̃
ba
n̄n̄

має такий вигляд:

Φ̃
ba
n̄n̄(R,R

′
; t) =


 Φbνaν

n̄n̄ Φ
bνaµ
n̄n̄

Φ
bµaν
n̄n̄ Φ

bµaµ
n̄n̄


 ,

елементами якої є нерiвноважнi парнi функцiї розподiлу атомiв сортiв a та b,

якi адсорбованi на поверхнi металу в квантових станах ν′ та µ′. Матриця

Φ̃GG(R,R
′
;R

′′
,R

′′′
; t) =




Φ̃
aaaa
GG Φ̃

aaab
GG Φ̃

aaba
GG Φ̃

aabb
GG

Φ̃
abaa
GG Φ̃

abab
GG Φ̃

abba
GG Φ̃

abbb
GG

Φ̃baaa
GG Φ̃baab

GG Φ̃baba
GG Φ̃babb

GG

Φ̃baaa
GG Φ̃baab

GG Φ̃baba
GG Φ̃babb

GG




,

враховує процеси утворення димерiв. Кожний елемент цiєї матрицi є матри-

цею за iндексами квантових станiв ν, в яких адсорбуються атоми на поверх-

нi металу. Особливе значення мають елементи матриць Φ̃
abab
GG , Φ̃

abba
GG , Φ̃

baab
GG ,

Φ̃
baba
GG типу Φ

aνbµaν′bµ′

GG (R,R
′
,R

′′
,R

′′′
; t), якi описують нерiвноважний розподiл

у часi адсорбованих на поверхнi металу чотирьох атомiв. Мiж атомами сор-
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тiв a та b, якi адсорбованi на модифiкованiй промоторами поверхнi металу,

можуть виникати хiмiчнi зв’язки з утворенням димерiв AB = C у вiдповiд-

ному ефективному квантовому станi ξ. При цьому часовi кореляцiйнi функцiї

Φ
aνbµaν′bµ′

GG (R,R
′
,R

′′
,R

′′′
; t) можуть редукуватися у часовi кореляцiйнi функцiї

для димерiв: Φabξabξ′

GG (R
∗
,R

∗∗
; t), Φabξaν′bµ′

GG (R
∗
,R

′′
,R

′′′
; t), де R

∗
i R

∗∗
— центри

мас вiдповiдних димерiв в ефективних станах ξ та ξ′, якi адсорбованi на по-

верхнi металу. Перша з цих функцiй описує нерiвноважний розподiл у часi

двох утворених димерiв в ефективних квантових станах ξ та ξ′, а друга описує

нерiвноважний розподiл у часi утвореного димера в ефективному квантовому

станi ξ та двох атомiв a i b, якi адсорбованi на поверхнi металу у квантових ста-

нах ν′ i µ′. Недiагональнi елементи блочної матрицi (6.34) описують кореляцiї

мiж пiдсистемами. Нормованi статичнi функцiї iΩll′

AA(X,X′) та ядра переносу

ϕ̄ll′

I I (X,X′; t, t′) теж формують вiдповiднi блочнi матрицi, елементи яких вiдпо-

вiдають трьом пiдсистемам:

iΩ̃(X,X′) =




iΩ̃11 iΩ̃12 iΩ̃13

iΩ̃21 iΩ̃22 iΩ̃23

iΩ̃31 iΩ̃32 iΩ̃33


 ,

ϕ̃(X,X′; t, t′) =




ϕ̃11 ϕ̃12 ϕ̃13

ϕ̃21 ϕ̃22 ϕ̃23

ϕ̃31 ϕ̃32 ϕ̃33


 .

Зокрема, для електронної пiдсистеми вiдповiднi частотна матриця та матриця

ядер переносу мають такий вигляд:

iΩ̃11(r, r′) =


 0 iΩρp

iΩpρ 0


 ,

ϕ̃11(r, r′; t, t′) =


 0 0

0 ϕ̄pp


 ,

де ядро переносу ϕ̄pp(r, r
′; t, t′) пов’язане з узагальненим коефiцiєнтом

в’язкостi електронної пiдсистеми. Дiагональнi елементи матрицi ϕ̃22(R,R′; t, t′)
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описують процеси дифузiї, дипольної та магнiтної дифузiї для магнiтних ди-

полiв на поверхнi металу, а дiагональнi елементи матрицi ϕ̃33(R,R′; t, t′) опи-

сують дифузiйно-реакцiйнi процеси для атомiв у газовiй фазi та адсорбованих

на поверхнi металу. Система рiвнянь для часових кореляцiйних функцiй (6.33)

має значний iнтерес з точки зору математичного моделювання реакцiйно-

дифузiйних процесiв у каталiтичних реакцiях на поверхнi металiв за присутно-

стi промоторiв на основi методiв нерiвноважної статистичної фiзики. У таких

дослiдженнях важливими є рiвнi опису кожної з пiдсистем та врахування ефек-

тiв пам’ятi, якi обговорювались у попередньому пiдроздiлi пiд час дослiдження

квантової дифузiї адсорбованої частинки. При цьому для з’ясування механiзмiв

проходження тих чи iнших процесiв необхiдно враховувати характер взаємодiї

адсорбованих атомiв мiж собою та з наноструктурою поверхнi металу, особ-

ливостi електронної структури нанооб’єктiв поверхнi, структурного розподiлу

адсорбованих атомiв. Такi дослiдження структурних, термодинамiчних та кiне-

тичних властивостей «електрон–iон–атомних» систем у даний час є надзвичай-

но актуальними [150,389,390]. Наноструктури на поверхнi перехiдних металiв

створюють достатньо сильнi локальнi електричнi поля, можуть поляризувати,

iонiзувати атоми та молекули та суттєво впливати на адсорбцiйнi, реакцiйнi, де-

сорбцiйнi процеси в системi «наноструктура поверхнi металу–газ». Iнша склад-

нiсть опису цих процесiв пов’язана з урахуванням ефектiв пам’ятi [391, 392],

якi зумовлюють нелiнiйнiсть, осциляцiйнiсть.

6.5. Рiвняння хiмiчних рекцiй типу Кеттано

Для опису осциляцiйного характеру хiмiчних реакцiй з урахуванням ефек-

тiв пам’ятi у працях [393, 394] були запропонованi рiвняння типу Кетта-

но [395, 396]. У розвинутому в попереднiх пiдроздiлах пiдходi реакцiйно-

дифузiйнi рiвняння подамо у такому виглядi:
∂

∂t
nα(R; t) = −∇Jα(R; t) + Rα(n; t), (6.35)
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де дифузiйний потiк враховує просторову неоднорiднiсть та ефекти пам’ятi,

Jα(R; t) = −
∑

γ

∫
dR′

t∫

−∞

eε(t
′−t) Dαγ(R,R′; t, t′)∇′nγ(R

′; t′) dt′. (6.36)

Функцiя Rα(n; t) враховує адсорбцiйнi, десорбцiйнi та хiмiчно-реакцiйнi про-

цеси, якi можна подати у такому виглядi:

Rα(n; t) = kαa
(
1 − nα(R; t)

)
− kαdnα(R; t) eβuα(R) −kαγr nα(R; t) nγ(R; t), (6.37)

де kαa — константа адсорбцiї, kαd — константа десорбцiї для атомiв сорту α,

k
αγ
r — константа реакцiї мiж адсорбованими атомами сортiв α та γ. Для отри-

мання рiвняння хiмiчних реакцiй типу Кеттано для узагальненого коефiцiєнта

дифузiї Dαγ(R,R′; t, t′) у рiвняннi (6.36) застосуємо наближення, роздiливши

просторову та часову залежностi:

Dαγ(R,R′; t, t′) = Wα(t, t
′)Dαγ δ(R − R′),

тодi для дифузiйного потоку отримуємо, що

Jα(R; t) = −
∑

γ

t∫

−∞

eε(t
′−t)Wα(t, t

′)Dαγ∇nγ(R; t′) dt′. (6.38)

Функцiю, що описує еволюцiю в часi, апроксимуємо таким виразом:

Wα(t, t
′) = τ−1

jα
e−|t−t′|/τ−1

jα , (6.39)

де τ−1
jα

— час релаксацiї для дифузiйного потоку частинок сорту α. Продифе-

ренцiювавши рiвняння (6.38) за часом з врахуванням (6.39), для дифузiйного

потоку отримуємо таке рiвняння:

τjα
∂

∂t
Jα(R; t) = −Jα(R; t) −

∑

γ

Dαγ∇nγ(R; t). (6.40)

Комбiнуючи рiвняння (6.35) та (6.40), отримуємо рiвняння хiмiчних реакцiй

типу Кеттано:

τjα
∂2

∂t2
nα(R; t)+

(
1 − τjαR

′
α

) ∂
∂t

nα(R; t) = Rα(n; t)+∇
∑

γ

Dαγ∇nγ(R; t), (6.41)

де R′
α = ∂Rα(n; t)/∂nα(R; t).

У працi [392] рiвняння (6.41) для однокомпонентної системи використо-
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вувались для дослiдження процесiв формування наноструктур у нерiвноваж-

них реакцiйно-дифузiйних системах iз урахуванням ефектiв пам’ятi. Рiвнян-

ня (6.41) з урахуванням (6.37) запишеться так:

τjα
∂2

∂t2
nα(R; t) +

(
1 − τjαR

′
α

) ∂
∂t

nα(R; t) = ∇
∑

γ

Dαγ∇nγ(R; t)+

+ kαa
(
1 − nα(R; t)

)
− kαdnα(R; t) euα(r)/T −kαγr nα(R; t) nγ(R; t). (6.42)

Рiвняння типу Кеттано (6.42) описує нерiвноважнi реакцiйно-дифузiйнi

процеси та є цiкавим з точки зору математичного моделювання хiмiчних ре-

акцiй та чисельних методiв.

6.6. Оксидацiя CO на поверхнi платинового каталiзатора

Розглядаємо двокомпоненту сумiш частинок сортiв A (CO) та B (O2), якi

можуть реагувати з утворенням AB (CO2). Вважаємо, що хiмiчна реакцiя син-

тезу A + B → AB можлива лише за умови адсорбування частинок A та B на

поверхнi каталiзатора (так званий, реакцiйний механiзм Ленгмюра–Гiншелвуда

(LH) [397]). Частинки можуть адсорбуватися на певних мiсця поверхнi каталi-

затора (адсорбцiйнi центри), пiсля адсорбцiї вони зустрiчаються внаслiдок ди-

фузiї та беруть участь у хiмiчнiй реакцiї. Зручно ввести у розгляд такi функцiї:

fA(α, t), fB(α, t) та Gγγ′(α1,α2, t), що, вiдповiдно, описують просторовi розподi-

ли частинок A та B у момент часу t на адсорбцiйному центрi α та кореляцiю

мiж частинками γ та γ′ [24]. Вважаємо, що
∑

α

fγ (α, t) = Nγ,

де Nγ — кiлькiсть адсорбованих частинок сортiв γ = A,B;

GAA(α1,α2, t) ≡ 0, GBB(α1,α2, t) ≡ 0,

GAB(α1 6= α2, t) = GBA(α1 6= α2, t) ≡ 0.

Критерiєм для протiкання хiмiчної реакцiї є утворення димеру на окремо-

му центрi адсорбцiї α, тобто виконання такої умови:

gAB(α1 = α2, t) = fAB(α1, t) δα1,α2
(6.43)
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У виразi (6.43) функцiя gAB(α1,α2, t) є незвiдною частиною кореляцiйної функ-

цiї GAB(α1,α2, t) [24].

За цих припущень система диференцiальних рiвнянь, що описує реакцiй-

но-дифузiйну динамiку згiдно з механiзмом (LH), має такий вигляд [24]:
∂fA(α, t)

∂t
=
∑

α1

(
KAA(α,α1) − D̂AA(α,α1)

)
fA(α1, t)+ (6.44)

+
∑

α1

(
KAB(α,α1) − D̂AB(α,α1)

)
fB(α1, t)+

+
∑

α1,α2

Preac
A,AB(α,α1,α2)

(
gAB(α1,α2, t) + fA(α1, t)fB(α2, t)

)
+ LA

(
fA(α, t)

)
,

∂fB(α, t)

∂t
=
∑

α1

(
KBB(α,α1) − D̂BB(α,α1)

)
fB(α1, t)+ (6.45)

+
∑

α1

(
KBA(α,α1) − D̂BA(α,α1)

)
fA(α1, t)+

+
∑

α1,α2

Preac
B,AB(α,α1,α2) (gBA(α1,α2, t) + fB(α1, t)fA(α2, t)) + LB

(
fB(α, t)

)
,

∂gAB(α,α1, t)

∂t
= −

∑

α2

(
KAB(α,α2) − D̂AB(α,α2)

)
fA(α2, t)fB(α1, t)− (6.46)

−
∑

α2

(
KBA(α,α2) − D̂BA(α,α2)

)
fA(α1, t)fB(α2, t)+

+
∑

α2,α3

Preac
A,AB(α,α1,α2,α3)gAB(α2,α3, t).

Функцiї KAA, KBB, KAB та KBA, причому KBA = KAB, описують впливи ад-

сорбцiйних ефектiв (опис зв’язкiв iз поверхнею каталiзатора) та хiмiчних реак-

цiй на розподiл частинок сортiв A або B i непрямi кореляцiї мiж ними.

Оператори D̂γγ′ описують впливи дифузiйних процесiв на просторовi роз-

подiли частинок fγ (γ = A,B). Функцiї Preac
A,AB та Preac

B,AB описують впливи хiмiчних

реакцiй як на просторовi розподiли частинок сортiв A або B, так i на розподiл

продукту реакцiй. Функцiонали LA(fA) та LB(fB) описують наявнiсть зовнiшнiх

джерел частинок сортiв A та B.

Процес окислення СО на поверхнi каталiзатора платинової групи має до-

датковi особливостi, а саме:
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• адсорбцiя атомiв кисню вiдбувається внаслiдок розпаду молекули кис-

ню (O2) бiля поверхнi каталiзатора на два атоми кисню (O), кожен з

яких незалежно один вiд одного адсорбується на вiльний адсорбцiйний

центр;

• молекула чадного газу (CO) адсорбується без розпаду на атоми вуглецю

(C) та кисню (O);

• пiсля адсорбування молекула CO може дифундувати на поверхнi каталi-

затора, адсорбованi атоми кисню не дифундують;

• продукт хiмiчної реакцiї — молекула вуглекислого газу (CO2), десор-

бується з поверхнi без розпаду на атоми, не дифундує на поверхнi ка-

талiзатора та не створює хiмiчнi зв’язки з атомами кисню, чи молекула-

ми чадного газу CO, якi адсорбувалися на поверхню каталiзатора;

• атоми кисню не десорбуються з поверхнi каталiзатора, тодi як молеку-

ли CO та CO2 можуть десорбуватися з рiзними швидкостями, причо-

му швидкiсть десорбцiї продукту реакцiй (CO2) є суттєво бiльшою за

швидкiсть десорбцiї CO.

За таких припущень у системi реакцiйно-дифузiйних рiвняннь (6.44)–

(6.46) слiд покласти, що D̂BB = D̂AB = D̂BA ≡ 0 (A — це адсорбована молекула

CO, B — це адсорбований атом O) та gAB(α, t) = fco2
(α, t). За таких умов систе-

му реакцiйно-дифузiйних рiвнянь для кiнетики процесу оксидацiї CO можна в

гратковому представленнi подати так:

∂fco (α, t)

∂t
=
∑

α1

(
Kco,co(α,α1) − D̂co,co(α,α1)

)
fco (α1, t) +

+
∑

α1

Kco,o (α,α1) fo (α1, t) +

+
∑

α1

Kreac
co,o(α,α1) fco(α1, t) fo(α2, t) + Lco (fco) , (6.47)

∂fo(α, t)

∂t
=
∑

α1

Ko,o(α,α1) fo(α1, t) +
∑

α1

Kco,o(α,α1) fco(α1, t)+
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+
∑

α1

Kreac
co,o(α,α1) fco(α1, t) fo(α1, t) + Lo (fo) , (6.48)

∂fco2
(α, t)

∂t
= −

∑

α1

Kco2
(α,α1) fco2

(α1, t)−

−
∑

α1

Kreac
co,o(α,α1) fco(α1, t)fo(α1, t). (6.49)

Система диференцiальних рiвнянь (6.47)–(6.49) є математичною моделлю

в гратковому представленнi для опису кiнетики оксидацiї чадного газу на по-

верхнi каталiзатора. Як i модель (6.44)–(6.46), так i модель (6.47)–(6.49) є склад-

ною для аналiзу та дослiдження кiнетики оксидацiї CO внаслiдок присутностi

невiдомих функцiй Kco,co, Ko,o, Kco,o, Kreac
co,o, Kco2

та оператора дифузiї D̂co,co.

Для подальшого аналiзу системи диференцiальних рiвнянь (6.47)–(6.49)

зручно перейти до функцiй покриття: θco(R, t), θo(R, t) та θco2
(R, t), де R =

= (X,Y ) — декартова координата довiльної точки поверхнi каталiзатора. Цей

перехiд здiйснюється за такою схемою [24]:
1

Nγ

∑

α

. . . fγ(α, t) =
1

S

∫

Ω

. . . θγ(R, t) dR, γ = {CO, O, CO2}, (6.50)

де Ω — область поверхнi каталiзатора, S — площа цiєї поверхнi. Тодi систему

диференцiальних рiвнянь (6.47)–(6.49) можна переписати на мовi покриттiв:
∂θco(R, t)

∂t
=

∫

Ω

Kco,co(R,R1) θco(R1, t) dR1+ (6.51)

+

∫

Ω

Kco,o(R,R1) θo(R1, t) dR1−

−
∫

Ω

∇R

(
Dco,co(R,R1)·∇R1

θco(R1, t)
)
dR1+

+

∫

Ω

Kreac
co,o(R,R1) θco(R1, t) θo(R1, t) dR1 + Lco

(
θco(R1, t)

)
,

∂θo(R, t)

∂t
=

∫

Ω

Ko,o(R,R1)θo(R1, t) dR1+ (6.52)

+

∫

Ω

Ko,co(R,R1) θco(R1, t) dR1+
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+

∫

Ω

Kreac
o,co(R,R1) θco(R1, t) θo(R1, t) dR1 + Lo

(
θo(R1, t)

)
,

∂θco2
(R, t)

∂t
=

∫

Ω

Kco2,co2
(R,R1) θco2

(R1, t) dR1− (6.53)

−
∫

Ω

Kreac
o,co(R,R1) θo(R1, t) θco(R1, t) dR1.

Система диференцiальних рiнянь (6.51)–(6.53) є неперервною математич-

ною моделлю для опису реакцiйно-дифузiйних процесiв оксидацiї чадного газу

(CO) на плоскiй поверхнi металевого каталiзатора (Pt), яка записана на мовi

покриттiв. Впливи структури каталiзатора, процесiв оксидацiї та дифузiї за-

кладено у функцiях Kco,co, Ko,co, Ko,co2
, Kco,co2

, Kco2,co2
та коефiцiєнтi ди-

фузiї D̂co,co.

Розв’язки цiєї системи дифренцiальних рiвнянь за заданих початкових та

крайових умовах для покриттiв θco, θo, θco2
визначають динамiку оксидацiї

CO за наявностi дифузiї.

Оскiльки система диференцiальних рiвнянь (6.51)–(6.53) є нелокальною

нелiнiйною системою, то для її спрощення необхiдно зробити такi спрощення,

що враховують специфiку протiкання реакцiї оксидацiї чадного газу:

Kco,co(R,R1) =
(
kads
co − kdes

co
)

δ(R − R1), (6.54)

Ko,o(R,R1) =
(
kads
o − kdes

o
)

δ(R − R1), (6.55)

Ko,co(R,R1) = ko,co δ(R − R1), (6.56)

Kreac
o,co(R,R1) = Kreac

co,o(R,R1) = kreac δ(R − R1), (6.57)

Kco2,co2
(R,R1) = kdes

co2
δ(R − R1), (6.58)

D̂co,co(R,R1) = Dco(R) δ(R − R1). (6.59)

Dco(R) —локальний коефiцiєнт дифузiї молекули СО.

Такi спрощення дозволяють провести дослiдження моделi (6.51)–(6.53) ок-

сидацiї CO за найбiльш можливого врахування впливу поверхнi каталiзатора та

наявностi адсорбованих молекул CO та O. Справдi, якщо коефiцiєнти kads
co, kads

o ,
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kdes
co, kdes

o та kdes
co2

взяти з даних експериментальних дослiджень оксидацiї CO

на поверхi платинового каталiзатора, то вплив каталiзатора та кореляцiйних

ефектiв пiд час адсорбування та дифузiї можна вважати врахованими.

Розглянемо тепер моделi опису джерел Lco(θco) та Lo(θo). Цi джерела

можна змоделювати так:

Lco(θco) = κco pco s0
co
(
1 − θ3

co
)
, Lo(θo) = κo po s0

o(θ∗)2, (6.60)

де s0
o та s0

o — коефiцiєнти (початковi ймовiрностi) налипання чадного газу та

кисню [398, 399]; pco та po — парцiальнi тиски вiдповiдних речовин, якi зада-

ються умовами експерименту; θ∗ — покриття поверхнi каталiзатора вiльними

активними мiсцями. Умови стехiометричної рiвноваги [400] вимагають вико-

нання такої рiвностi:

θco + θo + θco2
+ θ∗ ≡ 1. (6.61)

Тому надалi кiлькiсть вiльних активних визначається умовою (6.61):

θ∗ = 1 − θco − θo − θco2
.

Пiдставивши в систему диференцiальних рiвнянь (6.51)–(6.53) замiсть

функцiй Kco,co, Ko,co, Ko,co2
, Kco,co2

, Kco2,co2
та Dco,co вирази (6.54)–(6.59),

отримуємо таку спрощену математичну модель оксидацiї CO:
∂θco(R, t)

∂t
= pcos0

co κco
(
1 − θ3

co(R, t)
)
− kreacθco(R, t) θo(R, t)−

− kdes
co θco(R, t) + ∇R

(
Dco,co(R)∇Rθco(R, t)

)
, (6.62)

θo(R, t)

∂t
= po s0

oκo
(
1 − θco(R, t) − θo(R, t) − θco2

(R, t)
)2−

− kreacθco(R, t) θo(R, t), (6.63)

∂θco2
(R, t)

∂t
= kreacθco(R, t)θo(R, t) − kdes

co2
θco2

(R, t). (6.64)

Система диференцiальних рiвнянь (6.62)–(6.64) є узагальненням однови-

мiрної моделi ZGB [401] оксидацiї CO на поверхнi металевого каталiзатора.

Модель (6.62)–(6.64) враховує як двовимiрнiсть поверхнi каталiзатора, так i

скiнченнiсть процесу десорбцiї продукту реакцiї окиснення CO2.

Розглянуто модель (6.62)–(6.64) реакцiї оксидацiї CO на плоскiй поверх-
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нi каталiзатора Pt(111) зi заданою декартовою системою координат XOY для

нових змiнних u = θco, v = θo, θ = θco2
:

∂u

∂t
= puκus

0
u

(
1 −

(
u

usat

)3
)

− k1uv − k2u + Dx
∂2u

∂x2
+ Dy

∂2u

∂y2
, (6.65)

∂v

∂t
= pvκvs

0
v

(
1 − u

usat
− v

vsat
− θ

θmax

)2

− k1uv, (6.66)

∂θ

∂t
= (k1uv − k3θ)ϕ(θ), (6.67)

де величини usat, usat, θmax вiдповiдають максимальному покриттю речовин,

тобто покриттю насичення; Dx та Dy — коефiцiєнти дифузiї CO в напрямку

осей координат OX та OY , вiдповiдно.

Функцiя

ϕ(θ) =
1

1 + e−a( θ
θmax

−b)
(6.68)

описує скiнченнiсть швидкостi десорбцiї продукту реакцiї CO2.

Структурний перехiд (1 × 1) ↔ (1 × 2) на поверхнi Pt(110) враховано за

допомогою рiвняння:
∂W

∂t
=

k4

1 + e
u0−

u
usat
δu

− k4W, (6.69)

де W позначає частку поверхнi неперебудованої структури (1 × 1) .

Коефiцiєнти, якi характеризують швидкостi реакцiї (k1), десорбцiї CO (k2)

та CO2 (k3), та структурного переходу (k4) залежать вiд температури T згiдно

з рiвнянням Арренiуса:

k = k(T) = k0 e−
E
RT

де k0 — коефiцiєнти, якi не залежать вiд температури; E — енергiї активацiї;

R — унiверсальна газова стала.

Коефiцiєнт налипання кисню суттєво залежить вiд структури Pt, то-

му [402]: s0
v = s1×1

v W + s1×2
v (1 −W ), де s1×1

v та s1×2
v — коефiцiєнти налипання

кисню для структур (1 × 1) та (1 × 2), вiдповiдно.

На рис. 6.1–6.4 подано результати розрахунку моделi (6.65)–(6.69) для ви-

падку, коли швидкiсть десорбцiї CO2 є скiнченною (k3/k2 ∼ 102). Видно, що
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Рис. 6.1. Залежнiсть величини поверхневого покриття CO для випадку скiнченної де-
сорбцiї CO2 для Dx/Dy = 10, T = 540 K, pu = 2.25 · 10−5 тор, pv = 5.08 · 10−5 тор, ỹ = 0.4,

l0 = 10−3 см.

0
5

10
15

20
25

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0.06

0.07

0.08

0.09

0.10

0.11

0.12

0.13

0.14

0.15

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

Fa

t, c

θ
O

x̃

Рис. 6.2. Залежнiсть величини поверхневого покриття O для випадку скiнченної де-
сорбцiї CO2 для Dx/Dy = 10, T = 540 K, pu = 2.25 · 10−5 тор, pv = 5.08 · 10−5 тор, ỹ = 0.4,

l0 = 10−3 см.

залежнiсть концентрацiї СО2 θ(x, y, t) вiд координат є слабкою, а характер ко-

ливного режиму реакцiї змiнюється мало (вiдхилення амплiтудних значень по-

криттiв та перiоду коливань складає не бiльше 9%). Це дає змогу твердити,

що пiд час моделювання окиснення СО на поверхнi платинового каталiзатора

десорбцiю CO2 можна вважати миттєвою.
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Рис. 6.3. Залежнiсть частки поверхнi неперебудованої структури (1 × 1) для випад-
ку скiнченної десорбцiї CO2 для Dx/Dy = 10, T = 540 K, pu = 2.25 · 10−5 тор,

pv = 5.08 · 10−5 тор, ỹ = 0.4, l0 = 10−3 см.
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Рис. 6.4. Залежнiсть величини поверхневого покриття CO2 для випадку скiнченної де-
сорбцiї CO2 для Dx/Dy = 10, T = 540 K, pu = 2.25 · 10−5 тор, pv = 5.08 · 10−5 тор, ỹ = 0.4,

l0 = 10−3 см.

6.7. Сферична модель «желе» для вiстря польового iонiзацiйного детектора

атомiв гелiю

На сьогоднiшнiй день iснує потреба у компактному, високоефективному

та високочутливому детекторi нейтральних атомiв та молекул, зокрема, ато-

мiв гелiю [403]. Надзвуковi пучки атомiв гелiю з вузьким розподiлом швид-



232

костей можуть бути отриманi з iнтенсивнiстю та яскравiстю, якi подiбнi до

термоелектронних джерел електронiв та мають лише теплову енергiю в межах

10 − 100 meV [404–406]. Такий пучок є iдеальним зондом поверхнi, а тому

розроблення мiкроскопа, дiя якого грунтується на використаннi сфокусованого

пучка атомiв гелiю, є метою значної кiлькостi дослiджень за останнi два деся-

тилiття [407–409]. Проте, оскiльки гелiй має найвищу енергiю iонiзацiї з усiх

iнших елементiв та невеликий поперечний перерiз розсiяння [410], його важко

виявити. Польова iонiзацiя забезпечує високу ефективнiсть виявлення лише в

дуже малiй областi простору без збiльшення часової сталої детектора.

Польова iонiзацiя є основою польового iонного мiкроскопа та детекто-

ра iнертних газiв, зокрема, для гелiю потрiбнi поля з напруженiстю порядку

10 V/nm [411]. Такi поля отримуються за допомогою прикладання високої на-

пруги до вiстря гострих голок з радiусами порядку 10 − 100 nm, якi традицiй-

но виготовляють з тугоплавких металiв, таких як вольфрам. Ефект польового

випаровування матерiалу з вiстря голки визначає верхню межу для напруже-

ностi електричного поля (57 V/nm для вольфрама), яке може бути прикладе-

ним протягом тривалого часу. Гостре вiстря голки має дуже малий радiус i це

призводить до величини iонiзацiйної областi порядку вiд десяткiв до сотень

квадратних нанометрiв. Тому чутливiсть таких детекторiв щодо гелiю сильно

обмежена, не зважаючи на їх високу ефективнiсть.

Необхiдно розрахувати площу поперечного перерiзу розсiяння iонiзованих

атомiв гелiю на вiстрi польового iонiзацiйного детектора. Для цього побудуємо

модель та розрахуємо на її основi поперечний перерiз розсiяння iонiзованих

атомiв на вiстрi, яке моделюється однорiдним додатним зарядом у формi кулi

радiуса R (модель сферичного «желе»), у полi якого знаходяться електрони. За

вiдсутностi прикладеного зовнiшнього поля ця система є електронейтральною.

У разi включення зовнiшнього електричного поля частина атомiв гелiю,

якi подаються у виглядi пучка, можуть наблизитися до вiстря та iонiзуватися.

Пропонуємо процес наближення атома до вiстря розглядати класично [412], а
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Рис. 6.5. Модель вiстря детектора.

iонiзацiю атома бiля вiстря — квантово [413,414]. Тодi в експериментальне зна-

чення поперечного перерiзу розсiяння, яке вимiряно в працi [415], дають вклад

лише тi атоми гелiю, якi не просто наблизилися до вiстря, а ще й iонiзувалися,

тобто ефективний поперечний перерiз розсiяння iонiзованих атомiв є таким:

σeff = PT σ, (6.70)

де PT — iмовiрнiсть iонiзацiї атома гелiю, σ — поперечний перерiз розсiяння

атомiв.

Траєкторiю частинки газу, яка проходить поблизу вiстря можна отримати

за допомогою класичної механiки. Внаслiдок поляризацiї в електричному полi

вiстря частинка газу набуває таку потенцiальну енергiю:

U (r, θ,ϕ) = −1

2
αE2(r, θ,ϕ),

де α — статична поляризованiсть частинки, (r, θ,ϕ) — сферичнi координати

частинки (центр сферичної системи координат знаходиться у центрi вiстря).

Закон збереження енергiї для частинки з масою M:

E0 = U (r, θ,ϕ) +
1

2
M v2

tan(r, θ,ϕ) +
1

2
M v2

r (r, θ,ϕ),

де E0 — кiнетична енергiя частинки на значнiй вiдстанi вiд вiстря, vtan та vr —

вiдповiдно тангенцiальна та радiальна компоненти швидкостi.

Моделювання вiстря дозволяє звести задачу про рух частинки у полi вiст-

ря то сферично симетричної задачi. При цьому зберiгається кутовий момент

частинки L = Mvtanr та потенцiльна енергiя U ; тангенцiальна vtan та радiаль-

на vr компоненти швидкостi стають функцiями лише радiальної координати r.

Тодi зручно тангенцiальну частину кiнетичної енергiї внести у ефективний по-



234

тенцiал, у результатi отримуємо, що

E0 = Ueff(r) +
1

2
M v2

r (r),

де

Ueff(r) = −1

2
αE2(r) +

L2

2Mr2
.

Зручно [412] кутовий момент частинки газу L виразити через прицiльний

параметр b та швидкiсть v, тодi

Ueff(r) = −1

2
αE2(r) +

Ekinb
2

r2
, (6.71)

де Ekin = Mv2/2 — кiнетична енергiя частинки газу.

Внаслiдок симетрiї задачi розподiл напруженостi прикладеного електрич-

ного поля E(r) є радiально симетричним та задовольняє таке рiвняння для на-

пруженостi електростатичного поля у сферичнiй системi координат:
1

r2

d

dr

(
r2E(r)

)
= 4πe

(
n(r) − njell(r)

)
,

розв’язок якого є таким:

E(r) =
4πe

r2

r∫

0

(
n(r ′) − njell(r

′)
)
r ′

2
dr ′, (6.72)

де n(r) — розподiл електронної густини вiстря,

njell(r) =





n0, r 6 R,

0, r > R
(6.73)

— розподiл додатного заряду, причому за вiдсутностi зовнiшнього електричного

поля має мiсце умова електронейтральностi
∞∫

0

(
n(r)− njell(r)

)
r2dr = 0. (6.74)

На електрон, який знаходиться на вiддалi r вiд центру кулi, дiє електроста-

тичне поле з потенцiалом φ(r). Тобто, електрон у цьому полi має енергiю V (r):

V (r) = −e
[
φ(r)− φ(0)

]
. (6.75)

Електростатичний потенцiал φ(r) задовольняє рiвняння Пуассона:

∆φ(r) = 4πe
(
n(r) − njell(r)

)
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або в сферичнiй системi координат:
1

r2

d

dr

(
r2dφ(r)

dr

)
= 4πe

(
n(r)− njell(r)

)
. (6.76)

Розв’язок цього рiвняння можна подати так:

φ(r) = −4πe

∞∫

0

dr ′ r ′
(
n(r ′) − njell(r

′)
)
+

+
4πe

r

r∫

0

dr ′ r ′ (r − r ′)
(
n(r ′) − njell(r

′)
)
, (6.77)

причому, цей розв’язок отриманий за таких умов:

lim
r→∞

φ(r) = 0,
∣∣∣ lim

r→0
φ(r)

∣∣∣ < ∞.

Пiдставивши у (6.75) вираз (6.77) для ϕ(r), отримуємо потенцiальну енер-

гiю електрона у полi вiстря

V (r) = −4πe2

r

r∫

0

dr ′ r ′ (r − r ′)
(
n(r ′) − njell(r

′)
)
. (6.78)

Функцiя V (r) за своїм фiзичним змiстом є поверхневим потенцiалом, бо з

прямуванням радiуса кулi R до безмежностi функцiї розподiлiв електронiв n(r)

та додатного заряду njell(r) прямують до того самого об’ємного значення кон-

центрацiї заряду n i внаслiдок цього, V (r) → 0. Тобто, для безмежно великої

кулi поверхневий потенцiал зникає.

У рiвняннi (6.78) невiдомими функцiями є поверхневий потенцiал V (r)

та розподiл електронної густини n(r). Для знаходження розподiлу електрон-

ної густини n(r) необхiдно знати хвильовi функцiї електрона ψa(r), якi є

розв’язками стацiонарного рiвняння Шредiнгера:[
− h̄2

2m
∆ +V (r)

]
ψa(r) = Eaψa(r), (6.79)

де Ea — енергiя електрона в станi a. Тобто, знаючи поверхневий потенцiалV (r),

можна знайти хвильову функцiю ψa(r), а отже, i розподiл електронної густи-

ни n(r). Але поверхневий потенцiал V (r) у силу рiвностi (6.78) визначається
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функцiєю n(r). Зв’язок мiж хвильовими функцiями ψa(r) та розподiлом елек-

тронної густини є таким (див., наприклад, [140, 159, 293]):

n(r) =
∑

a

|ψa(r)|2
1

eβ(En′−µ) +1
, (6.80)

де µ — хiмiчний потенцiал невзаємодiючого електронного газу.

Система рiвнянь (6.75)–(6.76) є самоузгодженою системою рiвнянь для

знаходження поверхневого потенцiалу V (r) та функцiї розподiлу електронної

густини n(r).

Спробуємо, не конкретизуючи явний вигляд функцiї розподiлу електрон-

ної густини n(r), встановити форму поверхневого потенцiалу V (r). Для цього,

розвинемо праву частину формули (6.78) у ряд за степенями r, вважаючи, що

r є малим та обмежимось першим незникаючим доданком. У результатi отри-

муємо, що

V (r) ≈ 4πe

3

(
njell(0) − n(0)

)r2

2
. (6.81)

Тобто, на малих вiддалях вiд центру кулi поверхневий потенцiал має поведiнку

гармонiчного осцилятора.

Як вiдомо, з курсу квантової механiки (див., наприклад, [92]), рiвняння

Шредiнгера (6.79) з таким потенцiалом має точнi розв’язки. У квантовiй ме-

ханiцi прийнято потенцiальну енергiю гармонiчного осцилятора записувати в

такому виглядi:

V (r) =
1

2
mω2r2, (6.82)

тобто, порiвнюючи (6.82) з (6.81), отримуємо, що

mω2 =
4πe

3

(
njell(0) − n(0)

)
.

Цей вираз є рiвнянням для визначення параметра ω, вiд якого залежить функцiя

розподiлу електронної густин n(r).

Як вiдомо (див., наприклад, [92]) розв’язок рiвняння Шредiнгера (6.79) з

потенцiальною енергiєю (6.82) можна подати так:

ψn,ℓ,m(r) = Rn,ℓ(r) Yℓ,m(θ,ϕ), (6.83)
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де n — головне квантове число, ℓ — орбiтальне квантове число, m — магнiтне

квантове число, яке змiнюється вiд −ℓ до ℓ з кроком 1, Yℓ,m(θ,ϕ) — сферичнi

функцiї, Rn,ℓ(r) — радiальнi функцiї:

Rn,ℓ(r) = (−1)n
(mω

h̄

)3/4

√
2 · n!

Γ(n + ℓ+ 3/2)
ρℓ e−

ρ2

2 Lℓ+1/2
n (ρ2),

ρ = r
/√

h̄
mω

, Γ — гамма–функцiя, Lαn(x) — узагальнений полiном Лагерра:

Lαn(x) =
1

n!
ex x−α dn

dxn
xn+α e−x,

який задовольняє рекурентнi спiввiдношення:

nLαn(x) = (2n + α− 1 − x) Lαn−1(x) − (n + α− 1) Lαn−2(x), n = 2, 3, . . . ;

першi декiлька полiномiв:

Lα0 (x) = 1, Lα1 (x) = 1 + α− x, Lα2 (x) =
1

2

[
(1 + α)(2 + α) − 2(2 + α)x + x2

]
.

Вiдповiднi енергiї електрона є такими:

En,ℓ = h̄ω

(
2n + ℓ+

3

2

)
, n = 0, 1, 2, . . . , ℓ = 0, 1, 2, . . . .

Для подальшого розгляду зручно перейти вiд квантового числа n до n′:

n′ = 2n + ℓ, тобто n = n′−ℓ
2

або ℓ = n′ − 2n. Причому, тепер ℓ змiнюється вiд

n − 2 до 0 або 1 з кроком 2, тобто

l = n′ − 2,n′ − 4,n′ − 6, . . . , 0 або 1.

Пiсля цього радiальна функцiя набуває такого вигляду:

Rn′,ℓ(r) = (−1)
n′−ℓ

2

(mω

h̄

)3/4

√
2 ·
(

n′−ℓ
2

)
!(

n′+ℓ
2

+ 3
2

)ρ2 e−
ρ2

2 L
ℓ+ 1

2
n′−ℓ

2

(ρ2),

вiдповiднi рiвнi енергiї:

En′ = h̄ω

(
n′ +

3

2

)
, n′ = 0, 1, 2, ....

Знаючи хвильовi функцiї (6.83), можна розрахувати функцiю розподiлу

електронної густини (6.80). Для цього пiдставимо хвильовi функцiї ψn′,ℓ,m(r) =

= Rn′,ℓ(r)Yℓ,m(θ,ϕ) у формулу (6.80). У результатi отримуємо, що

n(r) = 2
∑

n′,ℓ,m

R2
n′,ℓ(r) |Yℓ,m(θ,ϕ)|2 1

eβ(En′−µ) +1
, (6.84)
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де коефiцiєнт «2» у формулi (6.84) з’явився за рахунок того, що електрон має

двi можливi орiєнтацiї спiну.

Використовуючи теорему про додавання сферичних функцiй:

Pℓ (cos γ) =
4π

ℓ+ 1

ℓ∑

m=−ℓ
Yℓ,m(θ,ϕ)Y∗

ℓ,m(θ′,ϕ′), (6.85)

де

cos γ = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(ϕ− ϕ′),

та властивiсть полiномiв Лежандра Pℓ: Pℓ(1) = 1, отримуємо, що

n(r) = 2
∑

n′,ℓ

2ℓ + 1

4π
R2

n′,ℓ(r)
1

eβ(En′−µ) +1
(6.86)

Подальшi чисельнi розрахунки проведено за низьких температур. Тодi

функцiя розподiлу Фермi–Дiрака перетворюється на сходинкоподiбну:
1

eβ(En′−µ) +1
≈ θ(µ− En′), (6.87)

Хiмiчний потенцiал µ має змiст максимальної енергiї, яку може мати елек-

трон. Наявнiсть функцiї (6.87) у формулi (6.86) призводить до обмеження пiд-

сумовування за n′. Отже, необхiдно визначити максимальне значення nmax, до

якого треба пiдсумовувати за n′. Для цього пiдставимо формули (6.86) та (6.73)

в умову електронейтральностi (6.74), у результатi отримуємо, що

nV = 2

nmax∑

n′=0

∑

ℓ

(2ℓ + 1). (6.88)

З цього рiвняння необхiдно визначити nmax. А при n′ = nmax необхiдно визначи-

ти максимальне орбiтальне число ℓmax. Тодi розподiл електронної густини n(r)

набуває такого вигляду:

n(r) = 2

nmax∑

n′=0

∑

ℓ

2ℓ+ 1

4π
R2

n′,ℓ(r). (6.89)

Зауважимо, що формула (6.88) дає зв’язок мiж об’ємом додатно заряд-

женої кулi V (або її радiусом R) та nmax i ℓmax. Оскiльки nmax i ℓmax можуть

набувати дискретних значень, то радiус кулi буде приймати певнi дозволенi

значення. Тобто можуть iснувати металевi кластери лише певних радiусiв, що

експериментально спостерiгається [6, 7].
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Для функцiонування польового iонiзацiйного детектора частинок газу

необхiдно на вiстря подати додатний потенцiал V0. У запропонованiй моделi

вiстря це означає, що не всi електроннi енергетичнi рiвнi є зайнятими. Так, для

потенцiалу V0 = 0.5 kV та радiуса вольфрамового вiстря R = 12 nm: nmax =

= 108, ℓmax = 83.
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Рис. 6.6. Розподiл напруженостi електричного поля E(r) як функцiя вiддалi до центра
вiстря r. Суцiльна крива — розрахунки згiдно з формулами (6.72), (6.89), штрихова —

формула (6.90), радiус кулi R = 12 nm.

На рис. 6.6 показано розподiл напруженостi прикладеного електричного

поля (суцiльна лiнiя), яка розрахована на основi функцiї розподiлу електрон-

ної густини для запропонованої моделi вiстря. З цього рисунка видно, що бi-

ля вiстря (його радiус становить 12 nm) напруженiсть електричного поля по-

слаблюється, а на вiддалях, якi бiльшi за 16 nm вiд центру вiстря розподiл

електричного поля спiвпадає з формулою, яку використовував Доак [412]:

E(r) =
V0R

r2
. (6.90)

Цей вираз не враховує ефектiв екранування електричного поля бiля вiстря та є

справедливим на значнiй вiддалi вiд вiстря.

На рис. 6.7 подано потенцiальний бар’єр (6.71) для атомiв гелiю за темпе-

ратур 95 K та 298 K, де E0 — енергiя налiтаючого атома гелiю, b — прицiльний

параметр, b∗ — це критичне значення прицiльного параметра, за якого висота
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Рис. 6.7. Ефективний потенцiал Ueff(r), в якому рухається атом гелiю, як функцiя вiддалi
до центра вiстря r. Верхнiй рисунок для температури T = 95 K, b∗ = 84.1 nm; нижнiй

рисунок для температури T = 298 K, b∗ = 63.1925 nm. Радiус вiстря R = 12 nm.

потенцiального бар’єру спiвпадає з енергiєю налiтаючого атома. Для b > b∗

атом гелiю не може пройти через бар’єр i попасти в область iонiзацiї. Статична

поляризованiсть атома гелiю α є такою: α/4πǫ0 = 0.205 · 10−30 m3 [412].

Визначивши критичне значення прицiльного параметра b∗, можна обчис-

лити поперечний перерiз розсiяння

σ = πb2. (6.91)
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Для розглядуваних випадкiв розрахунок згiдно з (6.91) дає такi результати:

σ(T = 95 K) = 22 219 nm2,

σ(T = 298 K) = 12 545 nm2.
(6.92)

Зауважимо, що оскiльки вiдмiннiсть мiж розрахованим розподiлом елек-

тричного поля та формулою (6.90) є лише бiля вiстря, то розраховане значення

поперечного перерiзу розсiяння спiвпадає з розрахунком Доака [412]. Це фiзич-

но зрозумiло: поперечний перерiз розсiяння розраховано на основi класичної

механiки, тодi як ефекти екранування мають квантово-механiчний характер та

спостерiгаються на малих вiддалях вiд вiстря детектора.

Проте врахування ефектiв екранування є важливими для розрахунку ймо-

вiрностi iонiзацiї атомiв бiля вiстря. Згiдно з працями [413, 414] iмовiрнiсть

iонiзацiї атома можна записати так

PT = 1 − exp

[
−I (r0)

b̄ vc

]
,

де

I (r0) = A2ν

2π∫

0

π/2∫

0

exp


−2

r2(ϑ,ϕ)∫

r1(ϑ,ϕ)

√
2m

h̄2

(
V (r,ϑ,ϕ) − E

)
dr


 sinϑ dϑ dϕ,

b̄ = 2

√
2m

h̄2

[
Φ

1/2 +
4
(
B3/2 − Φ

3/2
)

3eEcR

]
,

A2ν =
2e2

h̄ aB

1

12π

(
16B2

Ec

)2−
√

e2/(B aB)

exp

(
−
√

2e2

aB B

)
,

m — маса електрона, E — енергiя електрона, V (r,ϑ,ϕ) — потенцiал, в якому

знаходиться електрон, r1(ϑ,ϕ) та r2(ϑ,ϕ) — точки повороту, B = 24.59 eV —

потенцiал iонiзацiї атома гелiю, Φ = 4.5 eV — робота виходу з вiстря, vc —

швидкiсть атома, Ec — напруженiсть електричного поля на вiддалi r0 вiд вiстря.

Згiдно з рис. 6.8, потенцiальне поле V (r, θ,ϕ), в якому знаходиться елек-

трон, можна подати так:

V (r, θ,ϕ) = −Ze2

r
+ Zeφ(r0) − eφ

(√
r2
0 + r2 − 2r r0 cos θ

)
,

де φ — потенцiал електростатичного поля (6.77), r0 — вiддаль мiж вiстрям та iо-
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Рис. 6.8.

ном гелiю (див. рис. 6.8), (r, θ,ϕ) — координати електрона в сферичнiй системi

координат з центром у мiсцезнаходженнi iона гелiю.

Результати розрахунку iмовiрностi iонiзацiї як функцiї температури подано

на рис. 6.9.

4

T , K

P
T

Рис. 6.9. Iмовiрнiсть iонiзацiї атома гелiю як функцiя температури пучка атомiв гелiю.

У працi [415] експериментально вимiряно поперечний перерiз розсiяння

iонiзованих атомiв

σexp(T = 95 K) = 105 ± 10 nm2,

σexp(T = 298 K) = 9.5 ± 1 nm2.
(6.93)

Враховуючи значення iмовiрностi iонiзацiї (рис. 6.9) та поперечного перерiзу

розсiяння σ (6.92), згiдно з формулою (6.70) отримуємо ефективний попереч-



243

ний перерiз розсiяння iонiзованих атомiв

σeff(T = 95 K) = 68.28 nm2,

σeff(T = 298 K) = 21.78 nm2.
(6.94)

У працi [412] Доак не враховував iмовiрностi iонiзацiї, тобто вiн формаль-

но вважав, що усi атоми, якi наблизилися до вiстря iонiзовуються (PT = 1 у

формулi (6.70)). У результатi цього поперечний перерiз розсiяння є завищеним

на декiлька порядкiв:

σ(T = 95 K) = 22 219 nm2,

σ(T = 298 K) = 12 545 nm2.

Врахування ж iмовiрнiсного характеру iонiзацiї атомiв в межах пiдходу [413,

414] дає значно краще узгодження з експериментальними даними (див. (6.93)

та (6.94)).

6.8. Висновки

Запропоновано статистичний пiдхiд узгодженого опису реакцiйно-дифу-

зiйних процесiв у системi «метал–адсорбат–газ» з використанням методу нерiв-

новажного статистичного оператора в статистицi Ренi. Отримано узагальненi

рiвняння переносу для середнiх нерiвноважних значень густин неадсорбованих

та адсорбованих атомiв для узгодженого опису атомних реакцiйно-дифузiйних

процесiв у системi «метал–адсорбат–газ» у статистицi Ренi. Для q = 1 цi рiв-

няння спiвпадають iз рiвняннями реакцiйно-дифузiйних процесiв у статисти-

цi Гiббса [24]. Цi рiвняння є нелiнiйними та просторово неоднорiдними, во-

ни можуть описувати як сильно, так i слабо нерiвноважнi процеси в систе-

мi. Сформульовано квантово-статистичну теорiю в’язко-реакцiйно-дифузiйних

процесiв для системи «метал–промотори–адсорбат–газ». Отримано узагальненi

рiвняння переносу, якi узгоджено описують в’язко-еластичнi електроннi проце-

си з дифузiйно-електромагнiтними для атомiв–промоторiв (магнiтних диполiв)

на поверхнi металу та з реакцiйно-дифузiйними процесами для адсорбованих

на поверхнi металiв атомiв у каталiтичних процесах. Для слабо нерiвноваж-
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них процесiв вони трансформуються у замкнену систему рiвнянь переносу,

на основi якої отримано систему рiвнянь для часових кореляцiйних функцiй

основного набору параметрiв скороченого опису. Матрицю часових кореляцiй-

них функцiй, частотну матрицю та матрицю ядер переносу подано у зручно-

му виглядi з точки зору подальших дослiджень впливу кожної з пiдсистем:

електронної пiдсистеми металу, пiдсистеми атомiв–промоторiв та пiдсистеми

хiмiчно-реагуючої газової сумiшi. У межах запропонованого статистичного

пiдходу для побудови реакцiйно-дифузiйних рiвнянь [24] отримана система

рiвнянь типу Кеттано опису взаємодiї газової фази з каталiтичною поверхнею

металу з врахуванням адсорбцiйних, десорбцiйних та хiмiчних реакцiй мiж ад-

сорбованими атомами. Важливо вiдзначити, що цi рiвняння враховують ефекти

пам’ятi.

Проведено розрахунок розробленої моделi процесу оксидацiї чадного газу

на поверхнi платинового каталiзатора для випадку скiнченної десорбцiї про-

дукту реакцiї СО2. Отримано просторово-часовi перiодичнi хiмiчнi коливання

поверхневих покриттiв СО, О та частки поверхнi неперебудованої структури

(1 × 1). Встановлено, що скiнченна швидкiсть десорбцiї СО2 (для випадку

k3/k2 ∼ 102) незначно впливає на характер коливної поведiнки. Внаслiдок цьо-

го пiд час моделювання процесу окиснення чадного газу на поверхнi платино-

вого каталiзатора десорбцiю СО2 можна вважати миттєвою.

Запропоновано новий пiдхiд для розрахунку площi поперечного перерiзу

розсiяння iонiзованих атомiв у полi вiстря детектора, який полягає у поєднан-

нi класичного опису процесу наближення атома до вiстря та квантового опису

процесу iонiзацiї атома. Це дало змогу отримати спiвмiрнi з експериментальни-

ми даними значення площей поперечного перерiзу розсiяння iонiзованих атомiв

гелiю для рiзних температур.

Показано, що на малих вiддалях вiд центру кулi, якою моделюється вiстря

голки детектора, поверхневий потенцiал, який утримує електрони, є квадратич-

ним. Цей поверхневий потенцiал змодельовано квадратичним для усiх вiдда-



245

лей з параметром, для якого отримано рiвняння. Таке моделювання дало змогу

розрахувати напруженiсть електричного поля та виявило, що з вiддаленням

вiд поверхнi вiстря напруженiсть електричного поля зменшується як V0R/r2, з

наближенням до поверхнi вiстря спершу зростає за цiєю формулою, а потiм

з подальшим наближенням до поверхнi вiстря зменшується порiвняно з цим

виразом. Тобто спостерiгається екранування електричного поля i на поверхнi

вiстря напруженiсть електричного поля є суттєво меншою за класичне значен-

ня V0/R. З урахуванням розрахованого потенцiалу електричного поля розрахо-

вано iмовiрнiсть iонiзацiї атома гелiю бiля вольфрамового вiстря та дослiджено

її поведiнку залежно вiд температури пучка атомiв гелiю.



РОЗДIЛ 7

УЗАГАЛЬНЕНI РIВНЯННЯ ТИПУ ДИФУЗIЇ У ДРОБОВИХ

ПОХIДНИХ

За допомогою методу нерiвноважного статистичного оператора [18–21] в

статистицi Ренi знайдено загальний розв’язок рiвняння Лiувiлля у дробових

похiдних, яке запропоноване Тарасовим [222, 223]. Використовуючи знайде-

ний розв’язок, отримано узагальнене рiвняння дифузiї у дробових похiдних.

Для математичного моделювання процесiв переносу носiїв заряду в мульти-

шарових структурах, що характеризуються фрактальною структурою, побу-

довано узагальненi рiвняння електродифузiї у дробових похiдних, виходячи

iз рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних та використовуючи метод нерiв-

новажного статистичного оператора i ентропiю Ренi. Для пояснення дiаграм

Найквiста, якi експериментально отриманi для системи GaSe з iнкапсульова-

ним β-циклодекстрином (β-CD) [416], на основi субдифузiйного рiвняння Кет-

тано проведено математичне моделювання субдифузiйного iмпедансу в елек-

тролiтичнiй системi. Запропоновано мiкроскопiчну модель опису процесiв пе-

реносу носiїв заряду в гiбридних мультишарових наноструктурах.

Основнi результати цього роздiлу опублiкованi у працях [416–426].

7.1. Рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних для класичної системи частинок

У працях [222–225] отримано рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних для

нерiвноважної функцiї розподiлу частинок ρ(xN ; t) класичної системи

∂

∂t
ρ(xN ; t) +

N∑

j=1

Dα
rj

(
ρ(xN ; t) vj

)
+

N∑

j=1

Dα
pj

(
ρ(xN ; t)Fj

)
= 0, (7.1)

де xN = x1, . . . , xN , xj = {rj, pj} — розмiрна сукупнiсть узагальнених координат

rj = (rj1, . . . , rjm) та узагальнених iмпульсiв pj = (pj1, . . . , pjm) j-ої частинки

у фазовому просторi з дробовим диференцiальним елементом об’єму dαV =

= dαx1 . . . dαxN [222, 226, 427], vj = (vj1, . . . , vjm) — узагальнена швидкiсть j-
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ої частинки, Fj = (Fj1, . . . ,Fjm) — узагальнена сила, яка дiє на j-ту частинку,

m = Mr0
p0t0

, M — маса частинки, r0 — характерна довжина в конфiгурацiйному

просторi, p0 — характерне значення iмпульсу та t0 — характерний час, dα —

дробовий диференцiал [427],

dαf (x) =

2N∑

j=1

Dα
xj
f (x)(dxj)

α,

де

Dα
x f (x) =

1

Γ(n − α)

x∫

0

f (n)(z)

(x − z)α+1−n
dz, n − 1 < α < n

— дробова похiдна Капуто [206, 207, 428, 429] (Γ(n − α) — гамма–функцiя,

f (n)(z) = dnf (z)/dzn) з такими властивостями: Dα
xj
1 = 0 та Dα

xj
xl = 0 для j 6= l.

Зауважимо, що в загальному випадку

Dα
rj

(
ρ(xN ; t)Fj

)
6= ρ(xN ; t) Dα

rj
Fj + Fj D

α
rj
ρ(xN ; t).

Якщо Fj не залежать вiд pj, vj не залежать вiд rj та виконуються умови

Гельмгольца:
∂vj

∂pl
− ∂vl

∂pj
= 0,

∂vj

∂rl
+
∂Fl

∂pj
= 0,

∂Fj

∂rl
− ∂Fl

∂rj
= 0,

то рiвняння Лiувiлля (7.1) набуває такого вигляду:

∂

∂t
ρ(xN ; t) +

N∑

j=1

vj D
α
rj
ρ(xN ; t) +

N∑

j=1

Fj D
α
pj
ρ(xN ; t) = 0. (7.2)

Враховуючи рiвняння Гамiльтона: vj = Dα
pj
H(xN), Fj = −Dα

rj
H(xN), де H(xN) —

гамiльтонiан системи в дробових похiдних, отримуємо рiвняння Лiувiлля (7.2)

у такому виглядi:

∂

∂t
ρ(xN ; t) +

N∑

j=1

Dα
pj
H(xN) Dα

rj
ρ(xN ; t) −

N∑

j=1

Dα
rj
H(xN) Dα

pj
ρ(xN ; t) = 0

або у такому:
∂

∂t
ρ(xN ; t) + iLαρ(x

N ; t) = 0, (7.3)

де

iLα =

N∑

j=1

Dα
pj
H(xN) Dα

rj
−

N∑

j=1

Dα
rj
H(xN) Dα

pj
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— оператор Лiувiлля у дробових похiдних.

Рiвняння Лiувiлля (7.3) розв’язуємо за допомогою методу нерiвноважного

статистичного оператора Зубарєва [18–21], згiдно з яким пiсля вибору основ-

них параметрiв скороченого опису нерiвноважну функцiю розподiлу ρ(xN ; t)

можна подати у такiй загальнiй формi з врахуванням проектування:

ρ(xN ; t) = ρrel(x
N ; t) −

t∫

−∞

eε(t
′−t) T (t, t′)

(
1 − Prel(t

′)
)
iLαρrel(x

N ; t′) dt′, (7.4)

де

T (t, t′) = exp+

(
−

t∫

t′

(
1 − Prel(t

′)
)
iLα dt′

)

— оператор еволюцiї з врахуванням проектування, ε→ +0 пiсля граничного

термодинамiчного переходу, exp+ — впорядкована експонента, Prel(t
′) — уза-

гальнений оператор проектування Кавасакi–Гантона. Цей оператор визначаєть-

ся релевантною функцiєю розподiлу ρrel(x
N ; t′), яку шукатимемо за допомогою

методу нерiвноважного статистичного оператора [18–21] на основi пiдходу пра-

цi [62] iз екстремума функцiоналу ентропiї Ренi за фiксованих значень спосте-

режуваних величин 〈P̂n(x)〉tα i збереженнi умови нормування 〈1〉tα,rel = 1. Згiдно

з працями [186,222,225], нерiвноважнi середнi значення параметрiв скорочено-

го опису розраховуються так:

〈P̂n(x)〉tα = Îα(1, . . . ,N)T̂ (1, . . . ,N)P̂nρ(x
N ; t),

де для системи N частинок оператор Îα(1, . . . ,N) має такий вигляд:

Îα(1, . . . ,N) = Îα(1) . . . Îα(N), Îα(j) = Îα(xj) = Îα(rj) Îα(pj)

i означає операцiї iнтегрування,

Îα(x)f (x) =

∞∫

−∞

f (x) dµα(x), dµα(x) =
|x|α
Γ(α)

dx.

Оператор T̂(1, . . . ,N) є добутком одночастинкових операторiв T̂ (j) ≡ T̂ (xj),

T̂ (1, . . . ,N) = T̂(1) . . . T̂ (N),
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де одночастинковий оператор T̂ (xj) дiє так:

T̂ (xj)f (xj) =
1

2

(
f (. . . , x′

j − xj, . . .) + f (. . . , x′
j + xj, . . .)

)
.

Середнi значення параметрiв скороченого опису за релевантною функцiєю

розподiлу розраховуються у такий спосiб:

〈P̂n(x)〉tα,rel = Îα(1, . . . ,N)T̂ (1, . . . ,N)P̂n(x)ρrel(x
N ; t).

Тодi релевантна функцiя розподiлу згiдно з працею [62] набуває такого вигляду:

ρrel(x
N ; t) =

1

ZR(t)

[
1 − q − 1

q
β

(
H −

∑

n

∫
dµα(x)Fn(x; t) δP̂n(x; t)

)] 1
q−1

, (7.5)

де ZR(t) — статистична сума розподiлу Ренi, яка визначається умовою норму-

вання,

ZR(t) = Îα(1, . . . ,N)T̂ (1, . . . ,N)×

×
[
1 − q − 1

q
β

(
H −

∑

n

∫
dµα(x)Fn(x; t) δP̂n(x; t)

)] 1
q−1

,

а множники Лагранжа Fn(x; t) визначаються умовами самоузгодження:

〈P̂n(x)〉tα = 〈P̂n(x)〉tα,rel.

У загальному випадку параметрiв скороченого опису нерiвноважних про-

цесiв згiдно з (7.4) та (7.5) отримуємо нерiвноважну функцiю розподiлу в та-

кому виглядi:

ρ(t) = ρrel(t) +
∑

n

∫
dµα(x)

t∫

−∞

eε(t
′−t) T(t, t′) In(x; t′) ρrel(t

′) βF∗
n (x; t′) dt′, (7.6)

де

F∗
n (x; t′) =

Fn(x; t′)

1 + q−1
q

∑
n

∫
dµα(x)Fn(x; t′)〈Pn(x)〉t′α

,

In(x; t′) =
(
1 − P(t′)

)1
q
ψ−1(t′)iLαP̂n(x) (7.7)

— узагальненi потоки, P(t) — проекцiйний оператор Морi, а функцiя ψ(t) є

такою:

ψ(t) = 1 − q − 1

q
β

(
H −

∑

n

∫
dµα(x)Fn(x; t) P̂n(x)

)
.
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За допомогою нерiвноважного статистичного оператора (7.6) отримуємо уза-

гальнене рiвняння переносу для параметрiв скороченого опису 〈P̂n(x)〉tα:
∂

∂t

〈
P̂n(x)

〉t
α

=
〈
iLαP̂n(x)

〉t
α,rel

+

+
∑

n′

∫
dµα(x

′)

t∫

−∞

eε(t
′−t)ϕPnPn′

(x, x′; t, t′) βF∗
n′(x′; t′) dt′, (7.8)

де

ϕPnPn′
(x, x′; t, t′) = Îα(1, . . . ,N)T̂ (1, . . . ,N)iLαP̂n(x)T(t, t′)In′(x′; t′)ρrel(x

N ; t′)

(7.9)

— узагальненi ядра переносу (функцiї пам’ятi), якi описують дисипативнi про-

цеси в системi. Для розкриття структури рiвнянь переносу (7.8) та ядер перено-

су (7.9) розглянемо для прикладу дифузiю частинок у просторово неоднорiднiй

системi.

7.2. Узагальнене рiвняння дифузiї у дробових похiдних

Для опису дифузiйних процесiв у класичних просторово неоднорiдних

системах основним параметром скороченого опису є нерiвноважна густина

кiлькостi частинок

n(r; t) = 〈n̂(r)〉tα,

де n(r) =
∑N

j=1 δ(r− rj) — мiкроскопiчна густина кiлькостi частинок. За такого

вибору параметра скороченого опису релевантна функцiя розподiлу має такий

вигляд:

ρrel(x
N ; t) =

1

ZR(t)

[
1 − q − 1

q
β

(
H −

∫
dµα(r) ν(r; t) δn̂(r; t)

)] 1
q−1

, (7.10)

де

ZR(t) = Îα(1, . . . ,N)T̂ (1, . . . ,N)×

×
[
1 − q − 1

q
β

(
H −

∫
dµα(r) ν(r; t) δn̂(r; t)

)] 1
q−1

— статистична сума релевантної функцiї розподiлу δn̂(r; t) = n̂(r) − 〈n̂(r)〉tα —

флуктуацiї густини кiлькостi частинок, а параметр ν(r; t) визначається умовою
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самоузгодження

〈n̂(r)〉tα = 〈n̂(r)〉tα,rel .

Зауважимо, що для q = 1 релевантна функцiя розподiлу (7.10) в статистицi

Ренi переходить у функцiю розподiлу в статистицi Гiббса [18]. Розподiл (7.10)

можна подати так:

ρrel(x
N ; t) =

1

ZR(t)

[
1 − q − 1

q
β

(
H −

∫
dµα(r) ν

∗(r; t) n̂(r)

)] 1
q−1

, (7.11)

де

ZR(t) = Îα (1, . . . ,N) T̂(1, . . . ,N)

[
1 − q − 1

q
β

(
H −

∫
dµα(r) ν

∗(r; t) n̂(r)

)] 1
q−1

,

ν∗(r; t) =
ν(r; t)

1 + q−1
q

∫
dµα(r) ν(r; t) 〈n̂(r)〉tα

.

Пiдставивши релевантну функцiю розподiлу (7.11) у (7.4), отримуємо нерiвно-

важну функцiю розподiлу

ρ(xN ; t) = ρrel(x
N ; t)+

+

t∫

−∞

eε(t
′−t) T (t, t′)

∫
dµα(r

′) In(r
′
α; t

′) ρrel(t) ν
∗(r′; t) dt′, (7.12)

де

In(rα; t) =
(
1 − P(t)

)1
q
ψ−1(t)iLαn̂(r)

— узагальнений потiк, в якому функцiя ψ(t) є такою:

ψ(t) = 1 − q − 1

q
β

(
H −

∫
dµα(r) ν

∗(r; t) n̂(r)

)
,

P(t) — проекцiйний оператор,

P(t) . . . =

∫
dµα(r)

∫
dµα(r

′) 〈. . . n̂(r)〉tα,rel ×

×
[〈

n̂(r) δ

[
1

q
ψ−1(t)n̂(r′)

]〉t

α,rel

]−1

δ

[
1

q
ψ−1(t)n̂(r′)

]
,

δ[A] = A− 〈A〉tα,rel.

За допомогою нерiвноважної функцiї розподiлу (7.12) отримуємо рiвняння
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дифузiї для параметра скороченого опису

∂

∂t
〈n̂(r)〉tα =

∫
dµα(r

′)

t∫

−∞

eε(t
′−t) φnn(r, r

′; t, t′) βν∗(r′; t′) dt′,

де

φnn(r, r
′; t, t′) = Îα(1, . . . ,N)T̂ (1, . . . ,N) iLαn̂(r)T(t, t′) In(r

′; t′) ρrel(x
N ; t′) =

=
∂α

∂rα
Dq(r, r

′; t, t′)
∂α

∂r′α

— узагальнене ядро переносу, в якому усереднення виконується зi степеневим

розподiлом (7.11). У результатi отримуємо немарковське рiвняння дифузiї у

дробових похiдних

∂

∂t
〈n̂(r)〉tα =

∂α

∂rα

∫
dµα(r

′)

t∫

−∞

eε(t
′−t) Dq(r, r

′; t, t′)
∂α

∂r′α
βν∗(r′; t′) dt′, (7.13)

Dq(r, r
′; t, t′) = 〈v̂(r)T(t, t′)v̂(r′)〉tα,rel =

= Îα(1, . . . ,N)T̂ (1, . . . ,N)v̂(r)T(t, t′)v̂(r ′)×

× 1

ZR(t)

[
1 − q − 1

q
β

(
H −

∫
dµα(r) ν

∗(r; t) n̂(r)

)] 1
q−1

(7.14)

— узагальнений коефiцiєнт дифузiї у статистицi Ренi, в якому усереднення ви-

конується зi степеневим розподiлом (7.11), де

v̂(r) =

N∑

j=1

vj δ(r − rj)

— мiкроскопiчна густина потоку частинок.

Зауважимо, що для q = 1 узагальнене рiвняння дифузiї у статистицi Ренi

переходить в узагальнене рiвняння дифузiї в статистицi Гiббса у дробових по-

хiдних. Якщо ж i ще α = 1, то отримуємо узагальнене рiвняння дифузiї в

статистицi Гiббса [18].

Зробивши для узагальненого коефiцiєнта дифузiї наближення Маркова та

наближення локальностi у просторi

Dq(r, r
′; t, t′) ≈ Dq δ(t − t′) δ(r − r′)

та виключивши параметр ν∗(r′; t′) за допомогою умови самоузгодження, з рiв-
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няння (7.13) отримуємо рiвняння дифузiї у дробових похiдних
∂

∂t
〈n̂(r)〉tα = Dq

∂2α

∂r2α
〈n̂(r)〉tα . (7.15)

Отже, виходячи з рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних для класичної

системи частинок, використовуючи метод нерiвноважного статистичного опе-

ратора Зубарєва та принцип максимума ентропiї Ренi, отримано узагальнене

(немарковське) рiвняння дифузiї у дробових похiдних.

Узагальнене рiвняння дифузiї враховує просторову нелокальнiсть системи

та ефекти пам’ятi в узагальненому коефiцiєнтi дифузiї частинок Dq(r, r
′; t, t′) у

статистицi Ренi. Очевидно, що просторова нелокальнiсть системи впливає на

процеси переносу частинок, а це може проявлятися як часова мультифракталь-

нiсть iз характерними часами релаксацiї. Вiдомо, що нерiвноважнi кореляцiйнi

функцiї Dq(r, r
′; t, t′) неможливо точно розрахувати, тому використовують рiзнi

апроксимацiї, виходячи з фiзичних мiркувань. У часовому iнтервалi вiд −∞ до

t процеси переносу частинок у просторово неоднорiднiй системi можуть харак-

теризуватись сукупнiстю часiв релаксацiї, якi пов’язанi з характером взаємодiї

частинок зi середовищем iз фрактальною структурою.

Для розкриття часової мультифрактальностi в узагальненому рiвняннi ди-

фузiї (7.13), подiбно як у роздiлi 6, використаємо наближення

Dq(r, r
′; t, t′) = W (t, t′)Dq(r, r

′). (7.16)

З урахуванням цього, узагальнене рiвняння дифузiї можна подати у такому

виглядi:

∂

∂t
〈n̂(r)〉t =

t∫

−∞

eε(t
′−t) W (t, t′)Ψ(r; t′) dt′, (7.17)

де

Ψ(r; t′) =

∫
dr′

∂

∂r
Dq(r, r

′)
∂

∂r′
βν∗(r′; t′).

Застосувавши перетворення Фур’є до рiвняння (7.17), у частотному зображеннi

отримуємо, що

iωn(r;ω) = W (ω)Ψ(r;ω). (7.18)
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Ввiвши час релаксацiї τ, який характеризує процеси переносу частинок у

системi, частотну залежнiсть функцiї пам’ятi зобразимо так:

W (ω) =
(iω)1−ξ

1 + iωτ
, 0 < ξ 6 1,

тодi рiвняння (7.18) набуває такого вигляду:

(1 + iωτ)iωn(r;ω) = (iω)1−ξΨ(r;ω). (7.19)

Далi застосувавши правило перетворення Фур’є дробової похiдної вiд довiль-

ної функцiї f (t)

F
(

0D
1−ξ
t f (t); iω

)
= (iω)1−ξ F

(
f (t); iω

)
(7.20)

до рiвняння (7.19), отримуємо узагальнене рiвняння дифузiї типу Кеттано в

статистицi Ренi з урахуванням просторово-часової нелокальностi

τ
∂2

∂t2
n(r; t) +

∂

∂t
n(r; t) = 0D

1−ξ
t Ψ(r; t) =

∂1−ξ

∂t1−ξ
Ψ(r; t) (7.21)

або в розгорнутому виглядi

τ
∂2

∂t2
n(r; t) +

∂

∂t
n(r; t) = 0D

1−ξ
t

∫
dµα(r

′)
∂α

∂rα
Dq(r, r

′)
∂α

∂r′α
βν∗(r′; t). (7.22)

Зауважимо, що для q = 1 рiвняння (7.22) переходить в узагальнене рiв-

няння типу Кеттано в статистицi Гiббса з часовою мультифрактальнiстю та

просторовою нелокальнiстю

τ
∂2

∂t2
n(r; t) +

∂

∂t
n(r; t) = 0D

1−ξ
t

∫
dµα(r

′)
∂α

∂rα
D(r, r′)

∂α

∂r
′α
βν(r′; t), (7.23)

Рiвняння (7.21)–(7.23) мiстять суттєву просторову неоднорiднiсть у коефi-

цiєнтi дифузiї Dq(r, r
′). Якщо знехтувати просторовою неоднорiднicтю

Dq(r, r
′) = Dq δ(r − r′),

то отримуємо рiвняння дифузiї типу Кеттано з просторовою та часовою нело-

кальнiстю зi сталим коефiцiєнтом дифузiї в статистицi Ренi

τ
∂2

∂t2
n(r; t) +

∂

∂t
n(r; t) = 0D

1−ξ
t Dq

∂2α

∂r2α
βν∗(r; t) (7.24)

або в розгорнутому виглядi

τ
∂2

∂t2
n(r; t) +

∂

∂t
n(r; t) = 0D

1−ξ
t Dq

∂2α

∂r2α

βν(r; t)

1 + q−1
q

∫
dµα(r) ν(r; t) 〈n̂(r)〉tα

. (7.25)

Зауважимо, що для q = 1 рiвняння (7.25) переходить в узагальнене рiвнян-
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ня дифузiї типу Кеттано з часовою та просторовою нелокальнiстю зi сталими

коефiцiєнтами в статистицi Гiббса

τ
∂2

∂t2
n(r; t) +

∂

∂t
n(r; t) = 0D

1−ξ
t D

∂2α

∂r2α
βν(r; t). (7.26)

Зауважимо, що якщо у рiвняннях (7.24)–(7.26) покласти α = 1, тобто знех-

тувати просторовою фрактальнiстю, то отримуємо таке рiвняння дифузiї типу

Кеттано, яке було отримано у працях [177, 430]:

τ
∂2

∂t2
n(r; t) +

∂

∂t
n(r; t) = 0D

1−ξ
t D

∂2

∂r2
βν(r; t).

Якщо у рiвняннi (7.22) покласти τ = 0, то отримуємо важливий частковий

випадок — узагальнене рiвняння дифузiї частинок iз врахуванням часової та

просторової нелокальностi

∂

∂t
n(r; t) = 0D

1−ξ
t

∫
dµα(r

′)
∂α

∂rα
Dq(r, r

′)
∂α

∂r′α
βν∗(r′; t).

Знехтувавши просторовою неоднорiднiстю коефiцiєнта дифузiї Dq(r, r
′), отри-

муємо рiвняння дифузiї в дробових похiдних у статистицi Ренi зi сталим кое-

фiцiєнтом дифузiї
∂

∂t
n(r; t) = 0D

1−ξ
t Dq

∂2α

∂r2α
βν∗(r; t),

Якщо у цьому рiвняннi покласти α = 1, то отримуємо рiвняння дифузiї зi ста-

лим коефiцiєнтом дифузiї без врахування просторової нелокальностi в статис-

тицi Ренi
∂

∂t
n(r; t) = 0D

1−ξ
t Dq

∂2

∂r2
βν∗(r; t).

Якщо ж ще покласти q = 1 та ξ = 1, то отримуємо звичайне рiвняння дифузiї

для частинок у статистицi Гiббса

∂

∂t
n(r; t) = D

∂2

∂r2
βν(r; t).

Розглянемо ще одну модель для функцiї пам’ятi

W (ω) =
(iω)1−ξ

1 + (iωτ)γ−1
, 0 < γ < 1, 0 < ξ 6 1,

тодi рiвняння (7.18) набуває такого вигляду:
(
1 + (iωτ)γ−1

)
iωn(r;ω) = (iω)1−ξΨ(r;ω). (7.27)
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Використовуючи (7.20), зворотне перетворення Фур’є рiвняння (7.27) до часо-

вої залежностi дає таке узагальнене рiвняння дифузiї типу Кеттано з урахуван-

ням часової та просторової нелокальностi:

τγ−1 ∂
γ

∂tγ
n(r; t) +

∂

∂t
n(r; t) = 0D

1−ξ
t Ψ(r; t) =

∂1−ξ

∂t1−ξ
Ψ(r; t),

яке подiбне за структурою до рiвняння Кеттано [430].

Якщо так апроксимувати функцiю пам’ятi:

W (ω) =
(iω)1−ξ

(iωτ)γ−1
,

то отримуємо рiвняння узагальненої дифузiї з просторовою та часовою нело-

кальнiстю в статистицi Ренi

τγ−1 ∂
γ

∂tγ
n(r; t) = 0D

1−ξ
t Ψ(r; t) =

∂1−ξ

∂t1−ξ
Ψ(r; t).

Якщо у цьому рiвняннi покласти ξ = 1, то

τγ−1 ∂
γ

∂tγ
n(r; t) = Ψ(r; t),

i у разi нехтування просторовою залежнiстю коефiцiєнтiв дифузiї отримуємо,

що

τγ−1 ∂
γ

∂tγ
n(r; t) = Dq

∂2α

∂r2α
βν∗(r; t). (7.28)

Розв’язки рiвнянь типу (7.28) дослiджувались у працях [431, 432].

Розглянемо ще таку апроксимацiю частотної залежностi функцiї пам’ятi:

W (ω) =
(iω)1−ξ

1 + (iωτ)ξ
, 0 < ξ 6 1.

Тодi рiвняння (7.18) набуває такого вигляду:
(
1 + (iωτ)ξ

)
iωn(r;ω) = (iω)1−ξΨ(r;ω). (7.29)

Використовуючи (7.20), зворотне перетворення Фур’є рiвняння (7.29) до часо-

вої залежностi дає таке узагальнене рiвняння дифузiї типу Максвелла–Кеттано

з врахуванням просторово-часової нелокальностi:

τξ
∂2ξ

∂t2ξ
n(r; t) +

∂ξ

∂tξ
n(r; t) =

∫
dr′

∂

∂r
Dq(r, r

′)
∂

∂r′
βν∗(r′; t). (7.30)

Поклавши ξ = 1, iз (7.30) отримуємо таке рiвняння дифузiї Максвелла–Кетта-
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но:

τ
∂2

∂t2
n(r; t) +

∂

∂t
n(r; t) =

∫
dr′

∂

∂r
Dq(r, r

′)
∂

∂r′
βν∗(r′; t).

7.3. Узагальнене рiвняння електродифузiї для носiїв заряду у дробових

похiдних

Для опису електродифузiйних процесiв носiїв заряду в неоднорiдних сере-

довищах iз фрактальною структурою основним параметром скороченого опису

є нерiвноважна густина кiлькостi носiїв заряду сорту a:

na(r; t) = 〈n̂a(r)〉tα,

де na(r) =
∑Na

j=1 δ(r − rj) — мiкроскопiчна густина носiїв заряду сорту a, Na —

кiлькiсть носiїв заряду сорту a.

За такого вибору параметра скороченого опису релевантна функцiя роз-

подiлу є такою:

ρrel(x
N ; t) =

1

ZR(t)

[
1 − q − 1

q
β

(
H −

∑

a

∫
dµα(r) νa(r; t) δn̂a(r; t)

)] 1
q−1

,

(7.31)

де

ZR(t) = Îα(1, . . . ,N)T̂ (1, . . . ,N)×

×
[
1 − q − 1

q
β

(
H −

∑

a

∫
dµα(r) νa(r; t) δn̂a(r; t)

)] 1
q−1

(7.32)

— статистична сума релевантної функцiї розподiлу, δn̂a(r; t) = n̂a(r) − 〈n̂a(r)〉tα
— флуктуацiї густини носiїв заряду сорту a, а величина νa(r; t) = γa(r; t) +

+Zaeϕ(r; t) є електрохiмiчним потенцiалом носiїв заряду валентностi Za, який

визначається умовою самоузгодження

〈n̂a(r)〉tα = 〈n̂a(r)〉tα,rel .

Зауважимо, що для q = 1 релевантна функцiя розподiлу (7.31) в статистицi

Ренi переходить у релевантну функцiю розподiлу в статистицi Гiббса.



258

Розподiл (7.31) можна подати у такому виглядi:

ρrel(x
N ; t) =

1

ZR(t)

[
1 − q − 1

q
β

(
H −

∑

a

∫
dµα(r) ν

∗
a(r; t) n̂a(r)

)] 1
q−1

, (7.33)

де

ZR(t) = Îα(1, . . . ,N)T̂ (1, . . . ,N)×

×
[
1 − q − 1

q
β

(
H −

∑

a

∫
dµα(r) ν

∗
a(r; t) n̂a(r)

)] 1
q−1

,

ν∗a(r; t) =
νa(r; t)

1 + q−1
q

∑
a

∫
dµα(r) νa(r; t) 〈n̂a(r)〉tα

.

Пiдставивши (7.33) у (7.4), для нерiвноважної функцiї розподiлу отримуємо,

що

ρ(xN ; t) = ρrel(x
N ; t)+

+
∑

a

t∫

−∞

eε(t
′−t) T (t, t′)

∫
dµα(r

′) I a
n (r′, t′) ρrel(t

′) βν∗a(r
′; t′) dt′, (7.34)

де

I a
n (r; t) =

(
1 − P(t)

)1
q
ψ−1(t)iLαn̂a(r)

— узагальнений потiк, в якому функцiя ψ(t) є такою:

ψ(t) = 1 − q − 1

q
β

(
H −

∑

a

∫
dµα(r) ν

∗
a(r; t) n̂a(r)

)
,

P(t) — проекцiйний оператор,

P(t) . . . =
∑

a

∑

a′

∫
dµα(r)

∫
dµα(r

′) 〈. . . n̂a(r)〉tα,rel ×

×
[〈

n̂a(r) δ

[
1

q
ψ−1(t)n̂a′(r′)

]〉t

α,rel

]−1

a,a′

δ

[
1

q
ψ−1(t)n̂a′(r′)

]
,

δ[A] = A− 〈A〉tα,rel.

За допомогою нерiвноважної функцiї розподiлу (7.34) для параметра ско-

роченого опису отримуємо узагальнене рiвняння електродифузiї носiїв заряду:

∂

∂t
〈n̂a(r)〉tα =

∑

a′

∫
dµα(r

′)

t∫

−∞

eε(t
′−t) φa,a′

n,n (r, r′; t, t′) βν∗a′(r′; t′) dt′, (7.35)
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де

φa,a′

n,n (r, r′; t, t′) = Îα(1, . . . ,N)T̂ (1, . . . ,N)iLαn̂a(r)T(t, t′) I a′

n (r′; t′) ρrel(x
N ; t′) =

=
∂α

∂rα
Da,a′

q (r, r′; t, t′)
∂α

∂r′α

— узагальнене ядро переносу, в якому усереднення виконується зi степеневим

розподiлом (7.33). У результатi отримуємо таке немарковське рiвняння елек-

тродифузiї у дробових похiдних:

∂

∂t
〈n̂a(r)〉tα =

∂α

∂rα

∑

a′

∫
dµα(r

′)

t∫

−∞

eε(t
′−t) Da,a′

q (r, r′; t, t′)
∂α

∂r′α
βν∗a′(r′; t′) dt′ =

=
∂α

∂rα

∑

a′

∫
dµα(r

′)

t∫

−∞

eε(t
′−t) Da,a′

q (r, r′; t, t′)×

× ∂α

∂r′α
βνa′(r′; t′)

1 + q−1
q

∑
a

∫
dµα(r) νa(r; t) 〈n̂a(r)〉tα

dt′, (7.36)

Da,a′

q (r, r′; t, t′) = 〈v̂a(r)T(t, t′) v̂a′(r′)〉tα,rel = (7.37)

= Îα(1, . . . ,N)T̂ (1, . . . ,N) v̂a(r)T(t, t′) v̂a′(r ′)×

× 1

ZR(t)

[
1 − q − 1

q
β

(
H −

∑

a

∫
dµα(r) ν

∗
a(r; t) n̂a(r)

)] 1
q−1

— узагальнений коефiцiєнт взаємної дифузiї носiїв заряду сортiв a та a′ у ста-

тистицi Ренi, в якому усереднення виконується зi степеневим розподiлом (7.33),

де v̂a(r) =
∑Na

j=1 vj δ(r − rj) — мiкроскопiчна густина потоку частинок. Немар-

ковське рiвняння електродифузiї (7.36) є сильно нелiйним i може описувати

нерiвноважнi процеси переносу заряду в далеких вiд рiвноваги станах. Бiльше

того, його можна використовувати i для сильного електричного поля, напру-

женiсть якого входить через − ∂α

∂rα
ϕ(r; t) = Eα(r; t), оскiльки νa(r; t) = γa(r; t)+

+ Zaeϕ(r; t).

Для q = 1 узагальнене рiвняння електродифузiї в статистицi Ренi перехо-

дить в таке узагальнене рiвняння електродифузiї в статистицi Гiббса з дробо-
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вими похiдними:

∂

∂t
〈n̂a(r)〉tα =

∂α

∂rα

∑

a′

∫
dµα(r

′)

t∫

−∞

eε(t
′−t) Da,a′

(r, r′; t, t′)×

× ∂α

∂r′α
β
(
γa(r

′; t′) + Zaeϕ(r′; t′)
)
dt′.

Якщо ж ще й α = 1, то отримуємо узагальнене рiвняння електродифузiї в

статистицi Гiббса.

У наближеннi Маркова для узагальненого коефiцiєнта взаємної дифузiї у

часi та локальностi у просторi

Da,a′

q (r, r′; t, t′) ≈ Da,a′

q δ(t − t′) δ(r − r′)

з рiвняння (7.37) отримуємо таке рiвняння електродифузiї у дробових похiдних:
∂

∂t
〈n̂a(r)〉tα =

∑

a′

Da,a′

q

∂2α

∂r2α
βν∗a′(r′; t′) =

=
∑

a′

Da,a′

q

∂2α

∂r2α

βνa′(r; t)

1 + q−1
q

∑
a

∫
dµα(r) νa(r; t) 〈n̂a(r)〉tα

. (7.38)

Зауважимо, що оскiльки νa(r; t) = γa(r; t) + Zaeϕ(r; t), то виникає задача

знаходження скалярного потенцiалу ϕ(r; t) електромагнiтного поля для систе-

ми з фрактальною структурою. Крiм того, рiвняння (7.38) повиннi бути узгод-

женi з рiвняннями Максвелла, проблеми побудови яких для системи з фрак-

тальною структурою обговорювались у працях [185, 186].

Поклавши q = 1 в рiвняннi (7.38), отримуємо таке рiвняння електродифузiї

в статистицi Гiббса:
∂

∂t
〈n̂a(r)〉tα =

∑

a′

Da,a′

q

∂2α

∂r2α
β
(
γa′(r′; t′) + Za′eϕ(r′; t′)

)
.

Узагальнене рiвняння електродифузiї враховує просторову нелокальнiсть

системи та ефекти пам’ятi в узагальненому коефiцiєнтi взаємної дифузiї

Da,a′

q (r, r′; t, t′) носiїв заряду в статистицi Ренi. Просторова нелокальнiсть сис-

теми впливає на процеси переносу носiїв заряду, що може проявлятися як ча-

сова мультифрактальнiсть iз характерними часами релаксацiї. Очевидно, що

нерiвноважнi кореляцiйнi функцiї Da,a′

q (r, r′; t, t′) неможливо точно розрахува-
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ти, тому використовують певнi наближення, виходячи з фiзичних мiркувань. У

часовому iнтервалi вiд −∞ до t процеси переносу носiїв заряду в просторово

неоднорiднiй системi можуть характеризуватись сукупнiстю часiв релаксацiї,

якi визначаються характером взаємодiї носiїв заряду з частинками середовища

з фрактальною структурою, що пов’язано з поляризацiйними ефектами, впли-

вом електромагнiтного поля. Зокрема, у недавнiй працi [240] автори врахову-

вали ефекти поляризацiї електрода пiд час дослiдження частотної залежностi

провiдностi, правильна поведiнка якої була отримана з врахуванням нелокаль-

ностi процесiв переносу носiїв заряду шляхом моделювання функцiй пам’ятi.

Для розкриття часової мультифрактальностi в узагальненому рiвняннi електро-

дифузiї використовуємо таке наближення для узагальненого коефiцiєнта взаєм-

ної дифузiї носiїв заряду:

Da,a′

q (r, r′; t, t′) = Wa(t, t
′)D

a,a′

q (r, r′), (7.39)

де Wa(t, t
′) можна означити як функцiю пам’ятi у часi. З врахуванням цього

рiвняння (7.35) можна подати так:

∂

∂t
〈n̂a(r)〉tα =

t∫

−∞

eε(t
′−t)Wa(t, t

′)Ψa(r; t
′) dt′, (7.40)

де

Ψa(r; t
′) =

∑

a′

∫
dµα(r

′)
∂α

∂rα
D

a,a′

q (r, r′)
∂α

∂r′α
βν∗a′(r′; t′).

Застосувавши перетворення Фур’є до рiвняння (7.40), у частотному зображеннi

отримуємо, що

iωna(r;ω) = Wa(ω)Ψa(r;ω). (7.41)

Ввiвши час релаксацiї τa, який характеризує процеси переносу носiїв заряду в

системi, частотну залежнiсть функцiї пам’ятi подамо так:

Wa(ω) =
(iω)1−ξ

1 + iωτa
, 0 < ξ 6 1.

Тодi рiвняння (7.41) набуває такого вигляду:

(1 + iωτa)iωna(r;ω) = (iω)1−ξΨa(r;ω). (7.42)
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Використовуючи (7.20), зворотне перетворення Фур’є рiвняння (7.42) до часо-

вої залежностi дає таке узагальнене рiвняння електродифузiї типу Кеттано в

статистицi Ренi з урахуванням часової та просторової нелокальностi:

τa
∂2

∂t2
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) = 0D

1−ξ
t Ψa(r; t) =

∂1−ξ

∂t1−ξ
Ψa(r; t) (7.43)

або в розгорнутому виглядi

τa
∂2

∂t2
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) = 0D

1−ξ
t

∑

a′

∫
dµα(r

′)
∂α

∂rα
D

a,a′

q (r, r′)
∂α

∂r′α
βν∗a′(r′; t).

(7.44)

Поклавши q = 1, iз рiвняння (7.44) отримуємо узагальнене рiвняння типу

Кеттано в статистицi Гiббса з часовою мультифрактальнiстю та просторовою

нелокальнiстю:

τa
∂2

∂t2
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) =

= 0D
1−ξ
t

∑

a′

∫
dµα(r

′)
∂α

∂rα
D

a,a′

(r, r′)
∂α

∂r′α
β
(
γa′(r′; t) + Za′eϕ(r′; t)

)
. (7.45)

Зауважимо, що у правi частини рiвнянь (7.43)–(7.45) входить дробова по-

хiдна вiд скалярного потенцiалу електромагнiтного поля ∂α

∂r′α
βZaeϕ(r′; t), що

вказує на необхiднiсть врахування системи рiвнянь Максвелла у дробових по-

хiдних для системи з просторовою нелокальнiстю для повноти опису процесiв

переносу носiїв заряду в такому середовищi. Рiвняння (7.43)–(7.45) мiстять сут-

тєву просторову неоднорiднiсть у D
a,a′

q (r, r′). Якщо знехтувати просторовою

неоднорiднicтю

D
a,a′

q (r, r′) = D
a,a′

q δ(r − r′),

то отримуємо рiвняння дифузiї типу Кеттано iз просторовою та часовою нело-

кальнiстю зi сталим коефiцiєнтом взаємної дифузiї в статистицi Ренi

τa
∂2

∂t2
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) = 0D

1−ξ
t

∑

a′

D
a,a′

q

∂2α

∂r2α
βν∗a′(r; t) (7.46)

або в розгорнутому виглядi

τa
∂2

∂t2
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) =
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= 0D
1−ξ
t

∑

a′

D
a,a′

q

∂2α

∂r2α

βνa′(r; t)

1 + q−1
q

∑
a

∫
dµα(r) νa(r; t) 〈n̂a(r)〉tα

, (7.47)

Для q = 1 отримуємо таке узагальнене рiвняння типу Кеттано з просторовою

та часовою нелокальнiстю зi сталими коефiцiєнтом взаємної дифузiї в статис-

тицi Гiббса:

τa
∂2

∂t2
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) = 0D

1−ξ
t

∑

a′

D
a,a′ ∂2α

∂r2α
βνa′(r; t), (7.48)

Зауважимо, що якщо у рiвняннях (7.46)–(7.48) покласти α = 1, тобто знех-

тувати просторовою фрактальнiстю, то отримуємо рiвняння дифузiї типу Кет-

тано, яке було отримане у працях [177, 430]:

τa
∂2

∂t2
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) = 0D

1−ξ
t

∑

a′

D
a,a′ ∂2

∂r2
βνa′(r; t).

7.4. Математичне моделювання субдифузiйних процесiв в електролiтичних

системах

Сучасний етап розвитку фiзики фотоелектродних, електродних процесiв

стимулює теоретичнi дослiдження та математичне моделювання реакцiйно-

електродифузiйних процесiв в електролiтичних системах. Дослiдження кiне-

тики фотокаталiзу в напiвпровiдникових системах є важливим для глибшого

розумiння процесiв перетворення сонячної енергiї в електричну та її акумулю-

вання. Однiєю iз важливих технологiчних проблем у сучасних акумуляторних

батареях є продовження життя та стiйкостi електродiв (металевих, аморфних

вуглецевих та iн.) у процесах експлуатацiї. У цьому напрямку проводяться

електрохiмiчнi iмпенданснi дослiдження електродифузiйних процесiв переносу

в лiтiєвих батарей [176, 433–440].

Зокрема, нещодавно групою експериментаторiв [416] отримано дiаграми

Найквiста, що побудованi для напрямку, який перпендикулярний до шарiв роз-

ширеної матрицi GaSe з iнкапсульованим β-СD (β-циклодекстрин) з кiлькiстю

6, 10 та 20 mol% за температури 293 К у темрявi (рис. 7.1a), при освiтленнi

(рис. 7.1b) та у магнiтному полi (рис. 7.1c). Аналiзуючи побудованi годографи

iмпедансу (рис. 7.1) слiд звернути увагу на те, що для нерозширеного зразка
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a (в темрявi) b (при освiтленнi)

c (у магнiтному полi)

Рис. 7.1. Дiаграми Найквiста, що побудованi для напрямку, який перпендикулярний до
шарiв розширеної матрицi GaSe з iнкапсульованим β–СD з кiлькiстю 6–(2), 10–(3) та

20–(4) mol% за температури 293 К; (1) — розширена кристалiчна матриця.

селенiду галiя дiаграма Найквiста має вигляд пiвкола, який i вiдображає ємнiс-

ний вiдгук локалiзованих станiв. Пiсля розширення (без впровадження β-CD)

вона трансформується до тридугового вигляду (рис. 7.1), що вказує на форму-

вання енергетичного рельєфу для носiїв струму з трьома часами релаксацiї та

системою рiвнiв прилипання, якi зумовлюють перехiд середньочастотної вiтки

у четвертий («iндуктивний») квадрант площини комплексного iмпедансу. Пiс-

ля впровадження β-CD частотний генезис дiаграм Найквiста суттєво усклад-

нюється вiдображенням енергетичних бар’єрiв для струмопроходження через

прошарки β-CD та мiжфазну межу «матриця–кавiтандний контент». Цi дослiд-
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ження свiдчать про особливостi фракталiзованої гостьової системи. При цьому,

виходячи з практичної мети — застосування їх для високодобротних конденса-

торiв радiочастотного дiапазону для аналiзу бралися до уваги данi, яким вiд-

повiдають значення тангенса кута електричних втрат, якi меншi за одиницю

(tg δ < 1). Цiй умовi вiдповiдає частотний iнтервал вiд 1 до 106 Гц. Перше

впровадження β-CD в основному змiнює тiльки частотну дисперсiю тангенса

кута електричних втрат розширеної матрицi, тодi як збiльшення вмiсту органiч-

ного контенту до 10 mol% викликає його зменшення уздовж усiєї дослiджува-

ної частотної осi. Вмiст β-CD 20 mol% реверсує цю змiну, ймовiрно через рiст

концентрацiї носiїв струму. Дiелектрична проникнiсть вздовж кристалографiч-

ної осi найсуттєвiше змiнюється пiсля досягнення 10 mol% вмiсту β-CD. У та-

кому разi у високочастотнiй областi дiелектрична проникнiсть набуває яскраво

вираженого осциляцiйного характеру, демонструючи аномальну частотну дис-

персiю — рiст дiелектричної проникностi зi збiльшенням частоти. Вона може

бути зумовлена появою додаткової поляризацiї пiд час стрибкового перенесен-

ня заряду по локалiзованих станах поблизу рiвня Фермi. Ця частотна поведiнка

вказує на нелiнiйний осциляцiйний характер процесiв переносу заряду в такiй

системi. Дослiдження таких аномальних iмпедансних поведiнок є актуальними,

як з експериментальної, так i теоретичної точок зору.

Для математичного моделювання таких процесiв застосуємо рiвняння суб-

дифузiї з дробовою похiдною за часом Рiмана–Лiувiлля. У загальному, проце-

си субдифузiї вiдбуваються в системах, де руху частинок значно перешкоджає

внутрiшня структура середовища, наприклад, пористе середовище, гелi, аморф-

нi напiвпровiдниках i т.д. [166–168, 170, 173, 176, 177, 202, 203, 430, 441–446].

Субдифузiя характеризується такою часовою залежнiстю середнього квадрату

змiщення частинки:

〈∆x2〉 =
2Dαt

α

Γ(1 + α)
,

де Dα — субдифузiйний коефiцiєнт (в одиницях m2/cα), α — параметр субди-

фузiї зi значенням в дiапазонi 0 < α < 1. Для значенн α = 1 маємо звичайну
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дифузiєю. Теоретичний аналiз субдифузiйного iмпедансу з використанням рiв-

нянь субдифузiї з дробовою похiдною за часом Рiмана–Лiувiлля був поданий

у працi [176]. Для опису субдифузiйних процесiв у працi [177] запропоновано

рiвняння Кеттано [430]:

τ
∂2c(x, t)

∂t2
+
∂c(x, t)

∂t
= Dα

∂1−α

∂t1−α
∂2c(x, t)

∂x2
, (7.49)

в якому параметри Dα та τ (τ — час, на який потiк затримується вiдносно

градiєнту концентрацiї c(x, t)) розглядаються як незалежнi один вiд одного. За

допомогою рiвняння (7.49) дослiджуватимемо частотну залежнiсть iмпедансу

наноструктурної системи Z(iω), який знаходимо з такого спiввiдношення для

фур’є–образiв концентрацiї c̃(q, iω) та потоку j̃(q, iω):

Z(iω) = RW
c̃(q, iω)

j̃(q, iω)

∣∣∣∣
q=0

,

де RW — опiр Варбурга.

Припустивши, що процес переносу зарядiв у системi описується узагаль-

неним рiвнянням Кеттано (7.49) з такими початковими та крайовою (при L)

умовами [177]:

c(x, 0) =
∂

∂t
c(x, t)

∣∣∣∣
t=0

= 0,

ajj(L, t + τ) + bLc(L, t) = 0,

на основi рiвняння Кеттано розраховано дiаграми Найквiста зi змiною часто-

ти в областi ω ∈ (10−1, 105), з параметрами RW = 1, L = 1. Результати цих

розрахункiв подано на рис. 7.2–7.4.

На рис. 7.2 подано результати дослiджень частотної залежностi iмпедан-

су зi змiною субдифузiйного коефiцiєнта дифузiї для рiзних значень параметра

τ, α = 1. Якщо τ = 0, то отримуємо стандартну дiаграму Найквiста. Зi зрос-

танням часу τ, на який потiк затримується вiдносно градiєнту концентрацiї,

поведiнка дiаграм Найквiста зi змiною коефiцiєнта дифузiї суттєво змiнюється,

стає осциляцiйною. Очевидно, що як коефiцiєнт дифузiї, так i потiк залежать

вiд механiзмiв переносу електронiв, змiни структури системи, впливу магнiт-
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ного, чи електромагнiтного поля у певному напрямку.
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Рис. 7.2. Дiаграми Найквiста.

На рис. 7.3 подано дiаграми Найквiста, коли значення коефiцiєнтiв дифузiї

є фiксованими, а змiнюється час τ, на який потiк затримується вiдносно гра-

дiєнту концентрацiї. З цих рисункiв видно, що для τ = 0 та τ = 0.01 спостерi-

гається дифузiйний Варбург, а для τ = 0.09 i τ = 0.1 рiзко змiнюється поведiн-

ка частотної залежностi iмпедансу i далi для τ = 0.5 та τ = 1 стає коливною. У

працi [177] було показано, що час τ впливає на процес переносу менше, коли

α мале (труднощi у русi зарядiв збiльшуються). Розрахунки дiаграм Найквiс-

та для α = 0.6 та α = 0.8 за вiдповiдних значень субдифузiйного коефiцiєнта

Dα = 0.5 та Dα = 1 зi змiною часу затримки τ показують (див. рис. 7.3), що по-

ведiнка дiаграм Найквiста суттєво змiнюється за фiксованих значеннях коефi-
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цiєнта субдифузiї, спостерiгається певна стадiйнiсть процесiв переносу носiїв

заряду (електронiв, дiрок).
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Рис. 7.3. Дiаграми Найквiста.

На рис. 7.3 подано дiаграми Найквiста, коли значення коефiцiєнтiв дифузiї

є фiксованими, а змiнюється час τ, на який потiк затримується вiдносно гра-

дiєнту концентрацiї. З цих рисункiв видно, що для τ = 0 та τ = 0.01 спостерi-

гається дифузiйний Варбург, а для τ = 0.09 i τ = 0.1 рiзко змiнюється поведiн-

ка частотної залежностi iмпедансу i далi для τ = 0.5 та τ = 1 стає коливною. У

працi [177] було показано, що час τ впливає на процес переносу менше, коли

α мале (труднощi у русi зарядiв збiльшуються). Розрахунки дiаграм Найквiс-

та для α = 0.6 та α = 0.8 за вiдповiдних значень субдифузiйного коефiцiєнта

Dα = 0.5 та Dα = 1 зi змiною часу затримки τ показують (див. рис. 7.3), що по-
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ведiнка дiаграм Найквiста суттєво змiнюється за фiксованих значеннях коефi-

цiєнта субдифузiї, спостерiгається певна стадiйнiсть процесiв переносу носiїв

заряду (електронiв, дiрок).

aB

a (τ = 1.5) b (τ = 5)

Рис. 7.4. Дiаграми Найквiста для рiзних значень параметрiв субдифузiї α за фiксованих
часiв затримки τ.

З аналiзу дiаграм Найквiста, яка подана на рис. 7.4, випливає, що рiст часу

затримки τ закономiрно викликає рiст як дiйсної, так i уявної складових iмпе-

дансу (зауважимо, що годографи iмпедансу для τ = 1.5 ÷ 5 практично не за-

лежать вiд значення субдифузiйного коефiцiєнта Dα з iнтервалу Dα = 0.5 ÷ 1);

для α 6= 1 функцiя ImZ(iω) має мiнiмум, а iндуктивний вiдгук бiльш яскраво

виражений для вищих значень часу затримки τ за однакових значень α з iнтер-

валу 0.6 < α 6 0.8; частотна дисперсiя Z(iω) зростає тiльки зi збiльшенням α,

незалежно вiд часу затримки τ; низькi значення параметра субдифузiї (наприк-

лад, α 6 0.2) вказують на суттєвi затруднення в процесах перенесення заряду

i, як наслiдок, — накопичення просторового заряду. Аналiз наведених дiаграм

Найквiста приводить до дещо неочiкуваного результату: спостережуваний на

експериментi [447] рiст частотної дисперсiї годографа iмпедансу при синтезi в

електричному полi з одночасним освiтленням зумовлений не, як очiкувалося,

ростом часу затримки τ, а змiною часової фрактальної вимiрностi α. Це сто-
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сується i появи iндуктивного вiдгуку у високочастотнiй областi. Рiст частотної

дисперсiї Z(iω) при освiтленнi, яке передбачає фотоiндуковану поляризацiю у

таких системах, також корелює насамперед зi змiною α.

Для вияснення такої поведiнки параметрiв τ, α i Dα та їхнього впливу на

iмпеданснi залежностi необхiдний подальший розвиток мiкроскопiчної теорiї

процесiв переносу, яка б враховувала характер взаємодiї електронiв у муль-

тишарових наноструктурах пiд впливом зовнiшнiх полiв (магнiтного, електро-

магнiтного).

7.5. Висновки

Використовуючи рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних для класичної

системи частинок та метод нерiвноважного статистичного оператора Зубарє-

ва в статистицi Ренi, отримано узагальненi (немарковськi) рiвняння переносу

у дробових похiдних. Для опису дифузiйних процесiв отримано узагальненi

(немарковськi) рiвняння дифузiї у дробових похiдних.

За допомогою апроксимацiї для узагальненого коефiцiєнта дифузiї (7.16),

(7.39), моделювання частотної залежностi функцiї пам’ятi W (t, t′) та викорис-

тання апарату дробового числення, вперше отримано узагальненi рiвняння ди-

фузiї типу Кеттано, Максвелла–Кеттано у дробових похiдних для систем з ча-

совою та просторовою нелокальнiстю. Отримано ряд рiвнянь типу дифузiї для

вiдповiдних значень параметрiв фрактальностi у просторi та часi. У такому

пiдходi для класичної системи заряджених iонiв, отримано узагальнене (немар-

ковське) рiвняння електродифузiї типу Кеттано у дробових похiдних.

Застосовано модель субдифузiйного iмпедансу, який розраховано на осно-

вi рiвняння Кеттано у дробових похiдних, до мультишарових наноструктур, якi

реально синтезуються. Розраховано дiаграми Найквiста та дослiджено вплив

на них параметрiв τ, α та Dα. Отримано якiсне узгодження з результати екс-

периментальних дослiджень для системи GaSe з iнкапсульованим β-CD, яке

свiдчить про складнi процеси переносу, що вiдбуваються у системi та харак-

тернi для експериментальних даних.



ВИСНОВКИ

1. За допомогою методу функцiонального iнтегрування та базисного пiдхо-

ду отримано новий аналiтичний вираз для термодинамiчного потенцiалу прос-

торово обмеженого «желе», який дав змогу розрахувати поверхневу енергiю

моделi напiвобмеженого «желе», хiмiчний потенцiал електронiв у напiвобме-

женому металi та металевiй плiвцi, якi описувалися моделлю «желе». Вияв-

лено, що врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами призводить до

пониження хiмiчного потенцiалу та пiдвищення поверхневої енергiї, яка є до-

датною в усiй областi електронних концентрацiй та задовiльно узгоджується з

експериментальними даними для простих металiв.

2. Розрахунок хiмiчного потенцiалу електронiв металевої плiвки показав,

що врахування кулонiвської мiжелектронної взаємодiї призводить до пiдсилен-

ня осциляцiйного квантово-розмiрного ефекту, втрати лiнiйної залежностi пе-

рiоду чергування пiкiв як функцiї радiуса Вiгнера–Зейтца. Коректне врахування

умови електронейтральностi забезпечує правильну поведiнку хiмiчного потен-

цiалу та роботи виходу, а саме: зi зростанням товщини плiвки цi характеристи-

ки прямують до своїх об’ємних значень.

3. За допомогою базисного пiдходу, використовуючи модель напiвобмеже-

ного «желе» як базисну, отримано загальнi вирази для великої статистичної

суми та s-частинкових функцiй розподiлу електронiв напiвобмеженого металу

з урахуванням дискретностi iонної пiдсистеми у виглядi розвинень за степе-

нями «рiзницевого потенцiалу». Показано, що нелокальнiсть псевдопотенцiалу

призводить до необхiдностi розгляду недiагональних елементiв матрицi густи-

ни електронiв. Виявлено, що вплив площини подiлу на розподiл електронної

густини стає нехтовно малим для вiддалей вiд поверхнi подiлу бiльших, нiж

пiвтори перiода ґратки.

4. Розрахунки ефективних потенцiалiв мiжелектронної, мiжiонної та елек-
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трон–iонної взаємодiй показали, що залежно вiд вiддалi до площини подiлу

«метал–вакуум» цi взаємодiї є слабшими або сильнiшими нiж тi, що в глибинi

металу. За рахунок цього бiля поверхнi металу виникають додатковi механiчнi

напруження, якi можуть призводити до появи трiщин та iнших дефектiв.

5. Знайдено нерiвноважний статистичний оператор у гаусciвському та на-

ступному за ним наближеннях за динамiчними електронними кореляцiями, ко-

ли параметрами скороченого опису є нерiвноважне середнє значення густини

електронiв та густини їх iмпульсу. Це дало змогу вийти за межi лiнiйного на-

ближення за градiєнтами електрохiмiчного потенцiалу та середньої густини

швидкостi електронiв та отримати узагальненi рiвняння нелiнiйної гiдродина-

мiки для нерiвноважних середнiх значень густин електронiв та їх iмпульсу, якi

можуть застосовуватись для опису сильно нерiвноважних процесiв для елек-

тронної пiдсистеми напiвобмеженого металу.

6. Отримано узагальненi рiвняння переносу для середнiх нерiвноважних

значень густин неадсорбованих i адсорбованих атомiв для узгодженого опи-

су атомних реакцiйно-дифузiйних процесiв у системi «метал–адсорбат–газ» у

статистицi Ренi, якi у разi q = 1 спiвпадають iз вiдповiдними рiвняннями у

статистицi Гiббса. Отриманi рiвняння є нелiнiйними та просторово неоднорiд-

ними, можуть описувати як сильно, так i слабо нерiвноважнi процеси.

7. Отримано узагальненi рiвняння переносу, якi узгоджено описують

в’язко-еластичнi електроннi процеси iз дифузiйно-електромагнiтними для

атомiв–промоторiв (магнiтних диполiв) на поверхнi металу та iз реакцiйно-

дифузiйними для адсорбованих на поверхнi металiв атомiв пiд час каталiтич-

них реакцiй. Для слабо нерiвноважних процесiв вони трансформуються у

замкнену систему рiвнянь переносу, на основi якої отримано систему рiвнянь

для часових кореляцiйних функцiй основного набору параметрiв скороченого

опису.

8. Обґрунтовано та побудовано математичну модель реакцiйно-дифузiйних

процесiв окиснення CO для механiзму Ленгмюра–Гiншелвуда на двовимiрнiй
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поверхнi платинового каталiзатора, яка враховує скiнченнiсть швидкостi де-

сорбцiї продукту окиснення (CO2) з поверхнi каталiзатора.

9. Запропонований пiдхiд для розрахунку перерiзу розсiяння iонiзованих

атомiв у полi вiстря iонiзацiйного детектора, який полягає у поєднаннi класич-

ного опису процесу наближення атома до вiстря та квантового опису процесу

iонiзацiї атома, дав змогу отримати спiвмiрнi з експериментальними даними

значення перерiзiв розсiяння iонiзованих атомiв гелiю для рiзних температур.

10. За допомогою рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних для класичної

системи частинок та методу нерiвноважного статистичного оператора Зубарє-

ва в статистицi Ренi, отримано узагальненi (немарковськi) рiвняння переносу у

дробових похiдних. За допомогою апроксимацiї для узагальненого коефiцiєнта

дифузiї Dq(r, r
′; t, t′) = W (t, t′)Dq(r, r

′) та моделювання частотної залежностi

функцiї пам’ятi W (t, t′) отримано узагальненi рiвняння дифузiї типу Кеттано,

Максвелла–Кеттано у дробових похiдних для систем з часовою та просторовою

нелокальнiстю. Отримано якiсне узгодження субдифузiйного iмпедансу iз ре-

зультати експериментальних дослiджень для системи GaSe з iнкапсульованим

β-CD.
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57. Masi M. A step beyond Tsallis and Rényi entropies // Physics Letters A. ––



279

2005. –– Vol. 338, no. 3. –– P. 217–224.

58. Башкиров А. Г., Суханов А. Д. Функция распределения для подсисте-

мы, испытывающей флуктуации температуры // ЖЭТФ. — 2002. — Т. 122,

№ 3. — С. 513–520.

59. Bashkirov A. G. On maximum entropy principle, superstatistics, powerlaw

distribution and renyi parameter // Physica A: Statistical Mechanics and its

Applications. –– 2004. –– Vol. 340, no. 1. –– P. 153–162.

60. Bashkirov A. G. Maximum Renyi Entropy Principle for Systems with Power

Law Hamiltonians // Phys. Rev. Lett. –– 2004. –– Vol. 93, no. 13. –– P. 130601.

61. Башкиров А. Г. Энтропия Реньи как статистическая энтропия сложных

систем // ТМФ. — 2006. — Т. 149, № 2. — С. 299–317.

62. Markiv B., Tokarchuk R., Kostrobij P., Tokarchuk M. Nonequilibrium statisti

cal operator method in Renyi statistics // Physica A: Statistical Mechanics and

its Applications. –– 2011. –– Vol. 390, no. 5. –– P. 785–791.

63. Sharma B. D., Mittal D. P. New nonadditive measures of entropy for discrete

probability distributions // J. Math. Sci. –– 1975. –– Vol. 1. –– P. 28–40.

64. Akturk E., Bagci G. B., Sever R. Is SharmaMittal entropy really a step

beyond Tsallis and Renyi entropies? –– 2007. –– arXiv:condmat/0703277v1.

65. Beck C. Superstatistics: theory and applications // Continuum Mechanics and

Thermodynamics. –– 2004. –– Vol. 16, no. 3. –– P. 293–304.

66. Beck C. Superstatistics: Theoretical Concepts and Physical Applications //

Anomalous Transport. –– WileyVCH Verlag GmbH & Co. KGaA, 2008. ––

P. 433–457.

67. Abe S., Beck C., Cohen E. G. D. Superstatistics, thermodynamics, and fluc

tuations // Phys. Rev. E. –– 2007. –– Vol. 76, no. 3. –– P. 031102.

68. Beck C. Recent developments in superstatistics // Brazilian Journal of

Physics. –– 2009. –– Vol. 39. –– P. 357–363.

69. Tsallis C., Souza A. M. C. Constructing a statistical mechanics for BeckCohen

superstatistics // Phys. Rev. E. –– 2003. –– Vol. 67, no. 2. –– P. 026106.



280

70. Sob’yanin D. N. Generalization of the BeckCohen superstatistics // Phys.

Rev. E. –– 2011. –– Vol. 84, no. 5. –– P. 051128.

71. Essex C., Schulzky C., Franz A., Hoffmann K. H. Tsallis and Rényi en
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304. Garcı́aMartı́n A., Torres J. A., Sáenz J. J. Finite size corrections to the

conductance of ballistic wires // Phys. Rev. B. –– 1996. –– Vol. 54, no. 19. ––

P. 13448–13451.

305. Kiejna A., Wojciechowski K. F. Metal Surface Electron Physics. –– 1st edi

tion. –– Pergamon, 1996. –– 303 p.

306. Пааш Г., Хитшольд М. Поверхности твердых тел // Достижения электрон-

ной теории металлов / Под ред. П. Цише, Г. Леманн. — М. : Мир, 1984. —

Т. 2. — С. 279.

307. Paasch G., Hietschold M. Die Oberfläche der festen Körper // Ergebnisse in
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Д1

МОДЕЛI ПОВЕРХНЕВОГО ПОТЕНЦIАЛУ

Прямокутний потенцiальний бар’єр

Прямокутний потенцiальний бар’єр

Vsurf(z) =





W, z > d,

0, z < d,
(Д1.1)

який знаходиться у точцi z = d та має висоту W = h̄2s2

2m
= W̃µ, тобто W̃ =

= W/µ, s̃ = s/KF =
√

W/µ, допускає аналiтичний розв’язок одновимiрного

стацiонарного рiвняння Шредiнгера[
− h̄2

2m

d2

dz2
+Vsurf(z)

]
ϕα(z) = εαϕα(z)

з крайовими умовами

ϕα(−L/2) = 0, ϕα(+L/2) = 0, L → ∞

та умовами неперервностi та гладкостi


ϕα(z < d)

∣∣
z=d

= ϕα(z > d)
∣∣
z=d

,

ϕ′
α(z < d)

∣∣
z=d

= ϕ′
α(z > d)

∣∣
z=d

.

Якщо εα 6W , то

εα =
h̄2α2

2m
, ϕα(z) = C(α)





sin
(
α(d − z) + γ(α)

)
, z 6 d,

α

s
e−κ(α)(z−d), z > d,

(Д1.2)

де

γ(α) = arcsin
α

s
, (Д1.3)

κ(α) =

(
dγ(α)

dα

)−1

=
√

s2 − α2, α 6 s,

причому квантовi числа α задовольняють алгебраїчне трансцендентне рiвняння

α

(
L

2
+ d

)
+ γ(α) = πn, n = 1, 2, 3, . . . (Д1.4)
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З умови нормування хвильових функцiй
+L/2∫

−L/2

|ϕα(z)|2dz = 1, L → ∞ (Д1.5)

випливає, що

C(α) =
2√

L + 2
(
d + 1

κ(α)

) =

=
2√

L + 2
(
d + dγ(α)

dα

) .

Якщо εα > W , то

εα =
h̄2α2

2m
, ϕα(z) =

1√
π





cos
(
α(z − d)

)
, z 6 d,

cos
(√
α2 − s2(z − d)

)
, z > d,

(Д1.6)

Якщо висоту потенцiального бар’єра спрямувати до безмежностi, то

Vsurf(z) =





∞, z > d,

0, z < d,
(Д1.7)

lim
s→∞

γ(α) = lim
s→∞

arcsin
α

s
= 0,

lim
s→∞

C(α) = lim
s→∞

2√
L + 2

(
d + dγ(α)

dα

) =
2√

L + 2d

i в результатi отримуємо, що

εα =
h̄2α2

2m
, ϕα(z) =

2√
L + 2d





sin
(
α(d − z)

)
, z 6 d,

0, z > d
(Д1.8)

та алгебраїчне рiвняння (Д1.4) легко розв’язується, квантовi числа α мають

такий вигляд:

α =
πn(

L
2
+ d
) , n = 1, 2, 3, . . .

Модельний потенцiал (Д1.1) мiстить параметр d, який необхiдно визначи-

ти з умови електронейтральностi (1.2). Для цього необхiдно розрахувати унар-

ну функцiю розподiлу електронiв.
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Лiнiйний потенцiал

Лiнiйний потенцiал

Vsurf(z) =
h̄2

2m
kz θ(z), z ∈ [−L/2,+∞). (Д1.9)

Власнi значення та вiдповiднi хвильовi функцiї є такими:

εα =
h̄2α2

2m
, ϕα(z) =





2√
L

sin(αz − γα), z 6 0,

− 2√
L

sin γα

Ai
(
− α2

k2/3

) Ai
(
k1/3z − α2

k2/3

)
, z > 0,

де α — квантове число, яке визначається з алгебраїчного рiвняння: αL/2 +

+ γ(α) = πn, n = 1, 2, 3, . . ., Ai(x) — функцiя Ейрi [329],

γα = − arctg


 α

k1/3

Ai
(
− α2

k2/3

)

Ai′
(
− α2

k2/3

)


 .

Областю змiни нормальної координати z є [−L/2,+∞).

Прямокутний потенцiальний бар’єр за присутностi зовнiшнього постiйного

електричного поля

Прямокутний потенцiальний бар’єр (Д1.1) за присутностi зовнiшнього по-

стiйного електричного поля має такий вигляд:

Vsurf(z) =





W + eEextz, z > 0,

0, z < 0,
(Д1.10)

де Eext — напруженiсть зовнiшнього постiйного електричного поля, яке прикла-

дене перпендикулярно до поверхнi, z ∈ [−L/2,+∞).

Хвильовi функцiї та вiдповiднi власнi значення є такими:

εα =
h̄2α2

2m
, ϕα(z) =





2√
L

sin
(
αz − γ(α)

)
, z 6 0,

2√
L

sin γ(α)

Ai
(

s2−α2

k2/3

) Ai
(
k1/3z + s2−α2

k2/3

)
, z > 0,

де k = 2meEext/h̄
2, α — квантове число, яке визначається з алгебраїчного рiв-
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няння: αL/2 + γ(α) = πn, n = 1, 2, 3, . . .,

γ(α) = − arctg


 α

k1/3

Ai
(

s2−α2

k2/3

)

Ai′
(

s2−α2

k2/3

)


 .



Д2

УНАРНА ФУНКЦIЯ РОЗПОДIЛУ ЕЛЕКТРОНIВ ТА ПАРАМЕТР

ЗСУВУ МОДЕЛЬНОГО ПОВЕРХНЕВОГО ПОТЕНЦIАЛУ

Розрахуємо унарну функцiю розподiлу електронiв в моделi напiвобмеже-

ного «желе» [140, 142] для прямокутного потенцiального бар’єру (Д1.1) у гра-

ницi низьких температур

F0
1 (z) =

V

〈N〉0
1

S

∑

k||,α

|ϕα(z)|2nα(k||) =

=
V

〈N〉0
1

S

∑

k||,α

|ϕα(z)|2θ
(
K2

F − k2
|| − α2

)
. (Д2.1)

Здiйснивши перехiд вiд пiдсумовування до iнтегрування згiдно з правила-

ми (2.2) та (2.4)

∑

k||

f (k||) =
2S

(2π)2

+∞∫

−∞

dk|| f (k||) =
S

π

∞∫

0

dk|| k|| f (k||), (Д2.2)

∑

α

f (α) =

∞∫

0

dα

{
L

2π

[
1 +

2

L

(
d +

dγ(α)

dα

)]
− 1

2
δ(α)

}
f (α) =

=

∞∫

0

dα

(
2

π|C(α)|2 − 1

2
δ(α)

)
f (α) (Д2.3)

та проiнтегрувавши за змiнною k||, отримуємо

F0
1 (z) =

3

K3
F

KF∫

0

dα (K2
F − α2)





sin2
(
α(d − z) + γ(α)

)
, z 6 d,

α2

s2
e−2κ(α)(z−d), z > d.

(Д2.4)

Iнтегрування за змiнною α необхiдно виконувати чисельно.

Якщо у формулi (Д2.4) висоту бар’єру спрямувати до безмежностi, то iн-

тегрування за змiнною α виконується аналiтично i цей вираз набуває такого

вигляду:

F0
1 (z) =

[
1 +

3 cos
(
2KF(d − z)

)
(
2KF(d − z)

)2 − 3 sin
(
2KF(d − z)

)
(
2KF(d − z)

)3

]
θ(d − z), (Д2.5)
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який є унарною функцiєю розподiлу електронiв у разi безмежного потенццiаль-

ного бар’єру. Якщо у виразi (Д2.5) покласти d = 0 та KF = K0
F, де K0

F — вели-

чина хвильового вектора Фермi невзаємодiючої системи,

K0
F =

(
9π

4

)1/3
1

rs
, (Д2.6)

то вiн перетворюється на вiдомий вираз для унарної функцiї розподiлу невзає-

модiючих електронiв (див. працi [140, 142, 328, 448]).

Параметр d визначаємо з умови електронейтральностi (1.2), яка для унар-

ної функцiї розподiлу записується так:

lim
L→∞

+L/2∫

−L/2

(
F0

1 (z) − θ(−z)
)
dz = 0.

Пiдставивши (Д2.1) у цю умову, отримуємо

lim
L→∞

[
V

〈N〉0S
∑

k||,α

|ϕα(z)|2θ
(
K2

F − k2
|| − α2

)
− L

2

]
= 0.

Використовуючи умову нормування (Д1.5), правила переходу вiд сум до iнтег-

ралiв (Д2.2), (Д2.3) та 〈N〉0/V = K3
F/(3π

2) отримуємо рiвняння для параметра d

lim
L→∞

[
L

2
+ d +

3

2K3
F

KF∫

0

dα (K2
F − α2)

dγ(α)

dα
− 3π

8KF
− L

2

]
= 0.

З цього рiвняння знаходимо, що

d =
3π

8KF
− 3

2K3
F

KF∫

0

dα (K2
F − α2)

dγ(α)

dα
.

Проiнтегрувавши цей вираз частинами, отримуємо

d =
3π

8KF
− 3

K3
F

KF∫

0

dααγ(α). (Д2.7)

Врахувавши, що γ(α) = arcsin α
s
, вираз для параметра d набуває вигляду

d =
3π

8KF
− 3

4KF

(√
s̃2 − 1 +

(
2 − s̃2

)
arcsin

1

s̃

)
=

=
3π

8KF
− 3

4KF

(
(W̃ − 1)1/2 +

(
2 −W̃

)
arcsin

1√
W̃

)
. (Д2.8)

Зауважимо, що якщо у виразi (Д2.8) замiсть величини хвильового вектора



323

Фермi взаємодiючої системи KF покласти K0
F, то цей вираз спiвпаде з вiдомим

виразом для невзаємодiючої системи [305, 308, 309].

Зауважимо також, що зростання висоти потенцiального бар’єру приводить

до зростання вiддалi d, причому

lim
W→∞

d = d∞ =
3π

8KF
, (Д2.9)

ця величина є вiддалю вiд площини подiлу (z = 0) до безмежного потенцiаль-

ного бар’єру (див., наприклад, [292, 293]).

Якщо ж висота потенцiального бар’єру W дорiвнює хiмiчному потенцiа-

лу µ, то вiддаль d перетворюється на нуль, тобто положення площини подiлу

та потенцiального бар’єру спiвпадають.



Д3

РОЗРАХУНОК СУМ ВIД ФУНКЦIЙ РОЗПОДIЛУ

ФЕРМI–ДIРАКА

У цьому додатку розраховано суми за двовимiрним хвильовим вектором

k|| вiд функцiї розподiлу Фермi–Дiрака та їх добуткiв у границi низьких темпе-

ратур, де ця функцiя є сходинкоподiбною, тобто

nα(k||) =
1

eβ(Eα(k||)−µ) +1
−→
βµ→∞

θ
(
µ− Eα(k||)

)
.

Д3.1.
∑
k||

nα(k||),
∑
k||

∂nα(k||)/∂µ

Розрахуємо суму за двовимiрним хвильовим вектором k|| вiд функцiї роз-

подiлу Фермi–Дiрака у границi низьких температур. Здiйснивши перехiд вiд

пiдсумовування до iнтегрування згiдно з (2.2), отримуємо
∑

k||

nα(k||) =
2S

(2π)2

∫
dk|| θ

(
2mµ

h̄2
− α2 − k2

||

)
=

=
2S

(2π)2
2π

∞∫

0

dk|| k|| θ
(
K2

F − α2 − k2
||
)

=

=
S

2π

(
K2

F − α2
)

θ
(
K2

F − α2
)
,

де для обчислення iнтегралу було здiйснено перехiд до полярної системи коор-

динат.

Продиференцiювавши отриманий вираз за хiмiчним потенцiалом, отри-

муємо
∑

k||

∂nα(k||)

∂µ
=

S

2π

∂

∂µ

(
2mµ

h̄2
− α2

)
θ
(

2mµ

h̄2
− α2

)
=

=
S

2π

[
2m

h̄2
θ
(

2mµ

h̄2
− α2

1

)
+

(
2mµ

h̄2
− α2

)
δ
(

2mµ

h̄2
− α2

)]
=

=
S

2π

2m

h̄2
θ
(
K2

F − α2
)
.

324
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Д3.2.
∑
k||

nα1
(k||)nα2

(k|| − q)

Розрахуємо суму за двовимiрним хвильовим вектором k|| вiд добутку двох

функцiй розподiлу Фермi–Дiрака у границi низьких температур. Здiйснивши

перехiд вiд пiдсумовування до iнтегрування згiдно з (2.2), отримуємо

J(q,α1,α2) =
∑

k||

nα1
(k||) nα2

(k|| − q) =

=
2S

(2π)2

∫
dk|| θ

(
K2

F − α2
1 − k2

||
)

θ
(
K2

F − α2
2 − (k|| − q)2

)
=

=
2S

(2π)2

∫
dk|| θ

(
c2
1 − k2

||
)

θ
(
c2
2 − (k|| − q)2

)
, (Д3.1)

де

c2
1 = K2

F − α2
1, α1 6 KF,

c2
2 = K2

F − α2
2, α2 6 KF.

Якщо ж α1 > KF або α2 > KF, то J(q,α1,α2) = 0.

У площинi kxOky функцiя θ(c2
1 − k2

||) задає рiвняння круга з центром у по-

чатку координат та радiусом c1, аналогiчно функцiя θ(c2
2−(k||−q)2) — рiвняння

круга з центром, який змiщений на вектор q, та радiусом c2. Виберемо систему

координат так, щоб вiсь kx була спрямована вздовж вектора q, тодi функцiя J

залежатиме лише вiд модуля вектора q, тобто J(q,α1,α2) = J(q,α1,α2).

Перший можливий випадок — цi два круги не мають спiльних точок, тодi

пiдiнтегральна функцiя у виразi (Д3.1) перетворюється на нуль (див. рис. Д3 .1),

тобто

J(q,α1,α2) = 0, q > c1 + c2.

0 q kx

ky

c1
c2

−c1 c1 q − c2 q + c2

Рис. Д3 .1.
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Другий можливий випадок — один круг повнiстю мiститься в iншому (див.

рис. Д3 .2), тодi iнтеграл дорiвнюватиме площi меншого круга

J(q,α1,α2) =
2S

(2π)2




πc2

1 , q < c2 − c1 (c2 > c1),

πc2
2 , q < c1 − c2 (c1 > c2).

00 qq kxkx

kyky

c1

c1 c2

c2

−c1 c1q − c2 q + c2

Рис. Д3 .2.

Третiй можливий випадок — два круги перекриваються, це вiдбудеться за

умови q < c1 + c2 (див. рис. Д3 .3).

0 q kx

ky

c1 c2

−c1 c1q − c2 q + c2

Рис. Д3 .3.

З рiвнянь кiл 



k2
x + k2

y = c2
1 ,

(kx − q)2 + k2
y = c2

2

знаходимо абсцису точок перетину кiл

kx =
q2 − c2

2 + c2
1

2q
,

тодi

J(q,α1,α2) =
2S

(2π)2

[
2

(q2−c2
2+c2

1)/(2q)∫

q−c2

dkx

√
c2
2−(kx−q)2∫

0

dky + 2

c1∫

(q2−c2
2+c2

1)/(2q)

dkx

√
c2
1−k2

x∫

0

dky

]
.
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Цi iнтеграли легко обчислюються, у результатi отримуємо

J(q,α1,α2) =
2S

(2π)2
[
f (c1, c2, q) + f (c2, c1, q)

]
,

де

f (c1, c2, q) = c2
1

(
π

2
− arcsin

c2
1 − c2

2 + q2

2qc1

)
−

− c2
1 − c2

2 + q2

2q

√
c2
1 −

(c2
1 − c2

2 + q2)2

4q2
, q < c1 + c2.

Отже, функцiю J(q,α1,α2) може подати так (для α1 6 KF та α2 6 KF):

J(q,α1,α2) =
∑

k||

nα1
(k||) nα2

(k|| − q) =
2S

(2π)2
J̃(q,α1,α2), (Д3.2)

де

J̃(q,α1,α2) =








πc2

1 , c2 > c1,

πc2
2 , c1 > c2,

0 6 q < |c1 − c2|,

f (c1, c2, q) + f (c2, c1, q), |c1 − c2| 6 q < c1 + c2,

0, q > c1 + c2,

(Д3.3)

c1 =
√

K2
F − α2

1, c2 =
√

K2
F − α2

2.

Зауважимо, що отримана функцiя (Д3.3) є неперервною за усiма аргументами.

Розрахуємо суму за хвильовим вектором k вiд добутку двох функцiй роз-

подiлу Фермi–Дiрака для однорiдної системи у границi низьких температур.

Такi розрахунки проводилися ранiше (див., наприклад, [449, 450]) для знаход-

ження статичного форм-фактора невзаємодiючого електронного газу, але для

повноти викладу приведемо їх i тут. У такому разi вектори q та k є тривимiр-

ними. Здiйснивши перехiд вiд пiдсумовування до iнтегрування згiдно з прави-

лом (2.3), отримуємо

Junif(q) =
∑

k

n(k) n(k − q) =

=
2V

(2π)3

∫
dk θ

(
K2

F − k2
)

θ
(
K2

F − (k − q)2
)
, (Д3.4)

Функцiя θ(K2
F − k2) задає рiвняння кулi з центром у початку координат та

радiусом KF, аналогiчно функцiя θ(K2
F − (k − q)2) — рiвняння кулi з центром,
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яка змiщена на вектор q, та радiусом KF. Виберемо систему координат так,

щоб вiсь kz була спрямована вздовж вектора q, тодi функцiя Junif залежатиме

вiд модуля вектора q, тобто Junif(q) = Junif(q).

Перший можливий випадок — цi двi кулi не мають спiльних точок, тодi

пiдiнтегральна функцiя у виразi (Д3.4) перетворюється на нуль, тобто

Junif(q) = 0, q > 2KF.

У випадку q < 2KF двi кулi перетинаються (див. рис. Д3 .4), тодi функ-

цiя Junif(q) дорiвнює об’єму фiгури, яка виникла у результатi перетину куль.

Цей об’єм зручно обчислити у цилiндричнiй системi координат. У результатi

∣∣
∣∣

0 q

kx

ky

kz

KF

q
2

Рис. Д3 .4.

отримуємо, що

Junif(q) =2
2V

(2π)3

2π∫

0

dφ

KF∫

q/2

dkz

√
K2

F−k2
z∫

0

dk k =

=
V

(2π)2
4

3
K3

F

(
1 − 3

4

q

KF
+

1

16

q3

K3
F

)
, q < 2KF

або

Junif(q) =
V

(2π)2
4

3
K3

F J̃unif(q),

де

J̃unif(q) =





1 − 3

4

q

KF
+

1

16

q3

K3
F

, q < 2KF,

0, q > 2KF.

(Д3.5)

Зауважимо, що отримана функцiя (Д3.5) є неперервною.
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Д3.3.
∑
k||

∂nα1
(k||)/∂µ

(
nα2

(k||−q)+nα2
(k||+q)

)

Розрахуємо функцiю у границi низьких температур

I (q,α1,α2) =
∑

k||

∂nα1
(k||)

∂µ

(
nα2

(k|| − q) + nα2
(k|| + q)

)
.

Оскiльки функцiя розподiлу Фермi–Дiрака є парною вiдносно хвильового век-

тора, то, зробивши у другому доданку замiну k|| на −k||, функцiю I (q,α1,α2)

можна подати так:

I (q,α1,α2) = 2
∑

k||

∂nα1
(k||)

∂µ
nα2

(k|| − q).

Здiйснивши перехiд вiд пiдсумовування до iнтегрування згiдно з (2.2), у грани-

цi низьких температур отримуємо

I (q,α1,α2) =
4S

(2π)2

∫
dk||

∂ θ
(

2mµ

h̄2 − α2
1 − k2

||

)

∂µ
θ
(
K2

F − α2
2 − (k|| − q)2

)
=

=
4S

(2π)2
2m

h̄2

∫
dk|| δ

(
K2

F − α2
1 − k2

||
)

θ
(
K2

F − α2
2 − (k|| − q)2

)
=

=
4S

(2π)2
2m

h̄2

∫
dk|| δ

(
c2
1 − k2

||
)

θ
(
c2
2 − (k|| − q)2

)
,

де

c2
1 = K2

F − α2
1, α1 6 KF,

c2
2 = K2

F − α2
2, α2 6 KF.

Якщо ж α1 > KF та α2 > KF, то I (q,α1,α2) = 0.

Функцiю I (q,α1,α2) можна подати так:

I (q,α1,α2) =
4S

(2π)2
2m

h̄2
I (q,α1,α2),

де

I (q,α1,α2) =

∫
dk|| δ

(
c2
1 − p2

)
θ
(
c2
2 − (k|| − q)2

)
,

Розрахуємо функцiю I (q,α1,α2) у полярнiй системi координат та врахуємо, що

дельта-функцiю Дiрака можна подати так

δ
(
c2
1 − k2

||
)

=
δ(c1 − k||)

2c1
+

δ(c1 + k||)

2c1
, (Д3.6)
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тодi

I (q,α1,α2) =

2π∫

0

dφ

∞∫

0

dk|| k||

(
δ(c1 − p)

2c1
+

δ(c1 + k||)

2c1

)
×

× θ
(
c2
2 − k2

|| − q2 + 2k||q cosφ
)

=

=

2π∫

0

dφ

∞∫

0

dk|| k||
δ(c1 − k||)

2c1
θ
(
c2
2 − k2

|| − q2 + 2k||q cosφ
)

=

=
1

2

2π∫

0

dφ θ
(
c2
2 − c2

1 − q2 + 2c1q cosφ
)

=

=
1

2

2π∫

0

dφ θ
(
cosφ− q2 + c2

1 − c2
2

2c1q

)
.

Ця функцiя залежить лише вiд модуля вектора q, тобто I (q,α1,α2) =

= I (q,α1,α2).

Якщо
q2 + c2

1 − c2
2

2c1q
> 1,

що еквiвалентне до q > c1 + c2 та q < c1 − c2, то пiдiнтегральна функцiя пере-

творюється на нуль i I (q,α1,α2) = 0.

Якщо

−1 6
q2 + c2

1 − c2
2

2c1q
6 1,

що еквiвалентне до c1 − c2 6 q 6 c1 + c2 та q > c2 − c1, то пiдiнтегральна

функцiя на вiдрiзках [0,φ0] та [2π− φ0, 2π], де φ0 = arccos
q2+c2

1−c2
2

2c1q
, перетво-

рюється на одиницю i

I (q,α1,α2) =
1

2

φ0∫

0

dφ+
1

2

2π∫

2π−φ0

dφ = φ0 = arccos
q2 + c2

1 − c2
2

2c1q
.

Якщо
q2 + c2

1 − c2
2

2c1q
< −1,

що еквiвалентне до 0 6 q < c2 − c1, то пiдiнтегральна функцiя перетворюється
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на одиницю i

I (q,α1,α2) =
1

2

2π∫

0

dφ = π.

Отже, функцiю I (q,α1,α2) може подати так (для α1 6 KF та α2 6 KF):

I (q,α1,α2) =









0, 0 6 q 6 c1 − c2,

arccos
q2 + c2

1 − c2
2

2c1q
, c1 − c2 < q 6 c1 + c2,

0, c1 + c2 < q < ∞,





, c1 > c2,





π, 0 6 q 6 c2 − c1,

arccos
q2 + c2

1 − c2
2

2c1q
, c2 − c1 < q 6 c1 + c2,

0, c1 + c2 < q < ∞,





, c2 > c1,

(Д3.7)

де

c1 =
√

K2
F − α2

1, c2 =
√

K2
F − α2

2.

Зауважимо, що отримана функцiя (Д3.7) є неперервною за усiма аргументами.

Розрахуємо таку ж функцiю, але в однорiдному випадку. Здiйснивши пе-

рехiд вiд пiдсумовування до iнтегрування згiдно з правилом (2.3), у границi

низьких температур отримуємо, що

Iunif(q) = 2
∑

k

∂n(k)

∂µ
n(k − q) =

=
4V

(2π)3

∫
dk

∂ θ
(

2mµ

h̄2 − k2
)

∂µ
θ
(
K2

F − (k − q)2
)

=

=
4V

(2π)3
2m

h̄2

∫
dk δ

(
K2

F − k2
)

θ
(
K2

F − (k − q)2
)
.

Цей вираз можна подати так:

Iunif(q) =
4V

(2π)3
2m

h̄2
I unif(q),

де

I unif(q) =

∫
dk δ

(
K2

F − k2
)

θ
(
K2

F − (k − q)2
)
,

Розрахуємо функцiю I−unif(q) у сферичнiй системi координат та врахуємо влас-
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тивiсть (Д3.6) дельта-функцiї Дiрака, тодi

I unif(q) =

2π∫

0

dφ

π∫

0

dϑ sinϑ

∞∫

0

dk k2

(
δ(KF − k)

2KF
+

δ(KF + k)

2KF

)
×

× θ
(
K2

F − k2 − q2 + 2kq cosϑ
)

=

= 2π

π∫

0

dϑ sinϑ

∞∫

0

dk k2 δ(KF − k)

2KF
θ
(
K2

F − k2 − q2 + 2kq cosϑ
)

=

= πKF

π∫

0

dϑ sinϑ θ
(
cosϑ− q

2KF

)
=

= πKF

1∫

−1

dx θ
(
x − q

2KF

)
= πKFĨunif(q),

де

Ĩunif(q) =





2,
q

2KF
6 −1,

1 − q

2KF
, −1 <

q

2KF
6 1,

0,
q

2KF
> 1.

(Д3.8)

Ця функцiя є неперервною та залежить лише вiд модуля вектора q, тобто

Ĩunif(q) = Ĩunif(q).
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