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Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню властивостей фрустрованих

квантових антиферомагнетикiв Гайзенберга, якi за певних умов мають бездис-

персiйну (плоску) зону в одночастинковому енергетичному спектрi. Модель до-

слiджена в сильних магнiтних полях та при низьких температурах.

Розглянуто s = 1/2 антиферомагнiтну модель Гайзенберга на кiлькох дво-

шарових ґратках (квадратна, шестикутна i трикутна) з магнонними станами з

плоскої зони з найменшою енергiєю за наявностi сильного магнiтного поля. Для

цих систем, через локалiзований характер магнонних станiв, здiйснено вiдобра-

ження на класичнi гази жорстких об’єктiв. Таке вiдображення зводить вивчення

квантових моделей до добре вiдомих класичних, якi дозволяють зробити виснов-

ки про властивостi вихiдних моделей. Використано операторну теорiю збурень у

наближеннi сильного зв’язку для побудови ефективних гамiльтонiанiв. Отриманi

ефективнi моделi дозволили дослiдити фазовi переходи, пов’язанi з впорядкува-

нням локалiзованих магнонiв. Цi фазовi переходи належать до рiзних класiв унi-

версальностi. Коли розлядалася повнiстю антиферомагнiтна модель (квадратна

та шестикутна геометрiї) в режимi повної фрустрацiї, то виявлено фазовi перехо-

ди, якi належать до класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинга. У випадку

трикутної геометрiї для повнiстю антиферомагнiтної моделi виявлено фазовий

перехiд, що належить до класу унiверсальностi двовимiрної тристанової моделi

Потса, а в випадку, коли деякi взаємодiї на ґратцi є феромагнiтними — фазовий

перехiд першого роду, який у певнiй критичнiй точцi переходить у фазовий пере-
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хiд другого роду з класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинга. Для повнiстю

антиферомагнiтної моделi заданої на шестикутнiй двошаровiй ґратцi при малих

вiдхиленнях вiд режиму повної фрустрацiї виявлено спiн-флоп перехiд, який при-

таманний XXZ моделi з легкою вiссю намагнiчення.

На основi ефективної моделi розроблено теорiю для магнiтної сполуки

Ba2CoSi2O6Cl2 у зовнiшньому магнiтному полi для опису її низькотемператур-

них властивостей. Сполука описується квадратною спiновою моделлю на квадра-

тному двошарi. Вiдтворено результати експериментiв для цiєї сполуки та зро-

блено новi передбачення, якi потребують експериментальних дослiджень для їх

пiдтвердження. Також обговорено застосовнiсть розробленої теорiї на основi кван-

тової моделi Гайзенберга на шестикутнiй двошаровiй ґратцi до магнiтної сполуки

Bi3Mn4O12(NO3).

Для повноти картини, в роботi дослiджено основний стан квантового ан-

тиферомагнетика Гайзенберга на двошарах рiзної геометрiї (квадратна, шестику-

тна) за вiдсутностi магнiтного поля при T = 0. Для цього застосовано варiацiйний

пiдхiд. Запропоновано пробнi варiацiйнi хвильовi функцiї, якi добре описують стан

системи при певних спiввiдношеннях мiж параметрами обмiнних взаємодiй. Iз по-

рiвняння варiацiйних енергiй побудовано фазовi дiаграми. Отриманi результати

спiвставлено з недавно одержаними за допомогою складнiших методiв. Спосте-

рiгається якiсна узгодженiсть та добра кiлькiсна згода для деяких критичних

точок.

Як простий приклад, розглянуто модель Тасакi-Габарда задану на пилкопо-

дiбному ланцюжку, де можна спостерiгати ефекти присутностi сильних кореляцiй

та найнижчої бездисперсiйної (плоскої) зони в енергетичному спектрi. Вивчено

властивостi такого парамагнетика в нехтовно малому зовнiшньому магнiтному

полi та здiйснено порiвняння зi звичайним парамагнетиком Кюрi. Виявлено, що

на вiдмiну вiд звичайного парамагнетика, в парамагнетику Тасакi-Габарда є за-

лишкова ентропiя. Також такий парамагнетик легше намагнiчується.

У дисертацiї вивчено як впливають на властивостi системи вiдхилення вiд

режиму повної фрустрацiї та знак деяких обмiнних взаємодiй. Для однiєї з моде-
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лей дослiджено систему в магнiтному полi з довiльним напрямком. Застосовано

операторну теорiю збурень у випадку некомутуючого з повним гамiльтонiаном

доданку Зеємана.

Ключовi слова: квантовий антиферомагнетик Гайзенберга, двошар, геоме-

трична фрустрацiя, бездисперсiйна (плоска) зона, локалiзованi стани, фазовий

перехiд
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ABSTRACT

Baliha V.Y. Effects of frustration in quantum Heisenberg antiferromagnets on

bilayer lattices. — Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Philosophy in Physics and Mathematics

on the speciality 01.04.02 “Theoretical Physics” (104 — Physics and Astronomy).

— Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of

Ukraine, Lviv, 2018.

The thesis is devoted to investigation of the properties of frustrated quantum

Heisenberg antiferromagnets, which under special conditions have a dispersionless

(flat) band in the one-particle energy spectrum. The model is investigated in strong

magnetic fields and at low temperatures.

An s = 1/2 antiferromagnetic Heisenberg model on several bilayer lattices

(square, honeycomb and triangular) with magnon states from the flat band with

lowest energy in the presence of a strong magnetic field is considered. Due to the

localized nature of the flat-band magnon states, these systems are mapped on the

classical lattice gases of hard-core objects. This mapping simplified the study of

quantum models, reducing them to well-known classical ones, which allows us to

draw the conclusions about the properties of the initial models. Also, the standard

strong-coupling perturbation theory is applied for constructing effective Hamiltoni-

ans. These effective models allowed to investigate the phase transitions related to the

ordering of localized magnons. These phase transitions belong to the different classes

of universality. When completely antiferromagnetic model (square and honeycomb

geometry) was considered in full frustration regime, the phase transitions that belong

to the universality class of the two-dimensional Ising model were found. In the case of

triangular geometry, for a completely antiferromagnetic model, the phase transition

belonging to the universality class of the two-dimensional three-state Potts model,

and in the case, when some interactions on the lattice are ferromagnetic — the dis-

continuous phase transition, which at a certain critical point reached the continuous

phase transition from the universality class of the two-dimensional Ising model were
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found. For a completely antiferromagnetic model on a honeycomb bilayer lattice

for a small deviations from the full frustration regime, a spin-flop transition, which

occurs in a XXZ model with an easy axis of magnetization, was found.

On the basis of an effective model, a theory for a magnetic compound

Ba2CoSi2O6Cl2 in an external magnetic field for the description of its low-

temperature properties is developed. The compound can be described as a quantum

spin model on a square bilayer lattice. The results of experiments for this compound

have been reproduced and new predictions have been made, which require new ex-

perimental studies to confirm them. The applicability of the developed theory based

on the Heisenberg quantum model on a honeycomb bilayer lattice to the magnetic

compound Bi3Mn4O12(NO3) is also discussed.

For completeness, the ground state of the quantum Heisenberg antiferromag-

net on the bilayers with different geometries (square, honeycomb) in the absence

of magnetic field is investigated. A variational approach has been applied for that.

The trial variational wave functions, which describe the state of the system for the

certain relations between exchange interaction parameters, are proposed. By com-

paring the variational energies, the ground-state phase diagrams are constructed.

The obtained results are compared with obtained recently by more sophisticated

methods. Qualitative consistency and good quantitative agreement for some critical

points are observed.

As a simple example, the Tasaki-Hubbard model on a sawtooth chain, where

one can observe the effects of the presence of strong correlations and the lowest

dispersionless (flat) band in the energy spectrum is considered. The properties of

such a paramagnet in an infinitesimally small external magnetic field are studied

and a comparison with the usual Curie paramagnet is made. It is found that in

contrast to the usual paramagnet, the Tasaki-Hubbard paramagnet has a residual

entropy. Also, such a paramagnet is more easily to magnetize.

In the thesis, the influence of the deviation from the full frustration regime and

the sign of some exchange interactions on the system properties is studied. For one

of the spin models, the system is investigated in a magnetic field with an arbitrary
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direction. The perturbation theory is extended to the case, when full Hamiltonian

does not commute with the Zeeman term.

Keywords: quantum Heisenberg antiferromagnet, bilayer, geometric frustra-

tion, dispersionless (flat) band, localized states, phase transition
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. В фiзицi твердого тiла спiновi моделi використовую-

ться для пояснення магнетизму. Такi моделi можуть бути як класичними, так i

квантовими. Вони мають цiкавi властивостi, зокрема, фазовi переходи мiж впо-

рядкованими i невпорядкованими (звичайно, високотемпературними) фазами. Да-

лекосяжне впорядкування, яке виникає у системi взаємодiючих спiнiв i приводить

до магнетизму, може бути зруйноване навiть при T = 0 через конкуренцiю рiзних

взаємодiй (фрустрацiю). Фрустрацiя може бути викликана специфiчною геометрi-

єю ґратки. Коли йде мова про квантовi спiновi моделi (s = 1/2), то до фрустрацiї

додаються ще i квантовi флюктуацiї, якi теж руйнують далекий порядок, особли-

во, коли вимiрнiсть системи мала. Прикладами геометрично фрустрованих систем

можуть слугувати антиферомагнетики Гайзенберга на двовимiрнiй ґратцi кагоме

чи тривимiрнiй ґратцi пiрохлору.

Важливий клас спiнових моделей становлять квантовi антиферомагнетики

Гайзенберга на двошарових ґратках: вони складаються з двох антиферомагнiтних

шарiв з антиферомагнiтною мiжшаровою взаємодiєю мiж найближчими сусiдами,

яка за певних умов визначає димери [1–4]. Двошаровi антиферомагнiтнi ґратки

представляють квантовi багаточастинковi системи, в яких виникають всi явища,

зумовленi геометричною фрустрацiєю обмiнних взаємодiй i квантовими флюктуа-

цiями. Цiкаво зазначити, що для деякого спецiального набору констант обмiнних

взаємодiй у таких системах з’являється бездисперсiйна (плоска) одномагнонна

зона з найнижчою енергiєю (iдеальна фрустрацiя i достатньо велика взаємодiя у

димерах).

З iншого боку, фрустрованi двошаровi ґратки можуть належати до так зва-

них спiнових систем iз локалiзованими магнонами [5], яким властива своєрiдна
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низькотемпературна термодинамiка в околi поля насичення. Зокрема, стрибок

намагнiченостi при полi насичення в основному станi, скiнченна залишкова ен-

тропiя при полi насичення, додатковий низькотемпературний пiк у температур-

нiй залежностi теплоємностi в околi поля насичення, тощо [6–8]. Синґлетний стан

димера — це стан, який вiдповiдає локалiзованому магнону й належить повнi-

стю бездисперсiйнiй (плоскiй) одномагноннiй зонi. Впродовж останнього десяти-

лiття було виявлено велике рiзноманiття плоскозонних систем iз незвичайними

фiзичними властивостями. Зокрема, плоскозонний феромагнетизм Мiльке-Тасакi

в одноорбiтальнiй моделi Габарда [9–11]; див. також [12–15]. Локальна природа

одномагнонних станiв у плоскозонних системах дозволяє побудувати багатома-

гноннi локалiзованi стани та обчислити кратнiсть їхнього виродження, здiйснюю-

чи вiдображення вихiдної системи на класичний ґратковий газ жорстких об’єктiв.

Випадок двошарових ґраток у такiй перспективi обговорювався в [16–18]. У режи-

мi сильних полiв та низьких температур незалежнi локалiзованi магнони мають

найнижчу енергiю, i тому вони домiнують у низькотемпературнiй термодинамiцi.

Актуальнiсть теми дисертацiйної роботи визначається iнтересом до пло-

скозонних систем за наявностi сильних кореляцiй i, зокрема, до фрустрованих

квантових антиферомагнетикiв Гайзенберга на двошарах. Розглянутi у дисертацiї

моделi дозволяють детальне дослiдження ефектiв фрустрацiї в квантових спiно-

вих моделях. Наявнiсть фрустрацiї приводить до локалiзованих одночастинкових

станiв i дозволяє побудувати багаточастинковi стани, а тому дослiдити фiзичнi

властивостi в термiнах нетривiальних класичних моделей статистичної механi-

ки. Також двошаровi спiновi моделi недавно використовувалися для випробува-

ння нових алгоритмiв квантового Монте Карло, якi застосовнi в режимi повної

фрустрацiї. Аналiтичнi розрахунки потрiбнi тут для перевiрки нових числових

методiв. Двошаровi моделi дозволяють пояснити результати експериментальних

дослiджень для магнiтної сполуки Ba2CoSi2O6Cl2 [19]. Квантовi спiновi моделi

Гайзенберга на двошарових ґратках передбачають iснування фазових переходiв у

сильних магнiтних полях, пов’язаних iз впорядкуванням локалiзованих магнонiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-
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сертацiйна робота виконувалась в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН

України згiдно з планами робiт за темою "Квантовi багаточастинковi гратковi

системи: динамiчний вiдгук i ефекти сильних кореляцiй" (2013-2017 рр., номер

держреєстрацiї 0112U007761) i за темою "Сильнi кореляцiї i конкуренцiї взаємо-

дiй у класичних i квантових граткових системах рiзної вимiрностi" (2018-2022

рр., номер держреєстрацiї 0118U003010), а також в межах гранту НАН України

дослiдницьким групам молодих вчених (2018-2019 рр., номер контракту 17/2018).

Мета i задача дослiдження. Метою дослiдження є вивчення низькотем-

пературних властивостей парамагнетика Тасакi-Габарда, побудова фазових дiа-

грам в основному станi i розроблення теорiї низькотемпературних властивостей

квантових антиферомагнетикiв Гайзенберга на двошарових ґратках iз бездиспер-

сiйною одномагнонною зоною в магнiтних полях. У роботi були поставленi насту-

пнi задачi:

– вивчити властивостi парамагнетика Тасакi-Габарда; порiвняти їх iз зви-

чайним парамагнетиком Кюрi;

– варiацiйним методом проаналiзувати фазовi дiаграми основного стану

спiн-1/2 антиферомагнiтної моделi Гайзенберга на двошарових ґратках;

– розробити ефективний опис низькотемпературних властивостей спiн-1/2

фрустрованої антиферомагнiтної моделi Гайзенберга на квадратнiй двошаровiй

ґратцi для пояснення експериментiв над сполукою Ba2CoSi2O6Cl2; побудувати фа-

зову дiаграму "магнiтне поле – температура"; запропонувати новi експерименти

для виявлення фазового переходу Iзинга-Онзагера;

– вивчити низькотемпературнi властивостi спiн-1/2 антиферомагнiтної мо-

делi Гайзенберга на фрустрованiй шестикутнiй двошаровiй ґратцi в зовнiшньому

магнiтному полi; побудувати ефективний опис низькотемпературних властиво-

стей вихiдної моделi у полях поблизу поля насичення; отримати фазову дiаграму

"магнiтне поле – температура";

– дослiдити низькотемпературнi термодинамiчнi властивостi квантової мо-

делi Гайзенберга на фрустрованiй трикутнiй двошаровiй ґратцi в зовнiшньому

магнiтному полi; проаналiзувати вплив знаку мiждимерних взаємодiй на власти-
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востi моделi; побудувати фазовi дiаграми "магнiтне поле – температура"; виявити

зв’язок мiж вихiдною моделлю i моделлю жорстких шестикутникiв Бекстера та

моделлю ґраткового газу зi скiнченним вiдштовхуванням на трикутнiй ґратцi.

Об’єктом дослiдження є ланцюжок Тасакi-Габарда та спiн-1/2 антифе-

ромагнiтна модель Гайзенберга на декiлькох фрустрованих двошарових ґратках

(шестикутна, квадратна та трикутна).

Предметом дослiдження даної роботи є низькотемпературнi властивостi

ланцюжка Тасакi-Габарда, фазовi дiаграми основного стану за вiдсутностi магнi-

тного поля та низькотемпературна термодинамiка за наявностi магнiтного поля

фрустрованих квантових антиферомагнетикiв Гайзенберга.

Методи дослiдження. В роботi застосовуються як аналiтичнi методи (та-

кi як варiацiйний пiдхiд та операторна теорiя збурень), так i числовi методи (такi

як точна дiагоналiзацiя та симуляцiї методом класичного i квантового Монте Кар-

ло).

Наукова новизна одержаних результатiв. В дисертацiй-

нiй роботi вперше дослiджено властивостi парамагнетика Тасакi-

Габарда. Виявлено особливостi, якими вiн рiзниться вiд па-

рамагнетика Кюрi. А саме, залишкову ентропiю, додатковий

низькотемпературний пiк у температурному профiлi теплоємностi, швидший

перебiг процесу намагнiчення у зовнiшньому магнiтному полi.

Простим варiацiйним методом отримано фазовi дiаграми основного стану

для квантової антиферомагнiтної моделi Гайзенберга на двошарових ґратках (ква-

дратна, шестикутна) за вiдсутностi магнiтного поля, точнiсть яких може конку-

рувати з результатами одержаними за допомогою складнiших методiв.

Вперше побудовано ефективнi моделi для опису фрустрованих квантових

антиферомагнетикiв Гайзенберга на двошарових ґратках (квадратна, шестику-

тна, трикутна) у режимi сильних магнiтних полiв i низьких температур. На осно-

вi простiших ефективних моделей вивчено властивостi вихiдних фрустрованих

квантових спiнових моделей. Зокрема, побудовано фазовi дiаграми в координа-

тах "магнiтне поле – температура". Виявлено рiзноманiття фазових переходiв,
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якi належать до рiзних класiв унiверсальностi.

Пояснено експериментальнi данi, отриманi для сполуки Ba2CoSi2O6Cl2. За-

пропоновано провести новi низькотемпературнi вимiрювання теплоємностi для

експериментального виявлення фазового переходу Iзинга-Онзагера.

Практичне значення одержаних результатiв. Запропонований пiдхiд

ефективного опису можна використати для пояснення проведених експериментiв

i пропозицiї нових експериментiв над сполукою Ba2CoSi2O6Cl2 у зовнiшньому ма-

гнiтному полi, в якiй реалiзується квантова спiнова модель Гайзенберга на фру-

строванiй квадратнiй двошаровiй ґратцi. Можливе застосування одержаних ре-

зультатiв i до магнiтної сполуки Bi3Mn4O12(NO3), у якiй реалiзується s = 3/2 спi-

нова модель Гайзенберга на шестикутнiй двошаровiй ґратцi. Результати, отриманi

для трикутної двошарової ґратки, матимуть застосування до нових синтезованих

сполук iз такою ж структурою. Аналiтичнi та числовi результати у дисертацiї

для фрустрованих квантових спiнових систем слугуватимуть для порiвняння при

дослiдженнi iншими методами, наприклад, з допомогою новiтнiх алгоритмiв симу-

ляцiй квантового Монте Карло, в яких вiдсутня проблема знаку в областi повної

фрустрацiї. Окремi фрагменти дисертацiйної роботи можуть бути використанi у

лекцiях з теорiї конденсованої матерiї для магiстрiв i аспiрантiв.

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослiдження здiйснив

науковий керiвник роботи доктор фiзико-математичних наук О. В. Держко. В

публiкацiях [20–25] автору дисертацiї належить:

– аналiз властивостей парамагнетика Тасакi-Габарда в нехтовно малому ма-

гнiтному полi [20];

– варiацiйний аналiз i порiвняння з недавнiми дослiдженнями фазових дiа-

грам основного стану для квадратної та шестикутної двошарових ґраток [24];

– отримання одномагнонного спектру для шестикутної та трикутної двоша-

рових ґраток [21, 25];

– аналiз просторових конфiгурацiй жорстких об’єктiв на допомiжних ґра-

тках та побудова багатомагнонних станiв [21, 25];

– аналiтичне виведення ефективних гамiльтонiанiв iз допомогою оператор-
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ної теорiї збурень у випадку квадратної, шестикутної та трикутної двошарових

ґраток [21, 23, 25];

– числовий аналiз ефективних моделей методами точної дiагоналiзацiї, кван-

тового i класичного Монте Карло для систем невеликих розмiрiв [21–23, 25];

– отримання фазових дiаграм, якi вiдображають переходи лад-безлад, для

квадратної, шестикутної та трикутної двошарових ґраток [21, 23, 25].

Обговорення та iнтерпретацiю отриманих результатiв у статтях [20–25] спiв-

автори виконували разом.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї представля-

лись на таких конференцiях: ХVI, XVII та XVIII Всеукраїнськi школи-семiнари

i конкурси молодих вчених зi статистичної фiзики i теорiї конденсованої речови-

ни (Львiв, 2016, 2017 та 2018 рр.); International Conference on Strongly Correlated

Electron Systems (Prague, 2017); IX Conference of Young Scientists "Problems of

Theoretical Physics" (Kyiv, 2018), а також на семiнарах в Iнститутi фiзики кон-

денсованих систем НАН України.

Публiкацiї. За результатами дисертацiї опублiковано 10 наукових праць,

з них 5 статей [20–23, 25] у фахових наукових журналах, 1 препринт Iнституту

фiзики конденсованих систем [24], 4 тези наукових конференцiй [26–29].

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, роз-

дiлу з оглядом лiтератури та чотирьох основних роздiлiв, у яких викладенi ре-

зультати дослiджень дисертанта, а також висновкiв, списку використаних дже-

рел та двох додаткiв. Робота викладена на 132 сторiнках (разом iз лiтературою

та додатками – 147 сторiнок), бiблiографiчний список мiстить 120 найменувань

публiкацiй у вiтчизняних та закордонних виданнях.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiдження, сформульовано мету ро-

боти, визначено наукову новизну й практичну цiннiсть отриманих результатiв та

наведено стислу характеристику дисертацiї.

В першому роздiлi проведено огляд лiтератури, що стосується даної робо-

ти. Обговорено фрустрацiю взаємодiй, умови появи бездисперсiйних зон та до чого

приводить наявнiсть локалiзованих одночастинкових станiв у системах iз сильни-



18

ми кореляцiями. Проведено аналiз праць, в яких дослiджувалися двошаровi ґра-

тки як iз теоретичної точки зору, так i з точки зору експериментiв (реальнi магнi-

тнi сполуки). Як приклад, дослiджено властивостi парамагнетика Тасакi-Габарда

в нехтовно малому магнiтному полi. Оригiнальнi результати опублiковано в пра-

цях [20, 26]. Сформульовано задачi, якi будуть розв’язанi в данiй дисертацiйнiй

роботi.

У другому роздiлi використано варiацiйний пiдхiд для дослiдження

основного стану антиферомагнетика Гайзенберга на двошарових ґратках за вiд-

сутностi магнiтного поля. Побудовано фазовi дiаграми в термiнах параметрiв ґра-

ток. Проведено порiвняння з результатами одержаними в недавнiх роботах iнши-

ми авторами. Результати цього роздiлу опублiковано в працях [24, 28, 29]

В третьому роздiлi на основi операторної теорiї збурень розроблено ефе-

ктивний опис низькотемпературних властивостей для сполуки Ba2CoSi2O6Cl2

в зовнiшньому магнiтному полi. Пояснено данi отриманi з експериментiв над

Ba2CoSi2O6Cl2 в магнiтному полi. Побудовано фазову дiаграму "магнiтне поле

– температура" в залежностi вiд напряму поля. Запропоновано новi експеримен-

тальнi вимiрювання теплоємностi для виявлення фазового переходу. Результати

цього роздiлу опублiковано в працi [23].

У четвертому роздiлi розглянуто антиферомагнiтну модель Гайзенберга

на фрустрованiй шестикутнiй двошаровiй ґратцi й використано пiдхiд локалiзо-

ваних магнонiв, щоб описати низькотемпературнi властивостi моделi в сильних

магнiтних полях. За допомогою операторної теорiї збурень збудовано ефективну

модель. На основi ефективної моделi, побудовано фазову дiаграму "магнiтне поле

– температура", яка вiдображає переходи лад-безлад. Обговорено можливiсть за-

стосування такої моделi до магнiтної сполуки Bi3Mn4O12(NO3). Результати цього

роздiлу опублiковано в працях [21, 22, 27].

В п’ятому роздiлi розглянуто антиферомагнiтну модель Гайзенберга на

фрустрованiй трикутнiй двошаровiй ґратцi в двох випадках: антиферомагнiтних

мiждимерних взаємодiй i феромагнiтних мiждимерних взаємодiй. Для дослiдже-

ння низькотемпературних термодинамiчних властивостей системи в магнiтному
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полi застосовано пiдхiд локалiзованих магнонiв. Вивчено вплив типу мiждимер-

них взаємодiй на властивостi моделi. Використовуючи операторну теорiю збурень,

збудовано ефективний гамiльтонiан. Побудовано фазовi дiаграми "магнiтне поле

– температура" в залежностi вiд знаку мiждимерних обмiнних взаємодiй. Пока-

зано зв’язок мiж вихiдною моделлю чи моделлю ґраткового газу зi скiнченним

вiдштовхуванням та моделлю жорстких шестикутникiв Бекстера на трикутнiй

ґратцi. Результати цього роздiлу опублiковано в працi [25].

Дисертацiйна робота завершується Висновками, Списком використа-

них джерел та Додатками.
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РОЗДIЛ 1

ПЛОСКI ЗОНИ, ЛОКАЛIЗОВАНI СТАНИ,
СИЛЬНI КОРЕЛЯЦIЇ. ДВОЛАНЦЮГИ Й

ДВОШАРИ

1.1. Геометричнi фрустрацiї та бездисперсiйнi (плоскi)
зони

Квантова модель Гайзенберга та модель Габарда з вiдштовхуванням на низцi

ґраток (таких як пилкоподiбний ланцюжок, ґратки пiрохлору та кагоме, а також

двошаровi ґратки) можуть мати повнiстю бездисперсiйну (плоску) зону в одно-

частинковому енергетичному спектрi. Плоскозоннi стани можна розглядати як

повнiстю локалiзованi в деякому скiнченному об’ємi ґратки (пастцi). Такi стани

дозволяють побудувати багаточастинковi стани, заповнюючи цi пастки частинка-

ми (магнонами чи електронами). Якщо плоска зона стає зоною з найнижчою енер-

гiєю, то множина таких багаточастинкових станiв може визначати основний стан

системи та її низькотемпературну фiзику, навiть у присутностi сильних взаємодiй.

Локалiзована природа багаточастинкових станiв робить можливим вiдображення

цiєї пiдмножини власних станiв моделi на допомiжнi просторовi конфiгурацiї вiд-

повiдної класичної моделi жорстких об’єктiв. Таким чином, властивостi основного

стану та низькотемпературнi властивостi сильно скорельованих систем iз плоскою

зоною можуть бути детально проаналiзованi за допомогою концепцiй та iнстру-

ментiв класичної статистичної механiки. Це є набагато простiшим за використан-

ня стандартних технiк, призначених для вивчення квантових багаточастинкових

систем.

У теорiї магнетизму, пов’язаного з наявнiстю фрустрацiї [30–33], системи



21

з локалiзованими магнонами представляють особливий клас моделей, якi в спе-

цiальному режимi (сильнi поля та низькi температури) дозволяють детальнiше

вивчення їхнiх властивостей, що базується на знаннi багаточастинкових станiв ло-

калiзованих магнонiв. У широкiй областi теорiї моделi Габарда [34–37] i, зокрема, в

теорiї феромагнетизму цiєї моделi [38–40], плоскозонний феромагнетизм Мiльке-

Тасакi забезпечує своєрiдний ключ до феромагнетизму, який допускає строгий

математичний аналiз. Обидвi областi є деякою мiрою пов’язанi мiж собою. З ма-

тематичної точки зору, опис спiнових та електронних систем має багато подiбно-

стей, так як основна властивiсть обидвох плоскозонних систем полягає в тому, що

квантовi багаточастинковi ступенi вiльностi можуть бути вiдображенi на класичнi

ступенi вiльностi.

1.2. Одновимiрна модель Тасакi-Габарда у
парамагнiтнiй границi

1.2.1. Механiзм Мiльке-Тасакi

У 1992 роцi Г. Тасакi розглянув стандартну (з вiдштовхуванням) одноорбi-

тальну модель Габарда з гамiльтонiаном

H =
∑

σ=↑,↓
H0,σ +HU ,

H0,σ =
∑

(ij)

tij

(

c†i,σcj,σ + c†j,σci,σ
)

, tij > 0,

HU = U
∑

i

ni,↑ni,↓, U > 0, (1.1)

на певним чином декорованих ґратках, якi мають бездисперсiйну (плоску) одно-

електронну зону з найнижчою енергiєю [10]. В одновимiрному випадку введена

таким чином ґратка також вiдома як пилкоподiбний ланцюжок або ∆-ланцюжок

iз спецiальним спiввiдношенням мiж iнтегралами перестрибування вздовж пря-

мої лiнiї t1 i вздовж зиґзаґ шляху t2: t2 =
√
2t1 > 0 (див. рис. 1.1). Добре вiдо-

мо [10], що основним станом цiєї моделi є повнiстю поляризований (насичений)
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Рис. 1.1. Одновимiрна ґратка Тасакi. Тут t2 =
√
2t1 > 0.

феромагнiтний стан, тобто 〈S2〉n,N = (n/2)[(n/2) + 1], якщо число електронiв n

дорiвнює N = N/2 або N − 1. Для менших чисел електронiв, 1 < n < N − 1,

маємо 0 < 〈S2〉n,N < (n/2)[(n/2)+ 1] (ненасичений феромагнетизм). Бiльше того,

limN→∞〈S2〉n,N/n2 = 0, якщо n/N < 1/2. Iншими словами, термодинамiчно вели-

кi системи проявляють феромагнетизм в основному станi лише для n/N = 1/2,

але є парамагнiтними для 0 < n/N < 1/2.

Механiзм Мiльке-Тасакi для феромагнетизму в основному станi вивчався

у [8–11, 38, 39, 41–43]. N станiв iз плоскої зони з найнижчою енергiєю ε1 = −2t1

можна вiзуалiзувати як локалiзованi в V-подiбнiй частинi ланцюжка (пастцi), тоб-

то, цi плоскозоннi стани задаються як l†m,σ|0〉, l†m,σ = c†m−1,2,σ −
√
2c†m,1,σ + c†m,2,σ,

m = 1, . . . ,N (див. рис. 1.1). Сусiднi пастки мають спiльнi вузли (це вузли m, 2;

m = 1, . . . ,N , див. рис. 1.1). Основнi стани для 1 < n < N − 1 електронiв скла-

даються з множини незалежних кластерiв, де кожен кластер сконструйований

через поєднання заселених електронами пасток у симетричному спiновому ста-

нi (феромагнiтний кластер). Багатоелектроннi стани, побудованi таким чином не

вiдчувають габардiвського вiдштовхування U > 0 i належать водночас до множи-

ни основних станiв взаємодiючої i невзаємодiючої (U = 0) системи з енергiєю nε1.

Для n = N i n = N−1 не iснує iзольованих кластерiв, тобто, можна сконструюва-

ти лише єдиний феромагнiтний кластер. Тому основний стан є феромагнiтним iз

максимальним значенням 〈S2〉n,N . Для менших 1 < n < N −1 можуть з’являтися

iзольованi одне вiд одного кластери, i 〈S2〉n,N є меншим нiж його максимальне зна-

чення S2
max = (n/2)[(n/2) + 1]. Також можна розрахувати число основних станiв,

тобто, кратнiсть виродження основного стану [8, 44, 45]. Вiдображаючи основнi

стани n < N електронiв N -вузлового ланцюжка Тасакi на просторовi конфiгура-

цiї n жорстких димерiв на 2N -вузловому простому ланцюжку [44], можна знайти
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кратнiсть виродження основного стану gN (n):

gN (n) =
2N

2N − n
Cn
2N−n. (1.2)

Зважаючи на те, що канонiчна статистична сума n електронiв на ланцюжку Тасакi

з об’ємом N = N/2 комiрок є Z(T, n,N ) = gN (n)e−nε1/T , зразу ж можна одержати

з рiвняння (1.2) вiльну енергiю Гельмгольца F (T, n,N ) = −T lnZ(T, n,N ),

F (T, n,N ) = −NT ln
(2− p)2−p

pp(2− 2p)2−2p
+ nε1, (1.3)

де p = n/N визначає густину електронiв. Також можна розрахувати i велику

канонiчну статистичну суму [44, 45]

Ξ(T, µ,N ) =

(

1

2
+

√

1

4
+ e

µ−ε1
T

)2N

(1.4)

i великий термодинамiчний потенцiал

Ω(T, µ,N ) = −2NT ln

(

1

2
+

√

1

4
+ e

µ−ε1
T

)

. (1.5)

Термодинамiчнi функцiї в рiвняннi (1.3) i рiвняннi (1.5) пов’язанi перетворенням

Лежандра F = Ω + µn пiсля виключення µ у правiй частинi цього рiвняння,

використовуючи спiввiдношення n = −∂Ω/∂µ. Формули (1.3) чи (1.5) дозволяють

обчислити вклад множини сильно вироджених основних станiв до термодинамiки

розглянутої моделi Габарда. Цей вклад домiнує для 0 ≤ p ≤ 1 або для µ ≈ ε1 у

низькотемпературному режимi [8, 44, 45].

1.2.2. Наявнiсть нехтовно малого магнiтного поля

Розгляньмо випадок присутностi нехтовно малого зовнiшнього магнiтного

поля h > 0, тобто, поле є ненульовим, але воно представляє найменший енер-

гетичний масштаб у цiй задачi. Вивчення такої проблеми розширює попереднi

дослiдження [44, 45]. Нас цiкавить випадок 1 ≤ n < N − 1, в якому проявляється

парамагнетизм у термодинамiчнiй границi n → ∞, N → ∞, 0 < p = n/N < 1.
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Метою є вивчення особливостей одновимiрного парамагнетика Тасакi-Габарда в

порiвняннi зi звичайним спiн-1/2 парамагнетиком Кюрi. Цi особливостi виника-

ють: через виродження множини основних станiв, i через бiльшi розмiри iндивi-

дуальних магнiтних моментiв (якi пропорцiйнi до розмiру iзольованих феромагнi-

тних кластерiв) i через розподiл розмiрiв феромагнiтних кластерiв. Для повноти,

приведемо тут вiльну енергiю для спiн-1/2 парамагнетика Кюрi

fC(T, h) = −T ln
sinh h

T

sinh h
2T

= −T ln

(

2 cosh
h

2T

)

. (1.6)

Ми розглядаємо скiнченнi ланцюжки, якi складаються з N = 12, 16, 20, 24

вузлiв. Надалi для ланцюжкiв скiнченних розмiрiв iз N = 6, 8, 10, 12 пастками

використовується канонiчний опис. Варто зауважити, що в попереднiх дослiдже-

ннях [8, 44, 45] моделi (1.1) використовувався пiдхiд великого канонiчного ансам-

блю. В присутностi магнiтного поля формула для Z(T, n,N ) має бути модифiко-

вана. Розглянемо, наприклад, випадок n = 4 i N = 6. Вiдповiдно до рiвняння (1.2)

для h = 0 ми одержуємо g6(4) = 105, i тому Z(T, 4, 6) = 105e−4ε1/T . Кратнiсть

виродження основного стану 105 походить вiд 6 просторових однокластерних кон-

фiгурацiй (кожна просторова конфiгурацiя має виродження 5), 6 просторових кон-

фiгурацiй "3-вузловий кластер + 1-вузловий кластер" (кожна просторова конфi-

гурацiя має виродження 8) i 3 просторових конфiгурацiй "2-вузловий кластер +

2-вузловий кластер" (кожна просторова конфiгурацiя має виродження 9). Якщо

h > 0, згаданi стани мають рiзну енергiю, що приводить до нової формули для

Z(T, h, 4, 6):

Z(T, h, 4, 6) = e−
4ε1
T

×
[

6
(

e
2h
T + e

h
T + 1 + e−

h
T + e−

2h
T

)

+6
(

e
3h
2T + e

h
2T + e−

h
2T + e−

3h
2T

)(

e
h
2T + e−

h
2T

)

+3
(

e
h
T + 1 + e−

h
T

)2
]

. (1.7)

Розрахунок вiльної енергiї Гельмгольца на один електрон fTH(T, h, p) =

−T lnZ(T, h, n,N )/n та iнших термодинамiчних величин тепер є простим i може
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бути зроблений за допомогою програмного забезпечення для аналiтичних обчи-

слень.

Рис. 1.2. Лiва панель: температурна залежнiсть ентропiї на один електрон
s(T, h, p) для h = 0.001 та p = 1/4 (червоний), p = 1/2 (чорний)
i p = 3/4 (зелений). Результати для N = 6, 8, 10, 12 комiрок пред-
ставленi пунктирною, штриховою, довгоштриховою та суцiльною криви-
ми вiдповiдно. Товста пурпурна крива вiдповiдає парамагнетику Кюрi.
Права панель: залежнiсть залишкової ентропiї на одну комiрку S(T =
0, h, n,N )/N вiд 1/N для h = 0 (тонкi кривi) та h > 0 (товстi кривi) для
концентрацiй електронiв p = 1/4 (червоний), p = 1/2 (чорний) i p = 3/4
(зелений). Зауважимо, що товста червона та зелена кривi збiгаються. Ре-
зультати в термодинамiчнiй границi для h = 0 представленi символами
на осi ординат.

Результати представленi на рисунках 1.2 – 1.6. Температурнi залежностi

ентропiї та теплоємностi представленi на рисунках 1.2 i 1.3 вiдповiдно. Для

нульового поля, h = 0, ми знаємо [8, 44, 45], що сильне виродження основ-

ного стану веде до наявностi ненульової залишкової ентропiї, тобто, S(T, h =

0, n,N )/n = [ln gN (n)]/n 6= 0, так само як i до обертання в нуль теплоємно-

стi, тобто, C(T, h = 0, n,N ) = 0. Включення поля h частково знiмає вироджен-

ня множини основних станiв, проте, кратнiсть виродження все одно залишається

експоненцiйно великою, так що ненульова залишкова ентропiя (хоча i зменшена)

залишається (див. рис. 1.2). Для парамагнетика Кюрi: основний стан при h > 0 —
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це єдиний феромагнiтний стан, тобто, залишкова ентропiя вiдсутня. Скiнченноро-

змiрна залежнiсть на правiй панелi рисунка 1.2 дає пiдтвердження, що залишкова

ентропiя присутня i для N → ∞.
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Рис. 1.3. Температурна залежнiсть теплоємностi на один електрон c(T, h, p) для
h = 0.001 та p = 1/4 (червоний), p = 1/2 (чорний) i p = 3/4 (зеле-
ний). Результати для N = 6, 8, 10, 12 комiрок представленi пунктирною,
штриховою, довгоштриховою та суцiльною кривими вiдповiдно. Товста
пурпурна крива вiдповiдає парамагнетику Кюрi. Символами показано
данi точної дiагоналiзацiї для моделi Габарда (1.1) з U = 4, N = 16,
n = 4 (кружечки) та U → ∞, N = 24, n = 3 (трикутники).

Теплоємнiсть при ненульовому полi h показує вже нетривiальну залежнiсть

вiд температури й узгоджується з даними точної дiагоналiзацiї для моделi (1.1)

при низьких температурах (див. рис. 1.3). Окрiм того, ефекти скiнченних розмiрiв

малi (результати для N = 6, 8, 10, 12 майже збiгаються). Як тiльки величина p

зростає, вiдхилення вiд випадку парамагнетика Кюрi стає виразнiшим (пiк стає

нижчим i ширшим) i низькотемпературна частина C(T, h, n,N ) → 0, коли p → 1.

Низькотемпературнi кривi намагнiченостi на рисунку 1.4 показують, що

легше намагнiчувати парамагнетик Тасакi-Габарда з p > 0, нiж парамагнетик

Кюрi, тобто, парамагнетик Тасакi-Габарда має властивостi суперпарамагнетика.

Це узгоджується з результатими для початкової (за нульового поля) магнiтної

сприйнятливостi, показаної на рисунку 1.5.
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Рис. 1.4. Залежнiсть вiд поля намагнiченостi на один електрон m(T, h, p) для
T = 0.001 та p = 1/4 (червоний), p = 1/2 (чорний) i p = 3/4 (зеле-
ний). Результати для N = 6, 8, 10, 12 комiрок представленi пунктирною,
штриховою, довгоштриховою та суцiльною кривими вiдповiдно. Товста
пурпурна крива вiдповiдає парамагнетику Кюрi.

Нарештi, обговоримо магнiтнi властивостi парамагнетика Тасакi-Габарда

в основному станi при h = 0. Розрахуємо усереднений квадрат повного спiну

〈S2〉n,N [45, 46]. Прямий спосiб одержати 〈S2〉n,N — використати його означен-

ня. Для розглянутого прикладу n = 4, N = 6, в 30 станах S2 має значен-

ня 6, у 48 станах S2 має значення 9/2 i в 27 станах S2 має значення 4. Тому

〈S2〉4,6 = 24/5. Iнший спосiб одержати 〈S2〉n,N полягає в тому, щоб порахувати

спочатку (нормоване) число кластерiв iз l електронами, n(l), а потiм просуму-

вати
∑n

l=1 n(l)(l/2)[(l/2) + 1] [46]. Для розглянутого прикладу, n(1) = 48/105,

n(2) = 54/105, n(3) = 48/105 i n(4) = 30/105 приводить знову до 〈S2〉4,6 = 24/5.

Останiй пiдхiд є зручним при використаннi картини перколяцiї, так як розпо-

дiл кластерiв за розмiрами n(l) можна отримати або аналiтично, або числовим

способом. Таким чином було знайдено результат у термодинамiчнiй границi для

одновимiрного випадку [46]:

〈S2〉n,N/N = 3p(2− p)/[8(1− p)]. (1.8)

Третя можливiсть одержати 〈S2〉n,N полягає у використаннi закону Кюрi для тем-
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Рис. 1.5. Температурна залежнiсть магнiтної сприйнятливостi на один електрон
χ(T, h, p) помножена на T для h = 0 та p = 1/4 (червоний), p = 1/2
(чорний) i p = 3/4 (зелений). Результати для N = 6, 8, 10, 12 комi-
рок представленi пунктирною, штриховою, довгоштриховою та суцiль-
ною кривими вiдповiдно. Товста пурпурна крива вiдповiдає парамагне-
тику Кюрi. Символами показано данi точної дiагоналiзацiї для моделi
Габарда (1.1) з U = 4, N = 16, n = 4 (кружечки) та U → ∞, N = 24,
n = 3 (трикутники).

пературної залежностi початкової магнiтної сприйнятливостi χ(T, h = 0) = C/T ,

так як для сталої Кюрi маємо спiввiдношення C = 〈S2〉n,N/3. Застосувавши остан-

нiй пiдхiд, приходимо до

〈S2〉n,N = 3T 2∂
2 lnZ(T, h, n,N )

∂h2

∣

∣

∣

∣

h=0

. (1.9)

У таблицi 1.1 зiбрано результати для 〈S2〉n,N , n = 1, . . . ,N − 1, якi збiгаю-

ться з результатами для N = 6, 8, представленими в [45]. На рисунку 1.6 показано

результати для 〈S2〉n,N , отриманi з рiвняння (1.9), якi демонструють, що: феро-

магнетизм зникає для 0 < p < 1, коли N зростає (головна панель) i 〈S2〉n,N/N
прямує до 3p(2−p)/[8(1−p)] (товста чорна крива) [46], коли N зростає (вставка).

Пiдводячи пiдсумки, зазначимо, що приведене тут дослiдження розширює

аналiз iз [44, 45] для ланцюжка Тасакi-Габарда: тепер ми вводимо нехтовно мале

зовнiшнє магнiтне поле i показуємо як змiнюються попереднi результати. При ма-
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Рис. 1.6. Головна панель: залежнiсть усередненого (за основними станами) ква-
драта повного спiну 〈S2〉n,N (пронормованого на його максимальне зна-
чення (n/2)[(n/2) + 1]) вiд густини електронiв p. Результати для N =
6, 8, 10, 12 комiрок представленi пунктирною, штриховою, довгоштри-
ховою та суцiльною кривими вiдповiдно. Вставка: залежнiсть усередне-
ного (за основними станами) квадрата повного спiну 〈S2〉n,N (на комiрку)
вiд густини електронiв p. Товста чорна крива вiдповiдає результату при
N → ∞, отриманому в [46].

Табл. 1.1. Значення 〈S2〉n,N для ланцюжкiв Тасакi з рiзним числом електронiв i
комiрок, як випливає з рiвняння (1.9).

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
N = 6 3

4
5
3

81
28

24
5

35
4

N = 8 3
4

21
13

117
44 4 165

28 9 63
4

N = 10 3
4

27
17

51
20

48
13

225
44 7 39

4
72
5

99
4

N = 12 3
4

11
7

189
76

60
17

19
4

81
13

357
44

32
3

405
28 21 143

4

лих густинах електронiв система є парамагнетиком. Проте, вона є вiдмiнною вiд

звичайного парамагнетика Кюрi i швидше нагадує суперпарамагнетик iз сильною

виродженiстю основного стану й розподiлом (дисперсiєю) за розмiром феромагнi-

тних кластерiв. Порiвняння з даними точної дiагоналiзацiї показують, що розро-

блений пiдхiд застосовний для опису низькотемпературних властивостей парама-

гнiтного ланцюжка Тасакi-Габарда. Розрахунок Z(T, h, n,N ) можна продовжити

i для бiльших N , а от обчислення за допомогою точної дiагоналiзацiї для n = 6
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(n = 5) електронiв i N = 8 (N = 12) комiрок, якщо U скiнченне (якщо U → ∞)

є на сьогоднi межею.

1.3. Ґратки типу двошар

У дисертацiйнiй роботi основним об’єктом дослiдження є квантовий анти-

феромагнетик Гайзенберга на двошарових ґратках. Розглянемо детальнiше, що

вiдомо в лiтературi про такi двошаровi системи.

1.3.1. Експеримент

Моделi на двошарових ґратках не обмежуються тiльки теоретичними до-

слiдженнями. Такi системи постiйно синтезуються i вивчаються експерименталь-

но [19, 47–58].

Рис. 1.7. Структура двошарової сполуки Bi3Mn4O12(NO3). Рисунок узято з [50].

Почнiмо зi сполуки Bi3Mn4O12(NO3) (вiсмут-марганець оксинiтрат) [47].
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Про синтез сполуки було повiдомлено в 2009 роцi в [47]. Також у цiй же ж ро-

ботi було проведено аналiз такого оксинiтрату за допомогою нейтронної дифра-

кцiї. Окремi шари сполуки утворенi деформованими октаедрами MnO6, якi ма-

ють спiльнi гранi з атомами оксигену у вершинах (див. рис. 1.7). Кожен шар — це

шестикутна ґратка, утворена iонами Mn4+ зi спiном s = 3/2. Експериментальнi

вимiрювання дозволили отримати температурнi залежностi магнiтної сприйня-

тливостi та теплоємностi. Незважаючи на досить велику константу Вейса −253

K, не було виявлено дальнього антиферомагнiтного порядку аж до температу-

ри 0.4 K. Така поведiнка пояснюється антиферомагнiтною взаємодiєю наступних

найближчих сусiдiв у кожному шарi, яка створює магнiтну фрустрацiю.

Сполука Bi3Mn4O12(NO3) вивчалася також i за допомогою високопольового

електронного спiнового резонансу [48] та розсiяння нейтронiв [49]. Вимiрювання

за допомогою високопольового електронного спiнового резонансу виконувалися з

використанням iмпульсного магнiтного поля до 16 T. Аналiз температурних зале-

жностей не виявив жодних резонансних зсувiв та безщiлинної поведiнки. Знову,

не було знайдено нiяких доказiв iснування дальнього впорядкування до темпера-

тури 1.9 K. В роботi [49] експерименти з розсiянням нейтронiв пiдтвердили, що за

вiдсутностi магнiтного поля далекий магнiтний порядок вiдсутнiй до температури

3 K. Це вказує на те, що основному станi вiдсутнiй далекий магнiтний порядок.

Проте, при низьких температурах виникає близький антиферомагнiтний порядок,

який за своєю природою нагадує скло. Також було зауважено, що взаємодiя мiж

двома ґратками-шарами, що формує двошарову структуру, аж нiяк не є нехтовно

малою.

У роботi [50] було проведено розрахунок констант взаємодiї для сполуки

Bi3Mn4O12(NO3) з перших принципiв. Розрахунки базувалися на теорiї функцiо-

налу електронної густини. Такi розрахунки показали, що взаємодiї мiж найближ-

чими сусiдами в окремому шарi та мiж шарами є найважливiшими. Було також

отримано значення для взаємодiй мiж другими та третiми сусiдами в окремому

шарi, якi є набагато слабшими. Дослiдження показали, що всi взаємодiї є анти-

феромагнiтними. Також розрахунки вказують на те, що взаємодiя мiж шарами є
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найсильнiшою i може перевищувати взаємодiю мiж найближчими сусiдами вдвiчi.

Як бачимо, дискусiя щодо параметрiв обмiнної взаємодiї триває. Досi не є

вiдомо, якi з них домiнують над iншими, а це є важливо з точки зору застосування

до сполуки тiєї чи iншої моделi.

У 2014 роцi було синтезовано магнiтну сполуку Ba2CoSi2O6Cl2 [19]. В цiй

роботi було визначено структуру сполуки та дослiджено її магнiтнi властивостi.

Рис. 1.8. Структура двошарової сполуки Ba2CoSi2O6Cl2. Рисунок узято з [19].

Кристалiчна структура складається з пiрамiд CoO4Cl з йонами Cl− у вер-

шинах. Магнiтний йон Co2+ розташований приблизно в центрi основи складеної

з O2−, яка майже паралельна до ab-площини (див. рис. 1.8). Двi пiрамiди CoO4Cl
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утворюють хiмiчний димер iз їхнiми основами, якi поверненi одне до одного. Пi-

рамiди CoO4Cl з’єднанi через тетраедри SiO4 у ab-площинi.

Магнiтнi властивостi Co2+ в октаедричному середовищi визначаються най-

нижчим орбiтальним триплетом 4T1 [59, 60]. Цей орбiтальний триплет розщеплю-

ється на шiсть дублетiв Крамерса внаслiдок спiн-орбiтальної взаємодiї та низь-

косиметричного кристалiчного поля. Коли температура T є набагато нижчою за

величину спiн-орбiтальної взаємодiї, магнiтнi властивостi визначаються найниж-

чим дублетом Крамерса. Тодi ефективний магнiтний момент Co2+ представля-

ється допомiжним оператором спiн-1/2 [59, 60]. Коли октаедричне середовище

проявляє тетрагональну симетрiю, то ефективна обмiнна взаємодiя мiж такими

спiнами описується спiн-1/2 XXZ-моделлю [60].

Кристал Ba2CoSi2O6Cl2 дослiджувався у зовнiшньому магнiтному полi рi-

зних напрямкiв: як уздовж осi c так i паралельно до ab-площини. Було виявлено,

що сполука проявляє сходинкоподiбний процес намагнiчення з плато на однiй

другiй максимального значення намагнiчення, незалежно вiд напрямку прикла-

деного магнiтного поля. Це, а також вiдсутнiсть структурного фазового переходу,

показує, що для мiждимерних обмiнних взаємодiй притаманна майже iдеальна

фрустрацiя.

Експериментальне вивчення манетика Ba2CoSi2O6Cl2 продовжене в стат-

тi [51]. У цiй роботi представленi результати вимiрювань непружного розсiюва-

ння нейтронiв, якi надають чiткi докази присутностi майже iдеальної фрустрацiї

мiждимерних обмiнних взаємодiй. Вимiрювання проводилися при температурах

до 4 K. При цьому спостерiгалися п’ять рiзних типiв магнiтних збуджень, якi всi

є бездисперсiйними. Також було виявлено недимернi спiни, утворенi випадковими

дефектами йонiв Co2+, якi спричиняють незвичайний спектр збуджень, що ви-

никає iз тричастинкової задачi. Показано, що включення таких спiнiв, навiть у

малiй кiлькостi, робить суттєвий внесок у спектр збуджень. Таку магнiтну сполу-

ку можна вважати iдеальним кандидатом для спостереження фiзики, пов’язаної

з локалiзованими магнонами.

Нещодавно було виявлено нового кандидата на наявнiсть фази квантової
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Рис. 1.9. Структура двошарової сполуки Ca10Cr7O28. Рисунок узято з [58].

спiнової рiдини: сполука Ca10Cr7O28 являє собою двошар, який складається з ґра-

ток кагоме. Пошук фази квантової спiнової рiдини стимулював багато дослiджень

цього нового матерiалу [52–57]. У сполуцi є сiм йонiв хрому з рiзною валентнiстю;

шiсть iз них є магнiтними Cr5+, а сьомий — немагнiтний Cr6+, координується окси-

геновими тетраедрами [53]; вони представленi червоним i помаранчевим кольора-

ми вiдповiдно (див. рис. 1.9). Магнiтнi йони Cr5+ володiють моментами спiн-1/2,

формуючи два нееквiвалентнi деформованi шари кагоме, укладенi вздовж осi c

(див. рис. 1.9) [52, 53]. Ґратка кагоме побудована з трикутникiв iз спiльними кута-

ми, що спричиняє сильну геометричну фрустрацiю. Цi два шари кагоме зв’язанi

разом у двошар через феромагнiтнi взаємодiї, що з’єднують феромагнiтнi три-

кутники одного шару з антиферомагнiтними трикутниками в iншому шарi [52].

Феромагнiтнi взаємодiї є домiнантними серед усiх iнших взаємодiй, що приводить

до гамiльтонiана з iзотропними феромагнiтними взаємодiями, що є рiдкiсним для
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кандидата на квантову спiнову рiдину [52].

Автори роботи [58] провели наднизькотемпературнi вимiрювання теплопро-

вiдностi на монокристалах Ca10Cr7O28. В околi певної точки кривої залежностi

теплопровiдностi вiд магнiтного поля спостерiгається заглиблення при скiнченних

температурах, що вказує на можливий перехiд (кросовер) у основному магнiтному

станi. Що важливiше, у границi нульових температур не виявлено залишкового

лiнiйного члена при жодних магнiтних полях, що демонструє вiдсутнiсть безщi-

линних незв’язаних збуджень iз фермiонною статистикою. Цi результати дозво-

ляють припустити, що магнiтнi збудження є або локалiзованими, або вiддiленi вiд

основного стану малою щiлиною. Цi результати накладають сильнi обмеження на

основний стан i теоретичний опис сполуки.

1.3.2. Теорiя

Двошаровi ґратки в останнi роки викликають великий iнтерес серед

дослiдникiв-теоретикiв, про що свiдчать публiкацiї значної кiлькостi робiт [61–67].

Публiкацiї стосуються як квантових [62–65, 67] так i класичних [61, 66] спiнових

моделей на двошарових ґратках iз рiзною геометрiєю.

У роботi [61] автори дослiджували класичну S ≫ 1 антиферомагнiтну мо-

дель Гайзенберга на шестикутнiй двошаровiй ґратцi у сильно фрустрованому ре-

жимi за наявностi зовнiшнього магнiтного поля. Модель включає сильнi антифе-

ромагнiтнi зв’язки мiж шарами, зв’язки мiж найближчими сусiдами в окремих

шарах та дiагональнi фрустрованi зв’язки мiж шарами. В такiй класичнiй си-

стемi було виявлено ряд нових фаз, викликаних зовнiшнiм магнiтним полем, якi

є згенерованi температурним ефектом "лад-iз-безладу". Вiдбiр станiв змiнюється

вздовж кривої намагнiченостi з плато в M = 1/2, що роздiляє областi з рiзною по-

ведiнкою. Основним результатом дослiдження є фазова дiаграма "магнiтне поле

– температура". Поєднання аналiтичних мiркувань та методу класичного Монте

Карло дозволило виявити все багатство фаз у режимi низьких температур та силь-

ної фрустрацiї, коли дiагональнi зв’язки мiж шарами за величиною збiгаються зi
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Рис. 1.10. Фазова дiаграма для класичної моделi Гайзенберга на шестикутнiй дво-
шаровiй ґратцi. Рисунок узято з [61].

зв’язками в окремих шарах мiж найближчими сусiдами. Фазова дiаграма пред-

ставляє три нетривiальнi областi, що характерезуються порушенням ґраткових

симетрiй та рiзним ентропiйним вiдбором "лад-iз-безладу". Цi вiдбори частково

знiмають виродження основного стану для рiзних значень зовнiшнього магнiтного

поля.

Пiдходячи з областi високих температур, можна спостерiгати перехiд iз зви-

чайної парамагнiтної фази у фазу кооперативного парамагнетика. Продовжуючи

понижувати температуру, в областi низьких полiв h/Jp < 2 з’являється вiдбiр

"лад-iз-безладу" в фазу з порушеною симетрiєю Z2. Обчислення кумулянта Бiн-

дера показало, що перехiд мiж кооперативним парамагнетиком i димерною фазою

є фазовим переходом другого роду, де порушується Z2-симетрiя.

В околi h/Jp = 2 не повнiстю колiнеарне плато 1/2 намагнiченостi стабi-

лiзується при низькiй температурi. Цей новий вид класичного плато є в сильнiй

суперечностi до уявлення про стани повнiстю колiнеарного класичного плато в

фрустрованiй ґратцi, як у трикутному [68] i шестикутному [69] випадках. Ця но-

ва властивiсть виникає через дуже велике конфiгурацiйне виродження системи
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фрустрованих "класичних спiнових димерiв". Стабiлiзована структура складає-

ться з чергування поляризованих i антипаралельних спiнових пар у фазi плато,

яка порушує Z2-симетрiю мiж двома вузлами в елементарнiй комiрцi шестикутної

ґратки.

Для h/Jp > 2, пiдходячи з фази кооперативного парамагнетика, спочатку

спостерiгається вiдбiр "лад-iз-безладу" до фази з порушеною Z2-симетрiєю i з

порушеною конфiгурацiєю "парасольки"; це — фазовий перехiд другого роду. У

границi T → 0 i h/Jp > 2 є новий вiдбiр "лад-iз-безладу" всерединi множини

основних станiв, де пара спiнiв є повнiстю вилаштувана за магнiтним полем.

Дослiдження [62] присвячене вивченню фазової дiаграми фрустрованої мо-

делi Гайзенберга на шестикутнiй двошаровiй ґратцi в основному станi при ну-

льовiй температурi, яка включає мiжшарову фрустрацiю. При певному значен-

нi максимальної фрустрацiї отримано точно розв’язну модель iз димеризованим

основним станом. Дослiдження було зосереджене на випадку S = 1/2, де квантовi

флюктуацiї стають важливiшими. Проте деякi результати можуть бути викори-

станими й для випадкiв iз бiльшими значеннями спiну.
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Рис. 1.11. Якiсна та кiлькiсна фазовi дiаграми для шестикутної двошарової ґра-
тки в основному станi. Тут вважається, що димернi взаємодiї J0 = 1.
Рисунок узято з [62].

У роботi вивчаються квантовi фази моделi в просторi обмiнних параметрiв,
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якi є навколо точного димерного стану. Для цього використовуються рiзнi технi-

ки: метод операторiв на зв’язку, теорiя середнього поля для бозонiв Швiнґера та

ровинення в ряди на основi методу неперервного унiтарного перетворення. Таке

вивчення моделi також доповнене точною дiагоналiзацiєю Ланцоша на скiнченних

системах. В роботi наведено результати для енергiй основного стану, спiнових щi-

лин, спiнових кореляцiйних функцiй, побудована квантова фазова дiаграма (див.

рис. 1.11), а також пояснена природа квантових фазових переходiв.

Перш за все потрiбно зауважити, що фазова дiаграма є симетричною вiд-

носно лiнiї J1 = Jx (див. рис. 1.11). Товста темно-червона частина дiагональної

лiнiї максимальної фрустрацiї J1 = Jx вiдповiдає точному димерному стану (див.

рис. 1.11). Цей стан закiнчується в точцi фазового переходу першого роду в основ-

ний стан S = 1 антиферомагнiтної моделi Гайзенберга на шестикутнiй ґратцi,

який поширюється вздовж неперервної чорної дiагональної лiнiї (див. рис. 1.11).

Числовi результати показують, що це вiдбувається при J1 = Jx ≃ 0.5, J0 = 1.

Вiдходячи вiд лiнiї максимальної фрустрацiї, точний димерний стан перехо-

дить у мiжшарову димерну фазу зi щiлиною (IDP на рис. 1.11). Ця фаза є iстотно

квантовою i невпорядкованою; у нiй знайденi дисперсiйнi триплоннi збудження.

Для достатньо сильного J1 i/або Jx система вiддає перевагу колiнеарному

порядку з простим напiвкласичним поясненням. Iснують три можливостi мiнiмi-

зувати двi з трьох обмiнних енергiй, залишаючи одну з них фрустрованою. Вiд-

повiдне спiнове оточення i фази позначенi I, II i III (див. рис. 1.11). Фрустрований

зв’язок представлений за допомогою червоних пунктирних лiнiй. Фази I i III во-

лодiють симетрiєю J1 ↔ Jx, згаданою вище.

Щодо природи фазових переходiв, то I-II i II-III належать до фазових пере-

ходiв першого роду. З iншого боку, перехiд iз IDP в магнiтнi фази I i III є фазовим

переходом другого роду. Перехiд iз вершини товстої темно-червоної лiнiї в IDP-

фазi в фазу II є фазовим переходом першого роду. Фазовий перехiд залишається

фазовим переходом першого роду вздовж IDP-II аж до двох потрiйних точок, якi

роздiляють IDP-I-II i IDP-II-III фази.

Вивчення фазових переходiв першого роду показало добру кiлькiсну зго-
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ду мiж теорiєю середнього поля для бозонiв Швiнґера та точною дiагоналiзацiєю

(див. рис. 1.11). Теорiя середнього поля для бозонiв Швiнґера є єдиним викори-

станим методом, який потенцiйно дозволяє оцiнити всi критичнi лiнiї незалежно

вiд характеру переходу (див. рис. 1.11). На вiдмiну вiд фазових переходiв першого

роду, критичнi лiнiї для фазових переходiв другого роду отриманi допомiжними

числовими методами визначають тiльки можливi точки переходiв (див. рис. 1.11).

Ще одним цiкавим дослiдженням, що стосується шестикутної двошарової

ґратки є робота [63]. Це дослiдження присвячене виявленню природи виникнення

магнiтної фрустрацiї в сполуцi Bi3Mn4O12(NO3). Використання теорiї функцiона-

лу густини для ab initio розрахункiв дозволило авторам побудувати ефективний

спiновий гамiльтонiан для цiєї сполуки. Запропонований гамiльтонiан складається

з антиферомагнiтних гайзенбергiвських членiв iз константами взаємодiї в дiапазо-

нi до третiх найближчих сусiдiв у окремому шарi та четвертих найближчих сусiдiв

мiж шарами (див. рис. 1.12). Симуляцiї Монте Карло дозволили отримати темпе-

ратурнi залежностi для магнiтної сприйнятливостi та температуру Кюрi-Вейса, а

також знайти константи зв’язку, якi дуже добре збiгаються з експериментальними

значеннями.

Рис. 1.12. Константи взаємодiї в шестикутнiй двошаровiй ґратцi. Рисунок узято
з [63].

Застосований ab initio LDA+U метод iз U = 1.5 еВ дозволив показати, що

гамiльтонiан мiстить тiльки бiлiнiйнi гайзенбергiвськi члени. Симуляцiї за допо-

могою класичного Монте Карло та обчислення методом ренормгрупи для матрицi
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густини, здiйсненi для спiнового гамiльтонiана, не показали жодних слiдiв даль-

нього порядку аж до нульової температури. Дивно, що в сполуцi Bi3Mn4O12(NO3)

мiждимернi взаємодiї є такими, що дозволяють їй перебувати на фазовiй грани-

цi двох колiнеарних магнiтних конфiгурацiй N1 та N2 (див. рис. 1.13). Справдi,

мiжшаровi взаємодiї J1c та J3c (див. рис. 1.12) пiдтримують впорядкування N1,

тодi як J2c та J4c сприяють стану N2. Тому рiвновага мiж цими двома наборами

зв’язкiв приводить до того, що ця сполука перебуває на N1-N2 фазовiй границi.

Рис. 1.13. Конфiгурацiї рiзних фаз для шестикутної двошарової ґратки. Рисунок
узято з [63].

Отже, в присутностi будь-якої нерiвноважностi, спричиненої впливом на-

пруження, тиску, хiмiчного леґування та iн. очiкується перехiд у N1 або N2 впо-

рядкованi стани. У цiй дуже особливiй точцi спiн-спiн кореляцiї в кожному шарi є

типу Нееля. Проте спостерiгається майже повна вiдсутнiсть кореляцiї мiж двома

шарами, роблячи динамiку двох станiв Нееля некорельованою. Варто наголоси-

ти, що присутнiсть достатньо сильної спiн-ґраткової взаємодiї могла б спричиняти

спiн-пайєрлсовi деформацiї ґратки й отже, зняти спiнову фрустрацiю. Причина

того, що такий перехiд не спостерiгався експериментально, може полягати в ма-

лiй спiн-орбiтальнiй взаємодiї в атомах Mn, яка робить температурний масштаб,

вiдповiдно до магнiтопружної взаємодiї, занадто малим, щоб спричинити спосте-

режуванi статичнi деформацiї ґратки в сполуцi Bi3Mn4O12(NO3) аж до 50 мК.

У статтi [64] вивчена квантова фрустрована антиферомагнiтна модель Гай-

зенберга на шестикутнiй двошаровiй ґратцi. У кожному шарi розглядаються анти-

феромагнiтнi взаємодiї з найближчими сусiдами (J1), мiж наступними найближ-
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чими сусiдами (J2) i мiж третiми найближчими сусiдами (J3). Такi два шари

зв’язанi мiж собою антиферомагнiтною обмiнною взаємодiєю на вертикальному

зв’язку (J⊥
1 ≡ δJ1). Модель вивчена для довiльних значень параметра δ вздовж

лiнiї J3 = J2 ≡ αJ1, що включає в себе точку найбiльшої фрустрацiї α = 1/2, де

класичний основний стан є макроскопiчно вироджений. Для дослiдження моделi

δ

α

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Néel striped

paramagnet

Рис. 1.14. Фазова дiаграма для шестикутної двошарової ґратки при T = 0. Рису-
нок узято з [64].

було застосовано метод взаємодiючих кластерiв iз дуже високим порядком набли-

ження, що дозволило отримати точний опис для квантової фазової дiаграми при

T = 0 в дiапазонi 0 ≤ α ≤ 1, 0 ≤ δ ≤ 1 в αδ-площинi (див. рис. 1.14). Грани-

цi фаз визначалися з точок, отриманих наближенням LSUB∞, в яких магнiтний

параметр порядку зникає. Цi точки визначенi з екстраполяцiї результатiв LSUBn

для обох квазiкласичних антиферомагнiтних фаз. Точки на двох фазових грани-

цях, що виокремлюють фазу Нееля та страйп фазу, представленi при фiксованих

значеннях α та фiксованих значеннях δ. Точки, позначенi зеленими плюсами (+)

(див.рис. 1.14), представляють вiдповiднi точки δ>c1(α) [а також δ<c1(α) для фiксо-

ваного α в дiапазонi αc1(0) < α < α>
1 ] для фази Нееля i δ>c2(α) [а також δ<c2(α)

для фiксованого α в дiапазонi α<
2 < α < αc2(0)] для страйп фази. Точки, позна-
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ченi червоними хрестиками (×) (див. рис. 1.14), представляють точки αc1(δ) для

фази Нееля та αc2(δ) для страйп фази. З рисунка 1.14 видно, що на обидвох фа-

зових границях два набори критичних точок, одержаних iз повнiстю незалежних

результатiв при фiксованих значеннях α i фiксованих значеннях δ, збiгаються

надзвичано добре однi з одними.

Авторами роботи [65] було показано, що спiн-1/2 антиферомагнетик Гайзен-

берга на шестикутнiй двошаровiй ґратцi проявляє велике рiзноманiття квазiкласи-

чних та чисто квантових фаз, якi контролюються взаємодiєю мiж внутрiшаровою

фрустрацiєю та мiжшаровим обмiном. У дослiдженнi беруться до уваги зв’язки

мiж найближчими сусiдами в окремому шарi (J1), зв’язки мiж наступними сусi-

дами в окремому шарi (J2) та зв’язки мiж найближчими сусiдами мiж шарами

(J⊥). Для отримання фазової дiаграми було використано три допомiжнi технiки:

теорiя середнього поля для бозонiв Швiнґера [70], оператори на зв’язку [71] та

розвинення в ряди [72].
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Рис. 1.15. Фазова дiаграма для шестикутної двошарової ґратки. Рисунок узято

з [65].

На класичному рiвнi, коли S → ∞, i в границi окремого шару, тобто,

при J⊥ = 0, спостерiгаються двi фази: порядок Нееля для J2/J1 < 1/6 i спi-

ральний порядок для J2/J1 > 1/6. Включаючи мiжшарову взаємодiю, ця точка

переходу продовжується в лiнiю, незалежно вiд J⊥. Квантовi флюктуацiї при-

водять до нових некласичних промiжних фаз i перенормовують фазу Нееля та
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спiральну фазу. Попереднi дослiдження [73] виявили фазовi переходи другого

роду в двi чисто квантовi фази, спричиненi фрустрацiєю: спiнову рiдину з щi-

линою в енергетичному спектрi (GLP), яка зберiгає всi ґратковi симетрiї для

0.2075 . J2/J1 . 0.3732, i шахово-димерну ґраткову нематичну фазу (VBC1),

яка зберiгає симетрiї SU(2) спiнових поворотiв та ґраткових трансляцiй, але по-

рушує Z3 симетрiю, яка вiдповiдає поворотам на 2π/3 навколо осi перпендику-

лярної до площини для 0.3732 . J2/J1 . 0.398. Iнший граничний випадок, коли

J⊥ → ∞. Тут формується фаза, що вiдповiдає добутку вертикальних димерiв

(IDP). Поєднюючи цi двi границi, взаємодiя мiж мiжшаровими зв’язками J⊥ та

фрустрованими зв’язками J2 розкриває складну фазому дiаграму (див. рис. 1.15).

Рисунок 1.15 показує, що малi мiжшаровi взаємодiї продовжують областi стiйкостi

вздовж напряму J2 для фази Нееля та спiральної фази, ведучи навiть до областi

конкуренцiї. Проте, для достатньо великого J⊥ квазiкласичнi фази перериваю-

ться i є стиснутими на користь фази IDP. Стосовно фаз GSL i VBC1, мiжшарова

взаємодiя має сильнi наслiдки, стискаючи їх дуже швидко й здiйснюючи повторне

входження в квазiкласичнi фази при скiнченному J⊥. Нарештi, перехiд iз фази

Нееля в IDP фазу є прямим. Але це не так для переходу зi спiральної фази в

IDP фазу. Фактично, там виявлено iншу ґраткову нематичну область (VBC2),

яка "вклинюється" у фазовiй дiаграмi, як видно на рисунку 1.15.

Класична модель Iзинга на антиферомагнiтнiй шестикутнiй двошаровiй ґра-

тцi дослiджувалася в працi [66] за нульової температури T = 0, а також при скiн-

ченних низьких температурах T 6= 0. У кожному випадку модель розглядалася

як за вiдсутностi магнiтного поля h = 0 так i за його наявностi h > 0. Основним

результатом роботи є побудованi фазовi дiаграми при рiзних значеннях антифе-

ромагнiтних зв’язкiв J1 (взаємодiя мiж найближчими сусiдами в окремому шарi),

Jp (взаємодiя мiж найближчими сусiдами мiж шарами) i Jx (фрустрована взає-

модiя мiж наступними найближчими сусiдами мiж шарами) та рiзних значеннях

температури T i магнiтного поля h.

На рисунку 1.16(a) показано фазову дiаграму "Jx/Jp–J1/Jp" при T = 0 за

вiдсутностi магнiтного поля. Цiкавi особливостi можна спостерiгати на лiнiї Jx =
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Табл. 1.2. Конфiгурацiї плакеток, енергiя (E0), намагнiченiсть (m0) i кратнiсть
виродження D. Таблицю узято з [66].

Notation E0 m0 D

+ -

-+

AF1 2(Jp/3− J1 − Jx) 0 2

- +

-+

AF2 2(−Jp/3− J1 + Jx) 0 2

- -

++

U2 2(−Jp/3 + J1 − Jx) 0 2

- +

++

UAF −2h/3 1/2 4

++

++

U 2(Jp/3 + J1 + Jx − 2h/3) 1 1

J1 < Jp/3, де основний стан є сильно вироджений через те, що кожна плакетка

може бути або в конфiгурацiї U2, або в конфiгурацiї AF2 (див. табл. 1.2). Енергiя

не залежить вiд Jp, тому пара Jp може бути перевернута без затрати енергiї. Як

наслiдок, система має макроскопiчне виродження й ненульову ентропiю при T =

0. У сильно фрустрованiй точцi J1 = Jx = Jp/3 крiм вироджених конфiгурацiй є

стани, коли всi плакетки перебувають у AF1 конфiгурацiї (див. табл. 1.2).

Вплив наявностi зовнiшнього магнiтного поля також представлений на ри-

сунку 1.16, де є показанi фазовi дiаграми "h/Jp–J1/Jp" в трьох рiзних областях

для фрустрованого спiввiдношення α = Jx/J1: (b) α = 1, (c) α = 1/2, (d) α = 2.

Конфiгурацiя UAF є сильно виродженою: одна пара Jp спiнiв плакетки має пози-

тивний (+) спiн, iнша має два протилежнi спiни. Ця пара не має орiєнтацiї, тому

в кожнiй елементарнiй комiрцi є одна ступiнь вiльностi.

На рисунках 1.17 i 1.18 представленi фазовi дiаграми при низьких темпера-

турах. За вiдсутностi магнiтного поля система проявляє рiзнi фазовi переходи. У

випадку J1 6= Jx i J1 = Jp для Jx < Jp/3 основним станом є AF2, а для Jx > Jp/3

— AF1 (див. рис 1.17). Лiнiї фазових переходiв отриманi в наближенi Бете та

з симуляцiй методом Монте Карло. Цi фазовi переходи є фазовими переходами

другого роду. Вони пов’язанi з порушенням симетрiї Z2.

На рисунку 1.18 представлена фазова дiаграма "Jx/Jp–T/Jp" у випадку,
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Рис. 1.16. Фазовi дiаграми для шестикутної двошарової ґратки при T = 0. Рису-
нок узято з [66].

коли J1 = Jx, де система проявляє ряд цiкавих та рiзних явищ при низьких

температурах. Лiнiї переходiв i трикритична точка одержанi в наближенi Бете.

Точки вiдповiдають максимуму теплоємностi в симуляцiях методом Монте Карло.

Можна iдентифiкувати три типи поведiнки: (1) кооперативна парамагнiтна фаза

для J1 = Jx < Jp/3, (2) фазовий перехiд першого роду з парамагнiтної фази в

фазу AF1 для Jp/3 < J1 = Jx < J∗ ≈ 0.45Jp i (3) фазовий перехiд другого роду з

парамагнiтної фази в фазу з порушеною симетрiєю Z2 (AF1) для J1 = Jx > J∗.

Включення зовнiшнього магнiтного поля може привести спiнову систему

у фази з високою енергiєю, якi недоступнi при h = 0. Для вивчення впливу

зовнiшнього поля порiвнюються стан iз намагнiченiстю m = 0 для J1 = 0.2Jp,

Jx = 0.5Jp (див. рис. 1.19, правi панелi) iз сильно фрустрованим випадком

J1 = Jx = Jp/3 (див. рис. 1.19, лiвi панелi). Фази з m = 0 (див. табл. 1.2) ма-

ють тi самi властивостi, що й для h = 0. Перехiд iз парамагнiтної фази в фазу з

m = 1/2 є фазовим переходом другого роду вiдповiдно до наближення Бете; це

пiдтверджують симуляцiї методом Монте Карло. На рисунку 1.19 буква s позна-

чає ентропiю на один вузол.
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Рис. 1.17. Фазова дiаграма для шестикутної двошарової ґратки при низьких тем-
пературах за вiдсутностi магнiтного поля, коли J1 6= Jx. Рисунок узято
з [66].

Для квантового антиферомагнетика Гайзенберга, заданого на фрустрованiй

квадратнiй двошаровiй ґратцi, дослiджувалася фазова дiаграма в залежностi вiд

параметрiв обмiнної взаємодiї [67]. Було показано, що фрустрована S = 1/2 ква-

дратна двошарова ґратка лише iз антиферомагнiтними взаємодiями Гайзенберга,

має лiнiю критичних точок при скiнченних температурах, пов’язаних iз лiнiєю

переходiв першого роду на її фазовiй дiаграмi при T = 0. Друга лiнiя фазових

переходiв другого роду iз димер-синґлетної фази в фазу впорядкованого двоша-

ру закiнчується на першiй лiнiї, утворюючи квантову критичну кiнцеву точку

(QCEP) (див. рис. 1.20).

Фазова дiаграма для квантового антиферомагнетика Гайзенберга при ну-

льовiй температурi представлена на рисунку 1.20. Можливими є три рiзнi фази:

димер-синґлетна (DS), димер-триплетний антиферомагнетик (DTAF) i двошаро-

вий антиферомагнетик (BAF). Вставки в кожнiй iз областей представляють схе-

матичне зображення цих фаз. На кожному вузлi знаходиться S = 1/2 квантовий

спiн. Елiпсоїди представляють синґлетнi стани двох спiнiв. Гайзенбергiвськi вза-

ємодiї мiж спiнами є такими: вертикальнi зв’язки (J⊥), зв’язки в окремому шарi

(J‖) та фрустрованi зв’язки (Jx). Лiнiя переходiв першого роду з фази DTAF в DS
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Рис. 1.18. Фазова дiаграма для шестикутної двошарової ґратки при низьких тем-
пературах за вiдсутностi магнiтного поля, коли J1 = Jx. Рисунок узято
з [66].

або в BAF фази показана на рисунку чорним кольором, а лiнiя переходiв другого

роду з фази DS в BAF фазу — червоним. Червона тiнь, що покриває червону лi-

нiю, вiдповiдає за похибки обчислення. Синi символи позначають квантовi фазовi

переходи в нефрустрованому (ромбики) i в повнiстю фрустрованому (трикутни-

ки) двошарах. Червона зiрка позначає QCEP, де червона лiнiя закiнчується на

чорнiй.

Для побудови фазової дiаграми використовувалися числовi методи: симуля-

цiї методом квантового Монте Карло, в якому вiдсутня проблема знаку в повнiстю

фрустрованiй границi, а також обчислення за допомогою тензорних мереж для

дослiдження околу квантової критичної кiнцевої точки. Симуляцiї методом Монте

Карло показали, що критична точка в повнiстю фрустрованiй границi належить

до класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинга.

Варто також пригадати iнший клас систем, в яких присутнi димери. Це так

званi димеризованi системи, коли кожному вузлу ґратки можна поставити у вiд-

повiднiсть димер. Такi системи є цiкавими тим, що вони реалiзуються в реальних

сполуках, таких як TlCuCl3; у них можна вивчати магнетокалоричнi ефекти, пе-

реходи Березiнського-Костерлiца-Таулеса, конденсацiю Бозе-Айнштайна [74–76].
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Рис. 1.19. Фазовi дiаграми для шестикутної двошарової ґратки при низьких тем-
пературах за наявностi зовнiшнього магнiтного поля для рiзних значень
s та m. Рисунок узято з [66].

Цiкавими є роботи, в яких використовується простий варiацiйний метод для по-

будови фазових дiаграм основного стану димеризованих антиферомагнетикiв у

магнiтному полi [77, 78]. Дослiджена в цих роботах модель вiдповiдає реальнiй

сполуцi KCuCl3. Результати дослiджень узгоджуються з експериментами.

Iз обговореної лiтератури, зрозумiло, що двошаровi структури викликають

постiйний iнтерес як в експериментаторiв, так i в теоретикiв. Експериментальнi

дослiдження дозволяють виявити цiкавi властивостi таких сполук i допомагають

вибирати кращi моделi для їх опису. З iншого боку, теоретичне вивчення двоша-

рових структур потрiбне для кращого розумiнням незвичайних властивостей i пе-

редбачень нових властивостей, якi ще потребують пiдтвердження. Приклади вiд-

критих питань, якi стосуються двошарових ґраток: розроблення теорiї для опису

низькотемпературних властивостей сполуки Ba2CoSi2O6Cl2 у магнiтному полi; до-

слiдження антиферомагнiтної моделi Гайзенберга на шестикутнiй двошаровiй ґра-

тцi у магнiтному полi й можливiсть її застосування до сполуки Bi3Mn4O12(NO3);

дослiдження низькотемпературних властивостей трикутного двошару у магнiтно-
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Рис. 1.20. Фазова дiаграма для квадратної двошарової ґратки в основному станi.
Рисунок узято з [67].

му полi, на якому задана модель Гайзенберга. Їх розв’язанню присвяченi подальшi

роздiли дисертацiї.
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РОЗДIЛ 2

ФАЗОВI ДIАГРАМИ КВАНТОВОГО
АНТИФЕРОМАГНЕТИКА ГАЙЗЕНБЕРГА НА

ДВОШАРАХ ПРИ T = 0 В НУЛЬОВОМУ
МАГНIТНОМУ ПОЛI

Тут розглядається спiн-1/2 модель Гайзенберга з гамiльтонiаном

H =
∑

〈ij〉
Jijsi · sj, (2.1)

де ламанi дужки означають суму за зв’язками двошару. Антиферомагнiтнi кон-

станти обмiнного зв’язку Jij > 0 набувають трьох значень: J2 (димернi мiжшаровi

зв’язки мiж найближчими сусiдами), J1 (внутрiшньошаровi зв’язки мiж найближ-

чими сусiдами) i Jx (мiжшаровi зв’язки мiж наступними найближчими сусiдами)

(див. рис. 2.1). Вiдповiдно до спiввiдношень мiж величинами зв’язкiв J2, J1 i Jx,

можна розглянути двi рiзнi областi з вiдповiдними анзацами варiацiйної хвильо-

вої функцiї: J1 ≫ Jx (або J1 ≪ Jx) i J1 ≈ Jx у режимi сильних i слабких J2.

Поєднюючи результати отриманi в кожнiй iз областей, можна побудувати повну

фазову дiаграму основного стану.

2.1. Квадратна двошарова ґратка

2.1.1. Область J1 ≫ Jx

Розпочнемо вивчення з областi, коли J1 ≫ Jx (або J1 ≪ Jx). В цьому

випадку варiацiйний стан вибираємо в такому виглядi:

|Ψvar〉 = Πv.b.
1√

1 + α2
(|↑m,n,1↓m,n,2〉 − α |↓m,n,1↑m,n,2〉)v.b., (2.2)
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де m i n позначають вузли на ґратцi, а числа 1 i 2 позначають номер шару (див.

рис. 2.1); 0 ≤ α ≤ 1 — варiацiйний параметр, який буде знайдено з мiнiмуму варi-

ацiйної енергiї E(α) = 〈Ψvar|H |Ψvar〉. Граничний випадок α = 0 (режим слабких

J2) вiдповiдає стану Нееля, а iнший випадок α = 1 (режим сильних J2) вiдповiдає

синґлетному стану на димерах.

m,n,1

m,n,2 m+1,n,2

m+1,n,1

J2

J

Jx

1

Рис. 2.1. Елемент квадратної двошарової ґратки. Цiлi числа m i n визначають
розташування вузла у шарi, а числа 1 i 2 позначають номер шару. Вер-
тикальнi димернi (червонi) зв’язки мають константу взаємодiї J2. Вну-
трiшньошаровi (чорнi) зв’язки мiж найближчими сусiдами мають кон-
станту взаємодiї J1. Фрустрованi мiжшаровi (коричневi) зв’язки мають
константу Jx.

Для подальших обчислень пригадаймо деякi кориснi спiввiдношення:

si · sj =
1

2
(s+i s

−
j + s−i s

+
j ) + szi s

z
j ;

s+i |↓i〉 = |↑i〉 , s+i |↑i〉 = 0,

s−i |↑i〉 = |↓i〉 , s−i |↓i〉 = 0,

szi |↑i〉 =
1

2
|↑i〉 , szi |↓i〉 = −1

2
|↓i〉 . (2.3)

Перепишемо гамiльтонiан (2.1) у зручнiй формi:

H =
∑

〈ij〉
Jij

[

1

2

(

s+i s
−
j + s−i s

+
j

)

+ szi s
z
j

]

. (2.4)

Щоб отримати вираз для варiацiйної енергiї E(α), потрiбно обчислити декiлька

середнiх значень за пробною варiацiйною хвильовою функцiєю |Ψvar〉: 〈Ψvar| sm,n,1 ·
sm,n,2 |Ψvar〉, 〈Ψvar| sm,n,1 · sm+1,n,2 |Ψvar〉 i 〈Ψvar| sm,n,1 · sm+1,n,1 |Ψvar〉. Цих середнiх

значень достатньо для того, щоб записати весь вираз для енергiї, попередньо вра-
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хувавши кiлькiсть зв’язкiв димера з найближчими сусiдами. Знайдемо перше се-

реднє значення, подiявши вiдповiдними спiновими операторами на варiацiйний

стан |Ψvar〉:

(s+m,n,1s
−
m,n,2 + s−m,n,1s

+
m,n,2) |Ψvar〉

= . . .
1√

1 + α2
(|↓m,n,1↑m,n,2〉 − α |↑m,n,1↓m,n,2〉) . . . ,

szm,n,1s
z
m,n,2 |Ψvar〉 = . . .

(

−1

4

)

1√
1 + α2

(|↑m,n,1↓m,n,2〉 − α |↓m,n,1↑m,n,2〉) . . . . (2.5)

Середнє значення 〈Ψvar| sm,n,1 · sm,n,2 |Ψvar〉 з врахуванням виразiв iз (2.5) буде

таким:

〈Ψvar| sm,n,1 · sm,n,2 |Ψvar〉 =
1

2

(

− 2α

1 + α2

)

− 1

4

1 + α2

1 + α2
= − α

1 + α2
− 1

4
. (2.6)

Тепер порахуємо друге середнє значення:

(s+m,n,1s
−
m+1,n,1 + s−m,n,1s

+
m+1,n,1) |Ψvar〉

= . . .
−α

1 + α2
|↑m,n,1↑m,n,2〉 |↓m+1,n,1↓m+1,n,2〉 . . .

+ . . .
−α

1 + α2
|↓m,n,1↓m,n,2〉 |↑m+1,n,1↑m+1,n,2〉 . . . ,

szm,n,1s
z
m+1,n,1 |Ψvar〉

= . . .
1

4

1

1 + α2
(|↑m,n,1↓m,n,2〉+ α |↓m,n,1↑m,n,2〉)

(|↑m+1,n,1↓m+1,n,2〉+ α |↓m+1,n,1↑m+1,n,2〉) . . . , (2.7)

〈Ψvar| sm,n,1 · sm+1,n,1 |Ψvar〉 =
1

4

(

1− α2

1 + α2

)2

. (2.8)

Обчислимо останнє необхiдне середнє значення:

(s+m,n,1s
−
m+1,n,2 + s−m,n,1s

+
m+1,n,2) |Ψvar〉

= . . .
α2

1 + α2
|↑m,n,1↑m,n,2〉 |↓m+1,n,1↓m+1,n,2〉 . . .

+ . . .
1

1 + α2
|↓m,n,1↓m,n,2〉 |↑m+1,n,1↑m+1,n,2〉 . . . ,

szm,n,1s
z
m+1,n,2 |Ψvar〉
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= . . .

(

−1

4

)

1

1 + α2
(|↑m,n,1↓m,n,2〉 + α |↓m,n,1↑m,n,2〉)

(|↑m+1,n,1↓m+1,n,2〉+ α |↓m+1,n,1↑m+1,n,2〉) . . . , (2.9)

〈Ψvar| sm,n,1 · sm+1,n,2 |Ψvar〉 = −1

4

(

1− α2

1 + α2

)2

. (2.10)

Об’єднуючи (2.6), (2.8) i (2.10) та враховуючи кiлькiсть зв’язкiв, одержуємо

вираз для варiацiйної енергiї на один димер:

E(α)

N =
〈Ψvar|H |Ψvar〉

N = −
(

α

1 + α2
+

1

4

)

J2 +

(

1− α2

1 + α2

)2

(J1 − Jx), (2.11)

де N — число димерiв.

Далi потрiбно знайти такi значення параметра α, при яких варiацiйна енер-

гiя E(α) стає мiнiмальною. Для цього обчислимо вiд неї першу похiдну по ва-

рiацiйному параметру та прирiвняємо до нуля, щоб виявити точки екстремумiв.

Одержимо рiвняння:

(α2 − 1)(J2α
2 + J2 + 8αJ1 − 8αJx) = 0. (2.12)

Це рiвняння має чотири розв’язки:

α1,2 = ±1,

α3,4 =
4

J2
(Jx − J1)±

√

16

J2
2

(J1 − Jx)2 − 1. (2.13)

Тiльки два розв’язки з (2.13) задовольняють умовi 0 ≤ α ≤ 1. Енергiя E(α) є

мiнiмальною при:

α =

{

4
J2
(Jx − J1)−

√

16
J2

2

(J1 − Jx)2 − 1, J2 ≤ 4(J1 − Jx),

1, J2 ≥ 4(J1 − Jx).
(2.14)

Таким чином, енергiя основного стану (розрахована на один димер) задається

виразами:

E0

N =







J2
4
+ (J1 − Jx)

(

1− J2
4(J1−Jx)

)2

, J2 ≤ 4(J1 − Jx),

−3J2
4 , J2 ≥ 4(J1 − Jx).

(2.15)
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Рис. 2.2. Фазова дiаграма основного стану для квадратної двошарової ґратки
в координатах J1/J2–Jx/J2. Червонi критичнi лiнiї вiддiляють димер-
синґлетну фазу (DS, жовта область) вiд фаз iз антиферомагнiтним по-
рядком (N1 i N2, оливковi областi). Чорна лiнiя позначає граничний ви-
падок повної фрустрацiї Jx = J1. Структура фаз представлена на ри-
сунку 2.4.

На рисунку 2.2 представлена фазова дiаграма основного стану для квадра-

тної двошарової ґратки. Кривi, якi обмежують рiзнi фази, отримано за допомогою

порiвняння енергiй синґлетного стану та стану Нееля. На цiй дiаграмi можна ви-

дiлити три областi: центральна (α = 1), яка вiдповiдає димер-синґлетнiй фазi

(DS, див. рис. 2.4, права панель) та двi iншi (α < 1), якi вiдповiдають антифе-

ромагнiтним фазам iз рiзною структурою (N1, див. рис. 2.4, лiва панель; N2, див.

рис. 2.4, центральна панель). Ця фазова дiаграма побудована i в iнших координа-

тах (див. рис. 2.3). Товста чорна лiнiя на фазових дiаграмах вiдповiдає випадку

максимальної фрустрацiї, коли J1 = Jx.

Основний стан квадратної двошарової ґратки дослiджувався за допомогою

варiацiйного пiдходу ранiше в роботi [79], але без врахування мiждимерних вза-

ємодiй Jx. Тобто вже на цьому етапi можна здiйснити порiвняння з наявними

результатами. Наша фазова дiаграма (див. рис. 2.3) вiдтворює точку на осi J2/J1,

яка отримана в роботi [79].
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Рис. 2.3. Фазова дiаграма основного стану для квадратної двошарової ґратки
в координатах J2/J1–Jx/J1. Червонi критичнi лiнiї вiддiляють димер-
синґлетну фазу (DS, жовта область) вiд фаз iз антиферомагнiтним по-
рядком (N1 i N2, оливковi областi). Чорна лiнiя позначає граничний ви-
падок повної фрустрацiї Jx = J1.

Рис. 2.4. Структура фаз. Перша та друга структури антиферомагнiтних станiв
описують N1 i N2 фази вiдповiдно. Третя структура описує димер-
синґлетну фазу.

2.1.2. Область J1 ≈ Jx

Перейдемо до iншого випадку, коли мiждимернi взаємодiї J1 i Jx є приблизно

однаковими, тобто J1 ≈ Jx. У цьому режимi вибираємо таку варiацiйну хвильову

функцiю:

|Ψvar〉 = Πv.b.

[

β√
2
(|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉)
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+
√

1− β2

(

1 + (−1)m+n

2
|↑1↑2〉+

1− (−1)m+n

2
|↓1↓2〉

)]

v.b.

, (2.16)

де m+n може бути або парним (одна пiдґратка), або непарним (iнша пiдґратка),

а числа 1 i 2 вiдповiдають першому та другому шарам вiдповiдно (див. рис. 2.1);

0 ≤ β ≤ 1 — варiацiйний параметр, який знаходиться з мiнiмуму варiацiйної

енергiї E(β) = 〈Ψvar|H |Ψvar〉. Граничний випадок β = 0 (режим слабких J2)

вiдповiдає триплетному стану на димерах, а iнший випадок β = 1 (режим сильних

J2) вiдповiдає синґлетному стану на димерах.

Обчислимо середнi значення 〈Ψvar| sm,n,1 · sm,n,2 |Ψvar〉, 〈Ψvar| sm,n,1 ·
sm+1,n,2 |Ψvar〉 та 〈Ψvar| sm,n,1 · sm+1,n,1 |Ψvar〉, використовуючи пробний варiацiйний

стан (2.16). Зробимо розрахунки для першого середнього значення:

(s+m,n,1s
−
m,n,2 + s−m,n,1s

+
m,n,2) |Ψvar〉

= . . .

[

− β√
2
|↑1↓2〉m,n +

β√
2
|↓1↑2〉m,n

]

. . . ,

szm,n,1s
z
m,n,2 |Ψvar〉

= . . .

[

−1

4

β√
2
(|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉)m,n +

1

4

√

1− β2 |↑1↑2〉m,n

]

. . . , (2.17)

〈Ψvar| sm,n,1 · sm,n,2 |Ψvar〉 =
1

4
− β2. (2.18)

Порахуємо друге середнє значення:

(s+m,n,1s
−
m+1,n,1 + s−m,n,1s

+
m+1,n,1) |Ψvar〉

= . . .− β√
2
|↑1↑2〉m,n

β√
2
|↓1↓2〉m+1,n

+

[

β√
2
|↓1↓2〉m,n +

√

1− β2 |↓1↑2〉m,n

]

[

− β√
2
|↑1↑2〉m+1,n +

√

1− β2 |↑1↓2〉m+1,n

]

. . . ,

szm,n,1s
z
m+1,n,1 |Ψvar〉

= . . .
1

4

[

β√
2
(|↑1↓2〉+ |↓1↑2〉)m,n +

√

1− β2 |↑1↑2〉m,n

]

[

β√
2
(|↑1↓2〉+ |↓1↑2〉)m+1,n −

√

1− β2 |↓1↓2〉m+1,n

]

. . . , (2.19)
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〈Ψvar| sm,n,1 · sm+1,n,1 |Ψvar〉 = −1

2
β2(1− β2)− 1

4
(1− β2)2. (2.20)

I розрахуємо останнє необхiдне середнє значення:

(s+m,n,1s
−
m+1,n,2 + s−m,n,1s

+
m+1,n,2) |Ψvar〉

= . . .
β√
2
|↑1↑2〉m,n

β√
2
|↓1↓2〉m+1,n

+

(

β√
2
|↓1↓2〉m,n +

√

1− β2 |↓1↑2〉m,n

)

(

β√
2
|↑1↑2〉m+1,n +

√

1− β2 |↓1↑2〉m+1,n

)

. . . ,

szm,n,1s
z
m+1,n,2 |Ψvar〉

= . . .− 1

4

[

β√
2
(|↑1↓2〉+ |↓1↑2〉)m,n +

√

1− β2 |↑1↑2〉m,n

]

[

β√
2
(|↑1↓2〉+ |↓1↑2〉)m+1,n +

√

1− β2 |↓1↓2〉m+1,n

]

. . . , (2.21)

〈Ψvar| sm,n,1 · sm+1,n,2 |Ψvar〉 =
1

2
β2(1− β2)− 1

4
(1− β2)2. (2.22)

Беручи до уваги обчисленi середнi значення (2.18), (2.20) i (2.22), можна

записати вираз для варiацiйної енергiї E(β):

E(β)

N =

(

1

4
− β2

)

J2 − 2β2(1− β2)(J1 − Jx)− (1− β2)2(J1 + Jx). (2.23)

Iз d(E(β)/N )/dβ = 0 одержуємо рiвняння на варiацiйний параметр β:

β(J2 − 4Jx − 2(J1 − 3Jx)β2) = 0. (2.24)

Це рiвняння має такi розв’язки:

β1 = 0,

β2,3 = ±
√

J2 − 4Jx
2(J1 − 3Jx)

. (2.25)

Варiацiйна енергiя E(β) стає найнижчою при β1 = 0 i β2 = 1, тобто на кiнцях
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Рис. 2.5. Фазова дiаграма основного стану для квадратної двошарової ґратки в
координатах J1/J2–Jx/J2. Червонi критичнi лiнiї вiддiляють синґлет-
димерну фазу (DS, жовта область) вiд антиферомагнiтних фаз (N1 i
N2, оливковi областi). Зелена критична лiнiя обмежує DS, N1 i N2 фази
й вiддiляє їх вiд нової антиферомагнiтної фази (димер-триплетної, DT ,
фiолетова область). Структура димер-триплетної фази представлена на
рисунку 2.7.

дiапазону 0 ≤ β ≤ 1:

β =

{

0, J2 ≤ J1 + Jx,

1, J2 ≥ J1 + Jx.
(2.26)

Енергiя основного стану розрахована на один димер матиме вигляд:

E0

N =

{

J2
4 − (J1 + Jx), J2 ≤ J1 + Jx,

−3J2
4 , J2 ≥ J1 + Jx.

(2.27)

Порiвнюючи отриманi енергiї в рiзних областях фазової дiаграми, отриму-

ємо третю магнiтну фазу (DT , див. рис. 2.5 i 2.6), структура якої вiдрiзняється

вiд двох iнших (див. рис. 2.7).

Проте, фазовi дiаграми представленi на рисунках 2.5 i 2.6 ще не є завершени-

ми. Щоб отримати правильну картину фазових дiаграм, потрiбно уточнити межi

мiж фазами DT i N1 та DT i N2. Для цього треба здiйснити порiвняння енергiй
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Рис. 2.6. Фазова дiаграма основного стану для квадратної двошарової ґратки в
координатах J2/J1–Jx/J1. Червонi критичнi лiнiї вiддiляють синґлет-
димерну фазу (DS, жовта область) вiд антиферомагнiтних фаз (N1 i
N2, оливковi областi). Зелена критична лiнiя обмежує DS, N1 i N2 фази
й вiддiляє їх вiд нової антиферомагнiтної фази (димер-триплетної, DT ,
фiолетова область).

Рис. 2.7. Структура димер-триплетної фази.

триплетного стану (β = 0) та станiв Нееля (α < 1). Таке порiвняння енергiй iз

рiзних режимiв дає нам точнi (в даному пiдходi) кривi меж мiж цими фазами:

4J1 +
J2
2

8(J1 − Jx)
= J2,

4Jx +
J2
2

8(Jx − J1)
= J2. (2.28)

Використовуючи рiвняння (2.28), можемо побудувати остаточнi фазовi дiаграми

основного стану для квадратної двошарової ґратки (див. рис. 2.8, 2.9).
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Рис. 2.8. Повна фазова дiаграма основного стану для квадратної двошарової ґра-
тки в координатах J1/J2–Jx/J2. Синi кривi вiдображають уточненi межi
мiж DT фазою та N1 i N2 фазами.
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Рис. 2.9. Повна фазова дiаграма основного стану для квадратної двошарової ґра-
тки в координатах J2/J1–Jx/J1. Синi кривi вiдображають уточненi межi
мiж DT фазою та N1 i N2 фазами.

Фазова дiаграма зображена на рисунку 2.9 може бути порiвняна з резуль-

татами одержаними в роботi [67] (див. рис. 1.20). Для Jx = 0 (нефрустрована
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квадратна двошарова ґратка) перехiд мiж фазами DS i N1 вiдбувається при

J2/J1 = 4 (див. рис. 2.9). В роботi [67] це вiдношення дорiвнює значенню 2.5220(1).

У випадку Jx = J1 (повнiстю фрустрована квадратна двошарова ґратка) перехiд

мiж фазами DS i DT вiдбувається при J2/J1 = 2 (див. рис. 2.9). У роботi [67] це

вiдношення рiвне значенню 2.3279(1). Також можна порiвняти координати однiєї

з двох потрiйних точок, у яких перетинаються три кривi фазових переходiв (чер-

вона, синя i зелена; див. рис. 2.9). Точка, в якiй сходяться DS, N1 i DT фази

визначається координатами: J2 = 1.6J1 i Jx = 0.6J1. В роботi [67] ця точка пред-

ставлена координатами: J2 = 1.638(15)J1 i Jx = 0.520(5)J1. Бачимо, що простий

варiацiйний пiдхiд забезпечує хорошу узгодженiсть iз результатами, отриманими

за допомогою набагато складнiших методiв.

2.2. Шестикутна двошарова ґратка

Шестикутна двошарова ґратка є двопiдґратковою, так як i квадратна, й

вiдмiннiсть полягає тiльки в числi найближчих сусiдiв для окремо вибраного ди-

мера. В такому випадку, проробивши такi ж обчислення, що й у попередньому

пiдроздiлi, отримаємо вирази для варiацiйної енергiї та умови роздiлу фаз, якi

якiсно не вiдрiзняються вiд випадку квадратної двошарової ґратки. Вiдмiнностi

будуть тiльки кiлькiснi. Тому, щоб не повторювати обчислення, скористаємося

вже розрахованими середнiми значеннями (2.6), (2.8), (2.10) (2.18), (2.20) i (2.22)

для одержання виразiв для варiацiйної енергiї.

2.2.1. Область J1 ≫ Jx

Для шестикутної двошарової ґратки (див. рис. 2.10) у випадку, коли J1 ≫
Jx, скориставшись середнiми значеннями (2.6), (2.8) i (2.10) та врахувавши кiль-

кiсть найближчих сусiдiв для димера, отримаємо вираз для варiацiйної енергiї:

E(α)

N = −
(

α

1 + α2
+

1

4

)

J2 +
3

4

(

1− α2

1 + α2

)2

(J1 − Jx). (2.29)
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m,n,1

m,n,2 m+1,n,2

m+1,n,1

2J Jx

J1

Рис. 2.10. Елемент шестикутної двошарової ґратки. Цiлi числа m i n визнача-
ють розташування вузла у шарi, а числа 1 i 2 позначають номер шару.
Вертикальнi димернi (червонi) зв’язки мають константу взаємодiї J2.
Внутрiшньошаровi (чорнi) зв’язки мiж найближчими сусiдами мають
константу взаємодiї J1. Фрустрованi мiжшаровi (коричневi) зв’язки ма-
ють константу Jx.

З умови на екстремум функцiї d(E(α)/N )/dα = 0 отримуємо рiвняння:

(α2 − 1)(J2α
2 + J2 + 6αJ1 − 6αJx) = 0. (2.30)

З рiвняння (2.30) одержуємо значення варiацiйного параметра α, при якому енер-

гiя E(α) набуває мiнiмальних значень:

α =

{

3
J2
(Jx − J1)−

√

9
J2
2

(J1 − Jx)2 − 1, J2 ≤ 3(J1 − Jx),

1, J2 ≥ 3(J1 − Jx).
(2.31)

Енергiя основного стану (обчислена на один димер) визначатиметься в такий спо-

сiб:

E0

N =







J2
4
+ 3(J1−Jx)

4

(

1− J2
3(J1−Jx)

)2

, J2 ≤ 3(J1 − Jx),

−3J2
4 , J2 ≥ 3(J1 − Jx).

(2.32)

На рисунках 2.11 i 2.12 представленi фазовi дiаграми для шестикутної дво-

шарової ґратки, отриманi в областi J1 ≫ Jx (J1 ≪ Jx). Бачимо, що якiсно цi
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Рис. 2.11. Фазова дiаграма основного стану для шестикутної двошарової ґратки
в координатах J1/J2–Jx/J2. Червонi критичнi лiнiї вiддiляють димер-
синґлетну фазу (DS, жовта область) вiд фаз iз антиферомагнiтним по-
рядком (N1 i N2, оливковi областi). Чорна лiнiя позначає граничний
випадок повної фрустрацiї Jx = J1. Структура фаз представлена на
рисунку 2.4.

фазовi дiаграми не вiдрiзняються вiд дiаграм для квадратної двошарової ґратки

(див. рис. 2.2 i 2.3). Щоб отримати повну фазову дiаграму, перейдемо до вивчення

областi порiвняних мiждимерних взаємодiй J1 i Jx.

2.2.2. Область J1 ≈ Jx

Щоб записати вираз для варiацiйної енергiї, коли J1 i Jx є приблизно одна-

ковими, тобто J1 ≈ Jx, скористаємося середнiми значеннями (2.18), (2.20) i (2.22):

E(β)

N =

(

1

4
− β2

)

J2 −
3

2
β2(1− β2)(J1 − Jx)−

3

4
(1− β2)2(J1 + Jx). (2.33)

Розв’язуючи рiвняння на екстремум d(E(β)/N )/dβ = 0, виявляємо, що варiацiй-

на енергiя досягає мiнiмальних значень на кiнцях дiапазону варiацiйного параме-
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Рис. 2.12. Фазова дiаграма основного стану для шестикутної двошарової ґратки
в координатах J2/J1–Jx/J1. Червонi критичнi лiнiї вiддiляють димер-
синґлетну фазу (DS, жовта область) вiд фаз iз антиферомагнiтним по-
рядком (N1 i N2, оливковi областi). Чорна лiнiя позначає граничний
випадок повної фрустрацiї Jx = J1.

тра 0 ≤ β ≤ 1:

β =

{

0, J2 ≤ 3
4(J1 + Jx),

1, J2 ≥ 3
4(J1 + Jx).

(2.34)

В свою чергу, енергiя основного стану (розрахована на один димер) матиме ви-

гляд:

E0

N =

{

J2
4 − 3

4(J1 + Jx), J2 ≤ 3
4(J1 + Jx),

−3J2
4 , J2 ≥ 3

4(J1 + Jx).
(2.35)

Порiвняння енергiї (2.35) в областях iз рiзним спiввiдношенням мiж взаємодiями

J2, J1 i Jx дає уточненi фазовi дiаграми (див. рис. 2.13 i 2.14), якi є якiсно подiбнi

до фазових дiаграм для квадратної двошарової ґратки (див. рис. 2.5 i 2.6).

Далi, зiставляємо енергiї триплетного стану (β = 0) та станiв Нееля (α <

1) отриманi в рiзних областях на лiнiях розмежування фаз DT i N1 та DT i

N2. Одержуємо рiвняння кривих, якi дозволяють нам побудувати повнi фазовi
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Рис. 2.13. Фазова дiаграма основного стану для шестикутної двошарової ґратки
в координатах J1/J2–Jx/J2. Червонi критичнi лiнiї вiддiляють синґлет-
димерну фазу (DS, жовта область) вiд антиферомагнiтних фаз (N1 i N2,
оливковi областi). Зелена критична лiнiя обмежує DS, N1 i N2 фази й
вiддiляє їх вiд нової антиферомагнiтної (димер-триплетної, DT ) фази
(фiолетова область). Структура димер-триплетної фази представлена
на рисунку 2.7.

дiаграми основного стану в рiзних координатах (див. рис. 2.15 i 2.16):

3J1 +
J2
2

6(J1 − Jx)
= J2,

3Jx +
J2
2

6(Jx − J1)
= J2. (2.36)

Фазову дiаграму для шестикутної двошарової ґратки, зображену на рисун-

ку 2.15, можна порiвняти з фазовою дiаграмою отриманою в роботi [62] (див.

рис. 1.11) за допомогою рiзних аналiтичних i числових методiв. Для критичної

точки на лiнiї повної фрустрацiї Jx = J1 у [62] маємо: (J1/J2)SB−MFT
c = 0.547 i

(J1/J2)
LSWT
c = 0.551. Нашi обчислення дають передбачення: (J1/J2)c = 2/3 ≈

0.667. Для координат квантових потрiйних точок маємо: J1/J2 = 1/2 = 0.5,

Jx/J2 = 5/6 = 0.833 . . . i J1/J2 = 5/6 = 0.833 . . ., Jx/J2 = 1/2 = 0.5.
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Рис. 2.14. Фазова дiаграма основного стану для шестикутної двошарової ґратки
в координатах J2/J1–Jx/J1. Червонi критичнi лiнiї вiддiляють синґлет-
димерну фазу (DS, жовта область) вiд антиферомагнiтних фаз (N1 i
N2, оливковi областi). Зелена критична лiнiя обмежує DS, N1 i N2 фази
й вiддiляє їх вiд нової антиферомагнiтної (димер-триплетної, DT ) фази
(фiолетова область).
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Рис. 2.15. Повна фазова дiаграма основного стану для шестикутної двошарової
ґратки в координатах J1/J2–Jx/J2. Синi кривi вiдображають уточненi
межi мiж DT фазою та N1 i N2 фазами.
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Рис. 2.16. Повна фазова дiаграма основного стану для шестикутної двошарової
ґратки в координатах J2/J1–Jx/J1. Синi кривi вiдображають уточненi
межi мiж DT фазою та N1 i N2 фазами.

2.3. Висновки

У цьому роздiлi представлено дослiдження фазових дiаграм основного ста-

ну для квантових антиферомагнетикiв Гайзенберга на квадратнiй та шестикутнiй

двошарових ґратках за вiдсутностi магнiтного поля. Побудова фазових дiаграм

здiйснена на основi порiвняння варiацiйних енергiй рiзних станiв, одержаних iз

використанням пробних варiацiйних хвильових функцiй. Отриманi фазовi дiагра-

ми якiсно вiдтворюють результати, одержанi за допомогою складнiших пiдходiв,

i навiть непогано кiлькiсно узгоджуються для деяких характерних точок фазової

дiаграми. Результати цього роздiлу опублiкованi в препринтi [24].
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РОЗДIЛ 3

ТЕРМОДИНАМIЧНI ВЛАСТИВОСТI
Ba2CoSi2O6Cl2 У СИЛЬНОМУ МАГНIТНОМУ

ПОЛI: РЕАЛIЗАЦIЯ ПЛОСКОЗОННОЇ ФIЗИКИ
У СИЛЬНО ФРУСТРОВАНОМУ
КВАНТОВОМУ МАГНЕТИКУ

Пошук твердотiльних реалiзацiй плоскозонних систем має вирiшальне зна-

чення для пiдтвердження або заперечення вже зроблених теоретичних передба-

чень для цих квантових взаємодiючих багаточастинкових систем. Для фрустрова-

них квантових магнетикiв одномагноннi плоскi зони приводять до рiзноманiтних

незвичайних властивостей, пов’язаних iз iснуванням локалiзованих багатомагнон-

них станiв. Нещодавно синтезована магнiтна сполука Ba2CoSi2O6Cl2 [19] виглядає

майже iдеальним кандидатом для виявлення цих особливостей на експериментах.

У цьому роздiлi розроблена теорiя для сполуки Ba2CoSi2O6Cl2. Для цього ми

пристосуємо до цiєї сполуки загальну концепцiю локалiзованих магнонiв [5, 80].

Перш за все, ми показуємо, що запропонована нами теорiя описує вiдомi екс-

периментальнi факти. Далi, ми пропонуємо новi експериментальнi дослiдження

для виявлення фазового переходу, пов’язаного з впорядкуванням локалiзованих

магнонiв при низьких температурах. Матерiал цього роздiлу опублiковано в стат-

тi [23].

3.1. Експерименти для Ba2CoSi2O6Cl2 i спiнова модель

У цьому роздiлi обговоримо низькотемпературне впорядкування у

Ba2CoSi2O6Cl2 за наявностi магнiтного поля, в основi якого лежить картина лока-



69

лiзованих магнонiв для фрустрованої двошарової моделi [16, 17]. Використовуючи

цю теорiю, ми опишемо експериментальнi кривi намагнiченостi, знайденi в стат-

тi [19], i запропонуємо новi експерименти для виявлення специфiчних властиво-

стей, зумовлених локалiзованими магнонами, таких як додаткова низькотемпера-

турна сингулярнiсть у теплоємностi та фазовий перехiд лад-безлад, яким можна

керувати за допомогою магнiтного поля. Хоч у попереднiх роботах [17, 81] ви-

вчалися XXX моделi, сценарiй локалiзованих магнонiв також зберiгається i для

XXZ моделей iз магнiтним полем, прикладеним вздовж осi z [5, 80, 82, 83]. Але

випадок, коли доданок Зеємана не комутує з XXZ взаємодiями (наприклад, коли

магнiтне поле прикладене вздовж напрямку x), досi не розглядався.

1

J2

J

Рис. 3.1. Фрустрована квадратна двошарова ґратка. Червонi зв’язки позначають
внутрiшньодимернi взаємодiї J2, чорнi зв’язки позначають мiждимернi
взаємодiї J1.

Розгляньмо анiзотропну спiн-1/2 XXZ антиферомагнiтну квадратну дво-

шарову ґратку з N = 2N вузлами (див. рис. 3.1) i, маючи на увазi експерименти

зi статтi [19], введемо рiзнi значення g-фактора для поля, прикладеного вздовж

осей x i z. Гамiльтонiан моделi має вигляд:

H =
∑

〈ij〉
Jij
(

sxi s
x
j + syi s

y
j +∆ijs

z
i s

z
j

)

−
N
∑

i=1

h · si. (3.1)

Тут Jij i ∆ij набувають або значень J2 i ∆2 (вертикальнi димернi зв’язки), або J1 i

∆1 (мiждимернi зв’язки) (див. рис. 3.1). Потрiбно зауважити, що рiвнiсть всiх мiж-

димерних зв’язкiв вiдповiдає iдеальнiй плоскозоннiй геометрiї. Окрiм того, щоб

проявилася фiзика локалiзованих магнонiв, потрiбне достатньо велике значення
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J2 (наприклад, J2 > 4J1 для ∆1 = ∆2 = 1 [16, 17]). Вiдповiдно до [19], розгляньмо

двi рiзнi орiєнтацiї магнiтного поля h = (0, 0, hz) i h = (hx, 0, 0), а також два

рiзнi g-фактори gz i gx, тобто, hz = gzµBH i hx = gxµBH, де µB ≈ 0.671 71 K/T є

магнетон Бора i H є значення (вимiряне в теслах) прикладеного магнiтного поля.

Згiдно з [19], g-фактори для Ba2CoSi2O6Cl2 є такими: gz = 2.0± 0.1 i gx = 3.86.

У статтi Танаки та iн. [19] показано, що описана спiнова модель реалiзується

у кристалi Ba2CoSi2O6Cl2. Розробимо ефективну низькотемпературну теорiю для

моделi (3.1) у сильних магнiтних полях, застосовуючи пiдхiд сильного зв’язку для

обох випадкiв орiєнтацiї магнiтного поля i теорiю збурень. Для цього припусти-

мо, що основна частина гамiльтонiана Hmain складається тiльки з вертикальних

зв’язкiв J2 i доданка Зеємана при магнiтному полi h0, при якому два власнi стани

|u〉 i |d〉 спiнового димера є виродженими (мають однакову енергiю). Отже, при h0

має мiсце стрибок намагнiченостi до насичення (до майже насичення) для поля

вздовж осi z (x). Доданки, що залишилися в (3.1), розглядаються як збурення

V = H −Hmain. Ефективний гамiльтонiан отримується за допомогою стандартної

теорiї збурення [84–86]:

Heff = PHP + . . . (3.2)

Тут виписано лише перший доданок у рядi операторної теорiї збурень, див. (4.21),

а P = |ϕ0〉 〈ϕ0| — проектор на множину основних станiв Hmain, що склада-

ється з 2N станiв N димерiв. Введемо також псевдоспiновi оператори T z =

(|u〉 〈u| − |d〉 〈d|)/2, T+ = |u〉 〈d|, T− = |d〉 〈u| на кожному вертикальному димер-

ному зв’язку, щоб представити Heff у зручнiй i впiзнаванiй формi. В результатi

обчислень подiбних до тих, що описанi детально у пiдроздiлi 4.3.2, прийдемо до

такого ефективного гамiльтонiана:

Heff = C− h

N
∑

m=1

T z
m + J

∑

〈mn〉
T z
mT

z
n (3.3)

(див. нижче пiдроздiли 3.2 i 3.3). Така форма гамiльтонiана вiдповiдає спiн-1/2

антиферомагнiтнiй моделi Iзинга на квадратнiй ґратцi. Параметри C, h i J є фун-

кцiями параметрiв гамiльтонiана J2, ∆2, J1, ∆1, i h. Приведемо деталi виведення
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рiвняння (3.3). Розглянемо окремо випадок поля вздовж осi z i випадок поля

вздовж осi x.

3.2. Ефективна модель у магнiтному полi вздовж осi z

Розгляньмо дещо загальнiшу модель (3.1), в якiй Jij, ∆ij набуває або зна-

чення J2, ∆2 (димернi зв’язки), або J11, ∆11, J12, ∆12, J21, ∆21, J22, ∆22 (всi iншi

зв’язки) (див. рис. 3.2). Тепер спiввiдношення J11 = J12 = J21 = J22 = J1 i

x     y x         y m      ,m m  ,m 

m

m

,1

,2

  −1,1  +1     ,1

Рис. 3.2. Фрустрована квадратна двошарова ґратка. Вузли пронумерованi iнде-
ксом комiрки mx, my, а iндекс вузла в комiрцi є i = 1, 2. Обмiнна взаємо-
дiя для вертикальних зв’язкiв (товстi червонi зв’язки) є J2, в той час як
обмiнна взаємодiя для зв’язка, який з’єднює вузли mx, my, i i mx+1, my, j
чи вузли mx, my, i i mx, my + 1, j (тонкi зв’язки) є Jij.

∆11 = ∆12 = ∆21 = ∆22 = ∆1 вiдповiдатиме важливому граничному випадку iде-

альної фрустрацiї для iзотропної моделi Гайзенберга, яка розглядалася в [16, 17]

для ∆2 = ∆1 = 1. Експеримент [19] не дозволяє вiдрiзнити взаємодiї J11, J12, J21,

J22. Вважається, що вони однаковi й визначаються як 4J1 = 27.3 K, а внутрi-

шньодимерна взаємодiя визначається як J2 = 110 K. Тут важливою вiдмiннiстю

вiд попереднiх дослiджень [16, 17] є наявнiсть анiзотропiї обмiнної взаємодiї, що

контролюється параметром 0 ≤ ∆ij ≤ 1 (∆2 = 0.149 i ∆1 = 0.56 — значення, якi

вiдповiдають сполуцi Ba2CoSi2O6Cl2 [19]). Зовнiшнє магнiтне поле h = (hx, hy, hz)

може мати, в принципi, довiльну орiєнтацiю. Проте, згiдно [19] розглядатимемо

тiльки два окремi випадки: поле вздовж осi z (цей пiдроздiл) i поле вздовж осi x

(наступний пiдроздiл).
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Розпочнемо з випадку, коли поле прикладене вздовж осi z. Тодi гамiльтонi-

ан (3.1) перепишемо так:

H =
∑

〈ij〉
Jij
(

sxi s
x
j + syi s

y
j +∆ijs

z
i s

z
j

)

− hz
N
∑

i=1

szi . (3.4)

Iстотними далi є два стани на кожному димерi: |u〉 = |↑↑〉 i |d〉 = (|↑↓〉− |↓↑〉)/
√
2

з вiдповiдними енергiями εu = ∆2J2/4 − h i εd = −(2 + ∆2)J2/4. Енергiя цих

двох станiв однакова при h0 = (1+∆2)J2/2. Пiсля нескладних, проте громiздких,

обчислень матимемо такi вирази для PHmainP i PV P :

PHmainP = N
(

−J2
4

− h0

2

)

−
N
∑

m=1

(

h0 −
1 + ∆2

2
J2

)

T z
m,

PV P =
N
∑

m=1

(

J

2
+ 2JT z

m

)

+
N
∑

m=1

(

−h

2
+

h0

2
− (h− h0)T

z
m)

)

+
∑

〈mn〉
(JT z

mT
z
n + JXY (T

x
mT

x
n + T y

mT
y
n)) . (3.5)

Об’єднуючи цi два вирази, одержуємо спiввiдношення для ефективного гамiльто-

нiана Heff :

Heff =

(

−h

2
− J2

4
+

J

2

)

N − h

N
∑

m=1

T z
m

+
∑

〈mn〉
[JT z

mT
z
n + JXY (T x

mT
x
n + T y

mT
y
n )] . (3.6)

Тут параметри ефективного гамiльтонiана (3.6) визначаються таким чином:

J =
∆11J11 +∆12J12 +∆21J21 +∆22J22

4
,

h = h− h1, h1 =
1 +∆2

2
J2 + 2J,

JXY =
J11 − J12 − J21 + J22

2
. (3.7)

Очевидно, що таким чином отримано спiн-1/2 XXZ модель Гайзенберга на

квадратнiй ґратцi в зовнiшньому магнiтному полi, прикладеному вздовж осi z.



73

Ця спiнова модель є вiльною вiд фрустрацiї i може бути вивчена, до прикладу, з

застосуванням методу квантового Монте Карло.

Але якщо вважати, що J11 = J12 = J21 = J22 = J1, то результат стає значно

простiшим: рiвняння (3.6), (3.7) вiдповiдають спiн-1/2 антиферомагнiтнiй моделi

Iзинга на квадратнiй ґратцi в зовнiшньому полi,

Heff =

(

−h

2
− J2

4
+

J

2

)

N

−
(

h− 1 + ∆2

2
J2 − 2J

) N
∑

m=1

T z
m + J

∑

〈mn〉
T z
mT

z
n ,

J =
∆11 +∆12 +∆21 +∆22

4
J1. (3.8)

Одержаний результат узгоджується з попереднiми [17]. Справдi, рiвняння (3.8)

при ∆2 = ∆11 = . . . = ∆22 = 1 переходить у модель класичного ґраткового газу зi

скiнченним вiдштовхуванням; така модель задана в рiвняннi (6.7) у статтi [17], де

ефективна модель ґраткового газу була отримана шляхом iнших мiркувань (без

застосування наближення сильного зв’язку й операторної теорiї збурень).

3.3. Ефективна модель у магнiтному полi вздовж осi x

Розглянемо далi випадок, коли магнiтне поле прикладене вздовж осi x. В

цьому випадку зручно повернути спiновi осi i записати гамiльтонiан (3.1) у нових

координатах. Виконаємо поворот осей у спiновому просторi навколо осi y на кут

π/2. Тодi гамiльтонiан набуває вигляду:

H =
∑

〈ij〉
Jij
[

szi s
z
j + syi s

y
j +∆ijs

x
i s

x
j

]

− hx
N
∑

i=1

szi . (3.9)

Вираз для гамiльтонiана (3.9) можна записати i в такiй формi:

H =
∑

〈ij〉
Jij
[

si · sj + (∆ij − 1) sxi s
x
j

]

− hx
N
∑

i=1

szi . (3.10)

У загальному випадку концепцiя локалiзованих магнонiв може бути введе-

на у випадку, коли z-компонента сумарного спiну комутує з гамiльтонiаном [так
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як для гамiльтонiана (3.4)]: тодi власнi стани гамiльтонiана можуть бути вивче-

нi в пiдпросторах iз рiзними значеннями Sz =
∑N

i=1 s
z
i окремо. Проте, навiть

для гамiльтонiана (3.10), стан "кристал локалiзованих магнонiв" (але не основ-

ний стан у границi дуже сильного поля) залишається точним власним станом

гамiльтонiна (3.10). Для теорiї збурень, якою ми тут користуємося, комутування

z-компоненти сумарного спiну з гамiльтонiаном не використовується.

Для випадку поля, прикладеного вздовж осi x, двома iстотними для силь-

них полiв станами на кожному димерi будуть |d〉 = (|↑↓〉 − |↓↑〉)/
√
2 з енергiєю

εd = −(2 + ∆2)J2/4 та |u〉 = a |↑↑〉 + b |↓↓〉 iз коефiцiєнтами a i b й енергiєю εu,

якi ще треба знайти. Щоб знайти невiдомi коефiцiєнти a i b та енергiю εu, потрi-

бно розв’язати систему рiвнянь для власних станiв двох спiнiв iз гамiльтонiаном

J2(s1s2 + (∆2 − 1)sx1s
x
2)− h(sz1 + sz2), взявши |↑↑〉, |↑↓〉, |↓↑〉 i |↓↓〉 за базис. Систе-

ма рiвнянь для невiдомих коефiцiєнтiв C1, C2, C3 i C4 у розкладi власного стану

двоспiнового гамiльтонiана за базисними станами матиме вигляд:










J2
4 − h− ε 0 0 J2(∆2−1)

4

0 −J2
4
− ε J2

2
+ J2(∆2−1)

4
0

0 J2
2 + J2(∆2−1)

4 −J2
4 − ε 0

J2(∆2−1)
4 0 0 J2

4 − h− ε



















C1

C2

C3

C4









= 0. (3.11)

Оскiльки така система розбивається на двi пiдсистеми i нас цiкавлять тiльки не-

вiдомi коефiцiєнти C1 i C4, то маємо справу з такою системою рiвнянь:














(

J2
4

− h− ε

)

C1 +
J2(∆2 − 1)

4
C4 = 0,

J2(∆2 − 1)

4
C1 +

(

J2
4

− h− ε

)

C4 = 0.
(3.12)

Iз характеристичного рiвняння, яке забезпечує нетривiальнiсть розв’язкiв систе-

ми (3.12), матимемо:

ε1,4 =
1

4

[

J2 ∓
√

J2
2 (∆2 − 1)2 + 16h2

]

. (3.13)

Оскiльки, розглядається випадок ∆2 < 1, то вираз для шуканої енергiї, який

даватиме найнижче значення енергiї, матиме вигляд:

εu = ε1 =
1

4

[

J2 −
√

J2
2 (1−∆2)2 + 16h2

]

. (3.14)
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Тепер легко знайти невiдомi коефiцiєнти a та b:

a = C1 =
h+A

C
,

b = C4 =
(1−∆2)J2

4C
, (3.15)

де C =
√

2A(A+ h), A =

√

(1−∆2)2J2

2

16 + h2.

На вiдмiну вiд випадку, коли поле прикладене вздовж осi z, множина основ-

них станiв |ϕ0〉 мiстить залежнi вiд поля стани |u〉. Тому для PHmainP матимемо

спiввiдношення:

PHmainP

= P
N
∑

m=1

[(

J2
4

+
(∆2 − 1)J2

2
ab− h(a2 − b2)

)(

1

2
+ T z

m

)

−(2 + ∆2)J2
4

(

1

2
− T z

m

)]

P

= −1

2

(

A+
(1 + ∆2)J2

4

)

N +

N
∑

m=1

(

(3 + ∆2)J2
4

− A

)

T z
m. (3.16)

Для PV P одержуємо такий вираз:

PV P =
J

2
N + 2J

N
∑

m=1

T z
m +

∑

〈mn〉
(JxT x

mT
x
n + J

yT y
mT

y
n + JT z

mT
z
n). (3.17)

Об’єднюючи (3.16) i (3.17), отримуємо Heff у такому виглядi:

Heff =
1

2

(

J− A− (1 + ∆2)J2
4

)

N − h

N
∑

m=1

T z
m

+
∑

〈mn〉
(JxT x

mT
x
n + J

yT y
mT

y
n + JT z

mT
z
n). (3.18)

Параметри ефективного гамiльтонiана (3.18) визначаються так:

J
x = (J11∆11 − J12∆12 − J21∆21 + J22∆22)

(a− b)2

2
,

J
y = (J11 − J12 − J21 + J22)

(a+ b)2

2
,
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J = (J11 + J12 + J21 + J22)
(a2 − b2)2

4
,

h = −2J− (3 + ∆2)J2
4

+ A. (3.19)

Зауважимо, що (a2 − b2)2 = h2/A2.

Таким чином, Heff (3.18) представляє спiн-1/2 XY Z модель Гайзенбер-

га на квадратнiй ґратцi з полем, прикладеним вздовж осi z. У випадку, ко-

ли мiждимернi взаємодiї нерозрiзненнi, тобто, J11 = J12 = J21 = J22 = J1 i

∆11 = ∆12 = ∆21 = ∆22 = ∆1, отримуємо важливе спрощення: J = (a2 − b2)2J1,

J
x = J

y = 0, i рiвняння (3.18), (3.19) переходять у гамiльтонiан спiн-1/2 антифе-

ромагнiтної моделi Iзинга на квадратнiй ґратцi в зовнiшньому полi:

Heff =
1

2

(

J−A− (1 + ∆2)J2
4

)

N − h

N
∑

m=1

T z
m +

∑

〈mn〉
JT z

mT
z
n . (3.20)

Якщо додатково покласти ∆2 = 1, то матимемо a = 1, b = 0, h = h− J2, J = J1 i

рiвняння (3.20) перетворюється в (3.8) при ∆2 = ∆11 = . . . = ∆22 = 1.

3.4. Пояснення наявних експериментальних результатiв
i новi теоретичнi передбачення

Перейдемо до аналiзу запропонованої ефективної теорiї, яка мала б добре

працювати при низьких температурах поблизу поля насичення [див. (3.3) i роз-

дiли 3.2 i 3.3]. Перш за все перевiримо точнiсть розробленого ефективного опису.

Для цього виконаємо точну дiагоналiзацiю [87] для початкової та ефективної мо-

делей на скiнченних ґратках iз накладеними перiодичними граничними умовами.

А саме, розглянемо початкову (квантову) модель (3.1), яка є N = 16 = 2 × 8

квадратною двошаровою ґраткою i ефективну (класичну) модель (3.8) чи (3.20),

яка є N = 8 квадратною ґраткою. На рис. 3.3 порiвнюються кривi намагнiчено-

стi в основному станi з такими параметрами: J2 = 5, J1 = 1, ∆2 = ∆1 = ∆ з

∆ = 0.5, 0.1, 0 i магнiтним полем, прикладеним вздовж осi z (суцiльнi лiнiї), та

магнiтним полем, прикладеним вздовж осi x (штриховi лiнiї). Для поля вздовж

осi z кривi для обох моделей практично збiгаються, в той час як для поля вздовж
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Рис. 3.3. Кривi намагнiченостi при T = 0 для J2 = 5, J1 = 1 i декiлькох параме-
трiв анiзотропiї ∆1 = ∆2 = ∆: данi точної дiагоналiзацiї для початкової
моделi (N = 16; тонкi) порiвнюються з даними для ефективної моделi
(N = 8, товстi). Синi лiнiї: ∆ = 0.5, зеленi лiнiї: ∆ = 0.1, червонi лiнiї:
∆ = 0. Суцiльнi лiнiї вiдповiдають випадку h = (0, 0, h), а штриховi лiнiї
— випадку h = (h, 0, 0).

осi x узгодженiсть залишається дуже доброю, зокрема, на плато "половина вiд

намагнiченостi насичення", де стан "кристал локалiзованих магнонiв" є точним

власним станом гамiльтонiана (3.1).

Тепер перейдемо до конкретного випадку сполуки Ba2CoSi2O6Cl2. Сильний

внутрiшньодимерний параметр обмiнної взаємодiї, оцiнений у [19] як J2 = 110 K, а

параметр анiзотропiї внутрiшньодимерної взаємодiї — ∆2 = 0.149. Великi внутрi-

шньодимернi взаємодiї i визначають низькотемпературний процес намагнiчування

сполуки Ba2CoSi2O6Cl2. Як згадувалося вище, всi мiждимернi зв’язки експеримен-

тально не можна розрiзнити, тому природно вважати їх однаковими, коли викону-

ватиметься умова iдеально плоскої зони. Числовi значення для мiждимерних взає-

модiй знайденi в [19]: 4J1 = 23.7 K i ∆1 = 0.56. Пригадаймо також значення для g-

факторiв: gz = 2.0 i gx = 3.86 [19]. Збираючи все це разом i вимiрюючи прикладене

магнiтне поле H у теслах, приходимо до таких формул для параметрiв Heff у (3.3):

для поля H, прикладеного вздовж осi z, отримуємо C ≈ (−0.67H − 25.84)N K,

h ≈ −(1.34H − 69.85) K, J ≈ 3.33 K. У випадку поля H, прикладеного вздовж
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осi x, ефективнi параметри задаються бiльш складними формулами, див. пiдроз-

дiл 3.3. Проте в дiапазонi полiв вiд 30 T до 45 T, що якраз стосується сценарiю

з локалiзованими магнонами, цi параметри змiнюються майже лiнiйно з полем H

таким чином: C ≈ −53.70 . . .−72.45 K, h ≈ −16.24 . . .21.01 K i J ≈ 5.43 . . .5.70 K.

Зазначимо, що для результатiв, якi обговорюються нижче, ми використовували

повнi формули для ефективних параметрiв, приведенi в пiдроздiлi 3.3.
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Рис. 3.4. Кривi намагнiченостi для модельних параметрiв Ba2CoSi2O6Cl2 (J2 =
110 K, ∆2 = 0.149, 4J1 = 23.7 K, ∆1 = 0.56) [19] при T = 0 K (синi)
i T = 1.3 K (червонi). Данi точної дiагоналiзацiї для початкової моделi
(N = 16, тонкi лiнiї) порiвнянi з вiдповiдними даними для ефективної
моделi (N = 8, товстi лiнiї). Зауважимо, що вiдповiднi тонкi та товстi
лiнiї збiгаються в широкому дiапазонi. Суцiльнi лiнiї представляють данi
для h = (0, 0, hz), gz = 2.0, а штриховi лiнiї для h = (hx, 0, 0), gx = 3.86,
де H = hα/(gαµB), α = z, x.

На рисунку 3.4 представленi результати точної дiагоналiзацiї для кривих на-

магнiченостi для сполуки Ba2CoSi2O6Cl2 для обох напрямкiв магнiтного поля. Цi

кривi добре збiгаються з експериментальними кривими (див. рис. 3 у [19]; тут тре-

ба зауважити, що експериментальнi данi iнакше нормованi). Зауважимо також,

що T = 1.3 K, використана для iзотермiчної намагнiченостi m(H) на рисунку 3.4,

не може бути iдентифiкована як температура T = 1.3 K, зазначена на рисунку 3

у [19], тому що в [19] для вимiрювання m(H) використовувалося iмпульсне магнi-

тне поле, тобто, вимiрювальний процес скорiше адiабатичний, нiж iзотермiчний.
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Стрибки намагнiченостi на рисунку 3.4 вiдбуваються при критичних значеннях

полiв Hc ≈ 47.04 T i Hsat ≈ 56.94 T, якщо поле прикладено вздовж осi z, та при

Hc ≈ 32.16 T i Hsat ≈ 41.14 T, якщо поле прикладено вздовж осi x. Цi значення

добре збiгаються з вiдповiдними експериментальними даними [19]: Hc = 46.8 T,

Hsat = 56.7 T i Hc = 32.0 T, Hsat = 41.0 T. Таким чином, можна зробити висновок,

що розроблений теоретичний пiдхiд забезпечує добрий опис вимiряних даних для

процесу намагнiчування сполуки Ba2CoSi2O6Cl2 не тiльки у сильних магнiтних

полях, а у всьому iнтервалi полiв.

Проаналiзуємо далi теплоємнiсть c в областi плато Hc < H < Hsat. Тут є

передбачення теорiї, але поки що немає результатiв вимiрювання. У статтi [19]

приведено теплоємнiсть лише в нульовому полi. У нульовому полi передбачається

лише один пiк у залежностi c(T ) при T ≈ 25 К (данi точної дiагоналiзацiї для

N = 16, див. рис. 3.5). Але у сильних магнiтних полях у системi виникає новий

масштаб енергiй, пов’язаний iз появою локалiзованих багатомагнонних станiв, що

приводить до появи нової низькотемпературної поведiнки теплоємностi. Для поля

H ≈ 51.99 T, прикладеного вздовж осi z, i для поля H ≈ 36.61 T, прикладеного

вздовж осi x, ефективне поле h у (3.3) зникає, i вiдповiднi ефективнi констан-

ти зв’язку J дають температури переходу Iзинга-Онзагера: Tc ≈ 1.89 K (у полi

вздовж осi z) i Tc ≈ 3.17 K (у полi вздовж осi x).

На лiвiй панелi рисунка 3.5 показано данi точної дiагоналiзацiї для теплоєм-

ностi c(T ) при H = 47.5 T вздовж осi z для ефективної моделi з (N = 8 i 16) та для

початкової моделi з (N = 16), так само як i данi обчислень методом класичного

Монте Карло для ефективної моделi з N = L2 вузлiв iз L аж до 256. Логарифмi-

чна сингулярнiсть при Tc ≈ 0.46 K (для H = 47.5 Т) з’являється для достатньо

великих розмiрiв системи. При H = 0 для c(T ) немає жодної сингулярностi. Цей

рисунок також пiдтверджує, що скiнченнорозмiрнi данi для ефективної та пов-

ної початкової моделей збiгаються аж до T ≈ 10 K [зеленi (N = 8) i пурпурнi

(N = 16) лiнiї на лiвiй панелi рисунка 3.5], тобто, далеко за межами Tc ≈ 0.46 K.

Це свiдчить про надiйнiсть зробленого передбачення про фазовий перехiд при

T ≈ 0.46 К. Окрiм сингулярностi при Tc можна побачити явнi ознаки роздiлення
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Рис. 3.5. Лiва панель: данi точної дiагоналiзацiї (початкова та ефективна моделi
з N = 16 i N = 8) та класичного Монте Карло (ефективна модель
iз N аж до 256 × 256) для температурної залежностi теплоємностi для
модельних параметрiв Ba2CoSi2O6Cl2 (див. текст дисертацiї) при H =
47.5 T вздовж осi z (Tc ≈ 0.46 K). Права панель: данi класичного Монте
Карло (ефективна модель iз N аж до 256 × 256) для теплоємностi для
модельних параметрiв Ba2CoSi2O6Cl2 (див. текст дисертацiї) при T =
0.25, 0.5, 1, 1.5 K для поля, прикладеного вздовж осi z.

енергетичних масштабiв, на що вказують два максимуми в ефективнiй моделi, й

навiть три максимуми в повнiй початковiй моделi, де високотемпературний ма-

ксимум є пов’язаний iз обмiнною взаємодiєю J2. Цей масштаб не є представлений

у ефективнiй моделi, де взаємодiя J ∝ J1. Максимум при помiрних температурах

є пов’язаний iз J, а низькотемпературний максимум вiдповiдає масштабу енергiї,

встановленому виродженою множиною станiв, якi є основними станами при Hsat

i Hc. Положення низькотемпературного максимуму залежить вiд значення H, яке

є у межах Hc < H < Hsat, i низькотемпературний максимум змiщується до T = 0,

коли H → Hsat i коли H → Hc. Iншим способом, за допомогою якого можна ви-

явити фазовий перехiд, є фiксування температури T i використання поля H як

керуючого параметра. Вiдповiдна залежнiсть C(H) при фiксованiй T показана на

правiй панелi рисунка 3.5, де представленi данi Монте Карло для c(H), коли поле

прикладене вздовж осi z при фiксованих температурах T = 0.25, 0.5, 1, 1.5 K.
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Варто зауважити, що дуже подiбна поведiнка c(T ) i c(H) виявлена для поля, при-
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Рис. 3.6. Лiва панель: данi точної дiагоналiзацiї (початкова та ефективна моделi
з N = 16 i N = 8) та класичного Монте Карло (ефективна модель
iз N аж до 256 × 256) для температурної залежностi теплоємностi для
модельних параметрiв Ba2CoSi2O6Cl2 (див. текст дисертацiї) при H =
32.5 T вздовж осi x (Tc ≈ 0.64 K). Права панель: данi класичного Монте
Карло (ефективна модель iз N аж до 256 × 256) для теплоємностi для
модельних параметрiв Ba2CoSi2O6Cl2 (див. текст дисертацiї) при T =
0.25, 0.5, 1, 1.5 K для поля, прикладеного вздовж осi x.

кладеного вздовж осi x (див. рис. 3.6). Таким чином вiдповiднi вимiрювання для

Ba2CoSi2O6Cl2 є надзвичайно бажаними для пiдтвердження цих передбачень.

Основним результатом, що пiдсумовує всi наведенi вище висновки, є фа-

зова дiаграма для Ba2CoSi2O6Cl2 у площинi "магнiтне поле – температура"

(див. рис. 3.7). Кривi, представленi на рисунку, були отриманi з результатiв ста-

тей [88, 89]. Iз цiєї фазової дiаграми можна зробити висновок, що, прикладаю-

чи поле H > 32.16 T (H > 47.04 T) вздовж осi x (вздовж осi z) до сполуки

Ba2CoSi2O6Cl2, будемо спостерiгати впорядкування локалiзованих магнонiв (кри-

стал Вiґнера з локалiзованих магнонiв), а вiдповiдний фазовий перехiд належить

до класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинга. Цей фазовий перехiд можна

виявити за допомогою вимiрювання теплоємностi c, яка має виявляти логари-

фмiчну сингулярнiсть у своїй температурнiй залежностi при Ttrans(H) чи у своїй
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Рис. 3.7. Теоретично передбачена фазова дiаграма для Ba2CoSi2O6Cl2 у площи-
нi "магнiтне поле – температура" для h = (0, 0, hz) (суцiльнi) i h =
(hx, 0, 0) (штриховi). Горизонтальнi (вертикальна) лiнiї вiдповiдають лi-
нiям такого ж кольору на рисунках 3.5, 3.6, правi панелi (рис. 3.5, лiва
панель).

залежностi вiд магнiтного поля при Htrans(T ). Залежностi Ttrans(H) i Htrans(T ) за-

данi на рисунку 3.7.

3.5. Висновки

У цьому роздiлi представлено результати дослiдження низькотемпера-

турних властивостей спiн-1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на фрустрованiй

квадратнiй двошаровiй ґратцi в магнiтному полi в контекстi експериментiв з

Ba2CoSi2O6Cl2. Модель вивчено в полях двох рiзних напрямкiв: h = (hx, 0, 0) i

h = (0, 0, hz). Для кожного напрямку поля, за допомогою операторної теорiї збу-

рень, отримано ефективний гамiльтонiан. Ефективнi моделi є простiшими для

вивчення й дозволяють дослiдити властивостi вихiдної фрустрованої квантової

спiнової моделi.

Показано, що сполука Ba2CoSi2O6Cl2 є багатообiцяючим кандидатом на реа-

лiзацiю плоскозонної фiзики в сильно фрустрованому квантовому магнетику. На

основi концепцiї локалiзованих магнонiв розроблено теорiю для опису експери-

ментальних даних у сильних магнiтних полях [19]. Найважливiшим результатом
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теорiї є передбачення фазового переходу, пов’язаного з впорядкуванням локалi-

зованих магнонiв. Цей фазовий перехiд вiдбувається в сильних магнiтних полях

H > 32.16 T i при низьких температурах T < 3.17 K i ним можна керувати як за

допомогою температури, так i за допомогою магнiтного поля. Щоб виявити цей

перехiд на експериментi, запропоновано провести низькотемпературнi вимiрюва-

ння теплоємностi c при H > 32.16 T для знаходження характерної логарифмiчної

сингулярностi в температурному профiлi теплоємностi c(T ). Результати цього роз-

дiлу опублiковано в статтi [23].
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РОЗДIЛ 4

НИЗЬКОТЕМПЕРАТУРНI ВЛАСТИВОСТI
КВАНТОВОЇ СПIНОВОЇ ШЕСТИКУТНОЇ
ДВОШАРОВОЇ ҐРАТКИ У МАГНIТНОМУ

ПОЛI

Розгляньмо антиферомагнiтну спiнову модель Гайзенберга на фрустрова-

нiй шестикутнiй двошаровiй ґратцi (див. рис. 4.1). Ця модель є цiкавою як i з

експериментальної точки зору, так i з теоретичної. З одного боку, модель вини-

кає з експериментiв над сполукою Bi3Mn4O12(NO3), в якiй iони Mn4+ утворюють

фрустрований спiн-3/2 двошар iз шестикутних ґраток [47–50, 63]. З iншого боку,

є теоретичнi дослiдження, в яких розглядаються властивостi основного стану та

низькотемпературнi властивостi антиферомагнетика Гайзенберга на фрустрова-

нiй шестикутнiй двошаровiй ґратцi [61, 62], в яких, iз використанням рiзноманi-

тних аналiтичних i числових методiв, обговорюються випадки як iз класичним

спiном [61], так iз квантовим спiном s = 1/2 [62] у ненульовому магнiтному по-

лi [61] та в нульовому магнiтному полi [62] (див. також роздiл 2). Випадок спiну

s = 1/2 за наявностi магнiтного поля, однак, досi не вивчено. У цьому випадку мо-

жливо застосувати цiлком iнший пiдхiд, який ґрунтується на теорiї локалiзованих

магнонiв [5, 80, 82, 83, 90, 91]. Цей пiдхiд дозволяє отримати низькотемпературнi

термодинамiчнi характеристики системи. Матерiал цього роздiлу опублiковано в

статтях [21, 22].
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Рис. 4.1. Фрустрований шестикутний двошар. Його можна розглядати як трику-
тну ґратку з чотирма вузлами в елементарнiй комiрцi. a i b — базиснi
вектори трикутної ґратки, а цiлi числа ma i mb визначають розташу-
вання елементарної комiрки. Вертикальнi (червонi) зв’язки мають кон-
станту взаємодiї J2. Зв’язки найближчих сусiдiв у окремому шарi (чорнi)
мають константу взаємодiї J1. Фрустрованi зв’язки мiж шарами (кори-
чневi) мають константу взаємодiї Jx.

4.1. Незалежнi i взаємодiючi локалiзованi магнони

У цьому роздiлi розглядається спiн-1/2 антиферомагнiтна модель Гайзен-

берга з гамiльтонiаном

H =
∑

〈ij〉
Jijsi · sj − hSz, Jij > 0, Sz =

∑

i

szi (4.1)

на шестикутнiй двошаровiй ґратцi, яка складається з N = 2N вузлiв (див.

рис. 4.1). Перша сума в рiвняннi (4.1) пробiгає всi зв’язки ґратки, а сума за i

ведеться за всiма вузлами ґратки. Далi, Jij набуває трьох рiзних значень: J2 (ди-

мернi зв’язки), J1 (зв’язки найближчих сусiдiв у окремому шарi) i Jx (фрустрованi

зв’язки мiж шарами) (див. рис. 4.1).

Важливо вiдзначити, що z компонента повного спiну Sz комутує з гамiльто-

нiаном системи H (4.1), тобто [Sz, H] = 0. Це дає змогу розглядати пiдпростори

з рiзними значеннями Sz окремо.

У режимi сильних магнiтних полiв низькотемпературна поведiнка системи

вимагає розгляду лише пiдпросторiв з великими Sz. Розгляньмо випадок Jx = J1,

який називатимемо "випадком iдеальної фрустрацiї" (чи "iдеальним плоскозон-
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ним випадком"). Єдиний стан iз Sz = N/2 є повнiстю поляризованим станом

|. . . ↑ . . .〉 з енергiєю EFM = N(J2/8 + 3J1/4).

Розрахуємо енергетичний спектр системи в пiдпросторi з Sz = N/2 − 1

(одномагнонний пiдпростiр). Для знаходження енергiї магнона виберемо систему

координат як на рисунку 4.1 i введемо вектори a та b. Шестикутний двошар мо-

жна розглядати як трикутну ґратку з чотирма вузлами в елементарнiй комiрцi.

Введемо N = N/2 — число вертикальних зв’язкiв у двошарi, тодi N /2 = L2 визна-

чатиме число вузлiв у трикутнiй ґратцi. Для розрахунку спектру одномагнонних

збуджень можна скористатися перетворенням Гольштайна-Примакова [92]:

s+i =
√
2s

√

1− 1

2s
b†ibibi, s−i =

√
2sb†i

√

1− 1

2s
b†ibi, szi = s− b†ibi. (4.2)

Оскiльки нас цiкавить тiльки одномагнонний випадок, то взятий у (4.2) лише

перший доданок ряду для квадратного кореня даватиме точний результат.

Позначимо через Aα
ma,mb

(Aα†
ma,mb

) i Bα
ma,mb

(Bα†
ma,mb

) Бозе-оператори в елемен-

тарнiй комiрцi на вузлах першого та другого димерiв вiдповiдно, де α = 1, 2

нумерує вузли на димерi. Пiсля виконання очевидних перетворень та з викори-

станням (4.2) гамiльтонiан (4.1) набуде вигляду:

H =

L
∑

ma=1

L
∑

mb=1

[

J2
2
(A1†

ma,mb
A2

ma,mb
+ A2†

ma,mb
A1

ma,mb
)

−J2
2
(A1†

ma,mb
A1

ma,mb
+ A2†

ma,mb
A2

ma,mb
)

+
J2
2
(B1†

ma,mb
B2

ma,mb
+B2†

ma,mb
B1

ma,mb
)

−J2
2
(B1†

ma,mb
B1

ma,mb
+B2†

ma,mb
B2

ma,mb
)

+
J1
2
(B1†

ma,mb
A1

ma,mb
+ A1†

ma,mb
B1

ma,mb

+B1†
ma,mb

A2
ma,mb

+A2†
ma,mb

B1
ma,mb

)

+
J1
2
(B2†

ma,mb
A1

ma,mb
+ A1†

ma,mb
B2

ma,mb

+B2†
ma,mb

A2
ma,mb

+A2†
ma,mb

B2
ma,mb

)

−J1(A
1†
ma,mb

A1
ma,mb

+ A2†
ma,mb

A2
ma,mb
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+B1†
ma,mb

B1
ma,mb

+B2†
ma,mb

B2
ma,mb

)

+
J1
2
(B1†

ma,mb
A1

ma,mb+1 + A1†
ma,mb+1B

1
ma,mb

+B1†
ma,mb

A2
ma,mb+1 + A2†

ma,mb+1B
1
ma,mb

)

+
J1
2
(B2†

ma,mb
A1

ma,mb+1 + A1†
ma,mb+1B

2
ma,mb

+B2†
ma,mb

A2
ma,mb+1 + A2†

ma,mb+1B
2
ma,mb

)

−J1(A
1†
ma,mb+1A

1
ma,mb+1 +A2†

ma,mb+1A
2
ma,mb+1

+B1†
ma,mb

B1
ma,mb

+B2†
ma,mb

B2
ma,mb

)

+
J1
2
(B1†

ma,mb
A1

ma+1,mb+1 + A1†
ma+1,mb+1B

1
ma,mb

+B1†
ma,mb

A2
ma+1,mb+1 +A2†

ma+1,mb+1B
1
ma,mb

)

+
J1
2
(B2†

ma,mb
A1

ma+1,mb+1 + A1†
ma+1,mb+1B

2
ma,mb

+B2†
ma,mb

A2
ma+1,mb+1 +A2†

ma+1,mb+1B
2
ma,mb

)

−J1(A
1†
ma+1,mb+1A

1
ma+1,mb+1 + A2†

ma+1,mb+1A
2
ma+1,mb+1

+B1†
ma,mb

B1
ma,mb

+ B2†
ma,mb

B2
ma,mb

)
]

. (4.3)

Далi, введемо перетворення Фур’є:

Aα†
ma,mb

=
1

L
∑

ka

∑

kb

exp [i (kama + kbmb)]A
α†
k ,

Aα
ma,mb

=
1

L
∑

ka

∑

kb

exp [−i (kama + kbmb)]A
α
k,

Bα†
ma,mb

=
1

L
∑

ka

∑

kb

exp [i (kama + kbmb)]B
α†
k ,

Bα
ma,mb

=
1

L
∑

ka

∑

kb

exp [−i (kama + kbmb)]B
α
k . (4.4)

Тут k = ka
2
3a0

(√
3
2 i+ 1

2j
)

+kb
2
3a0

j, ka =
2π
L p, kb =

2π
L p, p = 1, 2 . . . ,L. Застосувавши

перетворення (4.4) до рiвняння (4.3), можна записати гамiльтонiан у матричнiй

формi:

H =
∑

k

(

A1†
k A2†

k B1†
k B2†

k

)

H









A1
k

A2
k

B1
k

B2
k









,
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H =









−J2
2
− 3J1

J2
2

J1
2
γk

J1
2
γk

J2
2 −J2

2 − 3J1
J1
2 γk

J1
2 γk

J1
2
γ∗
k

J1
2
γ∗
k −J2

2
− 3J1

J2
2

J1
2 γ

∗
k

J1
2 γ

∗
k

J2
2 −J2

2 − 3J1









, (4.5)

де γk = 1 + exp (ikb) + exp [i (ka + kb)].

Матриця H у (4.5) має такi власнi значення:

Λ
(1)
k = Λ

(2)
k = −J2 − 3J1, Λ

(3,4)
k = −3J1 ∓ J1|γk|,

|γ(k)| =
√

3 + 2 [cos ka + cos kb + cos (ka + kb)]. (4.6)

Цi значення енергiї утворюють чотири одномагноннi зони (див. рис. 4.2), двi

Рис. 4.2. Енергетичний одномагнонний спектр шестикутної двошарової ґра-
тки (4.6). Тут J2 = 3J1, J1 = Jx = 1.

з яких є бездисперсiйнi (плоскi) з однаковою енергiєю. У виразах для енергiй

k = (kx, ky), ka =
√
3a0kx, kb = 3a0ky/2 −

√
3a0kx/2, де a0 — довжина сторони

шестикутника; k набуває N /2 значень iз першої зони Брилюена.

N станiв iз двох плоских зон можуть бути вибранi як набiр локалiзованих

станiв, в яких перевернутий спiн знаходиться на одному з N вертикальних диме-

рiв (див. рис. 4.1). Решта N станiв (iз двох дисперсiйних зон) не є локалiзованими,
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а роззосередженi на всiй ґратцi. Як можна побачити з рiвняння (4.6), двiчi виро-

джена плоска одномагнонна зона стає найнижчою енергетичною зоною, коли

J2 > J c
2 = 3J1, (4.7)

тобто, якщо константа взаємодiї на вертикальному зв’язку J2 є достатньо великою.

В подальшому вважатимемо, що ця нерiвнiсть виконується. З одномагнонного

спектру (4.6) також можна одержати значення поля насичення, адже −J2−3J1+

hsat = 0:

hsat = J2 + 3J1. (4.8)

Рис. 4.3. Незалежнi стани локалiзованих магнонiв (вiдповiдно до затiнених верти-
кальних магнонiв [див. рис. 4.1]) i конфiгурацiї жорстких шестикутникiв
на допомiжнiй шестикутнiй ґратцi.

Важливо, через локалiзований характер найнижчих одномагнонних станiв

можна збудувати багатомагноннi основнi стани у просторах з Sz < N/2 − 1.

Оскiльки одномагноннi локалiзованi стани мають найнижчу енергiю в однома-

гнонному пiдпросторi, то основнi стани в пiдпросторах iз Sz = N/2 − n, n =

2, . . . , nmax, де nmax = N /2 = N/4, можуть бути отриманi "заселенням" димерiв

локалiзованими магнонами. Проте, щоб залишатися в множинi основних станiв,

потрiбно дотримуватися обмеження, яке накладає правило жорстких об’єктiв.

Тобто, сусiднi вертикальнi димери не можуть бути заселеними одночасно, так

як це призведе до зростання енергiї. Таким чином, приходимо до вiдображення
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основних станiв вихiдної фрустрованої квантової спiнової системи на простiр кон-

фiгурацiй моделi класичного ґраткового газу жорстких шестикутникiв на допомi-

жнiй шестикутнiй ґратцi. Кожний основний стан квантової спiнової моделi можна

розглядати як просторову кофiгурацiю жорстких шестикутникiв на шестикутнiй

ґратцi, виключаючи заселення сусiднiх вузлiв (правило жорстких об’єктiв) (див.

рис. 4.3).

Заселення сусiднiх вузлiв (воно виключене для множини основних станiв)

при Sz = N/2−2, . . . , N/4 приводить до iншого класу локалiзованих власних ста-

нiв H, якi можна вiзуалiзувати як перекривання шестикутникiв на шестикутнiй

ґратцi. Цi стани були повнiстю описанi у [17, 18, 93] на прикладi одновимiрної

двоногої драбинки й фрустрованої квадратної двошарової ґратки. Кожна пара

шестикутникiв, що перекриваються (тобто, заселенi сусiднi димери локалiзовани-

ми магнонами), збiльшує енергiю системи на J1. Якщо J2/J1 є достатньо великим,

то стани, утворенi перекриванням шестикутникiв, будуть найнижчими збуджени-

ми станами в пiдпросторах iз Sz = N/2 − 2, . . . , N/4. Крiм того, вони будуть

основними станами в пiдпросторах iз меншими значеннями Sz. Iз даних точної

дiагоналiзацiї для N = 24, 32, 36, 48 можна визначити достатньо великi значе-

ння J2/J1 як 3.687, 3.781, 3.813, 3.874, вiдповiдно. Для цих значень J2/J1 першi

збудженi стани в пiдпросторi з Sz = N/2 − 2 є стани, утворенi перекриванням

шестикутникiв. Зауважимо, що нерiвнiсть J2/J1 > 3 дещо посилюється, якщо ми

включаємо в опис крiм незалежних локалiзованих магнонiв i взаємодiючi локалi-

зованi магнони.

Рис. 4.4. Скiнченнi ґратки, що використовуються для обчислень методом точної
дiагоналiзацiї з N = 12, 16, 18, 24, тобто N = 24, 32, 36, 48 (злiва на-
право). На ґратки накладенi перiодичнi граничнi умови.
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Цi зробленi твердження про характер основних i збуджених станiв квантової

спiнової шестикутної двошарової ґратки перевiряються за допомогою аналiзу да-

них точної дiагоналiзацiї. Зрозумiло, що точна дiагоналiзацiя є обмежена скiнчен-

ними ґратками (див. рис. 4.4). Кратнiсть виродження основних станiв збiгається з

числом просторових конфiгурацiй жорстких шестикутникiв на шестикутнiй ґра-

тцi для всiх випадкiв, що розглядаються (див. табл. 4.1). У табл. 4.1 також пред-

ставлено енергiю щiлини ∆ мiж першим основним станом i збудженим станом

та кратнiсть виродження першого збудженого стану. В одномагнонному пiдпро-

сторi (4.6) ∆ = J2 − 3J1. Енергетична щiлина в пiдпросторах iз Sz = N/2 − n,

n = 2, . . . ,N /2 − 1 узгоджується з припущенням, що для достатньо великого

J2/J1 & 4 першi збудженi стани є iншими локалiзованими магнонами, для яких

два локалiзовинi магнони є сусiдами (два жорсткi шестикутники перекриваю-

ться). Подальше пiдтвердження цiєї картини дається значенням ∆ = 2J1 для

Sz = N/4. Перший збуджений стан, по вiдношенню до стану "кристал локалi-

зованих магнонiв", вiдповiдає перекриттю трьох жорстких шестикутникiв, яке

пiдвищує енергiю системи на 2J1.

Перейдемо до аналiзу спостережуваних величин. На рисунку 4.5 суцiльною

товстою червоною кривою представлено намагнiченiсть квантової спiнової шести-

кутної двошарової ґратки при нульовiй температурi для J2 = 5 i J1 = 1. Крива

намагнiченостi зондує множину основних станiв i є в чудовiй згодi з вищеописаною

картиною. Є два характеристичнi поля: h2 = J2 i hsat = J2 + 3J1, при яких крива

намагнiченостi в основному станi має стрибок. Щоб продемонструвати стiйкiсть

цих особливостей кривої намагнiчення щодо вiдхилень вiд випадку iдеальної фру-

страцiї, на рисунку 4.5 також показана крива, коли Jx трохи вiдрiзняється вiд J1.

Бачимо, що плато намагнiченостi зберiгаються навiть при незначних вiдхиленнях

вiд умови iдеальної фрустрацiї Jx = J1.
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Табл. 4.1. N = 12, 16, 18, 24: точна дiагоналiзацiя [J1 = 1, J2 = 5 (для N =
12, 24) i J2 = 10 (для N = 16, 18)] у порiвняннi з пiдрахунком числа
конфiгурацiй жорстких шестикутникiв. DGS — виродження основного
стану, ∆ — енергетична щiлина, D1ES — виродження першого збудже-
ного стану, # HHS — число конфiгурацiй жорстких шестикутникiв.

N Sz DGS ∆ D1ES # HHS
24 11 12 2 1 12

10 48 1 18 48
9 76 1 108 76
8 45 1 168 45
7 12 1 48 12
6 2 2 42 2
5 12 1 48 —

32 15 16 7 1 16
14 96 1 24 96
13 272 1 240 272
12 376 1 816 376
11 240 1 1104 240
10 — 1 — 72
9 — 1 — 16
8 — 2 — 2

36 17 18 7 1 18
16 126 1 27 126
15 438 1 324 438
14 801 1 1404 801
13 — 1 — 756
12 — 1 — 348
11 — 1 — 90
10 — 1 — 18
9 — 2 — 2

48 23 24 2 1 24
22 240 1 36 240
21 1304 1 648 1304
20 — — — 4212
19 — — — 8328
18 — — — 10036
17 — — — 7176
16 — — — 2964
15 — — — 752
14 — — — 156
13 — — — 24
12 — — — 2
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Рис. 4.5. Результати точної дiагоналiзацiї для кривої намагнiченостi при нульо-
вiй температурi для спiн-1/2 антиферомагнетика Гайзенберга, заданого
на шестикутнiй двошаровiй ґратцi. Суцiльною товстою червоною лiнiєю
представлено випадок iдеальної фрустрацiї при J1 = 1, J2 = 5. Хоча
данi вiдповiдають ґратцi з N = 32 вузлами, ефекти скiнченностi N вiд-
сутнi. Крива намагнiченостi має два стрибки: при h = h2 = J2 = 5 i
h = hsat = J2 + 3J1 = 8. Суцiльна тонка чорна лiнiя представляє криву
намагнiченостi при нульовiй температурi, коли J1 = 1.1, Jx = 0.9, J2 = 5
для N = 32, тобто для невеликого вiдхилення вiд випадку iдеальної
фрустрацiї.

4.2. Жорсткi шестикутники на шестикутнiй ґратцi

У сильних магнiтних полях найнижчi власнi стани в пiдпросторах iз велики-

ми Sz стають основними станами. Енергiя цих найнижчих станiв у пiдпросторах

iз Sz = N/2− n, де n = 0, 1, . . . , nmax, nmax = N/4 за наявностi магнiтного поля h

має такi значення:

E lm
n (h) = EFM − h

N

2
− (ǫ1 − h)n, ǫ1 = J2 + 3J1 = −Λ

(1)
k = −Λ

(2)
k . (4.9)

При полi насичення, тобто, коли h = hsat = ǫ1, всi цi енергiї стають незалежними

вiд n i E lm
n (hsat) = EFM − ǫ1N/2. Тому система має велику кратнiсть виродження

основних станiв W при hsat: W =
∑N/2

n=0 gN (n). Це число W росте експоненцiйно з

розмiром системи N [7, 94]: gN (n) ≈ exp(0.218N), про що йтиметься нижче. Тут

gN (n) позначає кратнiсть виродження основного стану для 2N -вузлового фру-
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строваного шестикутного двошару в пiдпросторi з Sz = N/2 − n. Вклад станiв

незалежних локалiзованих магнонiв у статистичну суму задається такою форму-

лою (див. [7, 90, 95]):

Zlm(T, h,N) =

N

2
∑

n=0

gN (n) exp

[

−E lm
n (h)

T

]

. (4.10)

Тут gN (n) = Zhc(n,N ) — це канонiчна статистична сума n жорстких шестику-

тникiв на N -вузловiй шестикутнiй ґратцi. Тому спiввiдношення (4.10) може бути

переписане як

Zlm(T, h,N) = exp

(

−EFM − hN
2

T

)

Ξhc(T, µ,N ),

Ξhc(T, µ,N ) =

N

2
∑

n=0

Zhc(n,N ) exp
(µn

T

)

, µ = ǫ1 − h. (4.11)

Тут Ξhc — велика канонiчна статистична сума жорстких шестикутникiв на N -

вузловiй шестикутнiй ґратцi з хiмiчним потенцiалом µ. На основi (4.11) одержуємо

спiввiдношення:

Flm(T, h,N)

N
=

EFM

N
− h

2
+

1

2

Ωhc(T, µ,N )

N ,

Ωhc(T, µ,N ) = −T ln Ξhc(T, µ,N ) (4.12)

для вiльної енергiї на один вузол f(T, h),

Mlm(T, h,N)

N
=

1

2
+

1

2

∂

∂µ

Ωhc(T, µ,N )

N (4.13)

для намагнiченостi на один вузол m(T, h),

Slm(T, h,N)

N
=

1

2

Shc(T, µ,N )

N (4.14)

для ентропiї на один вузол s(T, h),

Clm(T, h,N)

N
=

1

2

Chc(T, µ,N )

N (4.15)

для теплоємностi на один вузол c(T, h). Зазначимо, що h i µ пов’язанi таким

чином: µ = hsat − h. Величини для жорстких шестикутникiв у правiй частинi
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рiвнянь (4.12) – (4.15) залежать тiльки вiд температури i хiмiчного потенцiалу

через активнiсть z = exp(µ/T ). Це означає, що для фрустрованої квантової си-

стеми всi термодинамiчнi величини залежать вiд температури й магнiтного поля

лише через величину x = (hsat − h)/T = ln z. Тобто, в цьому режимi з’являється

унiверсальна поведiнка термодинамiчних величин.

Щоб перевiрити формули для термодинамiчних величин, якi заданi в рiвня-

ннях (4.12) – (4.15), ми порiвняємо данi точної дiагоналiзацiї для вихiдної спiнової

моделi з передбаченнями, отриманими на основi картини жорстких шестикутни-

кiв. Покладемо J1 = 1, J2 = 5 i виконаємо точну дiагоналiзацiю, порахувавши

термодинамiчнi функцiї фрустрованої квантової спiнової системи з N = 24 ву-

злами [87] (див. рис. 4.4). Також проведемо розрахунки для вiдповiдних систем

N = 12 вузлiв iз жорсткими шестикутниками.

Результати температурної залежностi теплоємностi в околi поля насичення

представленi на рисунках 4.6 i 4.7. Як можна побачити з цих рисункiв, кар-

Рис. 4.6. Залежнiсть теплоємностi вiд магнiтного поля при низьких температу-
рах. Лiва панель: данi точної дiагоналiзацiї для J1 = 1, J2 = 5, N = 24
(N = 12). Результати для T = 0.01, 0.02, 0.1 майже невiдрiзненнi. Ре-
зультати для T = 0.2 i T = 0.5 починають вiдхилятися вiд унiверсаль-
ної залежностi вiд (h − hsat)/T . Права панель: данi точної дiагоналiза-
цiї для N = 12 (ромбики) i класичного Монте Карло для N = L2 з
L = 288, 576, 1152. Кiльця вiдповiдають прямому розрахунку для жорс-
тких шестикутникiв на шестикутнiй ґратцi з N = 64.
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Рис. 4.7. Температурна залежнiсть теплоємностi C(T, h,N)/N для J1 = 1, J2 = 5.
Лiва панель: h = 0 (червоний), h = 4.95 (синiй) i h = 5.05 (чорний).
Права панель: h = 6.5 (пурпурний), h = 7.95 (зелений) i h = 8.05 (ко-
ричневий). Данi точної дiагоналiзацiї (символи) отриманi для ґратки з
N = 24 вузлами. Передбачення жорстких шестикутникiв (4.15), (4.11)
представленi суцiльними тонкими лiнiями. Передбачення моделi ґратко-
вого газу (4.19) представленi штриховими товстими лiнiями.

тина жорстких шестикутникiв чудово вiдтворює низькотемпературнi особливостi

фрустрованої квантової спiнової моделi в околi поля насичення. Вiдхилення вiд

передбачень моделi жорстких об’єктiв на лiвiй панелi рисунка 4.6 стають помi-

тними лише при T = 0.2. Iз правої панелi рисунка 4.7 можна зробити висновок,

що температурнi кривi теплоємностi при h = 7.95 i h = 8.05 добре описуються

моделлю жорстких об’єктiв аж до T = 0.1.

Використовуючи вiдповiднiсть мiж фрустрованою квантовою спiновою мо-

деллю i класичною моделлю ґраткового газу жорстких об’єктiв, можна отримати

деякi передбачення для вихiдної моделi на основi аналiзу ефективної моделi. На-

приклад, можна розрахувати ентропiю основного стану при полi насичення:

S(T → 0, h = hsat, N)

2N =
lnΞhc(z = 1,N )

2N ≈ 0.218. (4.16)

Це число одержується за допомогою прямих розрахункiв для скiнченних ґраток

до N = 64 вузлiв. З iншого боку, для проблеми жорстких шестикутникiв на

шестикутнiй ґратцi κ = exp[lnΞhc(z = 1,N )/N ] = 1.546 . . . вiдiграє таку ж роль,
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Рис. 4.8. Температурна залежнiсть теплоємностi C(T, h,N)/N для J1 = 1, J2 = 5
i h = 5.05. На рисунку данi точної дiагоналiзацiї для ґратки з N =
24 вузлами представленi кiльцями, а передбачення моделi ґраткового
газу (4.19) штриховою товстою лiнiєю. Данi Монте Карло для моделi
ґраткового газу з 288×288 вузлiв представленi штриховою сiрою лiнiєю.

що й ентропiйна константа жорстких квадратiв κ = 1.503048082 . . . для жорстких

квадратiв на квадратнiй ґратцi чи ентропiйна константа жорстких шестикутникiв

κ = 1.395485972 . . . для жорстких шестикутникiв на трикутнiй ґратцi [96–98].

Такi константи визначають асимптотичний рiст i є також областю зацiкавлення в

комбiнаторицi. Бiльш точне значення цiєї константи для жорстких шестикутникiв

на шестикутнiй ґратцi можна вiднайти у [99].

Найцiкавiшим наслiдком вiдповiдностi мiж фрустрованою квантовою дво-

шаровою ґраткою i ґратковим газом жорстких об’єктiв є iснування фазового пе-

реходу лад-безлад. Загальновiдомо, що для моделi ґраткового газу на шестику-

тнiй ґратцi з виключенням перших сусiдiв, жорсткi шестикутники спонтанно за-

селяють одну з двох пiдґраток шестикутної ґратки, коли активнiсть z досягає

критичного значення zc = 7.92 . . . [99]. На мовi вихiдної фрустрованої квантової

спiнової моделi, це вiдповiдає впорядкуванню локалiзованих магнонiв, коли їхня

густина зростає. Це вiдбувається при низьких температурах нижче поля насиче-

ння. Оскiльки ln zc = (hsat − h)/Tc, то для фiксованого (малого) вiдхилення вiд
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поля насичення hsat−h формула для критичної температури Tc визначається так:

Tc =
hsat − h

ln zc
≈ hsat − h

ln 7.92
≈ 0.48 (hsat − h) . (4.17)

Критична поведiнка належить класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзин-

га [100, 101]. Це означає, що теплоємнiсть при Tc (4.17) має логарифмiчну сингу-

лярнiсть. Звичайно, розрахована Tc (4.17) має бути малою. В iншому випадку роз-

роблена ефективна низькоенергетична теорiя перестає працювати (див. рис. 4.6 i

4.7).

4.3. За межами концепцiї незалежних локалiзованих
магнонiв

4.3.1. Iншi взаємодiючi локалiзованi магнони

Виходячи з праць [17, 18, 93], крiм станiв незалежних локалiзованих магно-

нiв (якi задовольняють правило жорстких шестикутникiв), можна також взяти до

уваги вклад у статистичну суму й вiд iнших локалiзованих магнонiв, якi вiдповiд-

ають перекриванню станiв шестикутникiв (тобто, порушують правило жорстких

шестикутникiв); про цi власнi стани гамiльтонiана (4.1) вже йшла мова в пiдроз-

дiлi 4.1. Вiдповiдний гамiльтонiан ґраткового газу має таку форму:

H({nm}) = −µ

N
∑

m=1

nm + V
∑

〈mn〉
nmnn. (4.18)

Тут nm = 0, 1 — число заповнення на вузлi m (m = 1, . . . ,N ) допомiжної ше-

стикутної ґратки. Перша (друга) сума в (4.18) пробiгає всi вузли (зв’язки мiж

найближчими сусiдами) цiєї допомiжної ґратки i µ = hsat − h, V = J1. Взаємодiя

описує збiльшення енергiї на V , якщо два сусiднi вузли заселенi шестикутниками.

В границi V → ∞ правило жорстких шестикутникiв вiдновлюється.

Статистична сума, яка мiстить вклад i вiд незалежних локалiзованих, i вiд

взаємодiючих локалiзованих магнонiв, задається виразом

ZLM(T, h,N) = exp

(

−EFM − hN
2

T

)

Ξlg(T, µ,N ),
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Ξlg(T, µ,N ) =
∑

n1=0,1

. . .
∑

nN=0,1

exp

[

−H({nm})
T

]

. (4.19)

Оскiльки ZLM мiстить не тiльки вклад вiд незалежних локалiзованих магнонiв,

але й вiд станiв, де локалiзованi магнони є сусiдами, то така статистична сума

добре працює в значно ширшiй областi магнiтних полiв i температур.

Очевидно, що в рiвняння (4.18) i (4.19) можуть бути введенi новi змiннi

Iзинга σm = 2nm− 1. В результатi отримуємо антиферомагнiтну модель Iзинга на

шестикутнiй ґратцi в однорiдному магнiтному полi:

H = N
(

−µ

2
+

3V

8

)

− Γ

N
∑

m=1

σm + J
∑

〈mn〉
σmσn,

Γ =
µ

2
− 3V

4
, J =

V

4
> 0. (4.20)

Змiнна Iзинга σm набуває двох значень ±1, взаємодiя найближчих сусiдiв J =

J1/4 > 0 є антиферомагнiтною, а ефективне магнiтне поле Γ = (hsat − h)/2 −
3J1/4 = (J2 + 3J1/2 − h)/2 дорiвнює нулю, коли h = J2 + 3J1/2. Випадок ну-

льового поля (тобто, Γ = 0) розв’язується точно [102]. Наприклад, вiдомо, що

критична температура є Tc/J1 = 1/[2 ln(2+
√
3)] ≈ 0.380. Антиферомагнiтний по-

рядок основного стану в моделi (4.20) виживає при T = 0 у малих полях |Γ| < 3J ,

тобто, для h2 < h < hsat, h2 = J2, hsat = J2+3J1. Антиферомагнiтна модель Iзинга

на шестикутнiй ґратцi в однорiдному магнiтному полi була об’єктом вивчення в

кiнцi двадцятого столiття [89, 103–107]. Зокрема, було отримано декiлька виразiв

для критичної лiнiї в площинi "магнiтне поле – температура", якi є у добрiй згодi

з числовими результатами [89, 103–105] i [106, 107]. На основi цих виразiв можна

побудувати фазову дiаграму (див. рис. 4.9). Тут використано два вирази для кри-

тичної лiнiї для антиферомагнiтної моделi Iзинга в магнiтному полi [89, 103–105],

якi є невiдрiзненнi в масштабi, використаному на рисунку 4.9. Хоча двовимiрна

модель Iзинга в зовнiшньому магнiтному полi не розв’язана аналiтично, резуль-

тати отриманi в працях [89, 103–105] є дуже точними [89, 105–107].

На рисунку 4.7 представлена теплоємнiсть у широкому дiапазонi магнiтних

полiв. Порiвняння з даними точної дiагоналiзацiї показує явне покращення опи-
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Рис. 4.9. Фазова дiаграма фрустрованого спiн-12 антиферомагнетика Гайзенбер-
га на шестикутнiй двошаровiй ґратцi у площинi "магнiтне поле – тем-
пература". Координати найвищої точки купола: h/J1 = J2/J1 + 3/2 i
Tc/J1 = 1/[2 ln(2 +

√
3)] ≈ 0.380. Купол торкається горизонтальної осi

в точках h2/J1 = J2/J1 i hsat/J1 = J2/J1 + 3. Пунктирна чорна й штри-
хова зелена лiнiї вiдповiдають (приблизно, але дуже точно) виразам iз
праць [89, 103–105] (їх не можна розрiзнити в масштабi цього графiка).

су з допомогою жорстких шестикутникiв пiсля використання моделi ґраткового

газу (4.19). Також на рисунку 4.8 представленi данi симуляцiй методом класично-

го Монте Карло для h = 5.05 [модель ґраткового газу (4.19)], якi показують як

змiнюється температурна залежнiсть C(T, h,N)/N i розвивається логарифмiчна

сингулярнiсть iз збiльшенням розмiру системи (див. C(T, h,N)/N для N = 2882

на рисунку 4.8).

4.3.2. Вiдхилення вiд iдеальної плоскозонної геометрiї

Виходячи з розгляду, запропонованого в працях [108, 109], можна побуду-

вати ефективний низькоенергетичний опис, коли умови плоскозонностi трохи по-

рушенi, й колишня плоска зона набуває малої дисперсiї. Тепер вважатимемо, що

взаємодiя найближчих сусiдiв у окремому шарi J1 i фрустрована взаємодiя мiж

шарами Jx є рiзними, але ця рiзниця є малою: |J1 − Jx|/J2 ≪ 1. Як i ранiше,

J2 — найбiльша обмiнна взаємодiя. Тодi, в режимi сильних полiв i низьких тем-
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ператур є два iстотнi стани на кожному димерi: |u〉 = |↑↑〉 (поляризований стан)

i |d〉 = (|↑↓〉 − |↓↑〉)/
√
2 (локалiзований магнон). Їхнi енергiї ǫu = J2/4 − h i

ǫd = −3J2/4 збiгаються при h = h0 = J2. Цей 2N -кратно вироджений набiр

основних станiв при h = h0 розщеплюється збуренням, яке складається з доданка

Зеємана −(h− h0)
∑

i s
z
i i мiждимерних взаємодiй iз константами зв’язку J1 i Jx.

Ефективний гамiльтонiан, який дiє в просторi основних станiв, можна знайти за

допомогою теорiї збурень [85, 86]:

Heff = PHP + PV
∑

α6=0

|φα〉 〈φα|
ε0 − εα

V P + . . . . (4.21)

Тут P = |ϕ0〉 〈ϕ0| — проектор на простiр основних станiв, |ϕ0〉 =
∏N

m=1 |v〉m, де |v〉
є або стан |u〉, або стан |d〉. Проектор P можна переписати як P = ⊗N

m=1(|u〉 〈u|+
|d〉 〈d|)m. Обмежимося першим доданком у рiвняннi (4.21):

Heff ≈ PHP = PH0P + PV P. (4.22)

Пiсля простих розрахункiв i введення псевдоспiнових операторiв

1

2

3

4

Рис. 4.10. Допомiжна iлюстрацiя для обчислення PV P .

T z = (|u〉 〈u| − |d〉 |d〉)/2,
T+ = |u〉 〈d| ,
T− = |d〉 〈u| (4.23)

на кожному вертикальному зв’язку для основної частини одержуємо:

PH0P = P

N
∑

m=1

[

|u〉
(

1

4
J2 − h0

)

〈u|+ |d〉
(

−3

4
J2

)

〈d|
]

m

P
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= N
(

−J2
4

− h0

2

)

−
N
∑

m=1

(h0 − J2)T
z
m. (4.24)

А для частини, що вiдповiдає збуренню, проведемо такi розрахунки:

V4,3 = J1

(

1

2
(s+4 s

−
3 + s−4 s

+
3 )

)

+ sz4s
z
3;

PV4,3P = P

[

|u〉m |u〉m+1

J1
4
〈u|m+1 〈u|m + |u〉m |d〉m+1

J1
4
〈d|m+1 〈u|m

+ |d〉m |u〉m+1

J1
4
〈u|m+1 〈d|m

]

P = P
J1
4

[(

1

2
+ T z

m

)(

1

2
+ T z

m+1

)

+T−
m+1T

+
m + T+

m+1T
−
m

]

P ;

PV4,1P = P
Jx
4

[(

1

2
+ T z

m

)(

1

2
+ T z

m+1

)

− T−
m+1T

+
m − T+

m+1T
−
m

]

P. (4.25)

(Для кращого розумiння позначень PV4,3P i PV4,1P див. рис. 4.10.) Тепер на ко-

жному вертикальному зв’язку для збурення маємо:

PV P = 3

N
∑

m=1

(

J1 + Jx
16

+
J1 + Jx

4
T z
m

)

+

N
∑

m=1

(

−h

2
+

h0

2
− (h− h0)T

z
m)

)

+2
∑

〈mn〉

(

J1 + Jx
4

T z
mT

z
n +

J1 − Jx
2

(T x
mT

x
n + T y

mT
y
n)

)

. (4.26)

В кiнцевому результатi отримуємо:

Heff = N
(

−h

2
− J2

4
+

3J

8

)

− h

N
∑

m=1

T z
m +

∑

〈mn〉
[JzT z

mT
z
n + J (T x

mT
x
n + T y

mT
y
n )] ,

h = h− J2 −
3J

2
, J =

J1 + Jx
2

, J
z = J, J = J1 − Jx.(4.27)

Друга сума в рiвняннi (4.27) пробiгає всi 3N /2 зв’язкiв найближчих сусiдiв на

допомiжнiй шестикутнiй ґратцi. Зазначимо, що знак константи взаємодiї J не

є важливим, оскiльки модель на допомiжнiй ґратцi (4.27) є двопiдґратковою i

знак обмiнної взаємодiї можна змiнити вiдповiдним поворотом осей координат у

спiновому просторi на однiй з пiдґраток. Ефективний гамiльтонiан (4.27), який

вiдповiдає спiн-1/2 XXZ моделi Гайзенберга на шестикутнiй ґратцi в полi при-

кладеному вздовж осi z, є набагато простiшим за гамiльтонiан початкової моделi
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i може бути вивченим далi за допомогою, наприклад, методу квантового Монте

Карло [110, 111].

Для iдеальної плоскозонної геометрiї (випадок iдеальної фрустрацiї) ефе-

ктивний гамiльтонiан (4.27) переходить у вищео бговоренi моделi ґраткового газу

чи Iзинга, див. формули (4.18) i (4.20). Для пiдтвердження цього потрiбно взяти

до уваги, що J = J1 = V , h = h− hsat + 3J/2 = −µ + 3V/2, Jz = J1 = V , J = 0 i

замiнити T z на −σ/2:

Heff = N
(

−h

2
− J2

4
+

3V

8

)

−
(

µ

2
− 3V

4

) N
∑

m=1

σm +
V

4

∑

〈mn〉
σmσn

= EFM − hN +N
(

−µ

2
+

3V

8

)

−
(

µ

2
− 3V

4

) N
∑

m=1

σm +
V

4

∑

〈mn〉
σmσn, (4.28)

що збiгається з рiвнянням (4.20).

Для того, щоб проiлюструвати якiсть ефективного опису на основi

Heff (4.27), порiвнюємо результати для кривої намагнiчення в основному станi,

отриманi методом точної дiагоналiзацiї для початкової фрустрованої моделi з

N = 32 вузлами [суцiльнi тонкi кривi (див. рис. 4.11)] i для ефективної нефру-

строваної моделi з N = 16 вузлами [штриховi тонкi кривi (див. рис. 4.11)].

Як можна побачити на рисунку 4.11, стрибки намагнiченостi виживають

навiть для досить значних вiдхилень вiд випадку iдеальної фрустрацiї. Приро-

да стрибка є очевидною з ефективної моделi (4.27). Це спiн-флоп перехiд, який

присутнiй у двовимiрному iзингоподiбному XXZ антиферомагнетику Гайзенбер-

га в зовнiшньому полi вздовж осi легкого намагнiчення [112–114]. Вiдповiдно до

рiвняння (4.27) ефективна XXZ модель iз вiссю легкого намагнiчення стає iзо-

тропною, коли J1+Jx = 2(J1−Jx), тобто, спiн-флоп перехiд зникає зi зростанням

вiдхилення вiд випадку iдеальної фрустрацiї J1 = Jx.

Тут доречно пригадати, що спiн-флоп перехiд на квадратнiй ґратцi був ви-

вчений у [112]. Зокрема, там можна знайти залежностi висоти стрибка намагнiче-

ностi й поля переходу вiд анiзотропiї. Температурнi ефекти можна знайти в [113].

Вважаючи, що для шестикутної ґратки має мiсце такий самий сценарiй, можна
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Рис. 4.11. Кривi намагнiченостi при нульовiй температурi для спiн-1/2 антиферо-
магнетика Гайзенберга на шестикутнiй двошаровiй ґратцi. Результати
точної дiагоналiзацiї та симуляцiй методом квантового Монте Карло.
Суцiльна товста червона лiнiя вiдповiдає випадку iдеальної фрустрацiї
Jx = J1 = 1, J2 = 5. Тонкi лiнiї [точна дiагоналiзацiя для повної моделi
з N = 32 вузлами (суцiльнi) i для вiдповiдної ефективної XXZ моде-
лi з N = 16 вузлами (штриховi)] i дуже тонкi лiнiї (квантове Монте
Карло для N = 2 304) вiдповiдають вiдхиленню вiд випадку iдеальної
фрустрацiї: J1 = 1.2, Jx = 0.8 i J1 = 1.5, Jx = 0.5, а J2 = 5. Зазначимо,
що для J1 = 1.2, Jx = 0.8 данi точної дiагоналiзацiї для повної моделi
i для вiдповiдної ефективної моделi майже збiгаються. У вставцi пока-
зано окремо бiльше даних квантового Монте Карло (N = 2 304) для
J1−Jx = 0.2 (чорна), J1−Jx = 0.4 (коричнева), J1−Jx = 0.6 (зелена),
J1 − Jx = 0.8 (темно-синя) i J1 − Jx = 1 (пурпурна).

очiкувати, що спiн-флоп перехiд у нашiй моделi зникає лише в iзотропнiй точцi

J1+Jx = 2(J1−Jx). Данi обчислень методом квантового Монте Карло, представ-

ленi у вставцi на рисунку 4.11, пiдтверджують цей висновок.

4.4. Магнетотермодинамiка. Точна дiагоналiзацiя та
квантове Монте Карло

Повернiмося до початкової моделi (4.1) i розгляньмо детальнiше не тiльки

випадок T = 0, але й випадок ненульових (низьких) температур. Розпочнiмо з

тестування точностi опису за допомогою ефективної моделi (4.27). Розгляньмо
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повну початкову модель (4.1) на скiнченнiй двошаровiй ґратцi з N = 24 вузлами

(див. рис. 4.4) i виконаймо розрахунки методом точної дiагоналiзацiї [87], щоб

отримати термодинамiчнi величини. Потiм порiвняймо їх iз результатами точної

дiагоналiзацiї для вiдповiдної ефективної моделi (4.27) з N = 12 вузлами. Для

конкретностi зафiксуємо такиий набiр параметрiв: J2 = 5 i J1 = 1.1 JX = 0.9.

Рис. 4.12. Данi точної дiагоналiзацiї для кривої намагнiченостi основного стану
скiнченної шестикутної двошарової ґратки з N = 32 вузлами для моде-
лi (4.1) з J2 = 5 i J1 = JX = 1 (штрихова товста червона лiнiя), J1 = 1.1,
JX = 0.9 (суцiльна тонка чорна лiнiя), J1 = 1.2, JX = 0.8 (суцiльна дуже
тонка пурпурна лiнiя).

Перш за все розглянемо криву намагнiченостi M(T, h) при нульовiй темпе-

ратурi (див. рис. 4.12, а також рис. 4.11). У випадку iдеальної фрустрацiї, тобто

J1 = JX = 1, крива M(h)/N не залежить вiд розмiру системи: M дорiвнює нулю

поки h < h2 = J2 = 5, набуває половинного значення вiд величини насичення,

коли h2 < h < hsat = J2 + 3J1 = 8, i досягає насичення для h > hsat. Вiдхилення

вiд випадку iдеальної геометрiї приводять до модифiкацiї в околi h2 i hsat, проте,

широке плато залишається (див. рис. 4.12, а також рис. 4.11).

Далi, представимо температурнi залежностi намагнiченостi та теплоємностi

для магнiтних полiв в околi поля насичення (див. рис. 4.13). Тут треба прокомен-

тувати застосований нами пiдхiд точної дiагоналiзацiї. Повний розмiр матрицi

гамiльтонiана для моделi (4.1) зростає, коли Sz спадає до нуля i виходить за межi
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Рис. 4.13. Намагнiченiсть (лiва панель) i теплоємнiсть (права панель) для системи
з J2 = 5, J1 = 1.1 i JX = 0.9 при рiзних полях: h = 7.81 (пурпуровий),
h = 8 (синiй) i h = 8.3 (коричневий). Результати точної дiагоналiзацiї
для початкової моделi (4.1) з N = 24 вузлами (лiнiї) порiвнюються з
результатами точної дiагоналiзацiї для ефективної моделi (4.27) з N =
12 вузлами (символи).

теперiшнiх обчислювальних можливостей для Sz < 5. Але для системи поблизу

поля насичення пiдпростори з малим значенням Sz стають важливими тiльки при

високiй температурi. Це видно з порiвняння результатiв (див. рис. 4.13), якi вра-

ховують пiдпростори з Sz = 12, . . . , 5 (суцiльнi лiнiї) i пiдпростори з Sz = 12, . . . , 6

(штриховi лiнiї). Очевидно, данi точної дiагоналiзацiї для початкової моделi (4.1)

є надiйними принаймнi до T = 0.7 (див. рис. 4.13). Окрiм того, передбачення

ефективної моделi (символи) чудово вiдтворюють низькотемпературнi особливо-

стi (див. рис. 4.13) для температур аж до T = 0.5. Зрозумiло, що температурна

область, у якiй ефективна модель є точною, залежить вiд значень J2, J1, JX, i

h, проте, твердження, що простiша (нефрустрована) ефективна модель коректно

описує низькотемпературнi ступенi свободи, не становить сумнiвiв. Щодо темпе-

ратурних кривих M(T ) i C(T ) (див. рис. 4.13), яскравою особливiстю є зростання

намагнiченостi зi збiльшенням температури, як це знайдено для магнiтних полiв

трохи нижче hsat. Це пов’язано з великим набором низькоенергетичних станiв, якi

мають бiльшi значення Sz, нiж основний стан, i цi стани стають досяжними, коли
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температура зростає. Iншою незвичайною особливiстю є подвiйний пiк у структу-

рi теплоємностi. Знову, за це вiдповiдає великий набiр низькоенергетичних станiв,

однак, значення Sz цих станiв неважливi для C(T ).

Рис. 4.14. Кривi намагнiченостi при рiзних температурах (лiва панель) i темпе-
ратурнi залежностi теплоємностi при рiзних полях (права панель) для
J2 = 5, J1 = 1.1 i JX = 0.9, як випливає з симуляцiй методом квантово-
го Монте Карло (N до 2 304 для лiвої панелi i N до 1 024, кружки на
правiй панелi) i точної дiагоналiзацiї (N = 18, суцiльнi лiнiї на правiй
панелi) для ефективної моделi (4.27). Всi кривi C(T, h,N)/N → 0 при
T → 0, як це й повинно бути.

Показавши, що ефективна модель добре працює принаймнi до T = 0.5, ви-

конаймо розрахунки з допомогою методiв квантового Монте Карло [110] i точної

дiагоналiзацiї [87] для (нефрустрованої) ефективної моделi (4.27), розглядаючи

набагато бiльшi системи (див. рис. 4.14). Основна особливiсть кривої намагнiче-

ностi (див. рис. 4.14) пов’язана зi спiн-флоп процесом, який є у моделi (4.27): анти-

феромагнiтно взаємодiючi псевдоспiни рiзко змiнюють свiй напрям з паралельно

до перпендикулярно орiєнтованого вiдносно осi легкого намагнiчення анiзотропної

XXZ моделi (4.27) при деякому критичному магнiтному полi hc, де hc є трохи

бiльшим за 7.8 для розглядуваного набору параметрiв. Для квантових спiнiв цей

процес вперше обговорив Л. Неель у 1936 роцi [115]; процес не є тривiальним;

вiн залежить вiд ґратки, вiд значення спiну, вiд температурних флюктуацiй i т.д.
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Ряд особливостей очевидний iз результатiв представлених на рисунку 4.14. Таким

чином, при достатньо низьких температурах (нижче T = 0.02) намагнiченiсть в

околi hc є сильно модифiкованою. Але коли температура зростає далi, значення,

при якому намагнiченiсть починає швидко рости, стає меншим i нахил кривої

намагнiченостi стає також меншим. Нарештi, намагнiченiсть стає помiрно окру-

глою i при достатньо високiй температурi (вище T = 0.1) не залишається жодних

видимих слiдiв спiн-флоп переходу. Температурна залежнiсть теплоємностi про-

являє низькотемпературний максимум (див. рис. 4.13 i 4.14). У спiн-флоп фазi,

тобто, мiж hc i hsat, збудження є безщiлиннi, але вони мають щiлину при h < hc

i h > hsat. Як результат, кривi C(T, h,N) вiд T проявляють подiбну низькотем-

пературну поведiнку для h мiж hc i hsat, але вiдмiнну для h поза дiапазоном цих

полiв (низькотемпературний дiапазон на рисунку 4.14 є вище T = 0.02). Цiкаво

також порiвняти кривi C(T ) для h = 7.7 i h = 8.0 (див. рис. 4.14). В той час

як перша крива вiдображає перехiд iз антиферомагнiтної фази до парамагнiтної,

друга крива вiдображає перехiд iз спiн-флоп фази до парамагнiтної [113]. Помiтнi

ефекти скiнченних розмiрiв для h = 7.7 (великi порожнi кружечки вiдповiдають

N = 256, тодi як малi заповненi кружечки вiдповiдають N = 1 024) вказують на

сингулярнiсть, яка з’являється в термодинамiчнiй границi. I навпаки, керований

температурою перехiд мiж спiн-флоп фазою та парамагнiтною фазою не супрово-

джується сингулярнiстю в теплоємностi. Очiкується, що цi слiди спiн-флоп фази

можна побачити в початковiй моделi в розглядуваному дiапазонi параметрiв.

4.5. Висновки

У цьому роздiлi представлено дослiдження низькотемпературних властиво-

стей спiн-1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на фрустрованiй шестикутнiй дво-

шаровiй ґратцi у магнiтному полi. Для розглянутої моделi побудовано пiдмно-

жину 2N власних станiв (N = N/2) гамiльтонiана та розраховано їхнiй вклад у

термодинамiчнi величини. Показано, що при достатньо сильнiй взаємодiї мiж ша-

рами, цi стани є низькоенергетичними для сильних та помiрних полiв, тому вони
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домiнують у термодинамiчних властивостях.

Найцiкавiшими властивостями вивченої фрустрованої квантової спiнової мо-

делi є: стрибки намагнiченостi та широке плато, залишкова ентропiя основного

стану, додатковий низькотемпературний пiк у температурнiй залежностi тепло-

ємностi в околi поля насичення i фазовий перехiд лад-безлад при скiнченнiй тем-

пературi, що належить до класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинга. Для

iзотропної моделi Гайзенберга у випадку вiдхилень вiд iдеальної фрустрацiї, ви-

явлено стрибки намагнiченостi, якi можна пояснити як спiн-флоп переходи у ефе-

ктивнiй моделi.

Дослiдження може застосуватися для магнiтної сполуки Bi3Mn4O12(NO3).

Найбiльш iнтригуюче питання: чи може фазова дiаграма (див. рис. 4.9) бу-

ти виявлена експериментально? Потрiбно зауважити, що обмiннi взаємодiї для

Bi3Mn4O12(NO3) досi обговорюються [50, 63] i може скластися так, що значення

J2 не буде достатньо сильним для того, щоб у цiй сполуцi реалiзувався описа-

ний сценарiй, зумовлений локалiзованими магнонами. Результати цього роздiлу

опублiковано в статтях [21, 22].
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РОЗДIЛ 5

КВАНТОВА СПIНОВА ТРИКУТНА
ДВОШАРОВА ҐРАТКА У МАГНIТНОМУ ПОЛI
ТА МОДЕЛЬ ШЕСТИКУТНИКIВ БЕКСТЕРА

У цьому роздiлi представлено дослiдження трикутної двошарової ґратки.

На ґратцi розглянуто квантову спiнову модель Гайзенберга при наявностi фру-

строваних мiждимерних взаємодiй. Проводиться вивчення двох рiзних випадкiв,

коли є феромагнiтнi мiждимернi взаємодiї та, коли є антиферомагнiтнi мiжди-

мернi взаємодiї. Для дослiдження моделi застосовано пiдхiд, який ґрунтується на

теорiї локалiзованих магнонiв [5, 80, 82, 83, 90, 91]. Такий пiдхiд надає можливiсть

отримати низькотемпературнi термодинамiчнi характеристики системи.

Основним результатом, який отримано пiд час вивчення такої системи, є

фазовi дiаграми "магнiтне поле – температура". У випадку антиферомагнiтних

мiждимерних взаємодiй виявлено фазовий перехiд лад-безлад, що належить до

класу унiверсальностi двовимiрної тристанової моделi Потса, а у випадку феро-

магнiтних мiждимерних взаємодiй виявлено фазовий перехiд першого роду, який

при певнiй температурi переходить у фазовий перехiд другого роду, що належить

до класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинга. Матерiал цього роздiлу опу-

блiковано в статтi [25].
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Рис. 5.1. Фрустрований трикутний двошар. a i b — базиснi вектори трикутної ґра-
тки, а цiлi числа ma i mb визначають розташування елементарної комiр-
ки. Вертикальнi (червонi) зв’язки мають константу взаємодiї J2. Зв’язки
найближчих сусiдiв у окремому шарi (чорнi) мають константу взаємо-
дiї J1. Фрустрованi зв’язки мiж шарами (коричневi) мають константу
взаємодiї Jx.

5.1. Спiнова модель та її одномагнонний спектр

У цьому роздiлi розглядається квантова спiнова модель Гайзенберга з га-

мiльтонiаном

H =
∑

〈ij〉
Jijsi · sj − hSz, Sz =

∑

i

szi (5.1)

на трикутнiй двошаровiй ґратцi, яка складається з N = 2N вузлiв (див. рис. 5.1).

Перша сума в рiвняннi (5.1) пробiгає всi зв’язки ґратки, а сума за i означає су-

мування за всiма вузлами ґратки. Далi, Jij набуває трьох рiзних значень: J2 > 0

(димернi зв’язки), J1 (зв’язки найближчих сусiдiв у окремому шарi) i Jx (фрустро-

ванi зв’язки мiж шарами) (див. рис. 5.1). Важливий випадок iдеальної фрустрацiї,

коли константи обмiнної взаємодiї J1 = Jx. Крiм того J1 = Jx може бути як бiль-

ше нуля (антиферомагнiтний випадок для мiждимерних взаємодiй), так i менше

нуля (феромагнiтний випадок для мiждимерних взаємодiй).

Оскiльки z компонента повного спiну Sz комутує з гамiльтонiаном системи

H (5.1), то можна розглядати пiдпростори з рiзними значеннями Sz окремо. У ре-

жимi сильних магнiтних полiв низькотемпературна поведiнка системи зумовлена

перш за все пiдпросторами з великими Sz. Розгляньмо випадок Jx = J1 ("випадок
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iдеальної фрустрацiї"). Єдиний стан iз Sz = N/2 є повнiстю поляризований стан

|. . . ↑ . . .〉 з енергiєю EFM = N(J2/8 + 3J1/2).

Розрахуємо одномагнонний енергетичний спектр системи. Для знаходження

енергiї магнона виберемо систему координат як на рисунку 5.1 i введемо вектори

a та b. Елементарна комiрка мiстить окремий димер. Введемо N = N/2 — число

вертикальних зв’язкiв (димерiв) у двошарi. Для розрахунку спектру одномагнон-

них збуджень використаємо перетворення Гольштайна-Примакова [92]:

s+i =
√
2s

√

1− 1

2s
b†ibibi =

√
2s

(

1− 1

4s
b†ibi + . . .

)

bi ≈
√
2sbi,

s−i =
√
2sb†i

√

1− 1

2s
b†ibi =

√
2sb†i

(

1− 1

4s
b†ibi + . . .

)

≈
√
2sb†i ,

szi = s− b†ibi. (5.2)

Нас цiкавить тiльки одномагнонний випадок, тому виписаний у (5.2) лише пер-

ший доданок ряду буде точним (див. також пiдроздiл 4.1).

Через A1
ma,mb

(A1†
ma,mb

) i A2
ma,mb

(A2†
ma,mb

) позначимо оператори в елементарнiй

комiрцi на вузлах першого та другого шарiв вiдповiдно. Пiсля виконання очеви-

дних перетворень та пiдстановки виразiв (5.2), гамiльтонiан (5.1) набуде вигляду:

H =

N
∑

ma=1

N
∑

mb=1

[sJ2(A
1†
ma,mb

A2
ma,mb

+ A2†
ma,mb

A1
ma,mb

) + sJ1(A
1†
ma,mb

A1
ma,mb+1

+A1†
ma,mb+1A

1
ma,mb

) + sJ1(A
1†
ma,mb

A2
ma,mb+1 + A2†

ma,mb+1A
1
ma,mb

)

+sJ1(A
2†
ma,mb

A2
ma,mb+1 + A2†

ma,mb+1A
2
ma,mb

) + sJ1(A
2†
ma,mb

A1
ma,mb+1

+A1†
ma,mb+1A

2
ma,mb

)− s∆J2(A
1†
ma,mb

A1
ma,mb

+ A2†
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A2
ma,mb

)

−2s∆J1(A
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A2
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1
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1†
ma,mb

A1
ma+1,mb

+ A1†
ma+1,mb

A1
ma,mb

)

+sJ1(A
1†
ma,mb

A2
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+ A2†
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+sJ1(A
1†
ma,mb+1A

2
ma+1,mb

+ A2†
ma+1,mb

A1
ma,mb+1) + sJ1(A

2†
ma,mb+1A

2
ma+1,mb

+A2†
ma+1,mb

A2
ma,mb+1) + sJ1(A
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+ A1†
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−2s∆J1(A
1†
ma,mb+1A

1
ma,mb+1 +A2†

ma,mb+1A
2
ma,mb+1 +A1†

ma+1,mb
A1

ma+1,mb

+A2†
ma+1,mb

A2
ma+1,mb

) + h(A1†
ma,mb

A1
ma,mb

+ A2†
ma,mb

A2
ma,mb

)]. (5.3)

Далi, введемо перетворення Фур’є:

A1†
ma,mb

=
1

L
∑

ka

∑

kb

exp [i (kama + kbmb)]A
1†
k ,

A1
ma,mb

=
1

L
∑

ka

∑

kb

exp [−i (kama + kbmb)]A
1
k,

A2†
ma,mb

=
1

L
∑

ka

∑

kb

exp [i (kama + kbmb)]A
2†
k ,

A2
ma,mb

=
1

L
∑

ka

∑

kb

exp [−i (kama + kbmb)]A
2
k. (5.4)

Застосувавши перетворення (5.4) до гамiльтонiана (5.3), отримаємо:

H =
∑

ka

∑

kb
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1†
k A

2
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k A
1
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Тепер гамiльтонiан системи (5.5) можна записати в матричнiй формi:

H =
∑

k

(

A1†
k A2†

k

)

H

(

A1
k

A2
k

)

,

H =

(

sJ1γk − s∆J2 − 12s∆J1 + h sJ2 + sJ1γk
sJ2 + sJ1γk sJ1γk − s∆J2 − 12s∆J1 + h

)

, (5.6)

де γk має вигляд:

γk = e−ikb + eikb + e−ika + eika + ei(kb−ka) + ei(ka−kb)

= 2[cos ka + cos kb + cos(ka − kb)]. (5.7)

Нас цiкавить випадок s = 1/2 (квантовий випадок), коли гамiльтонiан си-

стеми (5.1) є iзотропний (∆ = 1). У такому випадку матриця H у (5.6) має такi

власнi значення:

E1(k) = h− J2 − 6J1,

E2(k) = h− 6J1 + 2[cos ka + cos kb + cos(ka − kb)]. (5.8)

Значення енергiї (5.8) утворюють двi одномагноннi зони E1(k) i E2(k), одна з

яких є бездисперсiйною (плоскою): E1(k) не залежить вiд k, див. рисунки 5.2

i 5.3.

N станiв iз плоскої зони можна розглядати як набiр локалiзованих станiв,

в яких перевернутий спiн знаходиться на одному з N вертикальних димерiв (див.

рис. 5.1). Решта N станiв не є локалiзованими й роззосередженi на всiй ґратцi. Як

видно з рiвняння (5.8), плоска одномагнонна зона стає найнижчою енергетичною

зоною: коли J2 > J2c = 3J1 (антиферомагнiтний випадок для мiждимерних взає-

модiй, J1 = Jx > 0) (див. рис. 5.2) i коли J2 > J2c = 6|J1| (феромагнiтний випадок

для мiждимерних взаємодiй, J1 = Jx < 0) (див. рис. 5.3). Тобто, якщо константа

взаємодiї на вертикальному димерi J2 є достатньо великою, найнижчою однома-

гнонною енергетичною зоною є бездисперсiйна зона E1(k). Надалi вважатимемо,

що цi нерiвностi виконуються в обох випадках.

Iз одномагнонного спектру (5.8) також можна одержати значення поля на-

сичення. У випадку антиферомагнiтних мiждимерних взаємодiй для цього скори-
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Рис. 5.2. Енергетичний одномагнонний спектр трикутної двошарової ґратки (5.8).
Тут J2 = 3J1, J1 = Jx = 1 (антиферомагнiтний випадок для мiждимер-
них взаємодiй).

стаємося рiвнiстю:

E0;Sz=N
2
−1 − hsat

(

N

2
− 1

)

= E0;Sz=N
2

− hsat
N

2
;

EFM + ε1 + hsat = EFM , (5.9)

де ε1 = −E1(k) в нульовому магнiтному полi. Звiдси, hsat = J2 + 6J1 (антифе-

ромагнiтний випадок для мiждимерних взаємодiй). Для випадку феромагнiтних

мiждимерних взаємодiй iз метою обчислення поля насичення hsat використаємо

iнше спiввiдношення:

E0;Sz=0 − hsat0 = E0;Sz=N
2

− hsat
N

2
;

−3N

8
J2 = EFM − hsat

N

2
. (5.10)

Звiдси, hsat = J2 − 3|J1| (феромагнiтний випадок для мiждимерних взаємодiй).
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Рис. 5.3. Енергетичний одномагнонний спектр трикутної двошарової ґратки (5.8).
J2 = 6|J1|, J1 = Jx = −1 (феромагнiтний випадок для мiждимерних
взаємодiй).

5.2. Ефективний гамiльтонiан за наявностi поля

5.2.1. Ґратковий газ

Крiм станiв незалежних локалiзованих магнонiв, якi задовольняють прави-

ло жорстких шестикутникiв на трикутнiй ґратцi, можна також узяти до уваги

вклад i вiд iнших локалiзованих магнонiв (див. працi [17, 18]), якi визначаються

перекриттям станiв шестикутникiв (тобто, порушують правило жорстких шести-

кутникiв). Запишемо гамiльтонiан ґраткового газу, який дозволяє сусiднiм диме-

рам бути заповненими локалiзованими магнонами:

H({nm}) = −µ

N
∑

m=1

nm + V
∑

〈mn〉
nmnn. (5.11)

Тут nm = 0, 1 — число заповнення на вузлi m (m = 1, . . . ,N ) допомiжної трику-

тної ґратки. Якщо nm = 0, то на m-ому димерному зв’язку нема локалiзованого

магнона, а якщо nm = 1, то локалiзований магнон є. Перша (друга) сума у (5.11)

пробiгає всi вузли (зв’язки мiж найближчими сусiдами), i µ = hsat − h, V = J1.
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Увiвши новi змiннi σm = 2nm − 1, з (5.11) легко отримати модель Iзинга на

трикутнiй ґратцi в однорiдному магнiтному полi:

H = C − Γ

N
∑

m=1

σm + J
∑

〈mn〉
σmσn,

C = N
(

−µ

2
+

3V

4

)

,

Γ =
µ

2
− 3V

2
=

hsat − h

2
− 3J1

2
,

J =
V

4
=

J1
4
. (5.12)

Ефективний гамiльтонiан (5.12) описує конфiгурацiї двошару, якщо в ґратцi є два

стани на димерному зв’язку: поляризований стан (|↑↑〉) i локалiзований магнон

[(|↑↓〉 − |↓↑〉)/
√
2].

5.2.2. Теорiя збурень

До ефективного гамiльтонiана (5.12) можна прийти й iншим способом. Для

бiльшої загальностi вважатимемо навiть, що взаємодiя мiж найближчими сусiда-

ми в окремому шарi J1 i фрустрована взаємодiя мiж шарами Jx є рiзними, але ця

рiзниця є малою: |J1 − Jx|/J2 ≪ 1. Звичайно, J2 є найбiльша обмiнна взаємодiя.

В режимi сильних полiв i низьких температур є два iстотнi стани на кожному

димерi: |u〉 = |↑↑〉 (поляризований стан) i |d〉 = (|↑↓〉 − |↓↑〉)/
√
2 (локалiзований

магнон). Їхнi енергiї ǫu = J2/4− h i ǫd = −3J2/4 збiгаються при h = h0 = J2. Цей

2N -кратно вироджений набiр основних станiв при h = h0 розщеплюється збурен-

ням, яке складається з доданка Зеємана −(h−h0)
∑

i s
z
i i мiждимерних взаємодiй

iз константами зв’язку J1 i Jx. Ефективний гамiльтонiан, який дiє в просторi

основних станiв, можна знайти за допомогою теорiї збурень [85, 86]:

Heff = PHP + . . . . (5.13)

Тут P = |ϕ0〉 〈ϕ0| — проектор на простiр основних станiв, |ϕ0〉 =
∏N

m=1 |v〉m, де |v〉
є або стан |u〉, або стан |d〉. Проектор P можна переписати як P = ⊗N

m=1(|u〉 〈u|+
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|d〉 〈d|)m. Крiм цього, PHP = PH0P+PV P . Пiсля простих розрахункiв i введення

псевдоспiнових операторiв T z = (|u〉 〈u| − |d〉 |d〉)/2, T+ = |u〉 〈d|, T− = |d〉 〈u| на

кожному вертикальному зв’язку для основної частини одержуємо:

PH0P = P
N
∑

m=1

[

|u〉
(

1

4
J2 − h0

)

〈u|+ |d〉
(

−3

4
J2

)

〈d|
]

m

P

= N
(

−J2
4

− h0

2

)

−
N
∑

m=1

(h0 − J2)T
z
m. (5.14)

А для частини, що вiдповiдає збуренню, проведемо такi розрахунки (див.

1

1

2

2

Рис. 5.4. Допомiжна iлюстрацiя для обчислення PV P .

рис. 5.4):

PV1,1P =
J1
16

+
J1
8
T z
m +

J1
8
T z
m+1 +

J1
4
T z
mT

z
m+1 +

J1
2
(T x

mT
x
m+1 + T y

mT
y
m+1);

PV1,2P =
Jx
16

+
Jx
8
T z
m +

Jx
8
T z
m+1 +

Jx
4
T z
mT

z
m+1 −

Jx
2
(T x

mT
x
m+1 + T y

mT
y
m+1). (5.15)

Об’єднуючи результати (5.14) i (5.15), отримуємо кiнцевий вираз для ефективного

гамiльтонiана:

Heff = N
[

−h

2
− J2

4
+

3

8
(J1 + Jx)

]

−
[

h− J2 −
3

2
(J1 + Jx)

]

∑

m

T z
m

+
∑

〈mn〉

[

J1 + Jx
2

T z
mT

z
n + (J1 − Jx)(T x

mT
x
n + T y

mT
y
n )

]

. (5.16)

Для iдеальної плоскозонної геометрiї ефективний гамiльтонiан (5.16) пере-

ходить у модель ґраткового газу (5.11) чи у модель Iзинга (5.12). Справдi, при
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J1 = Jx маємо:

Heff = N
(

−h

2
− J2

4
+

3

4
J1

)

− (h− J2 − 3J1)
∑

m

T z
m +

∑

〈mn〉
J1T

z
mT

z
n . (5.17)

Замiсть T z
m потрiбно пiдставити −σm/2. Справдi, T z

m = 1/2 (поляризований три-

плет на зв’язку m) вiдповiдає σm = −1 чи nm = 0 (поляризований триплет на

зв’язку m). Остаточно гамiльтонiан (5.16) набуде вигляду:

Heff = N
(

−h

2
− J2

4
+

3

4
J1

)

+
1

2
(h− J2 − 3J1)

∑

m

σm +
∑

〈mn〉

J1
4
σmσn. (5.18)

Гамiльтонiан (5.18) вiдповiдає, з точнiстю до константи EFM (H({nm}) + EFM ),

моделi Iзинга (5.12).

5.3. Жорсткi шестикутники на трикутнiй ґратцi та
модель Бекстера

У сильних магнiтних полях найнижчi власнi стани в пiдпросторах iз велики-

ми Sz стають основними станами. Енергiя цих найнижчих станiв у пiдпросторах

iз Sz = N/2− n, де n = 0, 1, . . . , nmax, nmax = N/6, за наявностi магнiтного поля

h має такi значення:

E lm
n (h) = EFM − h

N

2
− (ǫ1 − h)n, ǫ1 = J2 + 6J1 = −E1(k). (5.19)

При полi насичення, коли h = hsat = ǫ1, всi цi енергiї стають незалежними вiд

n i E lm
n (hsat) = EFM − ǫ1N/2. Тому система має велику кратнiсть виродження

основних станiв W при hsat: W =
∑N/3

n=0 gN (n). Тут gN (n) позначає кратнiсть

виродження основного стану для 2N -вузлової фрустрованої трикутної двошарової

ґратки в пiдпросторi з Sz = N/2 − n. Вклад станiв незалежних локалiзованих

магнонiв у статистичну суму задається формулою (див. [7, 90, 95]):

Zlm(T, h,N) =

N

3
∑

n=0

gN (n) exp

[

−E lm
n (h)

T

]

. (5.20)
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Тут gN (n) = Zhc(n,N ) — це канонiчна статистична сума n жорстких шестику-

тникiв на N -вузловiй допомiжнiй трикутнiй ґратцi. Тому спiввiдношення (5.20)

може бути переписане як

Zlm(T, h,N) = exp

(

−EFM − hN
2

T

)

Ξhc(T, µ,N ),

Ξhc(T, µ,N ) =

N

3
∑

n=0

Zhc(n,N ) exp
(µn

T

)

, µ = ǫ1 − h. (5.21)

Тут Ξhc — велика канонiчна статистична сума жорстких шестикутникiв на N -

вузловiй трикутнiй ґратцi з хiмiчним потенцiалом µ. Зазначимо, що h i µ пов’язанi

таким чином: µ = hsat − h. Величини визначенi для жорстких шестикутникiв

залежать тiльки вiд температури й хiмiчного потенцiалу через активнiсть z =

exp(µ/T ). Це означає, що для фрустрованої квантової системи всi термодинамiчнi

величини залежать вiд температури й магнiтного поля лише через величину x =

(hsat − h)/T = ln z. Тобто, в цьому режимi з’являється унiверсальна поведiнка

термодинамiчних величин.

Табл. 5.1. Результати точного пiдрахунку числа конфiгурацiй жорстких шестику-
тникiв на допомiжнiй трикутнiй ґратцi з N = 9. DGS — виродження
основного стану. # HHS — число конфiгурацiй жорстких шестикутни-
кiв.

N Sz DGS # HHS
18 8 9 9

7 9 9
6 3 3

Провiвши точний пiдрахунок числа конфiгурацiй жорстких шестикутникiв

на трикутнiй ґратцi, можна записати явнi значення для канонiчної статистичної

суми gN (n) у випадку скiнченної системи з заданим розмiром N . Так, для си-

стеми з N = 9 отримаємо такий вираз для великої канонiчної статистичної суми

Ξhc(T, µ,N ) (див. табл. 5.1):

Ξhc(T, µ, 9) =

3
∑

n=0

g9(n)z
n = 1 + 9z + 9z2 + 3z3, z = e

µ

T . (5.22)
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Для великої канонiчної статистичної суми Ξhc(T, µ,N ) = Z(z,N ) також вiдо-

мо результат у термодинамiчнiй границi N → ∞ (Бекстер [117]). Маючи велику

канонiчну статистичну суму, легко обчислити всi термодинамiчнi величини. На-

приклад:

Ωhc(T, µ,N ) = −T ln Ξhc(T, µ,N ),

Shc(T, µ,N ) = −∂Ωhc(T, µ,N )

∂T
,

Chc(T, µ,N ) = T
∂Shc(T, µ,N )

∂T
. (5.23)

Найцiкавiшим наслiдком вiдповiдностi мiж фрустрованою квантовою дво-

шаровою ґраткою i ґратковим газом жорстких об’єктiв є iснування фазового пе-

реходу лад-безлад. Загальновiдомо, що для моделi ґраткового газу на трикутнiй

ґратцi з виключенням перших сусiдiв, жорсткi шестикутники спонтанно заселя-

ють одну з трьох пiдґраток трикутної ґратки, коли активнiсть z досягає критично-

го значення zc = 11.09 . . . [99]. На мовi вихiдної фрустрованої квантової спiнової

моделi, це вiдповiдає впорядкуванню локалiзованих магнонiв, коли їхня густи-

на зростає. Це вiдбувається при низьких температурах нижче поля насичення.

Оскiльки ln zc = (hsat − h)/Tc, то для фiксованого (малого) вiдхилення вiд поля

насичення hsat − h формула для критичної температури Tc визначається так:

Tc =
hsat − h

ln zc
≈ hsat − h

ln 11.09
≈ 0.42 (hsat − h) . (5.24)

Поведiнка такого фазового переходу другого роду належить до класу унiверсаль-

ностi двовимiрної тристанової моделi Потса [116]. Це означає, що теплоємнiсть при

Tc (5.24) має степеневу сингулярнiсть |z− zc|−1/3. Звичайно, розрахована Tc (5.24)

має бути малою. В iншому випадку розроблена ефективна низькоенергетична те-

орiя перестає працювати.

Нагадаємо, що модель жорстких шестикутникiв на трикутнiй ґратцi точно

розв’язав Бекстер у 1980 роцi за допомогою кутової матрицi переносу [117]. Для

κ(z) = limN→∞Z1/N (z,N ) та z = exp(µ/T ), коли 0 < z < zc = (11 + 5
√
5)/2
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маємо таку залежнiсть, задану параметрично:

z(x) =
−xH5(x)

G5(x)
,

κ(x) =
H3(x)Q2(x5)

G2(x)

∞
∏

n=1

(1− x6n−4)(1− x6n−3)2(1− x6n−2)

(1− x6n−5)(1− x6n−1)(1− x6n)2
. (5.25)

Тут всi величини виражаються через додаткову дiйсну величину x, яка змiнює-

ться в дiапазонi −1 < x < 0. Логарифм функцiї κ визначає вiльну енергiю Ωhc/N ,

яка припадає на один вузол системи в термодинамiчнiй границi. Використанi до-

датковi функцiї H, G i Q у виразах (5.25) визначаються таким чином:

H(x) =
∞
∏

n=1

1

(1− x5n−3)(1− x5n−2)
,

G(x) =

∞
∏

n=1

1

(1− x5n−4)(1− x5n−1)
,

Q(x) =
∞
∏

n=1

(1− xn). (5.26)

В областi z > zc (0 < x < 1) мають мiсце подiбнi формули:

z(x) =
x−1G5(x)

H5(x)
,

κ(x) =
x−1/3G3(x)Q2(x5)

H2(x)

∞
∏

n=1

(1− x3n−2)(1− x3n−1)

(1− x3n)2
. (5.27)

Використовуючи точнi вирази (5.25) - (5.27), а також той факт, що z =

exp[(hsat−h)/T ], можна, табулюючи цi вирази, отримати, наприклад, температур-

ну залежнiсть теплоємностi C(T ) для квантового антиферомагнiтного спiнового

трикутного двошару у магнiтному полi.

5.4. Низькотемпературна термодинамiка

На рисунку 5.5 представлено порiвняння результатiв точної дiагоналiзацiї

для повної моделi (червона крива) та ефективної (зелена крива) для намагнiче-

ностi для випадку, коли мiждимернi взаємодiї антиферомагнiтнi. На рисунку 5.6
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представлено результати точної дiагоналiзацiї для повної моделi (червона крива)

та ефективної (зелена крива) моделi для намагнiченостi у випадку, коли мiжди-

мернi взаємодiї феромагнiтнi. На рисунку 5.7 представлено порiвняння резуль-

 0
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Рис. 5.5. Результати для намагнiченостi M отриманi методом точної дiагоналiза-
цiї для повної моделi з N = 18 вузлами (червона крива) та для ефе-
ктивної моделi з N = 9 вузлами (зелена крива). J2 = 3J1, J1 = Jx = 1
(антиферомагнiтний випадок для мiждимерних взаємодiй), T = 0.001,
hsat = 9.

татiв точної дiагоналiзацiї для повної моделi (червона крива) й ефективної мо-

делi (зелена крива) та результатiв iз точного пiдрахунку конфiгурацiй жорстких

шестикутникiв на допомiжнiй трикутнiй ґратцi (синя крива) для теплоємностi

у випадку, коли мiждимернi взаємодiї антиферомагнiтнi. На рисунку 5.8 пред-

ставлено порiвняння результатiв точної дiагоналiзацiї для повної моделi (червона

крива) й ефективної моделi (зелена крива) для теплоємностi у випадку, коли мiж-

димернi взаємодiї феромагнiтнi. Рисунки 5.9 - 5.12 вiзуалiзують стани, що вiдпо-

вiдають рiзним плато на кривiй намагнiченостi при T = 0 (див. рис. 5.5). Плато

при M = 0 вiдповiдає конфiгурацiї, коли всi димери заповненi магнонами (див.

рис. 5.10). Плато при M = Msat/3 вiдповiдає конфiгурацiї, коли два з трьох диме-

рiв у трикутнику заповненi локалiзованими магнонами (див. рис. 5.12). Плато при
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Рис. 5.6. Результати для намагнiченостi M отриманi методом точної дiагоналiза-
цiї для повної моделi з N = 18 вузлами (червона крива) та для ефектив-
ної моделi з N = 9 вузлами (зелена крива). J2 = 6|J1|, J1 = Jx = −1 (фе-
ромагнiтний випадок для мiждимерних взаємодiй), T = 0.001, hsat = 3.

M = 2Msat/3 вiдповiдає конфiгурацiї, коли один iз трьох димерiв у трикутнику

заповнений локалiзованим магноном (при цьому виконується правило жорстких

шестикутникiв) (див. рис. 5.11). Плато при M = Msat вiдповiдає повнiстю поля-

ризованому стану (див. рис. 5.9).

Тепер перейдемо до найцiкавiших результатiв — фазових дiаграм для фру-

строваної спiн-1/2 моделi Гайзенберга на трикутнiй двошаровiй ґратцi в площинi

"магнiтне поле-температура", якi отриманi з ефективної моделi Iзинга на три-

кутнiй ґратцi (5.12). Фазова дiаграма для фрустрованої спiн-1/2 моделi Гайзен-

берга на трикутнiй двошаровiй ґратцi в випадку феромагнiтних мiждимерних

взаємодiй J1 < 0 представлена на рисунку 5.13 (a). Дiаграма включає в себе

лiнiю фазових переходiв першого роду, якими можна керувати за допомогою по-

ля, мiж синґлет-димерною фазою та класичною феромагнiтною фазою, якi су-

проводжуються стрибком намагнiченостi, що з’являється при критичному полi

hc/|J1| = J2/|J1| − 3. Потiм досягається фазовий перехiд другого роду керований
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Рис. 5.7. Результати для температурної залежностi теплоємностi C отриманi ме-
тодом точної дiагоналiзацiї для повної моделi з N = 18 вузлами (чер-
вона крива), для ефективної моделi з N = 9 вузлами (зелена крива) та
з пiдрахунку конфiгурацiй жорстких шестикутникiв на трикутнiй ґра-
тцi (синя крива). J2 = 3J1, J1 = Jx = 1 (антиферомагнiтний випадок
мiждимерних взаємодiй), h = 8.95.

полем в спецiальнiй критичнiй точцi, що належить до класу унiверсальностi дво-

вимiрної моделi Iзинга, з координатами (hc/|J1|; kBTc/|J1|) = (J2/|J1| − 3; 1/ ln 3).

Фазова дiаграма для фрустрованої спiн-1/2 моделi Гайзенберга на трикутнiй

двошаровiй ґратцi в випадку антиферомагнiтних мiждимерних взаємодiй J1 < 0 є

набагато складнiшою, тому що крiм синґлет-димерної та феромагнiтної фаз вона

включає в себе ще двi додатковi квантовi фази з перiодичним (з перiодом 3) чергу-

ванням синґлетних i поляризованих триплетних станiв [див. рис. 5.13 (b)]. Отже,

там з’являються, при нульовiй температурi, три фазовi переходи першого роду,

яким вiдповiдають стрибки намагнiченостi при критичних полях hc1/J1 = J2/J1,

hc2/J1 = J2/J1+3 i hc3/J1 = J2/J1+6, якi замiнюються чотирма рiзними, контро-

льованими полем, фазовими переходами другого роду при скiнченних (ненульо-

вих) температурах. Фазова дiаграма є симетричною по вiдношенню щодо другого
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Рис. 5.8. Результати для температурної залежностi теплоємностi C отриманi ме-
тодом точної дiагоналiзацiї для повної моделi з N = 18 вузлами (чер-
вона крива) та для ефективної моделi з N = 9 вузлами (зелена крива).
J2 = 6|J1|, J1 = Jx = −1 (феромагнiтний випадок мiждимерних взаємо-
дiй), h = 2.95.

критичного поля hc2/J1 = J2/J1 + 3, тому що це конкретне значення магнiтно-

го поля вiдповiдає нульовому ефективному полю (heff = 0) для еквiвалентного

антиферомагнетика Iзинга на трикутнiй ґратцi [див. (5.12) чи (5.17)]. З рисун-

ка 5.13 (b) очевидно, що перше й третє критичнi поля при достатньо низьких

температурах досягають критичних меж (5.24) iз моделi жорстких шестикутни-

кiв на трикутнiй ґратцi (пунктирнi лiнiї), що свiдчить про клас унiверсальностi

тристанової моделi Потса для цих двох конкретних фазових переходiв, керованих

полем. З iншого боку, точна природа фазових переходiв, викликаних полем, при-

таманна для другого й третього критичних полiв є набагато складнiшою, тому

що є аргументи, що вони повиннi належати до класу унiверсальностi тристано-

вої моделi Потса при високих температурах i до типу Костерлiца-Таулеса при

низьких температурах [118–120]. Незважаючи на цi нез’ясованi на сьогоднi фазовi

переходи у антиферомагнiтнiй моделi Iзинга у зовнiшньому магнiтному полi, два

куполи фазових переходiв другого роду, керованих полем, роздiляють двi перiо-
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Рис. 5.9. Конфiгурацiя на трикутнiй двошаровiй ґратцi (вигляд зверху), що вiд-
повiдає повнiстю поляризованому стану (чорнi кружки).

дичнi квантовi фази з регулярним чергуванням "синґлет-синґлет-триплет" (див.

рис. 5.12) чи "синґлет-триплет-триплет" (див. рис. 5.11) димерних станiв, якi про-

являються на вiдповiдних кривих намагнiченостi як промiжнi плато одна третя i

двi третi вiд максимальної намагнiченостi вiдповiдно.

5.5. Висновки

У цьому роздiлi представлено результати дослiдження низькотемператур-

них термодинамiчних властивостей фрустрованого спiн-1/2 антиферомагнетика

Гайзенберга на трикутнiй двошаровiй ґратцi за допомогою рiзних аналiтичних i

числових методiв. Для встановлення вiдповiдностi вихiдної моделi з класичною

моделлю Iзинга на трикутнiй ґратцi було розвинено пiдхiд локалiзованих магно-

нiв, де локалiзованi багатомагноннi стани визначають низькоенергетичну частину

спектру за наявностi магнiтного поля.

Було продемонстровано, що знак обмiнних мiждимерних взаємодiй J1, Jx

має фундаментальний вплив на властивостi фрустрованого квантового антифе-

ромагнетика Гайзенберга на трикутнiй двошаровiй ґратцi. Двошарова ґратка з

феромагнiтними мiждимерними взаємодiями проявляє, при достатньо низьких

температурах, фазовий перехiд першого роду, керований магнiтним полем, який

супроводжується рiзким стрибком намагнiченостi, поки не буде досягнутий при
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Рис. 5.10. Конфiгурацiя на трикутнiй двошаровiй ґратцi (вигляд зверху), що вiд-
повiдає стану, коли всi вертикальнi димери заповненi магнонами (чер-
вонi кружки).

критичнiй температурi фазовий перехiд другого роду, керований магнiтним по-

лем, iз класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинга. На противагу до цього,

двошарова ґратка з антиферомагнiтними мiждимерними взаємодiями виявляє по-

слiдовнiсть iз трьох фазових переходiв першого роду, керованих магнiтним полем,

лише при нульовiй температурi; цi переходи змiнюються на чотири фазовi пере-

ходи другого роду, керованi магнiтним полем, при достатньо малих, але ненульо-

вих температурах. Два фазовi переходи другого роду, керованi полем, якi тiсно

пов’язанi з руйнуванням синґлет-димерної фази й початком утворення насиченого

феромагнiтного стану належать до класу унiверсальностi двовимiрної тристано-

вої моделi Потса. В той час як два iншi фазовi переходи другого роду, керованi

магнiтним полем, зберiгають цю властивiсть при вищих температурах i є подi-

бними до фазового переходу типу Костерлiца-Таулеса при нижчих температурах.

Результати цього роздiлу опублiковано в статтi [25].
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Рис. 5.11. Конфiгурацiя на трикутнiй двошаровiй ґратцi (вигляд зверху), що вiд-
повiдає стану, коли частина вертикальних димерiв заповнена магнонами
(червонi кружки), i при цьому виконується правило жорстких шести-
кутникiв.

Рис. 5.12. Конфiгурацiя на трикутнiй двошаровiй ґратцi (вигляд зверху), що вiд-
повiдає стану, коли частина вертикальних димерiв заповнена магнонами
(червонi кружки), й правило жорстких шестикутникiв порушується.
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Рис. 5.13. Фазова дiаграма для фрустрованої спiн-1/2 моделi Гайзенберга на три-
кутнiй двошаровiй ґратцi в площинi "магнiтне поле – температура яка
отримана з ефективної спiн-1/2 моделi Iзинга на трикутнiй ґратцi в
випадку: (а) феромагнiтних мiждимерних взаємодiй J1 < 0; (b) анти-
феромагнiтних мiждимерних взаємодiй J1 > 0. Штрихова лiнiя в (а)
вказує фазовi переходи першого роду, якi закiнчуються в критичнiй
точцi фазового переходу другого роду з класу унiверсальностi Iзинга,
в той час як суцiльнi лiнiї в (b) вказують на фазовi переходи друго-
го роду, керованi полем, якi досягають при достатньо низьких темпе-
ратурах меж (пунктирнi лiнiї) iз моделi жорстких шестикутникiв на
трикутнiй ґратцi, що належить до класу унiверсальностi тристанової
моделi Потса. Два куполи вiдповiдають промiжним плато одна третя
та двi третi вiд максимальної намагнiченостi з регулярним чергуван-
ням синґлет-синґлет-триплет (див. рис. 5.12) i синґлет-триплет-триплет
(див. рис. 5.11) димерних станiв вiдповiдно.
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ВИСНОВКИ

1. Отримано низькотемпературнi характеристики одновимiрного парамагнети-

ка Тасакi-Габарда в нехтовно малому зовнiшньому магнiтному полi. Показа-

но, що такий парамагнетик, на вiдмiну вiд звичайного парамагнетика Кюрi,

має залишкову ентропiю та швидше намагнiчується. Показано, як зникає

〈S2〉n,N iз ростом розмiрiв системи. Результати опублiковано в статтi [20].

2. Запропоновано пробнi варiацiйнi хвильовi функцiї для опису станiв кванто-

вої моделi Гайзенберга на двошарах при T = 0 за вiдсутностi магнiтного

поля. Побудовано фазовi дiаграми основного стану квантового антиферома-

гнетика Гайзенберга на квадратному i шестикутному двошарах за вiдсутно-

стi магнiтного поля. Показано, що простий пiдхiд добре вiдтворює недавнi

результати, отриманi значно складнiшими методами. Результати опублiко-

вано в препринтi [24].

3. На основi концепцiї локалiзованих магнонiв розроблено теорiю квантово-

го антиферомагнетика Гайзенберга на фрустрованiй квадратнiй двоша-

ровiй ґратцi в зовнiшньому магнiтному полi при низьких температурах

для пояснення експериментальних даних, отриманих при вивченнi сполу-

ки Ba2CoSi2O6Cl2 у сильних магнiтних полях [19]. Передбачено наявнiсть

у системi фазового переходу, пов’язаного з впорядкуванням локалiзованих

магнонiв. Ним можна керувати як за допомогою температури, так i за допо-

могою магнiтного поля. Для виявлення фазового переходу на експериментi,

запропоновано провести низькотемпературнi вимiрювання теплоємностi для

знаходження характерної логарифмiчної сингулярностi в температурному

профiлi теплоємностi. Результати опублiковано в статтi [23].
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4. Розроблено систематичну теорiю низькотемпературних властивостей спiн-

1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на фрустрованiй шестикутнiй двоша-

ровiй ґратцi в зовнiшньому магнiтному полi для сильних та помiрних ма-

гнiтних полiв. Дослiджено незвичайнi властивостi фрустрованої квантової

спiнової моделi: стрибки намагнiченостi та широке плато, залишкову ентро-

пiю в основному станi при полi насичення, додатковий низькотемператур-

ний пiк у температурнiй залежностi теплоємностi в околi поля насичення.

Виявлено фазовий перехiд лад-безлад при скiнченнiй температурi, що нале-

жить до класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинга. У випадку вiдхи-

лень вiд iдеальної фрустрацiї, виявлено стрибки намагнiченостi, якi можна

пояснити як спiн-флоп переходи в ефективнiй моделi. Дослiдження може

стосуватися магнiтної сполуки Bi3Mn4O12(NO3). Результати опублiковано в

статтях [21, 22].

5. Розроблено теорiю низькотемпературних термодинамiчних властивостей

фрустрованого спiн-1/2 антиферомагнетика Гайзенберга на трикутнiй дво-

шаровiй ґратцi. Виявлено, що феромагнiтнi мiждимернi взаємодiї при доста-

тньо низьких температурах приводять до фазового переходу першого роду,

який, при зростаннi температури, змiнюється на фазовий перехiд другого

роду. Показано, що при нульовiй температурi антиферомагнiтнi мiждимернi

взаємодiї спричиняють послiдовнiсть iз трьох фазових переходiв першого ро-

ду. Цi переходи змiнюються на чотири фазовi переходи другого роду при до-

статньо малих, але ненульових температурах. Два фазовi переходи другого

роду, якi пов’язанi з руйнуванням синґлет-димерної фази й початком утво-

рення насиченого феромагнiтного стану, належать до класу унiверсальностi

двовимiрної тристанової моделi Потса. Два iншi — зберiгають цю власти-

вiсть при вищих температурах, але є подiбними до фазового переходу типу

Костерлiца-Таулеса при нижчих температурах. Результати опублiковано в

статтi [25].
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induced Néel order / R. Ganesh, D. N. Sheng, Y.-J. Kim, A. Paramekanti //

Phys. Rev. B . 2011. Vol. 83, no. 14. P. 144414 : 1–7.

4. Ganesh R., Isakov S. V., Paramekanti A. Néel to dimer transition in spin-S
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