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Актуальнiсть теми. У нашому свiтi iдеальнi та безмежнi фiзичнi об’єкти не
iснують. Усi вони обмеженi поверхнями i мають скiнченнi розмiри. Крiм цього,
реальнi об’єкти характеризуються рiзного роду структурними неоднорiдностями
та неоднаковими фiзичними властивостями у рiзних просторових напрямах. В
таких реальних умовах вiдбуваються i специфiчнi фiзичнi явища, яких немає в
iдеальних модельних системах. Саме з такими об’єктами працюють експеримен-
татори, а комп’ютернi симуляцiї виконуються виключно для скiнченних систем.

Усе це необхiдно брати до уваги i фiзикам-теоретикам. Анiзотропiя, скiн-
ченнiсть розмiрiв та наявнiсть поверхонь, присутнiсть випадкових домiшок i де-
фектiв — це загальнi властивостi, якi можуть визначати i змiнювати певнi класи
унiверсальностi. Оскiльки цi риси притаманнi всiм фiзичним об’єктам — дослiдже-
ння неiдеальних, просторово неоднорiдних систем було i залишається важливою
галуззю теоретичної фiзики. До цiєї галузi належить i пропонована робота, в якiй
представлено математичний опис критичних явищ у невпорядкованих, обмеже-
них, i анiзотропних системах. В загальному — просторово неоднорiдних.

Очевидно, що розвиток теорiй, якi описують критичну поведiнку таких си-
стем, представляє безсумнiвний iнтерес для теоретичної фiзики взагалi. Тут коло
нерозв’язаних задач i проблем є значно ширшим, нiж у випадку iдеалiзованих
моделей. Теоретичний опис систем, максимально наближених до реальних, є ва-
жливим для експериментаторiв i спецiалiстiв з комп’ютерного моделювання. Не-
обхiднi математичнi пiдходи є набагато складнiшими, i їх розвиток представляє
також iнтерес для математики.

Нарештi, в наш час неможливо оминути увагою “революцiю” конформно-
го бутстрапу — нове явище в теоретичнiй фiзицi, яке ми спостерiгаємо протягом
останнього десятирiччя. Все почалося з роботи1, де новi iдеї та сучаснi чисельнi
методи були застосованi до старих самоузгоджених рiвнянь, вiдомих ще з поча-
тку 70-х рокiв минулого сторiччя. У цьому пiдходi обмеження, що диктуються
“бутстрапними” рiвняннями, генеруються на основi базових умов самоузгоджено-
стi та конформної симетрiї, присутньої в критичнiй точцi, безвiдносно до будь-
яких мiкроскопiчних деталей i без звертань до мiкроскопiчних гамiльтонiанiв. За
допомогою чисельного дослiдження таких умов стало можливим дуже точне зна-
ходження даних, безпосередньо пов’язаних з критичними показниками, звичними
в теорiї критичних явищ.2

Цi успiхи стимулювали численнi дослiдження в статистичнiй фiзицi, а та-
кож у рiзних сумiжних наукових галузях. Достатньо зробити пошуковий запит
“bootstrapping” в Google Scholar щоб знайти тисячi найрiзноманiтнiших цiкавих
робiт. Науковцi, що володiють новими методами конформного бутстрапу, шука-
ють цiкавi задачi фiзики багаточастинкових систем, особливо тi, в розв’язаннi

1R. Rattazzi, V.S. Rychkov, E. Tonni, A. Vichi, J. High Energy Phys. 2008, 031 (2008).
2Кульмiнацiєю “нового” методу конформного бутстрапу є найбiльш точний на сьогоднiшнiй день розрахунок

критичних показникiв моделi Iзiнга у вимiрностi простору d = 3, а саме η = 0.0362978(20) i ν = 0.629971(4)
(F. Kos та iн., J. High Energy Phys. 2016, 036 (2016)). Вичерпне порiвняння з альтернативними чисельними оцiн-
ками, зокрема, шестипетльовими результатами ε = 4− d -розкладу, представлене в M.V. Kompaniets, E. Panzer,
Phys. Rev. D 96, 036016 (2017).
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яких у минулому виникали труднощi та неузгодження.
Так, з нової перспективи починають розглядатися, i, вiдповiдно, знов набу-

вають актуальностi задачi, близькi до розглянутих у дисертацiйнiй роботi. Дослi-
джуються невпорядкованi системи з замороженим безпорядком3, системи з нецi-
лими вимiрностями простору4, з анiзотропною скейлiнговою iнварiантнiстю5, зi
структурними фазовими переходами6 та iншi.

Серед дослiджень складних систем статистичної фiзики, що набули особли-
вої актуальностi у зв’язку з розвитком останнiх подiй, для нас особливий iнтерес
представляє вивчення критичної поведiнки обмежених поверхнями систем з засто-
суванням методiв конформної теорiї поля. Ця галузь вiдома пiд назвою “boundary
conformal field theory”, BCFT.

Перша робота, в якiй з точки зору конформного бутстрапу дослiджувала-
ся критична поведiнка напiвбезмежних систем, з’явилася у 2013 р.7 Тут були
сформульованi самоузгодженi рiвняння, специфiчнi для задач цiєї категорiї. За
допомогою методiв лiнiйного програмування були отриманi чисельнi оцiнки для
деяких базових скейлiнгових вимiрностей, пов’язаних з поверхневими критични-
ми показниками спецiального та екстраординарного переходiв при d = 3. Аналiз
отримуваних результатiв вiдбувався з використанням даних нашої роботи [5].

Бiльш точнi данi були отриманi в роботах8. Результати порiвнювались як з
теоретичними розрахунками нашої роботи [5], так i з низкою даних, отриманих
методом Монте Карло (див. табл. 1 роботи Gliozzi8b). У випадку екстраординар-
ного переходу конформний бутстрап дав певну iнформацiю про спектр об’ємних
операторiв, що представляє iнтерес поза межами теорiї систем з поверхнею. Ана-
логiчна задача розглядалася також у недавнiй роботi здобувача iз спiвавторами9a.

Значного прогресу було досягнуто i в розвитку аналiтичних методiв. В ро-
ботi10 були вiдтворенi вiдомi скейлiнговi вимiрностi головних поверхневих опера-
торiв, що вiдповiдають спецiальному та звичайному переходам, у порядку O(ε2).
Це — найвищий порядок ε-розкладу, вiдомий на сьогоднi для критичних пока-
зникiв цих переходiв. Бiльше того, тут вперше знайшли внесок порядку O(ε2) в
парнi кореляцiйнi функцiї переходiв цих двох видiв. Пiдкреслимо, що аналогiчнi
явнi результати порядку O(ε2) дотепер не були вiдомими в статистичнiй фiзицi.

Найновiшi досягнення в аналiтичних дослiдженнях напiвбезмежних систем
пов’язанi також i з нашими недавнiми роботами9. Тут були отриманi явнi вира-
зи для шарової сприйнятливостi напiвбезмежних моделей з однокомпонентним та

3Z. Komargodski, D. Simmons-Duffin, J. Phys. A: Math. Theor. 50, 154001 (2017), O. Aharony, V. Narovlansky,
Phys. Rev. D 98, 045012 (2018).

4A. Cappelli, L. Maffi, S. Okuda, J. High Energy Phys. 01, 161 (2019).
5B. Chen, P-X. Hao, Z-f. Yu, Phys. Rev. D 101, 066029 (2020).
6J. Henriksson, S.R. Kousvos, A. Stergiou, SciPost Phys. 9, 35 (2020).
7P. Liendo, L. Rastelli, B.C. van Rees, J. High Energy Phys. 2013, 113 (2013).
8aF. Gliozzi та iн., J. High Energy Phys. 2015, 036 (2015), bF. Gliozzi, J. High Energy Phys. 2016, 037 (2016).
9aP. Dey, T. Hansen, M. Shpot, J. High Energy Phys. 2020, 051 (2020), bM.A. Shpot, J. High Energy Phys. 2021,

055 (2021).
10A. Bissi, T. Hansen, A. Söderberg, J. High Energy Phys. 2019, 010 (2019).
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O(n)-симетричним параметром порядку при екстраординарному переходi, вихо-
дячи з яких, i використовуючи новiтнi методи конформної теорiї поля, ми вперше
виконали явний розрахунок парної кореляцiйної функцiї для цього класу унiвер-
сальностi в наближеннi O(ε). Дотепер цi функцiї були вiдомими лише в класи-
чному наближеннi Ландау (отриманому ще в 1975 р.!).

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-
тацiйна робота виконана в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України,
з науковою тематикою якого пов’язаний вибраний напрямок дослiджень. Пред-
ставленi в дисертацiї результати отриманi згiдно з планами робiт в рамках держ-
бюджетних тем НАН України: “Дослiдження фазових переходiв першого та дру-
гого роду з використанням функцiональних методiв” (1988–1993 рр., номер дер-
жавної реєстрацiї 01 88 0086790), “Дослiдження критичної поведiнки простих та
багатокомпонентних флюїдiв та спiнових систем” (1994–1998 рр., номер держав-
ної реєстрацiї 01 94 022987), “Дослiдження фазових переходiв в об’ємних i про-
сторово-обмежених системах та опис на мiкроскопiчному рiвнi їх термодинамi-
чних та структурних характеристик” (1999–2001 рр., номер державної реєстра-
цiї 0199U000668), “Розвиток кiлькiсної теорiї фазових переходiв у конденсованих
системах” (2002–2004 рр., номер державної реєстрацiї 0102U000218), “Особливо-
стi критичної поведiнки конденсованих систем пiд впливом зовнiшнього поля,
структурного безладу, фрустрацiй та анiзотропiї” (2005–2007 рр., номер держав-
ної реєстрацiї 0105U002081), “Розвиток i застосування методiв аналiтичної теорiї
та комп’ютерного експерименту для опису явищ переносу в iон-електронних си-
стемах” (2007–2011 рр., номер державної реєстрацiї 0107U002081), “Аналiтичнi та
чисельнi дослiдження скейлiнгових властивостей та фазових переходiв у багато-
частинкових системах” (2008–2012 рр., номер державної реєстрацiї 0108U001152),
“Розвиток теорiї складних плинiв та мiжфазних областей: фазова поведiнка, стру-
ктурнi, термодинамiчнi та динамiчнi властивостi” (2009–2013 рр., номер державної
реєстрацiї 0109U001058), “Багатомасштабнiсть i структурна складнiсть конденсо-
ваної речовини: теорiя i застосування” (2013–2016 рр., номер державної реєстрацiї
0112U003119), “Розвиток теоретичних методiв опису флюїдних, граткових та скла-
дних систем поблизу точок фазового переходу” (2013–2017 рр., номер державної
реєстрацiї 0112U007763), “Новi концепцiї статистичного опису i їх застосування
у теорiї багаточастинкових систем” (2017–2019 рр., номер державної реєстрацiї
0117U002093), “Методи i моделi статистичної фiзики для опису виникнення стру-
ктур та пояснення скейлiнгу у складних системах” (2018–2022 рр., номер держав-
ної реєстрацiї 0118U003012). Робота з iноземними спiвавторами проводилася за
пiдтримки Комiсiї з атомної енергiї (CEA), Францiя (1991–1992 рр.), гранту фон-
ду Александра фон Гумбольдта, ФРН (1993–1995 рр.), грантiв Sonderforschungsbe-
reich 237 i Програми Лейбнiца Di 378/2-1, Di 378/3, Di 378/5 Нiмецького фiзичного
товариства (DFG) (1996–2014 рр.).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є опис
критичної поведiнки складних систем статистичної фiзики, характерною рисою
яких є неiдеальнiсть їх властивостей в реальному просторi. До такого опису в пер-
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шу чергу належить дослiдження параметрiв, якi характеризують термодинамiчнi
величини i кореляцiйнi функцiї в околi критичної температури Tc, — критичних
показникiв i критичних амплiтуд. Вони визначають загальну форму сингуляр-
ностей дослiджуваних величин у критичнiй областi, i є доступними для експе-
риментальних вимiрювань. Однiєю з наших цiлей є якомога точнiше визначення
чисельних значень цих параметрiв, а також явних функцiональних форм коре-
ляцiйних функцiй при T = Tc. Для таких розрахункiв потрiбне просування до
чимраз вищих наближень теорiї збурень в поєднаннi зi специфiчною подальшою
математичною обробкою отримуваних даних. При роботi зi складними системами
це вимагає використання передових математичних пiдходiв.

Для досягнення поставленої мети в роботi необхiдно було виконати наступнi
завдання, серед яких:

1. Розрахунок критичних показникiв i унiверсальних комбiнацiй критичних
амплiтуд невпорядкованих систем у фiксованих вимiрностях простору,
зокрема при d = 3.

2. Знаходження поверхневих критичних показникiв тривимiрних напiвбезме-
жних систем при звичайному i спецiальному переходах.

3. Вивiд критичних показникiв сильно анiзотропних систем в точцi Лiфшица
в рамках ε- 1/n-розкладiв.

4. Розрахунок явних виразiв для кореляцiйних функцiй в точцi Лiфшица.
5. Знаходження критичних амплiтуд Казимира iзотропних та анiзотропних

просторово обмежених систем з двома поверхнями.
6. Дослiдження деяких математичних властивостей вищих трансцендентних

функцiй (таких як функцiї Аппеля, узагальненi гiпергеометричнi функцiї
3F2) та iнтегралiв вiд добуткiв дзета-функцiй Гурвiца.

При розв’язаннi перелiчених задач кожен раз нашою метою був їх розгляд
у найвищих доступних наближеннях. З часу наших публiкацiй жодна з цих задач
не була розв’язана iншими авторами у вищих наближеннях (за винятком робiт11

для невпорядкованої моделi Iзiнга), чи бiльш досконалими методами.
Об’єктом дослiдження дисертацiйної роботи є просторово неоднорiднi си-

стеми з рiзними видами неоднорiдностi, що перебувають у точцi фазового пере-
ходу другого роду та її околi.

Предметом дослiдження є критичнi показники, критичнi амплiтуди та ко-
реляцiйнi функцiї, що описують статичну критичну поведiнку просторово неодно-
рiдних систем.

Методи дослiдження. Ключовим методом дослiдження, що використо-
вується в роботi, є теоретико-польовий пiдхiд до критичних явищ в контекстi
ренормалiзацiйної групи (РГ) Вiльсона. В загальних рамках цього пiдходу вико-
ристовуються рiзнi варiанти ε-розкладу Вiльсона-Фiшера, “масивна” теорiя поля

11 Yu. Holovatch, T. Yavors’kii, J. Stat. Phys. 92, 785 (1998), I. Mayer, Physica A 252, 450 (1998), P. Calabrese
та iн., Phys. Rev. B 68, 134418 (2003), див. стор. 9, 11.
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Парiзi у фiксованих вимiрностях простору, 1/n-розклад за великим числом ком-
понент параметра порядку n Абе-Ма, розклади в ряди теорiї збурень в термiнах
дiаграм Фейнмана. Застосування цих методiв у данiй роботi є нетривiальними i
оригiнальними. Вони приводять до нових результатiв у нетривiальних наближен-
нях, бiльшiсть з яких залишається найвищими до теперiшнього часу.

Наукова новизна одержаних результатiв. Вперше масивна теорiя поля
застосована при нецiлих фiксованих вимiрностях простору 2 < d < 4. Виведе-
но явнi вирази двопетльових функцiй ренормалiзацiйної групи для довiльних d.
Побудовано плавнi залежностi вiд d критичних показникiв iзiнгiвських систем з
замороженим безпорядком.

Вперше масивна теорiя поля при d = 3 застосована до дослiдження крити-
чних амплiтуд невпорядкованих iзiнгiвських систем при температурах, вищих i
нижчих за критичну. На основi цього методу вперше здiйснено розрахунок унi-
версальних комбiнацiй критичних амплiтуд, зокрема вiдношень їх величин при
T > Tc i T < Tc. Зроблено висновок про те, що теоретичне значення вiдношення
критичних амплiтуд питомої теплоємностi A+/A− при d = 3 може бути додатнiм
на противагу передбаченням

√
ε−розкладу.

Вперше масивна теорiя поля при довiльних вимiрностях простору d сформу-
льована для напiвбезмежних систем. Запропоновано умови нормування для ви-
падкiв звичайного та спецiального переходiв. Проведенi двопетльовi розрахунки
поверхневих критичних показникiв цих переходiв при d = 3. Зроблено висновок
про те, що невпорядкованiсть поверхнi не впливає на особливостi спецiального
переходу, а об’ємний безпорядок змiнює показники звичайного переходу.

У дисертацiї запропоновано новий пiдхiд до розрахунку критичних пока-
зникiв точки Лiфшица (ТЛ) з довiльною кiлькiстю осей анiзотропiї m. Вперше
отриманi правильнi ε-розклади показникiв ТЛ з точнiстю до O(ε2) i зроблено
висновок про те, що в нетривiальнiй взаємодiючiй теорiї iндекс анiзотропiї θ є
некласичним для будь-якої кiлькостi напрямiв модуляцiї m. Виявлено та проана-
лiзовано помилки iнших авторiв в аналогiчних розрахунках.

Вперше поставлена задача про вплив кристалiчної структури на критичну
поведiнку m-вiсних ТЛ i показано, що анiзотропiя пiдпростору модуляцiї може
бути причиною змiни характеру фазового переходу в ТЛ.

Сформульовано ренормгруповий опис напiвбезмежних анiзотропних систем
з поверхнею, перпендикулярною до однiєї з осей анiзотропiї. Виведенi некласичнi
поверхневi показники звичайного переходу в таких системах.

Вперше для ТЛ з 0 ≤ m ≤ d застосований 1/n−розклад за великою кiль-
кiстю компонент параметра порядку. Знайдено поправки порядку 1/n для коре-
ляцiйних i термодинамiчних показникiв. Встановлено узгодження з вiдомими ре-
зультатами у чотирьох рiзних граничних режимах. Якiсний аналiз залежностей
критичних показникiв вiд вимiрностi простору d дозволив зробити висновок про
те, що кореляцiйний критичний показник η4(m, d) мiняє знак при змiнi d.

Виявлена неаналiтичнiсть ε-розкладу амплiтуд Казимира плiвкових систем
з перiодичними i спецiальними граничними умовами, в явному виглядi знайдено
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поправки порядку O(ε3/2) для цих амплiтуд.
Вперше отримано результати, що стосуються флуктуацiйно iндукованих сил

у сильно анiзотропних системах, по рiзному орiєнтованих мiж двома паралельни-
ми поверхнями, що їх обмежують.

Практичне значення одержаних результатiв. Узагальнення теорети-
ко-польових пiдходiв у дослiдженнях критичних явищ, розробленi в дисертацiї,
можуть використовуватися для уточнення отриманих даних шляхом розгляду
вищих наближень теорiї збурень. Так, в рамках цiкавої i актуальної задачi про
змiну поведiнки критичних систем iз змiною вимiрностi простору d, а також при
розрахунку величини R+

ξ у невпорядкованiй моделi Iзiнга, розрахунки у вищих
наближеннях були виконанi в роботах рiзних авторiв11. Пiдходи наших робiт [1]
i [2] можуть бути поширеними також на iншi моделi та задачi в теорiї багаточа-
стинкових систем.

Отриманi нами в [5] чисельнi оцiнки поверхневих критичних показникiв ци-
туються практично всiма роботами, присвяченими критичним явищам в напiвбе-
змежних системах, зокрема вони використовуються в найновiших дослiдженнях
методами конформного бутстрапу7,8.

Нашi формулювання теорiї сильно анiзотропних систем в точцi Лiфшица
i технологiчнi засоби, якi при цьому використовуються, з певнiстю є корисними
для квантових теорiй поля з порушенням Лоренцiвської iнварiантностi (див. стор.
23). Деякi математичнi аспекти таких теорiй грунтовно дослiджувалися в нашiй
роботi [26]. Пропонованi нами способи розрахункiв є суттєво ефективнiшими за
всi попереднi i дозволяють проводити аналогiї до iнших складних систем.

Запропонований в роботi [15] пiдхiд до реорганiзацiї теорiї збурень, де вона
не працює традицiйним чином, дає загальний алгоритм, який також може бути
використаний для знаходження спостережуваних величин в iнших теорiях, таких
як тиск в температурнiй теорiї поля12.

Нарештi, нашi статтi [16, 22] використовуються i цитуються в математичних
роботах, присвячених дослiдженням спецiальних функцiй.

Особистий внесок здобувача. В роботах [1, 27] здобувачем виконанi ана-
лiтичнi розрахунки, пов’язанi з iнтегралами Фейнмана i функцiями РГ, аналiз
отриманих результатiв i написання тексту статтi. В [2] поставлена задача, вико-
нанi всi аналiтичнi розрахунки i аналiз чисельних результатiв. В [3, 5] виконанi всi
розрахунки (за винятком дослiдження неаналiтичностi в перенормуваннi поверх-
невих взаємодiй), обробка i аналiз отриманих даних. В [6, 7] здобувачевi належить
оригiнальна iдея розрахунку полюсних частин дiаграм Фейнмана i iнтегральних
представлень їх лишкiв, аналiтичнi (за винятком аналiзу рiвнянь РГ) та чисельнi
розрахунки, аналiз результатiв i їх порiвняння з даними iнших робiт. Коментарi
[8, 11] i присвячена iзотропнiй ТЛ стаття [10] написанi спiвавтором здобувача у
значнiй мiрi на основi його попереднiх дослiджень; в задачi про критичну пове-
дiнку напiвбезмежних систем в ТЛ [14] здобувач виконав аналiтичнi розрахунки

12U. Kraemmer, A. Rebhan, Rep. Prog. Phys. 67, 351 (2004).
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функцiй РГ, отримав остаточнi чисельнi результати. В роботi [9] здобувачу нале-
жить постановка задачi, розрахунки в порядку O(

√
ε
2
) поверхневих критичних

показникiв, написання остаточної версiї опублiкованої статтi. Здобувачу належить
також постановка задачi роботи [12] про вплив кристалiчної структури пiдпросто-
ру модуляцiї на критичну поведiнку m-вiсних ТЛ i аналiтичний розрахунок вiд-
повiдного кросоверного показника. В [13, 17, 21] здобувач виконав всю аналiтичну
i чисельну роботу за винятком найперших загальних iнтегральних представлень
кореляцiйних показникiв, написав текст статтi [21]. В [15] здобувач iдентифiку-
вав проблеми вищих порядкiв теорiї збурень для амплiтуд Казимира в плiвкових
системах з перiодичними граничними умовами i вперше отримав неаналiтичний
внесок O(ε3/2) шляхом сумування безмежного ряду дiаграм. В [19, 20] здобувач
брав активну участь на всiх етапах роботи, в першу чергу — розрахункiв дiаграм-
них розкладiв; виявив i виправив помилки в оригiнальних статтях та iнiцiював
публiкацiю коректних результатiв. В [22–26] здобувач задiяв вiдомих математи-
кiв до розв’язання математичних задач, що виникали в процесi його фiзичних
дослiджень. В одноосiбних статтях [4, 16, 18] вся робота виконана здобувачем.

Апробацiя роботи. Основнi результати роботи доповiдалися i обговорю-
валися на: The 18th IUPAP International Conference on Statistical Physics (Berlin,
FRG, 2–8 August 1992); The 19th IUPAP International Conference on Statistical
Physics (Xiamen, PRC 31 July – 4 August 1995); Verhandlungen der Deutschen Physi-
kalischen Gesellschaft 7/1995 (Berlin, FRG, 1995); Науковий семiнар з статистичної
терорiї конденсованих систем (Львiв, Україна, 14–15 березня 1997); Iзингiвськi
читання (Львiв, Україна, 29 квiтня 1998); International Congress on Mathematical
Physics “ICMP 2000” (London, UK, July 17–22 2000); Workshop on Modern Problems
of Soft Matter Theory (Lviv, Ukraine, August 27–31 2000); Meeting of the American
Physical Society (Seattle, USA, March 12–16 2001); 20–th European Conference on
Surface Science (Krakow, Poland, September 04–07 2001); The 21th IUPAP Interna-
tional Conference on Statistical Physics (Cancun, July 15–21 2001); Рiздвянi дискусiї
(Львiв, Україна, 4–5 сiчня 2002); VI Ukrainian–Polish and II East–European Meet-
ing on Ferroelectrics Physics (Uzhgorod–Synjak, Ukraine, September 6–10, 2002); The
Spring–Meeting of the German Physical Society (Berlin, FRG, March 04–09 2005);
The 6th International Conference “Renormalization Group 2005” (Helsinki, Finland,
30 August – 03 September 2005); The 23th IUPAP International Conference on Statis-
tical Physics (Genova, Italy, July 09–13 2007); The 3rd Conference “Statistical Physics:
Modern Trends and Applications” (Lviv, Ukraine, June 23–25 2009); Meeting of the
American Physical Society (Portland, Oregon, USA, March 15–19 2010); Meeting of
the American Physical Society (Dallas, Texas, USA, March 21–25 2011); The 36th Con-
ference of the Middle European Cooperation in Statistical Physics MECO 36 (Lviv,
Ukraine, April 5–7 2011); The 4th Conference on Statistical Physics: Modern Trends
and Applications (Lviv, Ukraine, July 3–6 2012); 13–та Всеукраїнська школа–
семiнар та Конкурс молодих вчених (Львiв, Україна, 5–7 червня 2013); Йорданськi
читання (Львiв, Україна, 2018), а також на семiнарах Iнституту фiзики конден-
сованих систем НАН України, факультету фiзики Унiверситету Дуйсбурґ–Ессен
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(Ессен, Дуйсбурґ ФРН), кафедри теоретичної фiзики Унiверситету Аахен (Аа-
хен, ФРН) вiддiлу теоретичної фiзики Центру ядерних дослiджень Сакле (Сакле,
Францiя), факультету фiзики Унiверситету Нансi (Нансi, Францiя), факультету
математики Пiвденно-китайського унiверситету технологiї (Ґуанґджоу, КНР).

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 27 статей у фахових
наукових виданнях [1–27] (серед них 3 статтi [4, 16, 18] є одноосiбними) i 21 тези
мiжнародних конференцiй [28–48].

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз пе-
релiку умовних скорочень, вступу, 7 роздiлiв основної частини, загальних виснов-
кiв, списку використаних джерел з 398 найменувань, двох додаткiв, i мiстить 14
рисункiв i 12 таблиць. Робота викладена на 265 сторiнках (зi списком використа-
них джерел i додатками — 307 сторiнок).

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У дисертацiйнiй роботi дослiджується критична поведiнка просторово неоднорi-
дних багаточастинкових систем. Термiн “неоднорiднiсть” передбачає наявнiсть за-
морожених домiшок, однiєї чи двох поверхонь, просторової анiзотропiї, а також
поєднання цих рiзних властивостей.
У вступi висвiтлено актуальнiсть теми, сформульовано мету i завдання дисер-
тацiї, окреслено наукову новизну i практичне значення отриманих результатiв,
визначено особистий внесок здобувача та наведено iнформацiю щодо апробацiї
роботи.
У першому роздiлi представлено короткий огляд лiтератури за темами, безпосе-
редньо дослiдженими в дисертацiйнiй роботi. Спочатку системи всiх розглянутих
типiв розглядаються на рiвнi спiнових гамiльтонiанiв. Далi говориться про лiте-
ратуру, пов’язану з кожною з них, i про роль роботи здобувача та її мiсце серед
лiтератури — як до написання оригiнальних статей, так i пiсля їх публiкацiї.
Другий роздiл присвячений дослiдженню (слабо)невпорядкованої моделi Iзiнга
з замороженим безпорядком, чи розведеної моделi Iзiнга — “dilute Ising model”,
DIM. Її критична поведiнка вивчається в тривимiрному просторi d = 3, а також
в нецiлих вимiрностях простору d мiж d = 2 i d = 4. Ми працюємо з ефективним
гамiльтонiаном (ЕГ) Ландау-Гiнзбурга-Вiльсона

H
[

φ
]

=

∫

ddx

{

1

2

[

(∇φ)2 +m2
0 |φ |2

]

+
u0

4!

(

|φ |2
)2

+
v0
4!

n
∑

a=1

φ4
a

}

, (1)

де векторне поле параметра порядку φ = φ(x) = {φa(x), a = 1, . . . , n}. Чи-
сло компонент поля n вважається неперервним, i в остаточних результатах, що
стосуються DIM, розглядається реплiчна границя n → 0. Модель (1) означена
в безмежному iзотропному i трансляцiйно iнварiантному d-вимiрному евклiдово-
му координатному просторi Rd з радiус-вектором x = {xα, α = 1, . . . , d} ∈ R

d.
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Вимiрнiсть простору d теж вважається неперервною змiнною на протязi всiєї ро-
боти. Завдяки iзотропiї i трансляцiйнiй iнварiантностi простору поле φ залежить
вiд модуля x радiус-вектора x.

Початковими (неперенормованими) параметрами теорiї є “маса” m2
0, лiнiйна

функцiя температури, i двi константи зв’язку, u0 i v0. Константа зв’язку u0 стоїть
бiля звичного O(n)-симетричного члена типу φ4. В теорiях iдеальних систем u0 >
0, але, за побудовою, при описi DIM u0 є вiд’ємною: u0 < 0. Цей знак повинен
зберiгатися у вiдповiднiй нерухомiй точцi. В останньому доданку проявляється
кубiчна анiзотропiя простору параметра порядку; тут ми маємо v0 > 013.

В наших розрахунках ми дотримувалися загальної схеми масивної теорiї
поля при фiксованих вимiрностях простору d,14 з використанням звичайних умов
нормування вершинних функцiй Грiна при нульових зовнiшнiх iмпульсах i нену-
льовiй масi (тобто при температурi, вiдмiннiй вiд критичної). Стандартнi комбi-
нацiї iнтегралiв Фейнмана вдалося знайти в термiнах гiпергеометричних функцiй
Гауса 2F1, залежних вiд довiльного параметра ε = 4− d:

i(d) =
/

2 =
1

2− ε

[

2 + 2F1

(

ε, 1;
1

2
+

ε

2
;
1

4

)

− 2 2F1

(ε

2
, 1;

1

2
;
1

4

)

]

,

j(d) =
∂

∂k2

∣

∣

∣

k2=0

/

2 =
1

3d

[

4− (4 + d)i(d)
]

.

Знання явних залежностей функцiй РГ вiд вимiрностi простору d дозволяє прово-
дити розрахунок критичних показникiв DIM безпосередньо при довiльних нецiлих
значеннях d. Так ми побудували плавнi залежностi вiд вимiрностi простору кри-
тичних показникiв DIM i виконали необхiднi порiвняння — див. Рис. 1.

Рис. 1. Критичний показник ν DIM як фун-
кцiя вимiрностi простору d.

— суцiльна лiнiя: [1] при 2 ≤ d ≤ 3.4
— крива з “виколеними” точками: пересуму-
вання O(

√
ε
2
)

— точкова лiнiя: Newman, Riedel, Phys. Rev.
B 25, 264 (1982)
— ∗: точне при d = 2; найкраще на 1992 р.
при d = 3, Mayer та iн. Ferroel. 95, 93 (1989)

Аналогiчнi кривi наступного, трипетльово-
го наближення — на рис. 5 в Holovatch,
Yavors’kii, J. Stat. Phys. 92, 785 (1998)

Дослiдження унiверсальних комбiнацiй критичних амплiтуд i рiвняння ста-
ну DIM технiчно набагато складнiше, i робота виконувалася безпосередньо в
тривимiрному просторi. Тут використовувалися безпосереднє узагальнення теорiї

13Це обмеження не накладається при розглядi кубiчної моделi з n > 1; в граничному випадку n = 1 обидва
члени типу φ4 стають однаковими, i ЕГ (1) втрачає свою анiзотропнiсть у параметричному просторi.

14 G. Parisi, J. Stat. Phys. 23, 49 (1980).
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Парiзi14 на випадок розрахункiв критичних амплiтуд, а також на розгляд низь-
котемпературної фази T < Tc з урахуванням спонтанного порушення симетрiї та
наявностi в системi ненульового параметра порядку.15

У високотемпературнiй фазi T > Tc визначається унiверсальна комбiнацiя
R+

ξ , фiзичний змiст якої полягає у зв’язку з величиною вiльної енергiї (ВЕ) в
кореляцiйному об’ємi, тобто, з добутком fsingξ

d, де fsing — сингулярна частина
густини ВЕ, а ξ — кореляцiйна довжина. При T → Tc величина fsingξ

d ∝ t2−αt−dν

є незалежною вiд температури, оскiльки 2 − α = dν.16 В термiнах критичних
амплiтуд, R+

ξ = A
1/d
+ ξ+0 , де ξ+0 — амплiтуда температурної залежностi кореляцiйної

довжини ξ(t) ≃ ξ+0 t
−ν + o(t−ν) при t ≡ (T − Tc)/Tc → 0, а A+ — амплiтуда

сингулярної частини питомої теплоємностi

C(t) = −T
∂2f

∂T 2
≃ A±

α
|t|−α + C0. (2)

В термiнах залежних вiд температури фiзичних величин ми маємо

R+
ξ =

[

αt2Csing(t)
]

1
d ξ(t) = t [−C ′(t)]

1
d ξ(t). (3)

Перевагою другого запису є те, що похiдна за t лiквiдує постiйний внесок C0 з (2).
Оскiльки в масивнiй теорiї температурною змiнною, яка контролює набли-

ження до критичної точки, є перенормована маса m = ξ−1 ∝ tν або m2
1 = Z−1

φ m2 =

χ−1 ∝ tγ, для розрахунку R+
ξ потрiбно визначити зведену температуру t. Як у ро-

ботi17, ми визначаємо t = γZφZφ2m2
1, де Zφ i Zφ2 — звичайнi ренормалiзацiйнi

фактори поля i його квадрата. Питому теплоємнiсть розраховуємо за означенням
(2) з дiаграмного розкладу для ВЕ в чотирипетльовому наближеннi (для компа-
ктностi чотири чотирипетльовi дiаграми (4L) опущенi)

F = − − − − 4L − · · · , (4)

i ще раз диференцiюємо її вiдповiдно до (3). Потрiбнi iнтеграли Фейнмана були
розрахованi в явному виглядi [2].18

Для чисельних оцiнок величини R+
ξ використовувалися апроксиманти типу

Паде для подвiйних рядiв i координати нерухомої точки трипетльового наближе-
ння19 v∗ = 2.26212, u∗ = −0.74537. Результати i порiвняння наведенi в Табл. 1.

15Для iдеальних систем таке узагальнення було розроблене в C. Bagnuls, та iн. Phys. Rev. B 35, 3585 (1987).
16 Унiверсальнiсть R+

ξ була передбачена ще на початку 1970-х рокiв, див. V. Privman, та iн. Universal critical-
point amplitude relations, Phase Transitions and Critical Phenomena, vol. 14, 1–134, 364–367, Academic, NY, 1991.

17C. Bervillier, C. Godréche, Phys. Rev. B 21, 5427 (1980).
18 Правильнiсть отриманих виразiв пiдтверджувалася звiркою з чисельними даними таблиць B.G. Nickel, D.I.

Meiron, G.A. Baker, Jr., Compilation of 2-pt and 4-pt graphs for continuum spin models, Guelph University Report,
1977. Згодом аналогiчнi результати були отриманi в роботi A.K. Rajantie, Nucl. Phys. B 480, 729 (1996).

19 Вперше правильно визначенi в Н.А. Шпот, Препринт ИТФ-88-140Р (1988), Phys. Lett. A 142, 474 (1989).
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n R+
ξ

0 0.286± 0.004
0 0.2886± 0.0006a

0 0.290(10)b

0 0.2885(15)c

3 0.42± 0.01

Табл. 1. Чисельнi оцiнки R+

ξ при d = 3 для DIM (n = 0) i кубi-
чної моделi (n = 3)

Без iндексiв — величини, отриманi в нашiй роботi [2]
a 5-петльове наближення: Mayer, Physica A 252, 450 (1998)
b 6-петльове наближення: Calabrese та iн. Phys. Rev. B 68,
134418 (2003)
c Монте Карло: Calabrese та iн. Phys. Rev. E 68, 036136 (2003)

При T < Tc ми повиннi враховувати спонтанне порушення симетрiї i працю-
вати з квазiсереднiм Боголюбова, що передбачає включення зовнiшнього поля h0.
Це приводить до появи додаткового члена −h0

∫

ddx
∑n

a=1 φa в ЕГ (1). Далi вико-
нується поворот системи координат, який приводить цей доданок до стандартно-
го вигляду −h0

∫

ddx φ1. В результатi видiлення середнього значення M0 = 〈φ1〉
виникають поздовжня та поперечна оберненi сприйнятливостi, що задiюються в
результуючiй теорiї збурень з вершинами φ4, φ3 i φ2. У трипетльовому наближеннi
слiд враховувати бiльше 50 дiаграм Фейнмана з нетривiальною реплiчною гра-
ницею n → 0 через наявнiсть вiд’ємних степенiв n в промiжних викладках. Ми

Табл. 2. Чисельнi оцiнки унiверсальних комбiнацiй критичних амплiтуд DIM.
DIM: [2];

√
ε: Шпот, ЖЭТФ 98, 1762 (1990), тут A+/A−

< −1/2; Експ: експериментальнi
данi aJaccarino, King, J. Phys. Paris 49, 1209 (1988), bBirgeneau та iн. Phys. Rev. B 27, 6747
(1983); CPPV: Calabrese та iн. Phys. Rev. B 68, 134418 (2003), тут A+/A−

= 1.6(3), як i вb; IM:
комбiнацiї амплiтуд чистої моделi Iзiнга з Bagnuls та iн. Phys. Rev. B 35, 3585 (1987)

DIM
√
ε Експ CPPV IM

Γ+/Γ− 3.05± 0.32 > 2 2.8± 0.2a 5.5(1.0) 4.77± 0.30
A−/A+ 0.17± 0.16 < 0 0.625b 0.625 1.848
RC 0.070± 0.002 0.03 0.08(2) 0.0594± 0.0011
r 2.8± 0.9 3.57 2.998

отримуємо термодинамiчний потенцiал Γ(M0, T ), рiвняння стану, спонтанну нама-
гнiченiсть, магнiтну сприйнятливiсть i питому теплоємнiсть у виглядi подвiйних
рядiв за перенормованими константами зв’язку u i v. З них виводимо аналогiчнi
розклади для вiдношень критичних амплiтуд сприйнятливостi χ ≃ Γ±|t|−γ, те-
плоємностi (2) i комбiнацiй RC = A+Γ+/B

2 i r = RC/(R
+
ξ )

3 = Γ+(ξ
+
0 )

−3B−2, де
B — амплiтуда намагнiченостi M0 = B|t|β. Чисельнi оцiнки i порiвняння наведенi
в Табл. 2.

У третьому роздiлi дослiджується критична поведiнка напiвбезмежних си-
стем — “semi-infinite systems”, SIS, з iзотропними короткосяжними взаємодiями,
на основi ефективного гамiльтонiана

H[φ] =

∫ ∞

0

dz

∫

dd−1r

[

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2

0 |φ|2 +
u0

4!
(|φ|2)2

]

+

∫

∂V

dd−1r
(1

2
c0|φs|2

)

. (5)
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На вiдмiну вiд звичайних об’ємних систем, тут система “займає” верхню поло-
вину d-вимiрного простору V = R

d
+ ≡ {x = (r, z) ∈ R

d | r ∈ R
d−1, z ≥ 0},

обмежену плоскою (d − 1)-вимiрною гiперповерхнею ∂V при z = 0 з поверхне-
вими полями φs(r) = φ(r, 0). Константа зв’язку u0 > 0 характеризує флуктуацiї
полiв в об’ємi системи, а c0 — локальний поверхневий параметр, що описує вiд-
хилення сили поверхневих взаємодiй вiд об’ємних — “surface enhancement”. Якщо
поверхневi взаємодiї не особливо сильнi, при T = Tc в SIS вiдбувається т. зв. зви-
чайний перехiд, при якому впорядкування об’єму системи V “iндукує” критичнi
особливостi фiзичних величин на поверхнi ∂V . Але, iснує таке спецiальне значен-
ня c0 = csp0 , що при T → Tc i об’єм i поверхня системи впорядковуються одночасно.
Такий фазовий перехiд називається спецiальним. Екстраординарний перехiд, що
вiдбувається в SIS у присутностi далекосяжного впорядкування на поверхнi, дуже
цiкавий з точки зору теорiї9, але надалi не розглядатиметься.

Ми узагальнили формулювання масивної теорiї поля14 на випадок SIS. Це
дало можливiсть дослiджувати поверхневу критичну поведiнку безпосередньо у
фiзичнiй вимiрностi простору d = 3, хоча насправдi наш метод є бiльш загальним
i теорiя працює при довiльних d в межах d∗ ≥ d > d

(n)
ℓ мiж верхньою граничною

вимiрнiстю d∗ i нижньою, d(n)ℓ , що залежить вiд вимiрностi параметра порядку n.
Наприклад, у випадку спецiального переходу ми отримали загальнi вирази

для ренормгрупових функцiй з довiльним d в однопетльовому наближеннi [4]

ηsp1 (u∗) = ηsp‖ (u∗) = −n+ 2

n+ 8

ε

1 + ε
,

ηc(u
∗) =

n+ 2

n+ 8

ε

1 + ε

[

1− 2
1+ε
2 2F1

(

3− ε

2
,
1 + ε

2
;
3 + ε

2
;
1

2

)]

,

де ε = 4 − d > 0 не обов’язково мале, а 2F1 - гiпергеометрична функцiя Гауса.
При ε → 0 звiдси вiдтворюються вiдомi результати порядку O(ε). А при d = 3
простою пiдстановкою ε = 1 можна отримати чисельнi оцiнки показникiв пара-
лельних кореляцiй20 ηsp‖ (n = 0) = −1

8 ≃ −0.13 i ηsp‖ (n = 1) = −1
6 ≃ −0.17, а також

ηc(n = 0) = 1
8 (1− 4 ln 2) ≃ −0.22 i ηc(n = 1) = 1

6 (1− 4 ln 2) ≃ −0.30. Величини,
отриманi в цьому найпростiшому наближеннi для ηsp‖ , дуже добре узгоджуються з
результатами наших складних двопетльових розрахункiв (див. Табл. 3). Ренорм-
групова функцiя ηc визначає кросоверний показник Φ = ν[1 + ηc(u

∗)] i показник
локальної поверхневої теплоємностi αsp

11 = α+ ν − 2 + 2Φ = −ν [d− 3− ηc(u
∗)]. У

випадку ηc узгодження є слабкiшим: ряд теорiї збурень для цiєї функцiї поводить
себе значно гiрше, для надiйних чисельних оцiнок необхiдно переходити до вищих
наближень i застосовувати спецiальнi методи пересумувань.

Для отримання чисельних даних у двопетльовому наближеннi ми застосо-
вували таблицi Паде i, де це можливо — пересумування типу Паде-Бореля. Нашi

20Пiдкреслимо, що, на вiдмiну вiд реплiчної границi у випадку DIM, тут значення n = 0 вiдповiдає опису
напiвбезмежних полiмерних систем.
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Табл. 3. Величини поверхневих критичних показникiв спецiального переходу у тривимiрних
полiмерних (n = 0) та iзiнгiвських (n = 1) системах станом на 1998 рiк. aMeirovitch, Livne, J.
Chem. Phys. 88, 4507 (1988), bHegger, Grassberger, J. Phys. A 27, 4069 (1994), cLandau, Binder,
Phys. Rev. B 41, 4633 (1990), dVendruscolo, Rovere, Fasolino, EPL 20, 547 (1992), eRuge, та iн., J.
Stat. Phys. 73, 293 (1993), fRuge, Wagner, Phys. Rev. B 52, 4209 (1995)

η‖ η⊥ β1 γ11 γ1 Φ
n = 0

[3–5] − 0.133 −0.053 0.255 0.666 1.207 0.518
a1988 0.805(15) 1.304(6) 0.530(7)
b1994 0.714(6) 1.230(2) 0.496(4)

n = 1
[3–5] −0.165 −0.067 0.263 0.734 1.302 0.539
c1990 0.18(2) 0.96(9) 1.41(14) 0.59(4)
d1992 0.22 0.74
e1993 0.237(5) 0.461(15)
f1995 0.2375(15) 0.788(1) 1.328(1)

результати в рядi випадкiв поправляють попереднi оцiнки, отриманi з ε-розкладу,
i добре узгоджуються з даними експериментальних робiт i найкращими резуль-
татами чисельних дослiджень методами Монте Карло. В Табл. 3 ми наводимо
приклади наших чисельних оцiнок, порiвнюючи їх з результатами iнших робiт
(додатковi данi — до 2004 р. — мiстяться в табл. 3 огляду21).

Зокрема, наша оцiнка критичного показника поверхневої теплоємностi
αsp
11(n = 1) = −0.182 означає виконання нерiвностi αsp

11 < 0 для iзiнгiвських си-
стем. Ця нерiвнiсть є, фактично, критерiєм несуттєвостi22 слабкої короткосяжно
корельованої замороженої невпорядкованостi на поверхнi для систем такого ти-
пу у тривимiрному просторi при спецiальному переходi. Цей фiзичний висновок,
зроблений у нашiй статтi [5], пiдтверджений симуляцiями Монте Карло22†.

Наша теорiя сформульована таким чином, що поверхневi Z-фактори i η-
функцiї залежать як вiд перенормованої константи зв’язку, так i вiд безрозмiрної
змiнної c = c/m. Це дозволяє, в принципi, охопити як граничнi випадки спецi-
ального i звичайного переходiв, так i кросоверну область мiж ними. Спецiальний
перехiд вiдбувається при c = m = 0 i c = 0, а звичайний — в границi m → 0 з
фiксованим c > 0, а отже при c → ∞.

Безмежне значення c вiдповiдає виконанню в асимптотичному режимi гра-
ничної умови Дiрiхле, φ(r, z)|z=0 ≡ φs(r) = 0. При цьому будь-якi кореляцiй-
нi функцiї, що включають хоч одне поле на поверхнi, тотожньо обертаються в
нуль. У такiй ситуацiї в пригодi стає операторний розклад поля φ(r, z → 0)
бiля поверхнi — “boundary-operator expansion”, BOE.23 В термiнах перенормо-

21M. Pleimling, J. Phys. A 37, R79 (2004).
22 H.W. Diehl, A. Nüsser, Z. Phys. B 79, 69 (1990), †M. Pleimling, W. Selke, Eur. Phys. J. B 1, 385 (1998).
23H.W. Diehl, S. Dietrich, Z. Phys. B 42, 65 (1981), H.W. Diehl, Int. J. Mod. Phys. B 11, 3503 (1997). У сучаснiй
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ваних величин цей розклад має вигляд φR(r, z) ≈
z→0

C∂nφ(z) (∂nφ)R(r) + · · · , де

∂nφ(r) = ∂φ(r, z)/∂z|z=0, нормальна похiдна поля на поверхнi, є головним опе-
ратором розкладу. Таким чином, необхiдна iнформацiя може бути отримана з
розгляду кумулянтних середнiх

G(N,M)(x1, . . . , rM) ≡
〈[

N
∏

j=1

φaj(xj)
][

M
∏

k=1

∂nφak(rk)
]〉

con
.

Кореляцiйнi функцiї GN,M не зникають при c0 = ∞, i дають, таким чином, мо-
жливiсть визначити скейлiнгову вимiрнiсть поля ∂nφ(r), пов’язану з критичним
показником поверхневих кореляцiй при звичайному переходi, ηord‖ .

Табл. 4. Величини деяких поверхневих критичних показникiв звичайного переходу при n = 1,
n = 2 i n = 3. Теорiя i чисельний експеримент. gPhys. Rev. E 72, 016128 (2005), iPhys. Rev. E
78, 011127 (2008), jPhys. Rev. B 83, 134425 (2011)

β1 yh1
= ∆1/ν

n = 1
[3, 5] 0.796 0.737
gDeng, Blöte, Nightingale 2005 Monte Carlo 0.796(1) 0.7374(15)
iLin, Zheng 2008 Monte Carlo 0.795(6) —
jHasenbusch 2011 Monte Carlo — 0.7249(6)
10aGliozzi, Liendo, Meineri, Rago 2015 Bootstrap — 0.724(2)
10bGliozzi 2016 Bootstrap — 0.72558(18)

n = 2
[3, 5] 0.810 0.788
gDeng, Blöte, Nightingale 2005 Monte Carlo — 0.781(2)

n = 3
[3, 5] 0.824 0.825
gDeng, Blöte, Nightingale 2005 Monte Carlo — 0.813(2)

У завершальнiй частинi третього роздiлу розглянутi SIS з об’ємною невпорядко-
ванiстю при звичайному переходi. Тут ми узагальнили дослiдження бiльш ран-
ньої роботи24: з одного боку — поширили на наступний порядок результати

√
ε-

розкладу24, а з iншого — застосували до розгляду цiєї задачi метод масивної теорiї
поля. У другому порядку

√
ε-розкладу ми отримали для показника паралельних

до поверхнi кореляцiй явний вираз

η‖ = 2−
√

6ε

53
+

756ζ(3)− 5

2 · 532 ε+ O(ε3/2), де ζ(a) — дзета-функцiя Рiмана.

конформної теорiї поля SIS (BCFT, див. стор. 2), BOE є одним з ключових “iнструментiв”.
24 K. Ohno, Y. Okabe, Phys. Rev. B 46, 5917 (1992).
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Апроксиманта Паде [1/1] дає для цього показника значення η‖ = 1.772. Аль-
тернативна оцiнка η‖ = 1.36 отримана нами за допомогою масивної теорiї поля.
Подiбно, як при аналiзi даних апроксимант Паде, ми приймаємо за остаточний
результат для показника η‖ середнє арифметичне η‖ = 1.566. Це значення є бiль-
шим за результат ηord‖ = 1.528, отриманий нами для чистих систем. Нерiвностi
ηDIM
‖ > ηord‖ слiд очiкувати, оскiльки зменшення скорельованостi системи при її

розпорядкуваннi повинно приводити до бiльш швидкого спадання парної кореля-
цiйної функцiї G(r) ∼ r−(d−2+η‖), яке визначається величиною показника η‖.

Четвертий роздiл розпочинає вивчення критичної поведiнки сильно анiзотро-
пних систем у мультикритичнiй точцi Лiфшица (ТЛ). Теоретичний опис базується
на розглядi ЕГ

H[φ] =

∫

dd−mr

∫

dmz

[

m2
0

2
|φ|2 + 1

2
(∇⊥φ)

2 +
ρ0
2
(∇‖φ)

2 +
σ0

2
(∆‖φ)

2 +
u0

4!
|φ|4

]

, (6)

де взаємодiя описується звичайним O(n)-симетричним членом φ4. Важливим тут
є те, що фiзичнi властивостi систем, якi описуються ЕГ (6), суттєво вiдрiзняються
вздовж рiзних просторових осей, i цi вiдмiнностi не можуть бути усунутi простими
змiнами величин параметрiв теорiї. Вiдповiдно, d-вимiрний координатний простiр
R

d роздiляється на два iзотропнi евклiдовi пiдпростори R
d−m i Rm. Подiбно, як i

у випадку вимiрностi простору d, кiлькiсть осей анiзотропiї m змiнюється непе-
рервно у промiжку 0 ≤ m ≤ d. Кожен радiус-вектор x ∈ R

d−m ×R
m має (d−m)-

вимiрну “перпендикулярну” компоненту x⊥ ≡ r i m-вимiрну “паралельну” компо-
ненту, x‖ ≡ z. Градiєнтнi оператори ∇⊥ i ∇‖ дiють у пiдпросторах R

d−m i Rm,
вiдповiдно, а ∆‖ ≡ ∇2

‖ є лапласiаном, що дiє у паралельних до осей анiзотропiї
напрямах. Член (∆‖φ)

2 є обертово симетричним в R
m. Але, взагалi кажучи, ЕГ

(6) дозволяє включення також i додаткових менш симетричних доданкiв четвер-
того порядку за похiдними, якi порушують iзотропiю модуляцiйного пiдпростору
R

m при m > 1. Вплив таких доданкiв, i, зокрема, додаткових членiв з кубiчною
симетрiєю буде розглядатися далi.

При розглядi критичної поведiнки ЕГ (6) в околi ТЛ необхiдно, щоб члени
(∇⊥φ)2 i σ0(∆‖φ)

2 поводили себе однаково в асимптотичному скейлiнговому ре-
жимi. Вiдповiдно модифiкований аналiз вимiрностей передбачає спiввiдношення

[m2
0] = −2[r], [z] =

1

2
[r] +

1

4
[σ0], [φ] = −1

2
[ddx] + [r] =

1

2

(

d− m

2
− 2

)

[µ]− m

8
[σ0],

[ρ0] = 2[z/r] = −[r] +
1

2
[σ0], [u0] = [µε] +

m

4
[σ0], де [µ] = −[r],

i µ — довiльна величина iмпульсу, що задає масштаб. Як завжди, вимiрнiсть кон-
станти зв’язку u0 пов’язана з вiдхиленням ε вимiрностi простору d вiд верхньої
граничної вимiрностi d∗: ми маємо ε ≡ d∗(m)−d = 4+m/2−d. Розмiрний параметр
σ
1/4
0 задає масштаб “вимiрювання” вiдстаней у паралельному пiдпросторi. Його
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класичною вимiрнiстю є [σ
1/4
0 ] = [z/r1/2]. Безрозмiрна комбiнацiя v ≡ σ

−1/4
0 zr−1/2

проявляється як аргумент скейлiнгової функцiї Φ вiльного пропагатора

G0(x) ≡ G0(r, z) = r−2+εσ
−m/4
0 Φ(v), v = σ

−1/4
0 z/

√
r. (7)

Ефективний параметр розкладу ū0 ≡ u0σ
−m/4
0 має звичну µ-вимiрнiсть [µε] i стає

граничним при d = d∗(m). Подiбним чином нормоване поле φ(x)σm/8
0 стає безроз-

мiрним у нижнiй граничнiй вимiрностi dℓ(m) = 2 + m/2 моделей з неперервною
обертовою O(n) симетрiєю у випадку n > 1. Ми звертатимося до епсилон-розкла-
ду за малим вiдхиленням ǫℓ=d−dℓ при розглядi 1/n-розкладу в роздiлi 6.

У повнiй, взаємодiючiй теорiї, анiзотропна скейлiнгова iнварiантнiсть перед-
бачає, що парна кореляцiйна функцiя є узагальненою однорiдною функцiєю

G(r, z) = r−2∆φ Ω(z r−θ) = z−2∆φ/θ Ω̂(r z−1/θ) (8)

де ∆φ = (d−m+ θm− 2 + η2) /2 — скейлiнгова вимiрнiсть поля, η2 — кореля-
цiйний критичний показник в ТЛ, аналог “малого” iндекса Фiшера η, а θ — iн-
декс анiзотропiї. Ми показали двi альтернативнi форми, i, для простоти запису,
прийняли σ := 125. Перетворення Фур’є, визначенi в кожному з пiдпросторiв R

d−m

i Rm ставлять у вiдповiднiсть просторовим компонентам r i z перпендикулярнi i
паралельнi iмпульси p i q. Так, за аналогiєю до запису x = (r, z), в оберненому
просторi ми маємо k = (p, q), а для кореляцiйної функцiї —

G(p, q) = p−2+η2 Ψ(q p−θ) = q−4+η4 Ψ̂(p q−1/θ), θ = (2− η2)/(4− η4). (9)

Тут означений iндекс анiзотропiї θ i з’являється ще один, незалежний кореляцiй-
ний критичний показник ТЛ, η4, пов’язаний з перенормуванням параметра σ0.

В iмпульсному представленнi вiльний пропагатор має, на перший погляд,
вiдносно простий вигляд:

G0(p, q) =
(

m2
0 + p2 + ρ0q

2 + σ0q
4
)−1

.

Проте, четвертий степiнь змiнної q ∈ R
m приводить до суттєвих труднощiв у

виконаннi розрахункiв навiть у безмасовiй теорiї з m2
0 = ρ0 = 0, тобто, безпосе-

редньо в ТЛ.26 Зокрема, в термiнах такого пропагатора компактно записується
однопетльовий iнтеграл Фейнмана I(p, q) (iмпульснi iнтеграли означенi в (11)),

I(p, q) =

∫ (m)

q′

∫ (d−m)

p′

1

p′2 + q′4
1

|p′ + p|2 + |q′ + q|4 ; I(1, 0)=
Fm,ε

ε
=
c−1

ǫ
+O(1). (10)

Водночас, скейлiнгова функцiя Φ(v) координатного представлення вiльного
пропагатора G0(r, z) з (7) є складною. Вона визначається фур’є-перетворенням

Φ(v) =

∫ (d−m)

p

∫ (m)

q

eip1eiqv

p2 + q4
, де

∫ (d−m)

p

≡
∫

Rd−m

dd−mp

(2π)d−m
,

∫ (m)

q

≡
∫

Rm

dmq

(2π)m
(11)

25σ — результат перенормування параметра σ0 у взаємодiючiй теорiї, σ0 = Zσσ; Zσ — Z-фактор РГ.
26Цьому ми завдячуємо великою кiлькiстю некоректних результатiв, що з’являлися в лiтературi.
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i записується в термiнах функцiї Фокса-Райта (Fox-Wright)

Φ(v) = Φ(v;m, d) = CΦ

∑

n≥0

1

n!

Γ(1− ε
2 +

n
2 )

Γ(12 +
m
4 + n

2 )

(

−v2

4

)n

з CΦ = 2−2−m π− d−1
2 (12)

або як лiнiйна комбiнацiя двох узагальнених гiпергеометричних функцiй 1F2. Але,
оскiльки вiльний пропагатор має скейлiнгове представлення (7), то полюси дiа-
грам Фейнмана, якi походять вiд сингулярностей на малих вiдстанях, можуть
бути iзольованi тiльки за рахунок степеня r (множник r−2+ε є аналогiчним
до x−2+ε у звичних iзотропних системах), а лишки цих полюсiв представляю-
ться iнтегралами вiд скейлiнгової функцiї Φ(v). Завдяки цьому ключовому

спостереженню, автору дисертацiї вперше вдалося отримати коректнi

вирази для критичних показникiв ТЛ з точнiстю до O(ε2).
Типовими результатами є:

η2 =
n+ 2

(n+ 8)2
2jφ(m)

8−m
ε2 + O(ε3), jφ(m) ≡ Bm

∫ ∞

0

dv vm−1Φ3(v;m, d∗); (13)

η4 = − n+ 2

(n+ 8)2
jσ(m)

2m (m+ 2)
+O(ε3), jσ(m) ≡ Bm

∫ ∞

0

dv vm+3Φ3(v;m, d∗), (14)

де Bm = S4−m
2
Sm F−2

m,0, константа Fm,0 визначена формулою (10), а геометричний
множник SD = 2 πD/2/Γ(D/2) є площею поверхнi сфери одиничного радiуса в
просторi вимiрностi D.

Iнтеграли в (13) i (14) не є повнiстю безнадiйними в планi аналiтичних роз-
рахункiв. Виходячи з цих загальних формул можливо показати, що в граничних
випадках m → 0 i m → d з iнтервалу 0 ≤ m ≤ d вiдтворюються вiдомi ε-роз-
клади другого порядку для критичних показникiв звичайної критичної точки з
ε = 4 − d та iзотpопної ТЛ з ε = 8 − d. Цей факт є важливим аргументом на
користь правильностi отриманих результатiв. Iз загальних формул (13) i (14) мо-
жливо отримати явнi вирази для критичних показникiв ТЛ у часткових випадках
m = 2 i m = 6, якi теж узгоджуються з деякими вiдомими результатами. Крiм
цього показано [17], що ε-розклади типу (13) i (14) узгоджуються з 1/n-розкла-
дами, розглянутими в роздiлi 6, в їх спiльнiй областi застосовностi.

Оскiльки в доданку (∆‖φ)
2 ЕГ (6) ми маємо справу з четвертими степе-

нями компонент просторових похiдних, що дiють на поля φ, цi похiднi можуть
формувати iнварiанти з рiзними симетрiями в R

m. Тому тут, як i у формулi (1),
де ми мали справу з двома рiзними комбiнацiями компонент поля φ, можна до-
датково включити доданок w0

∑m
α=1

(

∂2
αφ

)2
, який порушує початково прийняту

обертову симетрiю в пiдпросторi модуляцiї R
m. Наш додатковий член має ку-

бiчну симетрiю i моделює присутнiсть просторової анiзотропiї в твердих тiлах,
зумовленої їх кристалiчною структурою.

За допомогою класичного аналiзу стiйкостi системи в роботi [12] ми розра-
хували кросоверний показник φcub = Ccub(m;n)ε2 + O(ε3), пов’язаний з появою
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додаткового доданка ∼ w0 в ЕГ (6). Як i в (13) i (14), функцiя Ccub(m;n) включає
в себе складний iнтеграл вiд двох скейлiнгових функцiй. Чисельнi значення кое-
фiцiєнтiв Ccub(m;n) при всiх n i цiлих m вiд 2 до 6 є додатнiми. Це означає, що
принаймнi при незначних вiдхиленнях ε вiд верхньої граничної вимiрностi, кубi-
чна анiзотропiя є суттєвим фiзичним фактором, який може привести до значних
змiн у критичнiй поведiнцi в ТЛ.

У заключнiй частинi роздiлу 4 ми розглянули напiвбезмежнi cиcтeми з m-
вiсною анiзотропiєю, поверхня яких орiєнтована перпендикулярно до одного з m
напрямiв модуляцiї. При звичайному переходi, поля́ на “вiльнiй” поверхнi повиннi
задовольняти узагальненим асимптотичним граничним умовам Дiрiхле φ(r; z =
0) = ∂nφ(r; z)|z=0 = 0. Достатньо визначити один з поверхневих показникiв, щоб
через скейлiнговi спiввiдношення отримати доступ до всiх решти. Ми розрахували
критичний показник поверхневої намагнiченостi β⊥ord

L1 з точнiстю до O(ε). Для
випaдку iзiнгiвських (n = 1) одновiсних (m = 1) систем проста екстраполяцiя ε-
розкладу дo d = 3 дає β⊥ord

L1 = 0.31, а апроксиманта Паде [0,1] дає значення 0.59.
Такий розкид даних є нормальним для лiнiйного наближення, тим бiльше при
великому значеннi ε=3/2. Величина 0.59 є дуже близькою до результату Монте
Карло27, 0.62(1). Таким чином, ми отримали правильну тенденцiю до зменшення
величини β⊥ord

L1 вiд класичного значення 1 i задовiльне узгодження з чисельним
експериментом.

П’ятий роздiл присвячений критичному перегляду т. зв. гiпотези локальної
скейлiнгової iнварiантностi (ГЛСI), запропонованої М. Генкелем28, яка представ-
ляє собою спробу формулювання аналога конформної iнварiантностi для систем
з сильною анiзотропiєю, i порiвнянню її передбачень з розрахованими нами епси-
лон-розкладами для парних кореляцiйних функцiй m-вiсних анiзотропних систем
у ТЛ.

Добре вiдомо, що в масштабно-iнварiантних теорiях в iзотропному просторi
R

d при однорiдних змiнах масштабу координат x′ = ℓx з постiйним масштабним
множником ℓ, локальнi флуктуюючi величини (оператори) зi скейлiнговими ви-
мiрностями ∆O перетворюються як O(ℓx) = ℓ−∆O O(x). При конформних пере-
твореннях iз залежним вiд координат масштабним множником ℓ(x), попереднє
правило перетворення узагальнюється до O[ℓ(x)x] = [ℓ(x)]−∆O O(x). При розгля-
дi сильно анiзотропних систем в просторi Rd−m⊕R

m, аналогом масштабної iнварi-
антностi стає (глобальна) анiзотропна масштабна iнварiантнiсть, яка передбачає
перетворення операторiв O(ℓr, ℓθz) = ℓ−∆O O(r, z), де рiзнi просторовi напрями
— в R

d−m i Rm — масштабуються рiзними множниками, ℓ i ℓθ з θ 6= 1 (це приводить
до скейлiнгових форм (8-9)). Конформної iнварiантностi в таких системах немає,
i, питання, яке поставив Генкель, було: яким є узагальнення конформної iнва-
рiантностi на випадок сильно анiзотропних систем, коли вони перебувають у
критичному станi?

27M. Pleimling, Phys. Rev. B 65, 184406 (2002).
28Головною роботою Генкеля на цю тему є M. Henkel, Nucl. Phys. B 641, 405 (2002).
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Постулюючи ряд “аксiом локальної скейлiнгової iнварiантностi”, Генкель за-
писав набiр локальних диференцiальних генераторiв перетворень координат, якi
певним чином узагальнюють вiдомi конформнi перетворення на випадок d-вимiр-
ного анiзотропного простору з одновiсною анiзотропiєю, R1 ⊕ R

d−1. Аналiзуючи
дiю цих генераторiв на кореляцiйнi функцiї (8) вiн прийшов до висновку, що скей-
лiнговi функцiї Ω(v) повиннi задовольняти диференцiальному рiвнянню

(

α ∂N−1
v − v2∂v − vN∆

)

Ω(N)(v) = 0 з α 6= 0 i N ≡ 2/θ (15)

розглядаючи його на iнтервалi v ∈ [0,∞) з граничними умовами (ГУ)

Ω(N)(0) = ω
(N)
0 i Ω(N)(v) ≈

v→∞
ω(N)
∞ v−N∆, де ω

(N)
0 6= 0 i ω(N)

∞ 6= 0. (16)

При цьому, якщо розглядаються натуральнi числа N , що забезпечує цiлочисель-
нiсть порядкiв похiдних ∂N−1

v , то на iндекс анiзотропiї θ вводиться обмеження.
Для нього дозволяються тiльки дробовi значення θN ≡ 2/N з N ∈ N, а вiдпо-
вiдна скейлiнгова функцiя Ω позначається iндексом N . Коли N = 4, величина
θ4 = 1/2 спiвпадає з iндексом анiзотропiї θ вiльної теорiї m-вiсних ТЛ. Як i в
роботах Генкеля, ми розглядали виключно цiлi значення чисел N , не вникаючи в
проблематику узагальнення порядкiв похiдних на нецiлi величини.

Розв’язуючи диференцiальне рiвняння (15) з ГУ (16) безпосередньо в коор-
динатному просторi, Генкель отримав його загальний розв’язок у виглядi

Ω(N)(v) =
N−3
∑

p=0

b(N)
p

[

vpFp(v)− a(N)
p

(

α/N2
)(p+2−N)/N

vN−2FN−2(v)
]

, (17)

який включає N − 2 вiльнi параметри b
(N)
p з p = 0, . . . , N − 3 i стiльки ж вiдомих

у явному виглядi констант a
(N)
p . Функцiї Fp(v) — це узагальненi гiпергеометричнi

функцiї

Fp(v) ≡ 2FN−1

(

N∆+ p

N
, 1; 1 +

p

N
, 1 +

p− 1

N
, . . . ,

p+ 2

N
;

vN

NN−2 α

)

Ми провели альтернативний аналiз диференцiального рiвняння (15). Засто-
совуючи нове iнтегральне представлення його розв’язкiв i дослiджуючи їх асим-
птотичну поведiнку при великих аргументах ми показали, що розв’язки (17) задо-
вольняють ГУ на +∞ тiльки при N = 3, 4 i 5. У випадку N = 6, який є особливим,
скейлiнгова функцiя Ω(6), задана формулою (17) з довiльними коефiцiєнтами b

(6)
p ,

p = 0, . . . , 3, не задовольняє заданiй ГУ при v → ∞, а навпаки — алгебраїчно
розбiгається в цiй границi. Усунення цiєї розбiжностi зменшує кiлькiсть вiльних
параметрiв в Ω(6) з 4 до 3. При цiлих N ≥ 7, в Ω(N)(v) залишаються експонентно
зростаючi члени при великих v. Для їх лiквiдацiї необхiдно накладати додатковi
обмеження на коефiцiєнти b

(N)
p , що знов приводить до зменшення їх кiлькостi.



20

Зокрема, при N = 7 загальний розв’язок рiвняння (15), що задовольняє ГУ (16),
повинен мати тiльки три, а не п’ять констант iнтегрування b

(7)
p . При N = 4, 6

i 7 правильнi розв’язки повиннi мати 1, 3 i 3 вiльнi параметри, а не 2, 4 i 5, як
передбачив Генкель.

Крiм цього, в контекстi розгляду анiзотропних систем з одновiсною анiзо-
тропiєю в ТЛ, очевидним є те, що запропонованi рiвняння повиннi працювати в
повному d-вимiрному просторi R×R

d−1 з одновимiрною змiною z ∈]−∞,∞[. При
цьому немає пiдстав обмежувати змiнну z тiльки додатньою пiввiссю, як це було
зроблено Генкелем при розглядi рiвняння (15) в термiнах одновимiрної “часової”
змiнної t, що привело в ньому до обмеження v ≥ 0. Таким чином, початковi рiвня-
ння, що виражають ГЛСI, можна розв’язати за допомогою перетворення Фур’є,
що приводить до результату

G(p, q) =
[

p2 + 4αN−2(iq)N
]−∆̃

з ∆̃ =
1

N
−∆+

d− 1

2

i p ∈ R
d−1
β , q ∈ R для Фур’є-образу G(p, q) кореляцiйної функцiї G(r, z) з (8).

Для подальшого порiвняння передбачень ГЛСI з результатами теорiї, яка
явно враховує взаємодiї та флуктуацiї, ми виконали в рамках теоретико-польо-
вої моделi (6) i епсилон-розкладу розрахунки парних кореляцiйних функцiй (па-
раметр порядку)-(параметр порядку) та енергiя-енергiя, < φφ > i < 1

2φ
2 1
2φ

2>.
В iмпульсному представленнi величина, обернена до кумулянтного середнього
<φp,qφ−p,−q>con, має вигляд

[

GR(p, q)
]−1

= Zφ

[

G(p, q)
]−1

= Zφ

[

p2 + σ0q
4 − + O(ε3)

]

. (18)

Насправдi, дiаграмний розклад (18) вже опрацьовувався в попередньому
роздiлi для виводу кореляцiйних критичних показникiв η2 i η4. З точнiстю до
стандартних комбiнаторних множникiв, двопетльовiй дiаграмi з (18) вiдповiдає
функцiя зовнiшнiх iмпульсiв p2−2εI3(s), де s = σ

1/4
0 q/

√
p, а iнтеграл Фейнмана29

I3(s) =

∫

dd−mr

∫

dmz G3(r, z)eipreisz|p=1 = ε−1(c2 + c4s
4) +R

(3)
0 (s) + O(ε). (19)

Коефiцiєнти c2 i c4 полюсних членiв у (19) (саме про них йшла мова на стор.
17) визначають величини кореляцiйних критичних показникiв η2 i η4 з (13) i
(14). Цi полюснi члени вiднiмаються в ходi стандартного перенормування фун-
кцiї G−1(p, q), при чому залишається скiнченна частина R

(3)
0 (s) iнтеграла I3(s), i

саме вона цiкавитиме нас у подальшому.
У ТЛ перенормована функцiя G

(2)
R (p, q) має загальний вигляд (9), i з формул

(18-19) отримується

Ψ−1(k) = 1 + k
4 − 2ε2

n+ 2

(n+ 8)2
R

(3)
0 (k) +O(ε3) де k = qp−θ. (20)

29 Функцiя I(p, q) з (10) визначається аналогiчним iнтегралом з G2(r, z) в пiдiнтегральнiй функцiї.
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Скейлiнгова змiнна k вiдрiзняється вiд її аналога s = σ
1/4
0 q/

√
p з (19) тим, що

при визначеннi k в нормування хвильового вектора q увiйшов перенормований
параметр σ, а в степенi iмпульса p з’явилася нетривiальна поправка до класичного
значення 1/2, яка мiститься в iндексi анiзотропiї θ.

Загальний вираз для R
(3)
0 (k) при довiльному m наведений в [S. Rutkevich, та

iн., Nucl. Phys. B 853, 210 (2011) Erratum, (5.16)], вiн виправляє неправильну фор-
мулу [20, (5.16)]. Сюди входить ряд складних iнтегралiв iз степенями скейлiнгової
функцiї Φ(v;m, d∗) з (11), подiбних до тих, що фiгурують в (13) i (14). Розра-
хувати такi iнтеграли для довiльних m в явному виглядi нереально. Тому для
отримання явних результатiв слiд звернутися до розгляду часткових випадкiв.

Математичнi спрощення вiдбуваються в околi граничної точки (m = 2, d =
d∗ = 5), причому ε-розклади можна проводити у двох рiзних напрямках (m, d)-
площини: вздовж лiнiї m = 2 (при цьому d = 5 − ε) i лiнiї d = m + 3 (у цьому
випадку зберiгаються спiввiдношення m = 2− 2ε i d = 5− 2ε) — див. Рис. 2. При
d = 3 +m, завдяки максимальному спрощенню скейлiнгової функцiї Φ(v;m, d) з
(11), ми отримали безпосередньо з (19) вiдносно простий вираз

R
(3)
0 (k)|d=m+3 =

1

27

(

5− 3 ln
4

3

)(

k
4

3
− 1

)

− 2

9
Im

[(

k
2

3
+ i

)3

ln
(

k
2

3
+ i

)]

.

Дещо складнiшi розрахунки при фiксованому m = 2 дають

R
(3)
0 (k)|m=2 = R

(3)
0 (k)|d=3+m +

2

9

(

1 + ln
2√
3

)(

k
4

3
− 1

)

. (21)

dℓ
=

2+
m/2

d
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4+
m/2

d = m
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Рис. 2. Область застосування 1/n-
розкладу

Результати рiзнi, тому що були врахованi вiдмiн-
ностi поведiнки скейлiнгової функцiї Φ(v;m, d) в
околi d = d∗, в залежностi вiд того, в якому на-
прямку (m, d)-площини ми виконуємо ε-розклад.
Така залежнiсть вiд напряму ε-розкладу спостерi-
галася вперше.30

У шостому роздiлi ми повертаємося до розра-
хунку критичних показникiв ТЛ, але вже без за-
лучення ε-розкладу. На вiдмiну вiд роздiлу 4, тут
ми застосовуємо розклад за оберненими степеня-
ми великого числа компонент параметра порядку
n. Цей альтереативний пiдхiд не потребує епсилон-
розкладiв за вiдхиленнями вiд граничних вимiр-
ностей; в цьому його велика перевага i схожiсть з
масивною теорiєю поля. Вiн придатний для роботи в будь-яких вимiрностях про-
стору мiж верхньою i нижньою граничними. У застосуваннi до ТЛ, це дає змогу

30На рiвнi двопетльового наближення залежностi критичних показникiв вiд “напрямiв” ε-розкладу немає,
оскiльки у вiдповiдних iнтегралах не з’являються похiднi скейлiнгових функцiй за ε при d = d∗ — див. (13),
(14).
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прослiдковувати залежностi критичних показникiв вiд вимiрностi d в цiлiй смузi
мiж лiнiями граничних вимiрностей d∗ = 4 +m/2 i dℓ = 2 +m/2 з врахуванням
очевидного фiзичного обмеження на кiлькiсть осей анiзотропiї, 0 ≤ m ≤ d — див.
Рис. 2.

З використанням рiвнянь самоузгодження типу Швiнгера-Дайсона нам вда-
лося знайти в загальному виглядi першi нетривiальнi поправки порядку 1/n для
двох незалежних кореляцiйних критичних показникiв η2 i η4, i пов’язаного з ними
iндекса анiзотропiї θ, а також критичних показникiв кореляцiйних довжин, ν2 i
ν4, i основних термодинамiчних функцiй, αL, βL, i γL.

1/n-розклади для η2, η4 i θ, подiбно як i для всiх iнших показникiв, фор-
мально записуються у виглядi

η2 =
η
(1)
2

n
+ O

(

n−2
)

, η4 =
η
(1)
4

n
+ O

(

n−2
)

i θ =
1

2
+

θ(1)

n
+ O

(

n−2
)

; (22)

головними результатами для коефiцiєнтiв η
(1)
2 i η(1)4 є iнтегральнi представлення

η
(1)
2 =

2Kd−m

d−m

∫ (m)

q

4− (d−m)(1+q4)

(1 + q4)3 I(1, q)
, η

(1)
4 =

2Km

m(m+ 2)

∫ (d−m)

p

P2(p
2)

(p2 + 1)5
1

I(p, 1)
,

(23)

де в знаменниках пiдiнтегральних функцiй фiгурує однопетльовий iнтеграл (10).
Для iндекса анiзотропiї, згiдно з (9), маємо θ(1) = −η

(1)
2 /4 + η

(1)
4 /8.

Складнiсть iнтегралiв не дозволяє їх розрахунку в загальному виглядi, але,
не дивлячись на це, з наших iнтегральних представлень було отримано багато
корисної i цiкавої iнформацiї. Явнi вирази для критичних показникiв вдалося
знайти тiльки в деяких часткових випадках — для окремих точок (m, d)-площини
(1, 4) i (4, 5), якi належать лiнiям d = 3 + m i d = 1 + m, зображеним на Рис.
2. У фiзичному випадку m = 1, d = 3 ми отримали вираз для I(p, q) в термiнах
гiпергеометричної функцiї Гауса 2F1, але це дало спрощення тiльки в подальшому
чисельному iнтегруваннi.

Для пiдтвердження правильностi результатiв ми перевiрили їх у чотирьох
рiзних граничних режимах. При m = 0 i m = d вiдтворюються вiдомi 1/n-роз-
клади показникiв для звичайної критичної точки та iзотропної ТЛ з довiльними
d, допустимими для цих випадкiв. При малих вiдхиленнях ε i ǫℓ вiд верхньої i ни-
жньої граничних вимiрностей d∗(m) i dℓ(m) є узгодження з епсилон-розкладами
для m-вiсних ТЛ з довiльним m. Це особливо важливо, зважаючи на кiлькiсть
неправильних результатiв i дикусiй в лiтературi — див. [6, 8, 11].

Найважливiшим з точки зору статистичної фiзики є випадок одновiсної анi-
зотропiї m = 1 в реальному тривимiрному просторi d = 3. Але нажаль, при цих
значеннях параметрiв теорiя виявляється надто складною для аналiтичних розра-
хункiв. Ми повернемося до цiєї ситуацiї згодом. А поки що розглянемо тi випадки,
де математичнi спрощення дозволяють отримати певнi результати в аналiтичному
виглядi.



23

Частковий випадок m = 1, d = 4 має вiдношення до до т. зв. квантових
теорiй поля з порушенням Лоренцiвської iнварiантностi. За аналогiєю з задачами
статистичної фiзики, в цих теорiях вводиться анiзотропiя мiж часовою i просто-
ровими координатами, а iнколи також i мiж самими просторовими напрямами31

Це порушує симетрiю Лоренца в таких теорiях поля, i тому їх часто називають
“Lorentz violating (LV) theories”. У цьому контекстi робота Ансельмi31† дає явнi
розрахунки i результати, якi у випадку скалярних полiв є повнiстю аналогiчними
до представлених у наших роботах [13] i [21] при m = 1, d = 4 i n → ∞. Як деталi
розрахункiв, так i результати можна порiвняти.

Точка (m, d) = (1, 4) належить лiнiї d = 3 + m, див. Рис. 2. На цiй лiнiї
суттєво спрощується функцiональна форма вiльного пропагатора ТЛ у прямому
просторi (12). Теорiя спрощується i в iмпульсному представленнi. Функцiя I(p, q)
з (10), в знаменниках (23), легко визначається з формули типу (19)29, I(1, q) =
√

√

q4 + 4− q2/(8π
√
2), i ми без проблем отримуємо критичнi показники парної

кореляцiйної функцiї та iндекс анiзотропiї у явному виглядi:

η2 =
5

9π
√
3

1

n
+O(n−2), η4 = − 2

27π
√
3

1

n
+O(n−2), θ =

1

2
− 4

27π
√
3

1

n
+O(n−2). (24)

Звiдси η2 = 0.102/n+O(n−2) i η4 = −0.014/n+O(n−2). Нашi результати для η2 i
η4 з (24) (в iнших позначеннях) були вiдтворенi в31†. Крiм цього, для оберненого
критичного показника кореляцiйної довжини ТЛ ми отримуємо

ν−1
2 (m = 1, d = 4) =

3

2
+

301

54π
√
3

1

n
+ O(n−2). (25)

Способи розрахунку i результати були спiвставленi з їх аналогами з роботи31†.
Але для даного часткового випадку з m = 1 i d = 4 нашi результати виводяться
з надiйно апробованих формул, справедливих для всiх фiзично допустимих зна-
чень параметрiв теорiї m i d. Очевидно, неузгодження (25) з даними31† з певнiстю
вказує на помилку в цiй роботi.

На вiдмiну вiд (25), для тривимiрних систем з одновiсною анiзотропiєю ре-
зультати можливо отримати тiльки чисельно. Наприклад,

η2 = 0.306/n+ O(n−2), ν2 = 2− 1.274/n+O(n−2), ν−1
2 =

1

2
+ 0.319/n+O(n−2)

η4 = 0.223/n+ O(n−2), ν4 = 1− 0.734/n+O(n−2), ν−1
4 = 1 + 0.734/n+O(n−2).

Аналогiчнi 1/n−розклади записанi i для декiлькох iнших показникiв.
Як зауважили Есафi, Ковнацкi i Муана32, чисельнi значення критичних по-

казникiв ν2 i ν4, що отримуються з наведених 1/n-розкладiв для випадку гайзен-
бергiвських спiнових моделей з n = 3, а саме ν2(d = 3, m = 1;n = 3) = 1.575 i

31 Anselmi, M. Halat, Phys Rev. D 76, 125011 (2007), †D. Anselmi, JHEP 2, 051 (2008); див. також огляди в
A. Wang, Int. J. Mod. Phys. D, 1730014 (2017) i [21].

32K. Essafi, J.-P. Kownacki, D. Mouhanna, EPL 98, 51002 (2012).
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ν4(d = 3, m = 1;n = 3) = 0.755, хоч i не є близькими до аналогiчних результатiв
епсилон-розкладу, зате дуже добре узгоджуються з оцiнками ν2(d = 3, m = 1;n =
3) = 1.655(5) i ν4(d = 3, m = 1;n = 3) = 0.78(1), отриманими цими авторами за
допомогою наближеного розв’язування точних рiвнянь ренормалiзацiйної групи.
Для порiвняння, бiльша кiлькiсть чисельних оцiнок критичних показникiв ТЛ,
отриманих рiзними способами, наведена в Табл. 4.2 дисертацiйної роботи.

При великих n, нашi загальнi результати дали можливiсть якiсно прослiд-
кувати залежностi критичних показникiв m-вiсних ТЛ вiд вимiрностi простору
d в цiлiй областi їх визначення (див. Рис. 2) мiж лiнiями граничних вимiрно-
стей d∗(m) = 4 + m/2 i dℓ(m) = 2 + m/2, що принципово не є можливим в
рoзклaдaх за степенями малих вiдхилень d вiд кожної з цих граничних лiнiй.
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Рис. 3. Схематичнi залежностi вiд d коефiцiєнтiв
1/n-розкладiв (22) при m = 1

Головнi порядки епсилон-розкла-
дiв бiля d∗(m) i dℓ(m) задають
обов’язковi напрями вiдхилень кри-
тичних показникiв вiд їх класичних
значень, як зображено суцiльними
лiнiями на краях Рис. 3. При бiль-
ших вiдстанях вимiрностi простору
d вiд цих лiнiй ми маємо результати
1/n-розкладiв, отриманi безпосере-
дньо для конкретних значень m i d,
позначенi хрестиками i кiльцями.33

Схематичнi з’єднання цих вiдрiзкiв
i точок дають нам якiсне уявлення
про залежностi кореляцiйних критичних показникiв η2 i η4 вiд вимiрностi d
при великих n. Окреслюючи кривi на Рис. 3 ми виходили з фiзично, а також
математично, найбiльш ймовiрного припущення щодо гладкої i неперервної змiни
цих спостережуваних величин iз змiною d.

Таким чином ми прийшли до важливого висновку про те, що характерний
для анiзотропних ТЛ показник η4 повинен мiняти свiй знак при переходi вiд вищих
до нижчих вимiрностей простору, будучи досить складною немонотонною функцi-
єю вiд d. Ми передбачаємо додатне значення η4 у фiзичнiй вимiрностi простору
d = 3, тодi як головний внесок ε-розкладу в η4 є вiд’ємним. Натомiсть, критичний
показник поперечних кореляцiй η2 виявляє поведiнку досить стандартного типу i
зберiгає свiй додатнiй знак у всiй областi визначення.

Передбачена нами в [13] якiсна поведiнка критичних показникiв згодом була
пiдтверджена в роботi32 (рис. 1) з використанням зовсiм iнших методiв i мiрку-
вань, а саме — розв’язування точних рiвнянь ренормалiзацiйної групи для ТЛ.

Заключний сьомий роздiл представляє дослiдження флуктуацiйно-iндукованих
сил, що з’являються в просторово обмежених статистичних системах при посе-
редництвi далекосяжних флуктуацiй, якi виникають при критичнiй температурi.

33Конкретнi значення η
(1)
2 i η

(1)
4 при m = 1 i d = 4, 3 наведенi на попереднiй сторiнцi.
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Величина цих сил визначається т. зв. амплiтудами Казимира. Назва ефекту похо-
дить вiд iменi датського фiзика, який у 1948 р. показав, що паралельнi провiднi
пластини у вакуумi взаємодiють завдяки нульовим вакуумним флуктуацiям еле-
ктромагнiтного поля.34 В статистичну фiзику ефект Казимира “прийшов” завдяки
роботам Фiшера i де Жена 1978 р.34† i Симанзiка 1981 р.34‡ Останнiй показав, що
аналог ефекту Казимира iснує в безмасовiй (супер)перенормовнiй квантовiй теорiї
поля з взаємодiєю φ4 в просторi вимiрностi d = 4−ε i геометрiєю плiвки ∞d−1×L.
Вiдповiдним узагальненням ЕГ (5) є

H[φ] =

∫ L

0

dz

∫

dd−1rLbulk(φ) +
1

2

∫

dd−1r
[

c
(0)
0 |φ(r, 0)|2 + c

(L)
0 |φ(r, L)|2

]

, (26)

де iнтегрування об’ємної частини обмежене зверху товщиною плiвки L i
з’являється вiдповiдний додатковий поверхневий член, а в Lbulk(φ) мiстяться тi ж
самi доданки, що й в об’ємному iнтегралi з (5). Рiзнi параметри c0 в (26) контро-
люють локальнi поверхневi взаємодiї при z = 0 i z = L, вiдповiдно, де ми можемо
встановлювати рiзнi ГУ {a, b}. При розглядi перiодичних ГУ поверхневi доданки
в (26) не використовуються.

На основi ЕГ (26) в роботi35 амплiтуди Казимира були знайденi для де-
кiлькох рiзних ГУ у наближеннi O(ε). Ця робота дала поштовх до появи великої
кiлькостi теоретичних, експериментальних i чисельних дослiджень, але в жодно-
му з них цi амплiтуди не були розрахованi у вищому порядку O(ε)-розкладу до
виходу нашої роботи [15].

Iнтуїтивно, випадок перiодичних ГУ здається найпростiшим, оскiльки вiн
зберiгає трансляцiйну iнварiантнiсть вздовж осi z. Але при накладаннi цих, а
також спецiальних ГУ, ми стикаємося з проблемою безмасовостi нульової моди при
T = Tc, що призводить до появи неконтрольованих iнфрачервоних розбiжностей в
певних класах дiаграм Фейнмана. Внаслiдок цього ε-розклад амплiтуд Казимира
втрачає аналiтичнiсть за межами наближення O(ε). Тут ми виявили поправку
порядку O(ε3/2) i знайшли коефiцiєнт цiєї нової поправки у явному виглядi. В
загальному, ε-розклади таких амплiтуд, крiм цiлих степенiв ε, включають нецiлi
степенi εk/2 з k ≥ 3, а також степенi ln ε.

Для отримання амплiтуд Казимира необхiдно розраховувати надлишкову
вiльну енергiю f a,b

res (L), яка визначається з густини вiльної енергiї плiвки на оди-
ницю площi

fL ≡ lim
A→∞

F

AkBT
= Lf∞ + f a

s + f b
s + f a,b

res (L).

Тут F — повна вiльна енергiя системи в шарi товщини L, A — площа (d− 1)-ви-
мiрних гiперповерхонь, якими ця система обмежена, f∞ — густина вiльної енергiї

34 H.B.G. Casimir, Proc. K. Ned. Akad. Wet. B51, 793 (1948), †M.E. Fisher, P.-G. de Gennes, C.R. Acad. Sci. Paris
Série B 287, 207 (1978), ‡K. Symanzik, Nucl. Phys. B 190, 1 (1981).

35 M. Krech, S. Dietrich, Phys. Rev. Lett. 66, 345 (1991), [Erratum 67, 1055 (1991)]; Phys. Rev. A 46, 1886 (1992).
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безмежної системи на одиницю об’єму, i f a
s + f b

s — густина поверхневих вiльних
енергiй на одиницю площi. Iндексами a, b позначаємо як самi поверхнi, так i ГУ,
вибранi на кожнiй з них. Згiдно з теорiєю скiнченновимiрного скейлiнгу34†, для
достатньо великих вiдстаней L надлишкова вiльна енергiя f a,b

res (L) має скейлiнгову
форму

f a,b
res (L) ≈ L−(d−1)Θa,b(L/ξ∞).

Тут Θa,b(x) — унiверсальна скейлiнгова функцiя, форма якої залежить вiд
об’ємного класу унiверсальностi системи, її геометрiї i типiв поверхонь, а ξ∞ —
об’ємна кореляцiйна довжина. Коли температура плiвки спiвпадає з критичною
температурою безмежної системи Tc i об’ємна кореляцiйна довжина ξ∞ стає без-
межною,36 скейлiнгова функцiя Θa,b(x) дає амплiтуду Казимира, ∆a,b ≡ Θa,b(0).
Вона теж унiверсальна, тобто залежить тiльки вiд найважливiших загальних ха-
рактеристик системи i ГУ на поверхнях, i пропорцiйна до величини флуктуацiйно
iндукованої сили

FC

kBTc
= − ∂

∂L
f a,b
res (L; T = Tc) = (d− 1)∆a,bL−d. (27)

Вiд’ємнi ∆a,b вiдповiдають силам притягання.
У практичних розрахунках на основi ЕГ (26) потрiбно мати справу з дi-

аграмними розкладами вiльної енергiї плiвки, якi мають звичайний вигляд (4).
Розгляньмо третю дiаграму цього розкладу. Її внутрiшнiй елемент в об’ємному
випадку L = ∞ поводить себе як (m2

0)
−ε/2, i, отже, є сингулярним в iнфрачервонiй

областi при m2
0 = 0, тобто при T = Tc. Але при L = ∞ двi iншi замкненi петлi

вносять множники ∼ (m2
0)

1−ε/2, i границя m2
0 → 0 для всiєї дiаграми зникає.

Натомiсть, коли L < ∞, внески вiд кожної з зовнiшнiх петель є скiнченними
при m2

0 → 0. Зокрема, для випадку перiодичних ГУ

= lim
m2

0→0

1

L

∑

n∈Z

∫ (d−1)

p

1

p2 + (2π
L
n)2 +m2

0

−
∫ (d)

k

1

k2 +m2
0

=
Γ(1− ε/2)

2π2−ε/2

ζ(2− ε)

L2−ε
,

де ζ(a) — ζ-функцiя Рiмана, а внутрiшня частина

=
1

L

∑

n∈Z

∫ (d−1)

p

[

p2 +
(2π

L

)2

n2 +m2
0

]−2

∼ (m2
0)

−(1+ε)/2.

Разом iз скiнченними внесками вiд зовнiшнiх кiлець вона спричинює розбiжнiсть
трипетльової дiаграми, яку ми розглядаємо, при m2

0 → 0. Подiбним чином роз-
бiгаються i дiаграми вищих порядкiв теорiї збурень з бiльше нiж двома точками

36 При цьому в самiй плiвцi фазовий перехiд не вiдбувається. Критична температура (d−1)-вимiрного переходу

в обмеженiй системi, T
(L)
c , вiдрiзняється вiд Tc = T

(∞)
c .
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на лiнiях. Це робить стандартну теорiю збурень поза першим порядком за кон-
стантою зв’язку, разом i з вiдповiдним ε-розкладом, незастосовними. Потрiбна її
реорганiзацiя.

Одним з виходiв може бути сумування безмежних рядiв кiльцевих дiаграм
Фейнмана

n

. Такий пiдхiд широко застосовувався в температурнiй теорiї поля
при розрахунку тиску,12 аналога амплiтуди Казимира.

Ключовою iдеєю нашої роботи [15], яка забезпечила систематичний пiдхiд
до проблеми, є видiлення небезпечної нульової моди i утворення пов’язаного з нею
ефективного гамiльтонiана H(d−1)

eff шляхом вiдiнтегровування ненульових мод, по-
дiбно як це робиться при розглядi безмежних систем при температурах нижчих
за критичну чи в теорiї скiнченновимiрного скейлiнгу. В результатi такого вiдiн-
тегровування нульова мода стає масивною при T = Tc для обмеженої системи з
товщиною L < ∞, як це i повинно бути36. Подальший розрахунок надлищкової
вiльної енергiї проводиться в новiй, ефективнiй (d − 1)-вимiрнiй теорiї поля на
основi ефективного гамiльтонiана H(d−1)

eff . Остаточним результатом є вирази

∆per=24−ε∆ord − π2 n

9
√
6

(

n+ 2

n+ 8
ε

)
3
2

+O(ε2), ∆sp=∆ord− π2 n

72
√
6

(

n+ 2

n+ 8
ε

)
3
2

+O(ε2)(28)

де ∆ord — амплiтуда Казимира плiвки з вiльними ГУ34‡,35,

∆ord = − π2n

1440

[

1 +
(CE − 1

2
+ ln(2

√
π)− ζ ′(4)

ζ(4)
− 5

4

n+ 2

n+ 8

)

ε

]

+ O(ε2), (29)

CE ≈ 0.5772 — константа Ейлера. Принципово новi члени порядку O(ε3/2) по-
ходять вiд внескiв ∼ u

(3−ε)/2
0 . Очевидно, останнi передбачають також наявнiсть

членiв типу εk+3/2 lnk ε з k ∈ N у вищих порядках ε-розкладiв для амплiтуд Ка-
зимира. Крiм цього, опущенi члени порядку u2−ε

0 приведуть до появи доданкiв
∼ εk+2 lnk ε.

В сильно анiзотропних системах флуктуацiйно iндукованi сили вiдрiзняю-
ться як кiлькiсно, так i якiсно. Зокрема, вони набувають залежностi вiд орiєнта-
цiї поверхонь вiдносно напрямiв осей анiзотропiї, як i у випадку напiвбезмежних
систем, розглянутих наприкiнцi роздiлу 4. Подiбно як i в (27), для даного сере-
довища i типу поверхонь, в границi L → ∞ надлишкова вiльна енергiя спадає
як fres(L) ∼ ∆a,b

λ L−ζλ, λ = {‖,⊥}. Але зараз потрiбно розрiзняти двi принципово
рiзнi геометрiї: “паралельну”, коли поверхнi є паралельними до всiх m напрямiв
осей модуляцiї, i “перпендикулярну”, коли поверхнi є перпендикулярними до одно-
го з цих напрямiв. Вiдповiдними показниками спадання є [19] ζ‖ = d−m+ θm−1

i ζ⊥ = (d−m)/θ +m− 1, вiдрiзняються мiж собою i амплiтуди Казимира ∆a,b
λ з

λ = ‖ i ⊥.
При паралельнiй орiєнтацiї поверхонь з перiодичними ГУ i ГУ Дiрiхле на-

шими результатами ε-розкладiв для амплiтуд Казимира є

∆per
‖LP = Cm∆per + o(ε3/2), ∆ord

‖LP = Cm∆ord +O(ε2), з ε = 4 +m/2− d.
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Тут ∆per i ∆ord — вiдомi ε-розклади амплiтуд Казимира iзотропних плiвкових
систем з (28) i (29), де ε = 4 − d слiд замiнити на ε = 4 + m/2 − d, а
Cm = 2−mπ(2−m)/4Γ[(m+2)/4]. Подiбне спiввiдношення мiж амплiтудами Казими-
ра справедливе i для сферичної моделi з n = ∞:

∆BC
‖LP,∞(d,m) = Cm∆BC

CP,∞(d−m/2), BC={per, ord} при 2+m/2 ≤ d ≤ 4+m/2 .

У випадку перпендикулярної орiєнтацiї i перiодичних ГУ першi два члени ε-
розкладу амплiтуди Казимира ∆per

⊥LP мають вигляд, подiбний до (29), але з дода-
тковою залежнiстю вiд числа осей анiзотропiї m. Для роботи з вищими порядками
за ε тут теж потрiбна аналогiчна реорганiзацiя теорiї збурень. Проте, є неприєм-
на проблема з остаточним результатом: коефiцiєнт a7/4(m, n) ∼ [(m− 2)/4]7/4 при
степенi ε7/4, що тут виникає, виявився комплексним у важливому випадку m = 1.
Це робить новий внесок ∼ (−1/4)7/4ε7/4 в ε-розклад ∆per

⊥LP непридатним.
У технiчно найскладнiшому випадку перпендикулярної орiєнтацiї i вiльних

ГУ ми обмежилися розглядом гаусового наближення, отримали iнтегральнi пред-
ставлення для вiдповiдних амплiтуд Казимира i деякi чисельнi результати. Роз-
рахунок поправок порядку O(ε) залишається цiкавою задачею для майбутнього.
Певнi пiдготовчi роботи, проведенi нами в роботi [24], описанi в заключному па-
раграфi дисертацiї.

ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ ТА ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi виконано ряд узагальнень вiдомих теоретико-польо-
вих пiдходiв до дослiдження критичних явищ у просторово неоднорiдних систе-
мах:

— масивна теорiя поля Парiзi при фiксованих вимiрностях простору застосо-
вана при нецiлих вимiрностях d, а також до дослiдження критичних амплiтуд
невпорядкованих iзiнгiвських систем

— сформульоване узагальнення цiєї теорiї на випадок напiвбезмежних систем
у довiльних вимiрностях простору d

— запропоновано новий систематичний пiдхiд до розрахунку ε-розкладiв кри-
тичних показникiв i кореляцiйних функцiй в точцi Лiфшица (ТЛ)

— сформульовано ренормгруповий опис напiвбезмежних анiзотропних систем
з поверхнею, перпендикулярною до однiєї з осей анiзотропiї

— проаналiзована гiпотеза локальної скейлiнгової iнварiантностi (ГЛСI) Ген-
келя, визначенi межi її застосовностi

— 1/n-розклад за великою кiлькiстю компонент параметра порядку успiшно
сформульований i застосований при наявностi просторової анiзотропiї

— шляхом реорганiзацiї теорiї збурень розв’язана проблема неконтрольованих
iнфрачервоних розбiжностей в ε-розкладах амплiтуд Казимира.

Отримано наступнi результати та зроблено наступнi висновки:
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1. Виведено явнi вирази для двопетльових функцiй ренормалiзацiйної групи
при довiльних вимiрностях простору d. Побудовано плавнi залежностi кри-
тичних показникiв невпорядкованих iзiнгiвських систем вiд вимiрностi d.

2. Розрахованi унiверсальнi комбiнацiї критичних амплiтуд невпорядкованої
моделi Iзiнга i вiдношення їх величин при T > Tc i T < Tc. Зроблено висновок
про те, що теоретичне значення вiдношення амплiтуд теплоємностi A+/A−
при d = 3 може бути додатнiм всупереч передбаченням

√
ε−розкладу.

3. Виконанi двопетльовi розрахунки поверхневих критичних показникiв зви-
чайного та спецiального переходiв при d = 3. Зроблено висновок про те, що
невпорядкованiсть поверхнi не впливає на особливостi спецiального перехо-
ду, а об’ємний безпорядок змiнює показники звичайного переходу.

4. Отриманi коректнi ε-розклади критичних показникiв ТЛ з довiльною кiлькi-
стю осей анiзотропiї у порядку O(ε2) i зроблено висновок про те, що в нетри-
вiальнiй взаємодiючiй теорiї показник анiзотропiї є некласичним. Виявлено
та проаналiзовано помилки iнших авторiв в аналогiчних розрахунках.

5. Поставлена задача про вплив кристалiчної структури на критичну поведiнку
m-вiсних ТЛ i показано, що анiзотропiя пiдпростору модуляцiї може бути
причиною змiни характеру фазового переходу в ТЛ.

6. Отриманi некласичнi поверхневi показники звичайного переходу в напiвбе-
змежних сильно анiзотропних системах з поверхнею, перпендикулярною до
однiєї з осей анiзотропiї.

7. Виявлено ряд неточностей в математичних формулюваннях ГЛСI. Отри-
мано нову iнформацiю стосовно математичної структури i явного вигляду
парних кореляцiйних функцiй систем з одновiсною анiзотропiєю в ТЛ.

8. Знайдено поправки порядку 1/n для кореляцiйних i термодинамiчних пока-
зникiв ТЛ з довiльною кiлькiстю осей анiзотропiї. Встановлено узгодження
з вiдомими результатами в чотирьох рiзних граничних режимах. Зроблений
висновок про те, що кореляцiйний критичний показник η4 змiнює свiй знак
при змiнi вимiрностi простору d.

9. Виявлена неаналiтичнiсть ε-розкладу амплiтуд Казимира плiвкових систем
з перiодичними i спецiальними граничними умовами, в явному виглядi зна-
йдено поправки O(ε3/2) для цих амплiтуд.

10. Аналогiчнi результати отриманi для просторово обмежених анiзотропних
систем, по рiзному орiєнтованих мiж двома паралельними поверхнями. По-
казано, що флуктуацiйно iндукованi сили залежать вiд просторової орiєнта-
цiї граничних поверхонь вiдносно напрямiв осей анiзотропiї.
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АНОТАЦIЯ

Шпот М.А. Критична поведiнка просторово неоднорiдних систем. — На
правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.04.02 — теоретична фiзика (104 — Фiзика та астроно-
мiя). — Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв, 2021.

У дисертацiйнiй роботi розвинуто методи опису складних просторово нео-
днорiдних систем: невпорядкованих, просторово обмежених, сильно анiзотропних.
У випадку iзiнгiвських систем з замороженим безпорядком масивна теорiя поля
вперше застосована при нецiлих вимiрностях простору 2 < d < 4 для побудови
залежностей критичних показникiв вiд d; вперше розрахованi унiверсальнi ком-
бiнацiї критичних амплiтуд при T > Tc i T < Tc у вимiрностi d = 3, отримане
додатнє значення вiдношення амплiтуд теплоємностi A+/A−. Масивна теорiя по-
ля при 2 < d < 4 сформульована для напiвбезмежних систем. Для звичайного
та спецiального переходiв отриманi надiйнi чисельнi оцiнки поверхневих крити-
чних показникiв при d = 3. Запропоновано новий пiдхiд до розрахунку критичних
показникiв точки Лiфшица (ТЛ) з довiльною кiлькiстю осей анiзотропiї m, впер-
ше отриманi правильнi ε-розклади показникiв до O(ε2) i показано, що показник
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анiзотропiї θ є некласичним у взаємодiючiй теорiї. Виявлено та прокоментова-
но помилки iнших авторiв. Поставлена задача про вплив кристалiчної структури
на критичну поведiнку m-вiсних ТЛ i показано, що анiзотропiя пiдпростору мо-
дуляцiї може бути причиною кросоверу вiд ТЛ. Описано анiзотропнi системи з
поверхнею, перпендикулярною до однiєї з осей анiзотропiї. Вперше розраховано
поправки O(1/n) для кореляцiйних i термодинамiчних показникiв ТЛ. Виявлена
неаналiтичнiсть ε-розкладiв амплiтуд Казимира плiвкових систем з перiодични-
ми i спецiальними граничними умовами, в явному виглядi знайдено поправки
O(ε3/2). Вперше розглянуто флуктуацiйно iндукованi сили в сильно анiзотропних
системах, по рiзному орiєнтованих мiж двома паралельними площинами.

Ключовi слова: невпорядкованi системи, сильно анiзотропнi системи, про-
сторово обмеженi системи, граничнi умови, масивна теорiя поля, нецiлi вимiрно-
стi простору, ε-розклад, 1/n-розклад, iнтеграли Фейнмана, критичнi показники,
скейлiнговi функцiї, критичнi амплiтуди, амплiтуда Казимира, точка Лiфшица,
локальна скейлiнгова iнварiантнiсть.
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В диссертационной работе развиты методы описания сложных простран-
ственно неоднородных систем: неупорядоченных, пространственно ограниченных,
сильно анизотропных. В случае изинговских систем с замороженным беспорядком
массивная теория поля впервые применена при нецелых размерностях простран-
ства 2 < d < 4 для построения зависимостей критических показателей от d; впер-
вые рассчитаны универсальные комбинации критических амплитуд при T > Tc

и T < Tc в размерности d = 3, получено положительное значение отношения
амплитуд теплоемкости A+/A−. Массивная теория поля при 2 < d < 4 сформу-
лирована для полубесконечных систем. Для обычного и специального переходов
получены надежные численные оценки поверхностных критических показателей
при d = 3. Предложен новый подход к расчету критических показателей точки
Лифшица (ТЛ) с произвольным количеством осей анизотропии m, впервые полу-
чены правильные ε-разложения показателей до O(ε2) и показано, что показатель
анизотропии θ является неклассическим во взаимодействующей теории. Проком-
ментированы ошибки других авторов. Поставлена задача о влиянии кристалли-
ческой структуры на критическое поведение m-осных ТЛ и показано, что ани-
зотропия подпространства модуляции может быть причиной кроссовера от ТЛ.
Описаны анизотропные системы с поверхностью, перпендикулярной к одной из
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осей анизотропии. Впервые рассчитаны поправки O(1/n) для корреляционных и
термодинамических показателей ТЛ. Обнаружена неаналитичность ε-разложения
амплитуд Казимира пленочных систем с периодическими и специальными гранич-
ными условиями, в явном виде найдено поправки O(ε3/2). Впервые рассмотрены
флуктуационно индуцированные силы в сильно анизотропных системах, по-раз-
ному ориентированных между двумя параллельными плоскостями.

Ключевые слова: неупорядоченные системы, сильно анизотропные си-
стемы, пространственно ограниченные системы, граничные условия, массивная
теория поля, нецелые размерности пространства, ε-разложение, 1/n-разложение,
интегралы Фейнмана, критические показатели, скейлинговые функции, критиче-
ские амплитуды, амплитуда Казимира, точка Лифшица, локальная скейлинговая
инвариантность.
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The subject of the Thesis is a theoretical description of the critical behavior
of non-ideal systems. Their non-ideality manifests itself in the presence of quenched
disorder, one or two surfaces, strong spatial anisotropy. These special properties are
generally termed as spatial inhomogeneities.

Disordered systems are studied using the Parisi’s “massive” field theory in fixed
space dimensions. We implement the idea of Parisi in non-integer dimensions d and
construct a smooth dependence of critical exponents on d. Required Feynman integrals
and renormalization group (RG) functions are calculated explicitly for generic d. The
massive field theory is further generalized to the case of the low-temperature phase
T < Tc. Universal critical amplitude combinations are calculated in the three-loop
approximation.

The massive field theory with appropriate normalization conditions is formulated
for semi-infinite systems with a flat boundary and different boundary conditions in
2 < d ≤ 4 dimensions. Numerical estimates of surface critical exponents at the special
and ordinary transitions are given in d = 3 and compared with available experimental,
theoretical and Monte Carlo data. The effect of the surface disorder on the special
transition and changes of the ordinary-transition exponents in the presence of the bulk
disorder are addressed.

A new approach is used for the calculation of critical exponents of strongly
anisotropic systems at the Lifshitz point (LP). The correct ε = 4+m/2−d -expansions
for all LP exponents up to O(ε2) are derived, valid for arbitrary number of anisotropy



36

axes m. In particular, the non-classical anisotropy index θ is found ∀m ∈]0, d[ in non-
trivial interacting theories. We study the problem of the influence of crystal structure
(cubic anisotropy) of the m-axial modulation subspace on the critical behavior of LPs.
We calculate the corresponding crossover exponent and conclude that this anisotropy
can influence the LP critical behavior. We give an RG description of semi-infinite
anisotropic systems with a boundary perpendicular to one of the modulation axes.

A 1/n-expansion (with a large number of the order-parameter components n)
for generic m-axial LPs is formulated, for all admissible d and 0 ≤ m ≤ d between
the lower and upper critical dimensions dℓ(m) = 2+m/2 and d∗(m) = 4 +m/2. The
results are consistent with four limiting cases: isotropic critical exponents to O(1/n) at
m = 0; isotropic LP ones at m = d; εℓ- and ε-expansions for small εℓ = d−dℓ(m) and
ε = d∗(m)−d. A number of other special cases are considered, in particular, important
instances of uniaxial systems in three and four dimensions. Schematic patterns of
correlation exponents η2(m, d) and η4(m, d) as functions of d are suggested. They are
confirmed in32 by means of exact RG equations.

A thorough check is performed of the local scaling invariance (LSI) hypothesis by
M. Henkel, an attempt to generalize the conformal invariance to anisotropic systems.
We found a number of inaccuracies in its formulation and obtained new information
regarding the mathematical structure and explicit form of two-point functions of
uniaxial systems at the LP. Explicit expressions for correlation functions 〈φφ〉 and
〈φ2φ2〉 up to O(ε2) have more complex mathematical structure as predicted by the
LSI hypothesis, which appears to be valid only in interaction-free models.

Finally, we study effects of a geometric restriction of systems by two parallel
surfaces with different boundary conditions. At criticality, fluctuation-induced forces
arise between boundaries, analogous to Casimir forces in QED; their value is
determined by the Casimir amplitude. We show that ε-expansions of Casimir
amplitudes for systems with film geometry and periodic and special boundary
conditions are nonanalytic. We explicitly find corrections of order O(ε3/2) for these
amplitudes. The reason for nonanalyticity is explained, numerical estimates are
performed in d = 3. For possible future progress with Dirichlet boundary conditions,
we study an alternative calculational scheme based on integrals of products of Hurwitz
zeta functions. For strongly anisotropic systems, we argue that fluctuation-induced
forces depend on the orientation of boundaries with respect to directions of anisotropy
axes. For two orientations: parallel, when boundaries are parallel to all anisotropy axes,
and perpendicular, when one of these axes is orthogonal to boundaries, we perform
explicit calculations of Casimir amplitudes and provide their numerical estimates in
three dimensions.

Keywords: disordered systems, strongly anisotropic systems, constrained
systems, boundary conditions, massive field theory, non-integer space dimensions, ε-
expansion, 1/n-expansion, Feynman integrals, critical exponents, scaling functions,
critical amplitudes, Casimir amplitude, Lifshitz point, local scale invariance.


