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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
Актуальнiсть теми. Розвиток сучасної технiки та технологiй ставить зав-

дання отримати матерiали з передбаченням їх властивостей, побудови пристроїв,
суттєвими рисами яких є сильна просторова неоднорiднiсть та макроскопiчний
прояв квантових ефектiв. Незважаючи на значнi досягнення фiзики конденсо-
ваного стану речовини, фактично на початковому етапi свого розвитку зали-
шається мiкроскопiчна теорiя неоднорiдних систем. Причиною цього є надзви-
чайна складнiсть теоретичного дослiдження рiвноважних та нерiвноважних влас-
тивостей просторово обмежених металiв внаслiдок вiдсутностi трансляцiйної iн-
варiантностi. Ця обставина суттєво ускладнює послiдовне врахування багато-
частинкових ефектiв в електроннiй пiдсистемi. Найбiльшi успiхи у дослiджен-
нi електронних властивостей просторово обмежених металiв досягнутi в межах
теорiї функцiоналу густини (DFT)1). Однак дослiдження властивостей просторово
обмежених металiв з врахуванням дискретностi iонної пiдсистеми є проблематич-
ним у цiй теорiї, оскiльки не iснує однозначної методики побудови необхiдних
функцiоналiв енергiї.

Бурхливий розвиток нанотехнологiй за участю процесiв осадження металiв
на рiзних пiдкладах потребує теоретичного аналiзу та розумiння електронних
ефектiв у нанокластерних та наноплiвкових структурах. Якщо розмiр нанострук-
тури спiвмiрний iз вiдповiдною довжиною хвилi Фермi електронiв у нiй, то рiзнi
фiзичнi властивостi можуть сильно залежати вiд розмiру цiєї наноструктури. Та-
ке явище називається «квантово-розмiрний ефект»2) i є характерним для багатьох
фiзичних характеристик металевих наноплiвок, наприклад, термодинамiчної стiй-
костi, електричного опору, роботи виходу, поверхневої енергiї i т.д. Внаслiдок
суттєвих вiдмiнностей властивостей металевої наноструктури вiд об’ємних влас-
тивостей макроскопiчного зразка цього ж матерiалу, їх дослiдження становлять
значний теоретичний та експериментальний iнтерес.

Актуальними також залишаються дослiдження нерiвноважних процесiв
електронної пiдсистеми просторово обмежених металiв, якi є важливими у ката-
лiтичних процесах, для формування наноструктур у нанотехнологiях. Для опису
нерiвноважних процесiв (дифузiї, адсорбцiї, десорбцiї) у просторово неоднорiд-
них електрон–атомних систем iснують та розвиваються рiзнi теоретичнi пiдхо-
ди, зокрема широко використовується часовозалежна теорiя функцiоналу густи-
ни (TDDFT)3), яка за роки свого розвитку продемонструвала значнi досягнення та

1)Dreizler R. M., Gross E. K. U. Density functional theory. Springer, 1996;
Lundqvist S., March N. H. Theory of the Inhomogeneous Electron Gas. Springer US, 1983;
Lang N. D, Kohn W. Phys. Rev. B. 1, 4555 (1970).

2)de Heer W. A. Rev. Mod. Phys. 65, 611 (1993); Brack M. Rev. Mod. Phys. 65, 677 (1993).
3)Runge E.. Gross E. K. U. Phys. Rev. Lett. 52, 997 (1984);
Vignale G., Kohn W. Phys. Rev. Lett. 77, 2037 (1996);
Ullrich C. A., Gossmann U. J., Gross E. K. U. Phys. Rev. Lett. 74, 872 (1995);
Onida G., Reining L., Rubio A. Rev. Mod. Phys. 74, 601 (2002);
Tokatly I. V., Pankratov O. Phys. Rev. B. 67, 201103 (2003);
Schirmer J., Dreuw A. Phys. Rev. A. 75, 022513 (2007);
Marques M. A. L., Gross E. K. U. Ann. Rev. Phys. Chem. 55, 427 (2004).



2

продовжує розширювати свої межi застосувань4). Важливо зазначити, що TDDFT
у своїй основi має таку ж iдею та подiбну стратегiю дослiджень, як i DFT1), внас-
лiдок цього обидвi теорiї мають спiльнi проблеми5). Проблеми формулювання
часовозалежної теорiї функцiоналу густини розглянуто у працi6), радикального
формулювання — у працi7), переформулювання TDDFT критично проаналiзовано
у працi5). Ймовiрне вирiшення цих проблем може полягати у побудовi послiдов-
ної теорiї нерiвноважних процесiв.

За допомогою методу нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва8) у
працях9) розвинуто квантово-статистичну теорiю опису нерiвноважних процесiв у
системах «метал–адсорбат–газ». Зокрема, самоузгоджений опис атомної та елек-
тронної пiдсистем при дослiдженнi нерiвноважних процесiв подано у працi10),
причому проведено кiнетичний опис електронних процесiв. У процесах адсорб-
цiї, десорбцiї, поверхневої дифузiї поверхня металу зазнає реконструкцiї зi змi-
ною нерiвноважних властивостей як електронної, так i iонної пiдсистем. При
цьому змiнюються електродифузiйнi, в’язко-тепловi та електромагнiтнi власти-
востi електронної пiдсистеми у полi iонiв напiвобмеженого металу. З цiєї точки
зору побудова послiдовної квантово-статистичної теорiї просторово обмежено-
го металу з урахуванням нелокальної електрон–iонної взаємодiї та екстенсивної
статистичної механiки нерiвноважних процесiв є актуальними на теперiшнiй час.

Опису кiнетики хiмiчних реакцiй у каталiтичних процесах, дослiдженням
дифузiйних, хемосорбцiйних процесiв для iндукованих магнiтних диполiв, адсор-
бованих iонiв на поверхнях перехiдних d та f–металiв придiляється значна ува-
га11) у зв’язку з їх практичною важливiстю. Основнi моделi опису кiнетики хiмiч-
них реакцiй, зокрема оксидацiї СО12), не враховують квантової природи поверх-
невих явищ, зокрема те, що поверхня каталiзаторiв у таких реакцiях є магнiто-
активною (зумовлена електронною структурою поверхнi). Взаємодiя молекул СО
та атомiв кисню з поверхнею перехiдного металу має магнiтно-дипольну при-
роду13), що може зумовлювати процеси кластерного покриття СО та О поверхнi
каталiзатора пiд час проходження реакцiї оксидацiї СО.

Тодi як методи опису дифузiйних процесiв у конденсованих системах у ме-
жах статистики Гiббса на даний час добре розробленi, то опис суб- та супер-

4)Burke K., Werschnik J., Gross E. K. U. J. Chem. Phys. 123, 062206 (2005).
5)Schirmer J., Dreuw A. Phys. Rev. A. 75, 022513 (2007).
6)Runge E., Gross E. K. U. Phys. Rev. Lett. 52, 997 (1984).
7)Marques M. A. L., Gross E. K. U. Ann. Rev. Phys. Chem. 55, 427 (2004).
8)Зубарев Д. Н. Итоги науки и техн. Сер. Соврем. пробл. мат. 15, 131 (1980).
9)Kostrobii P. P., Markovych B. M., Rudavskii Yu. K., Tokarchuk M. V. Condens. Matter Phys. 4, 407
(2001);
Kostrobii P. P., Markovych B. M., Vasylenko A. I., Tokarchuk M. V. Ukr. J. Phys. 52, 1096 (2007);
Костробiй П. П. та iн. Реакцiйно-дифузiйнi процеси в системах «метал–газ». НУ ЛП, 2009.

10)Kostrobii P. P., Markovych B. M., Rudavskii Yu. K., Tokarchuk M. V. Condens. Matter Phys. 4, 407
(2001).

11)March N. H. Chemical Bonds Outside Metal Surfaces. Plenum Press, 1986;
Kato H. S. et al. Surf. Sci. 513, 239 (2002); Etz C. et al. Phys. Rev. B. 77, 184425 (2008).

12)Cisternas J. et al. J. Chem. Phys. 118, 3312 (2003); Arnoldus H. F. Surf. Sci. 601, 450 (2007).
13)Kato H. S., OkuyamaH., Yoshinobu J., Kawai M. Surf. Sci. 513, 239 (2002).
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дифузiйних процесiв у рiзних середовищах виходить за межi статистики Гiббса
i розглядається в узагальнених статистиках Тсаллiса14), Ренi15), Шарма–Мiтал16),
суперстатистицi17) та iн., якi також iнтенсивно застосовуються для дослiдження
самоорганiзацiйних i фрактальних структур, субдифузiї, турбулентностi, хiмiчних
реакцiй, а також рiзних економiчних, соцiальних i бiологiчних систем. Ентропiю
Тсаллiса широко використовують у рiзних застосуваннях неекстенсивної статис-
тичної механiки18). Усе частiше використовують ентропiя Ренi, яка залежить вiд
параметра q (0 < q 6 1) та у разi q = 1 спiвпадає з ентропiєю Гiббса–Шеннона19),
зокрема, у працi20) встановлено зв’язок мiж параметром q та теплоємнiстю сис-
теми. У працi21) застосовано метод нерiвноважного статистичного оператора та
ентропiю Ренi для опису дуже далеких вiд рiвноваги систем.

Тому є важливою побудова статистичного опису дифузiйних процесiв у ста-
тистицi Ренi, для якої характернi степеневi закони для розподiлiв у часi, послi-
довне виведення рiвнянь переносу у дробових похiдних для статистичного опису
процесiв переносу в рiзних системах, зокрема з фрактальною структурою.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiй-
на робота виконана в Нацiональному унiверситетi «Львiвська полiтехнiка». Пред-
ставленi в дисертацiї результати отриманi згiдно з планами робiт у межах бюд-
жетних тем Мiнiстерства освiти i науки України: «Математичне моделювання
каталiтичних процесiв на металiчних наноструктурах» (2004–2006 рр., номер дер-
жавної реєстрацiї 0104U002309), «Кiнетика нанопроцесiв в системах газ–метал:
математичнi та чисельнi дослiдження» (2007–2009 рр., номер державної реєстра-
цiї 0107U000825), «Дослiдження математичних моделей конкретних типiв сис-
тем» (2007–2012 рр., номер державної реєстрацiї 0107U009516), «Моделi кванто-
во–статистичного опису каталiтичних процесiв на металевих пiдкладах» (2010–
2012 рр., номер державної реєстрацiї 0110U001091), «Фiзичнi процеси i їх мате-
матичне моделювання у наногiбридизованих структурах пристроїв сенсорики i
накопичення енергiї» (2013–2015 рр., номер державної реєстрацiї 0113U003189),
«Побудова i дослiдження методiв розв’язування задач прикладної математики та
iнформатики» (2013–2017 рр., номер державної реєстрацiї 0113U005296).

14)Tsallis C. J. Stat. Phys. 52, 479 (1988); Tsallis C. Braz. J. Phys. 29, 1 (1999).
15)Rényi A. Probability theory. North-Holland, 1970;

Beck C., Schlogl F. Thermodynamics of Chaotic Systems. Cambridge, 1993;
Климонтович Ю. Л. Стат. теор. открытых систем. ТОО «Янус», 1995;
Башкиров А. Г. ТМФ. 149, 299 (2006);
Markiv B. B., Tokarchuk R. M., Kostrobij P. P., Tokarchuk M. V. Physica A. 390, 785 (2011).

16)Sharma B. D., Mittal D. P. J. Math. Sci. 1, 28 (1975);
Akturk E., Bagci G. B., Sever R. arXiv:cond-mat/0703277v1 (2007).

17)Beck C. Cont. Mech. Thermod. 16, 293 (2004);
Beck C. Superstatistics: Theoretical Concepts and Physical Applications. Wiley-VCH Verlag, 2008;
Sob’yanin D. N. Phys. Rev. E. 84, 051128 (2011).

18)Abe S., Okamoto Y. Nonextensive Statistical Mechanics and Its Applications. Springer-Verlag,
2001; Tsallis C. Introduction to Nonextensive Statistical Mechanics. Approaching a complex world.
Springer-Verlag, 2009.

19)Anghel D. V., Parvan A. S. J. Phys. A. 51, 445002 (2018).
20)Башкиров А. Г., Суханов А. Д. ЖЭТФ. 122, 513 (2002).
21)Vasconcellos A. R. et al. Int. J. Mod. Phys. B. 20, 4821 (2006).
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Мета i задачi дослiдження. Метою роботи є розроблення квантово-статис-
тичної теорiї рiвноважних характеристик просторово обмежених неперехiдних
металiв та реакцiйно-дифузiйних процесiв у них. Для досягнення цiєї мети у
роботi було передбачено низку завдань, серед яких:

• розрахувати термодинамiчнi та структурнi характеристики напiвобмеженого
металу в межах моделi «желе» та з врахуванням дискретностi iонної пiдсис-
теми;

• дослiдити хiмiчний потенцiал електронiв, ефективний потенцiал мiжелек-
тронної взаємодiї та роботу виходу для тонкої металевої плiвки в межах
моделi «желе»;

• отримати узагальненi рiвняння опису електродифузiйних та в’язко-еластич-
них процесiв для електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу з ураху-
ванням динамiчного екранування;

• побудувати узагальненi рiвняння переносу, якi узгоджено описують в’язко-
еластичнi електроннi процеси iз дифузiйно-електромагнiтними процесами
для атомiв–промоторiв (магнiтних диполiв) на поверхнi металу та iз реак-
цiйно-дифузiйними процесами для адсорбованих на поверхнi металiв атомiв;

• отримати узагальненi (немарковськi) рiвняння переносу у дробових похiдних
для класичної системи частинок у статистицi Ренi з часовою та просторовою
нелокальнiстю.

Об’єктом дослiдження є система «метал–адсорбат–газ», електронна пiд-
система просторово обмеженого металу, мультишаровi наноструктури. Предмет

дослiдження: термодинамiчнi рiвноважнi та нерiвноважнi характеристики елек-
тронної пiдсистеми напiвобмеженого металу та системи «метал–адсорбат–газ»,
реакцiйно-дифузiйнi процеси на поверхнi металу, субдифузiйний iмпеданс муль-
тишарових наноструктур. Для досягнення зазначеної мети використано: методи
рiвноважної квантової статистичної фiзики, метод функцiонального iнтегрування,
метод нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва та числовi методи.

Наукова новизна отриманих результатiв. За результатами дисертацiйної
роботи вперше:

1) використавши базисний пiдхiд та модель напiвобмеженого «желе» як базис-
ну, отримано новий вираз для термодинамiчного потенцiалу та s-частинкової
функцiї розподiлу електронiв напiвобмеженого металу з урахуванням дис-
кретностi iонної пiдсистеми;

2) знайдено новий вираз для термодинамiчного потенцiалу напiвобмеженого
металу у межах моделi «желе», на основi якого розраховано внутрiшню та по-
верхневу енергiї, яка є додатною для усiх значень радiуса Вiгнера–Зейтца (rs);

3) з коректним врахуванням умови електронейтральностi розраховано ефектив-
ний потенцiал парної мiжелектронної взаємодiї, хiмiчний потенцiал та роботу
виходу для тонкої металевої плiвки, яка розглядається у межах моделi «же-
ле» та знаходиться у вакуумi або на дiелектричному пiдкладi, та дослiджено
вплив на них товщини плiвки;
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4) розвинуто статистичну теорiю електродифузiйних та в’язко-еластичних елек-
тронних процесiв напiвобмеженого металу з врахуванням дискретностi iон-
ної пiдсистеми металу, отримано узагальненi рiвняння опису цих процесiв з
урахуванням динамiчного екранування через розрахунок квазiрiвноважного
функцiоналу Мас’є–Планка;

5) отримано систему рiвнянь типу Кеттано для опису взаємодiї газової фази з
каталiтичною поверхнею металу з урахуванням адсорбцiйних, десорбцiйних
та хiмiчних реакцiй мiж адсорбованими атомами;

6) побудовано математичну модель реакцiйно-дифузiйних процесiв у межах ме-
ханiзму Ленгмюра–Гiншелвуда на поверхнi металевого каталiзатора, яка дає
можливiсть врахувати особливостi протiкання хiмiчних реакцiй типу окис-
нення на поверхнi платинового каталiзатора;

7) удосконалено методику розрахунку перерiзу розсiяння iонiзованих атомiв на
вiстрi польового iонiзацiйного детектора, що полягає у поєднаннi класичного
опису процесу наближення атома до вiстря та квантового опису iонiзацiї ато-
ма, за допомогою якого розраховано значення перерiзу розсiяння iонiзованих
атомiв гелiю, якi задовiльно узгоджуються з експериментальними даними;

8) отримано новi узагальненi (немарковськi) рiвняння переносу у дробових по-
хiдних для класичної системи частинок у статистицi Ренi, у разi дифузiйних
процесiв отримано узагальненi (немарковськi) рiвняння дифузiї у дробових
похiдних, зокрема, узагальненi рiвняння дифузiї типу Кеттано, Максвелла–
Кеттано для систем з часовою та просторовою нелокальнiстю;

9) на основi узагальненого рiвняння електродифузiї типу Кеттано для систем
з часовою та просторовою нелокальнiстю проведено розрахунки субдифузiй-
ного iмпедансу для мультишарової системи GaSe з iнкапсульованим β-цикло-
декстрином (β-CD), якi якiсно узгоджуються з експериментальними даними.

Практичне значення одержаних результатiв. Розвинутий у дисертацiйнiй
роботi пiдхiд до розрахунку термодинамiчного потенцiалу напiвобмеженого ме-
талу дозволяє ставити та розв’язувати задачi розрахунку термодинамiчних харак-
теристик багатоелектронних металевих систем довiльної геометрiї з урахуван-
ням ефектiв самоузгодження, обмiну та кореляцiй, дiелектричного екранування
в неоднорiдному електронному газi, дискретностi iонної пiдсистеми у довiль-
них порядках за псевдопотенцiалом електрон–iонної взаємодiї. Серед можливих
об’єктiв його подальшого застосування є: малi металевi частинки, металевi клас-
тери та пори в металах. Удосконалена методика розрахунку перерiзу iонiзованих
атомiв забезпечила добре узгодження з експериментальними даними для гелiю
та може бути використана для побудови детекторiв iнертних газiв. Отриманi уза-
гальненi рiвняння переносу, якi узгоджено описують в’язко-еластичнi електрон-
нi процеси iз дифузiйно-електромагнiтними процесами для атомiв–промоторiв
(магнiтних диполiв) на поверхнi металу та iз реакцiйно-дифузiйними процеса-
ми для адсорбованих на поверхнi металу атомiв, можуть бути застосованi для
моделювання та пояснення каталiтичних процесiв, зокрема, оксидацiї СО. У та-
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кий спосiб запропоновано квантово-статистичну модель процесiв оксидацiї СО,
яка є бiльш реалiстичною за iснуючi моделi. Отриманi узагальненi рiвняння ди-
фузiї типу Кеттано, Максвелла–Кеттано для фрактальних систем можуть бути
застосованi для опису та моделювання дифузiйних, електро-дифузiйних процесiв
у пористих мембранних, електродних системах з фрактальною структурою. Роз-
рахунки субдифузiйного iмпедансу на основi рiвняння дифузiї типу Кеттано у
дробових похiдних отримали практичне застосування у поясненнi експеримен-
тальних даних з iмпедансної спектроскопiї для мультишарових наноструктур, зо-
крема для системи GaSe з iнкапсульованим β-CD, якi експериментально отриманi
в Нацiональному унiверситетi «Львiвська полiтехнiка». Запропонована модель
дає можливiсть проаналiзувати та пояснити нелiнiйну природу явищ переносу
заряду у мультишарових наноструктурах з фрактальною структурою на основi
частотної залежностi дiйсної та уявної частин її узагальненого опору. Теоретичнi
та практичнi результати дослiдження використовуються у навчальному процесi
(лекцiйнi курси: «Стохастичнi моделi систем», «Математичне моделювання в на-
нотехнологiях», «Випадковi процеси»), а також студентами кафедри прикладної
математики пiд час виконання курсових, квалiфiкацiйних бакалаврських та ма-
гiстерських робiт у Нацiональному унiверситетi «Львiвська полiтехнiка».

Особистий внесок здобувача. Усi викладенi в дисертацiї оригiнальнi ре-
зультати отримано автором самостiйно або за його безпосередньої участi. Автору
дисертацiї належить постановка задачi, розрахунки у частинi III монографiї [1],
роздiлах 2 та 5 монографiї [2, 3], у статтях [5–12, 15–21, 23–27, 29], а також iн-
терпретацiя розрахункiв. У роздiлi 8 монографiї [4], статтях [13, 14, 22, 28, 30, 31]
автору дисертацiї належить постановка задачi, участь у проведеннi та iнтерпре-
тацiї розрахункiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi науковi результати та положен-
ня дисертацiї представленi та обговоренi на 22 мiжнародних i державних на-
укових та науково-технiчних конференцiях, наукових семiнарах кафедри при-
кладної математики Нацiонального унiверситету «Львiвська полiтехнiка» та на-
укових семiнарах вiддiлу теорiї м’якої речовини Iнституту фiзики конденсо-
ваних систем НАН України, зокрема: Third international workshop “Relaxed,
nonlinear and acoustic optical processes; materials – growth and optical properties”
– RNAOPM’2006, September 06–10, 2006, Lutsk – Shatsk Lakes, Ukraine; Statistical
Physics 2009: Modern Trends and Applications (Lviv, 23—25 June 2009); Modern
Problems of Theoretical and Mathematical Physics: Bogolyubov Kyiv Conference
dedicated to the 100th anniversary of M. M. Bogolyubov (Kyiv, September 15–18,
2009); Conference of young scientists “Modern problems of theoretical physics” (Kyiv,
December 22–24, 2010); The 36-th Conference of the Middle European Cooperation
in Statistical Physics (5–7 April 2011, Lviv, Ukraine); 28th European Conference on
Surface Science (Wroc/law, Poland; 28 August – 2 September, 2011); 5th International
Workshop on Surface Physics. Surfaces and Nanostructures (Ladek Zdrój, Poland;
2–5 September, 2011); The 4th Conference of Statistical Physics: Modern Trends
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and Applications (3–6 July 2012, Lviv, Ukraine); VIII International Conference
POROUS МАТЕRIALS: Theory and Experiment (INTERPOR’ 12) (18–22 September
2012, Lviv–Briukhovychi, Ukraine); XIV International Conference on the Physics
and Technology of Thin Films and Nanosystems (ICPTTFN-XIV) (20–25 May 2013,
Ivano-Frankivsk, Ukraine); V Young Scientists Conference “Problems of Theoretical
Physics” (Kyiv, December 24–27, 2013); X International conference “Electronics and
applied physics” (October, 22–25, 2014, Kyiv, Ukraine); Науково-технiчна конфе-
ренцiя «Мiкро- та нанонеоднорiднi матерiали: моделi та експеримент» (Львiв,
22–24 вересня 2015, 17–18 вересня 2018); Bogolyubov Conference: Problems of
Theoretical Physics dedicated to the 50th anniversary of the Bogolyubov Institute for
Theoretical Physics of the NAS of Ukraine (Kyiv, 24—26 May 2016); Ulam Computer
Simulations Workshop (Lviv, 21–24 June 2017); International Meeting “Clusters and
nanostructured materials” (CNM-5’2018) (Uzhgorod, 22–28 October 2018).

Публiкацiї. Матерiали дисертацiї представлено в однiй монографiї [1], трьох
роздiлах [2–4] двох монографiй, 27 статтях [5–31], з яких 22 статтi вiдповiдають
вимогам до опублiкування результатiв дисертацiї [5–26], 17 у наукових фахо-
вих виданнях України [5–18, 29–31], 13 у наукових перiодичних виданнях iнших
держав [6, 8, 9, 12, 19–27], матерiалах i тезах конференцiй [32–53]. Зазначений пе-
релiк публiкацiй включає 17 публiкацiй, якi iндексованi у Scopus [6, 8, 9, 12, 17–
27, 31, 32].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi всту-
пу, огляду лiтератури, шести роздiлiв з викладом результатiв оригiнальних до-
слiджень, висновкiв, списку цитованих джерел i додаткiв. Роботу викладено на
273 сторiнках (разом iз перелiком джерел i додатками — на 344 сторiнках). За-
гальна кiлькiсть додаткiв — 6, рисункiв — 56, таблиць — 1, список використаних
джерел мiстить 450 найменувань.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ
У вступi висвiтлено актуальнiсть теми дослiджень, сформульовано мету ро-

боти, визначено її наукову новизну та практичне значення.
У першому роздiлi оглянуто основнi пiдходи до квантово-статистичного

опису напiвобмеженого металу та статистичного опису дифузiйних процесiв. Зо-
крема, детально розглянуто модель напiвобмеженого «желе», метод функцiональ-
ного iнтегрування та врахування поправки на локальне поле для цiєї моделi, ме-
тод нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва в статистицi Ренi.

Модель напiвобмеженого «желе» — це система N електронiв в об’ємi V =

= SL у полi обмеженого площиною подiлу Z = 0 додатного заряду з розподi-
лом ̺+(R) ≡ ̺+(R||,Z) = ̺0 θ(−Z), де θ(x) — функцiя Хевiсайда, R|| = (X,Y ),
X,Y ∈ [−

√
S/2,+

√
S/2], S → ∞, Z ∈ [−L/2,+L/2], L → ∞, причому справджується

умова електронейтральностi. Така проста модель задовiльно описує простi напiв-
обмеженi метали. Гамiльтонiан цiєї моделi має вигляд:

Hjell = Hunif
jell +

N
∑

j=1

Vsurf(rj) +
1

2

∫

V

dR1

∫

V

dR2
̺+(R1)̺+(R2) − (eN/V )2

|R1 − R2|
,
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де Hunif
jell

— гамiльтонiан однорiдного «желе», Vsurf(rj) =
∫

V
dR e(eN/V−̺+(R))

|rj−R| — поверх-
невий потенцiал, у полi якого знаходиться електрон з радiус–вектором rj. Цей
потенцiал формується вiдхиленням розподiлу додатного заряду вiд однорiдного.
Внаслiдок симетрiї задачi поверхневий потенцiал Vsurf(r) є функцiєю лише нор-
мальної до площини подiлу координати електрона, тобто Vsurf(r) ≡ Vsurf(z); рух
електронiв у паралельнiй площинi до поверхнi подiлу є вiльним.

Використання моделi напiвобмеженого «желе» без врахування кулонiвської
взаємодiї мiж електронами як базисної та методу функцiонального iнтегрування
дозволяє подати термодинамiчний потенцiал моделi напiвобмеженого «желе» у
такому виглядi22):

Ωjell = Ω0 −
1

2S
〈N 〉0

∑

q6=0

ν(q, 0) + Ωint, (1)

де Ω0 = − 1
β

∑

k||,α
ln
[

1 + eβ(µ−Eα(k||))
]

— термодинамiчний потенцiал невзаємодiю-
чої системи, який залежить вiд хiмiчного потенцiалу µ взаємодiючих електронiв,
β — обернена термодинамiчна температура, Eα(k||) — енергiя електрона в станi
(k||,α), α — деяке квантове число, яке визначається поверхневим потенцiалом,
k|| — хвильовий вектор електрона у площинi подiлу, 〈N 〉0 =

∑

k||,α
1

1+e
β(Eα(k||)−µ) ,

ν(q, 0) = 2πe2/q, q = (qx,qy), qx,y = 2π√
S
mx,y, mx,y = 0,±1,±2, . . .,

Ωint = −1

β
ln
∏

q6=0

∏

ν

∏

k

(

β
SLνk(q)

)−1/2
∫

(dω) JG(ω), (2)

(dω) — елемент фазового простору, ν — бозiвськi частоти,

JG(ω) = exp

[

− 1

2

∑

q6=0

∑

k1,k2

∑

ν

(

β
Sgk1,k2

(q, ν)
)−1
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

]

, (3)

gk1,k2
(q, ν) — фур’є–образ ефективного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї,

(

β
Sgk1,k2

(q, ν)
)−1

=
(

β
SLνk1

(q)
)−1δk1+k2,0 − Dk1,k2

(q, ν),

νk(q) = 4πe2/(q2 +k2) — тривимiрний фур’є–образ кулонiвської взаємодiї. Функцiя
Dk1,k2

(q, ν) визначається таким матричним спiввiдношенням:

D = M
(

I + V M
)−1

= M−MVD,

де I — одинична матриця, V = ‖ β
SLνk1

(q)δk1+k2,0‖, D = ‖Dk1,k2
(q, ν,−q,−ν)‖, M =

= ‖Mk1,k2
(q, ν,−q,−ν)‖, Mk1,k2

(q, ν,−q,−ν) — двочастинкова кореляцiйна функцiя
«густина–густина», усереднення в якiй виконується iз гамiльтонiаном усiєї сис-
теми Hjell. Результат обчислення гауссiвського функцiонального iнтеграла (2):

Ωint = − 1

2β

∑

q6=0

∑

ν

ln
detg(q, ν)
∏

k
1
Lνk(q)

, (4)

де g(q, ν) = ‖gk1,k2
(q, ν)‖. З виразу (4) видно, що необхiдно розрахувати визначник

матрицi, розмiр якої є безмежним, а це є складною проблемою, яка вирiшена у
наступному роздiлi.

У працi22) викладено загальну схему врахування три- та чотиричастинкових
кореляцiйних функцiй базової неоднорiдної фермi–системи, проте практична її

22)Kostrobij P. P., Markovych B. M. Condens. Matter Phys. 6, 347 (2003).
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реалiзацiя є надзвичайно складною. Для того, щоб обiйти цi труднощi у працi23)

запропоновано простий пiдхiд для врахування поправки на локальне поле. Цей
пiдхiд використовує вiдомi для неї результати з теорiї однорiдної електронної
рiдини, проте вiн враховує ефекти зображення, якi є принциповими для просто-
рово обмежених електронних систем. У межах цього пiдходу для двочастинкової
кореляцiйної функцiї M отримано таке матричне рiвняння:

M = M
0 +M

0V (I − G)M, (5)
де M

0 — матриця двочастинкової кореляцiйної функцiї «густина–густина» без
врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами.

Одним iз важливих методiв дослiдження у теорiї нерiвноважних процесiв є
метод нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва8), який успiшно застосо-
вувався до проблем кiнетичної теорiї, гiдродинамiки рiдин, газiв, плазми, фiзики
твердого тiла, фiзичної хiмiї та iн. Подальшi дослiдження базуються на цьому
методi. В його основi лежить iдея Боголюбова24) скороченого опису системи, яка
полягає у тому, що нерiвноважний макроскопiчний стан системи описується на-
бором спостережуваних величин 〈P̂m〉t, якi є середнiми значеннями базисних ди-
намiчних змiнних P̂m. За допомогою цих змiнних здiйснюється огрублений опис
еволюцiї системи на вибранiй шкалi часу. У методi нерiвноважного статистич-
ного оператора рiвняння переносу для середнiх значень 〈P̂m〉t вибраного набору
динамiчних змiнних отримуються за допомогою нерiвноважного статистичного
оператора (нерiвноважної функцiї розподiлу) ̺(xN ; t), де x — фазовi координа-
ти частинки, як розв’язку рiвняння Лiувiлля з початковою умовою ̺(xN ; t)t=t0 =

= ̺rel(x
N ; t0) i який з врахуванням проектування має вигляд8):

̺(xN ; t) = ̺rel(x
N ; t) −

∫ t

−∞
eε(t

′−t) T(t, t′)
(

1− Prel(t
′)
)

iLN̺rel(x
N ; t′) dt′, (6)

де ε→ +0 пiсля термодинамiчного переходу, iLN — оператор Лiувiлля взаємодiю-
чих частинок, T(t, t′) = exp+

{

−
∫ t

t′ (1− Prel(t
′′)) iLN dt′′

}

— оператор еволюцiї у часi
з врахуванням проектування, Prel(t) — проекцiйний оператор Кавасакi–Гантона,
що визначається релевантним статистичним оператором (релевантною функцiєю
розподiлу) ̺rel(x

N ; t), який знаходиться з умови максимуму функцiоналу ентропiї
Ренi25) за фiксованих параметрах скороченого опису

∫

dΓN P̂n̺(xN ; t) = 〈P̂n〉t i має
такий вигляд:

̺rel(t) =
1

ZR

(

1− q−1
q

∑

n

Fn(t)δP̂n

)
1

q−1
, ZR(t) =

∫

dΓN

(

1− q−1
q

∑

n

Fn(t)δP̂n

)
1

q−1

— статистична сума релевантного статистичного оператора, δP̂n = P̂n−〈P̂n〉t, множ-
ники Лагранжа Fn(t) визначаються умовами самоузгодження:

〈P̂n〉t = 〈P̂n〉trel. (7)
Нерiвноважний статистичний оператор (нерiвноважна функцiя розподiлу) з вра-

23)Костробiй П. П., Маркович Б. М., Казановська О. З. Препр./ НАН України. IФКС;
ICMP–06–15U (2006).

24)Боголюбов Н. Н. Проблемы динамической теории в статистической физике.
Гостехиздат, 1946.

25)Markiv B. B., Tokarchuk R. M., Kostrobij P. P., Tokarchuk M. V. Physica A. 390, 785 (2011).
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хуванням структури ̺rel(x
N ; t) є таким:

̺(xN ; t) = ̺rel(x
N ; t) +

∑

n

∫ t

−∞
eε(t

′−t) T(t, t′)In(t
′)Fn(t

′)̺rel(x
N ; t′) dt′, (8)

де In(t) — узагальненi потоки.
За допомогою нерiвноважного статистичного оператора (8) для параметрiв

скороченого опису отримуються узагальненi рiвняння переносу:
∂

∂t
〈P̂m〉t = 〈 ˙̂Pm〉trel +

∑

n

∫ t

−∞
eε(t

′−t)ϕmn(t, t
′)Fn(t

′) dt′, (9)

де ϕmn(t, t′) =
∫

dΓN{ ˙̂PmT(t, t′)In(t′)̺rel(t
′)} — узагальненi ядра переносу (функцiї

пам’ятi), якi описують дисипативнi процеси в системi та побудованi на узагальне-
них потоках In(t). Рiвняння переносу (9) в загальному випадку враховують ефекти
пам’ятi, а у наближеннi ϕmn(t, t′) ≈ ϕmnδ(t − t′) описують марковськi процеси. У
рiвняннях переносу присутнi множники Лагранжа (нерiвноважнi термодинамiчнi
параметри у випадку гiдродинамiчного опису), якi визначаються iз умов самоуз-
годжень (7), внаслiдок цього система рiвнянь переносу стає замкненою. Нерiв-
новажний статистичний оператор (8) i рiвняння переносу (9) складають повний
iнструмент для моделювання нерiвноважних процесiв у далеких вiд рiвноваги
системах, коли вибрано параметри скороченого опису 〈P̂n〉t.

У другому роздiлi за допомогою методу функцiонального iнтегрування, ви-
користовуючи невзаємодiючу систему як базисну, отримано загальний вираз для
термодинамiчного потенцiалу напiвобмеженого «желе», на основi якого розрахо-
вано внутрiшню та поверхневу енергiї. Для розрахунку термодинамiчного потен-
цiалу визначальним є ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї, поведiнку
якого детально дослiджено у рiзних наближеннях. Показано, що у певних на-
ближеннях термодинамiчний потенцiал та внутрiшню енергiю можна подати у
виглядi функцiоналу вiд унарної та бiнарної функцiй розподiлу електронiв.

У попередньому роздiлi показано, що для розрахунку термодинамiчного по-
тенцiалу моделi напiвобмеженого «желе» Ωjell (1) необхiдно обчислити термоди-
намiчний потенцiал невзаємодiючої системи Ω0 та визначник матрицi ефективно-
го потенцiалу мiжелектронної взаємодiї (4). Розрахунок Ω0 не складає принципо-
вих труднощiв [1], натомiсть розрахунок визначника матрицi є доволi складною
задачею, оскiльки її порядок є безмежним. Для цього можна скористатися вiдо-
мою тотожнiстю ln detA = Sp lnA з наступним розвиненням у ряд lnA, обчис-
ленням слiду матричних доданкiв в отриманому рядi та пiдсумовуванням цього
ряду. Для уникнення такої процедури запропоновано iнший пiдхiд, який поля-
гає у побудовi диференцiального рiвняння для шуканої величини Ωint. Для цього
замiсть функцiї JG(ω) (3) введено у розгляд функцiю JG(ω,λ), яка залежить вiд
параметра λ:

JG(ω,λ) = exp

[

− 1

2

∑

q6=0

∑

k1,k2

∑

ν

(

β
Sgk1,k2

(q, ν,λ)
)−1
ωk1

(q, ν)ωk2
(−q,−ν)

]

,

де gk1,k2
(q, ν,λ) — фур’є–образ ефективного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї,
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який залежить вiд параметра λ:
(

β
Sgk1,k2

(q, ν,λ)
)−1

=
(

β
SLνk1

(q)
)−1δk1+k2,0 − λDk1,k2

(q, ν),

причому gk1,k2
(q, ν) ≡ gk1,k2

(q, ν, 1), JG(ω) ≡ JG(ω, 1). Тодi Ωint стає функцiєю парамет-
ра λ, яка задовiльняє диференцiальне рiвняння першого порядку з однорiдною
умовою в точцi λ = 0. Шукана величина є розв’язком цiєї задачi у точцi λ = 1 та
є такою:

Ωint ≡ Ωint(1) = − 1

2S

∑

q6=0

∑

ν

∑

k1,k2

Dk1,k2
(q, ν)

∫ 1

0

gk1,k2
(q, ν,λ) dλ =

= − 1

2SL2

∑

q6=0

∑

ν

∫ +L/2

−L/2

dz1

∫ +L/2

−L/2

dz2 D(q, ν, z1, z2)

∫ 1

0

g(q, ν, z1, z2,λ) dλ.

Подальший розрахунок Ωint за цiєю формулою необхiдно проводити чисельно. З
метою отримання аналiтичних результатiв зроблено такi наближення: (1) набли-
ження хаотичних фаз: D ≈ M0; (2) нехтування залежнiстю ефективного потен-
цiалу парної мiжелектронної взаємодiї вiд бозiвської частоти ν: g(q, ν, z1, z2,λ) ≈
≈ g(q, z1, z2,λ). Цi наближення дозволяють записати термодинамiчний потенцiал
моделi напiвобмеженого «желе» у виглядi функцiоналу вiд унарної F 0

1 (z) та бiнар-
ної F 0

2 (r||, z1, z2) функцiй розподiлу електронiв, в яких не враховано кулонiвську
взаємодiю мiж ними:

Ωjell = Ω0 +
1

2

〈N 〉0S
V

∫ +L/2

−L/2

dzF 0
1 (z)

∫ 1

0

dλ
(

g(r||, z, z,λ) −
e2

r||

)∣

∣

∣

r||=0
+

+
1

2

〈N 〉20S
V 2

∫

S

dr||

∫ +L/2

−L/2

dz1

∫ +L/2

−L/2

dz2

(

F 0
2 (r||, z1, z2)− F 0

1 (z1)F 0
1 (z2)

)

∫ 1

0

dλg(r||, z1, z2,λ),

де g(r||, z1, z2,λ) — ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї у координат-
ному представленнi, який залежить вiд параметра λ.

У результатi термодинамiчний потенцiал можна подати так:
Ωjell = Ωbulk +Ωsurf,

де перший доданок — об’ємна частина термодинамiчного потенцiалу (пропор-
цiйна до об’єму системи SL), а другий — поверхнева (пропорцiйна до площi
поверхнi S).

На основi термодинамiчного потенцiалу системи розраховано хiмiчний по-
тенцiал i виявлено, що врахування кулонiвської взаємодiї призводить до змен-
шення хiмiчного потенцiала електронiв, отримано вираз для внутрiшньої енергiї
системи Ujell, яка у границi низьких температур є такою:

Ujell = Ωjell + µ〈N 〉 = Ubulk +Usurf,

Ubulk = Ωbulk + µNbulk, Usurf = Ωsurf + µNsurf

— вiдповiдно об’ємна та поверхнева частини внутрiшньої енергiї. Згiдно з праця-
ми26), у границi низьких температур вiдношення Usurf/S є вiльною поверхневою
енергiєю σjell, а величина Usurf = σjellS — роботою незворотного процесу створення
нової вiльної поверхнi S. Величина σjell описує надлишок енергiї приповерхневих

26)Kiejna A., Wojciechowski K. F. Metal Surface Electron Physics. Pergamon, 1996;
Paasch G., Hietschold M. Die Oberfläche der festen Körper. Springer-Verlag, 1983.
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областей порiвняно з енергiєю всерединi тiла.
Для подальших чисельних розрахункiв поверхневий потенцiал змодельова-

но прямокутним потенцiальним бар’єром, який знаходиться у точцi z = d, має
висоту W та допускає аналiтичний розв’язок одновимiрного стацiонарного рiв-
няння Шредiнгера. Параметр d, який є вiддалю вiд краю додатного заряду до
потенцiального бар’єру визначається умовою електронейтральностi та залежить
вiд його висоти.
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Рис. 1. Залежнiсть поверхневої енергiї вiд висо-
ти потенцiального бар’єру (суцiльна лiнiя — для
взаємодiючої системи, штрихова — для невзає-

модiючої).

2 3 4 5 6

-1000

0

1000

2000

3000

4000

5000

K Rb CsNa
BaSr

Li

Ag
Au

Cu

Fe

Mn

ZnAl Mg

HgCd

σ
je

ll
,
er

g/
cm

2

rs, aB

Рис. 2. Залежнiсть поверхневої енергiї вiд ра-
дiуса Вiгнера–Зейтца (суцiльна лiнiя — для
висоти потенцiального бар’єру, яку знайдено
з мiнiмума поверхневої енергiї; штрихова —
для безмежно високого потенцiального бар’єру,
штрихпунктирна — розрахунки Ленга та Кона;
крапки — експериментальнi значення поверхне-

вої енергiї деяких металiв).

Дослiдження залежностi унарної
функцiї розподiлу електронiв вiд нор-
мальної до площини подiлу коорди-
нати електрона i рiзних значень зна-
чень висоти потенцiального бар’єру
показало, що врахування кулонiвсь-
кої взаємодiї призводить до збiльшен-
ня перiоду загасаючих осциляцiй унар-
ної функцiї навколо свого значення в
глибинi металу, яке дорiвнює одини-
цi; збiльшення висоти потенцiального
бар’єру призводить до швидшого зага-
сання функцiї розподiлу бiля площини
подiлу.

Розраховано залежнiсть парамет-
ра d, який є вiддаллю вiд площи-
ни подiлу (z = 0) до потенцiально-
го бар’єру, вiд радiуса Вiгнера–Зейтца
для рiзних значень висоти потенцiаль-
ного бар’єру та виявлено, що враху-
вання кулонiвської взаємодiї мiж елек-
тронами призводить до збiльшення цiєї
вiддалi та її нелiнiйної поведiнки як
функцiї rs, тодi як в невзаємодiючiй
системi залежнiсть d вiд rs є лiнiйною.

Розрахунки залежностi поверхне-
вої енергiї σjell вiд висоти потенцiаль-
ного бар’єра W для рiзних значень ра-
дiуса Вiгнера–Зейтца (див. рис. 1) по-
казали, що зi зростанням висоти потен-
цiального бар’єру значення поверхне-
вої енергiї прямують до значення, яке

отримане для безмежно високого потенцiального бар’єру [20]. Зi зменшенням
висоти потенцiального бар’єру до рiвня хiмiчного потенцiалу поверхнева енер-
гiя невзаємодiючої системи зростає, що фiзично зрозумiло: середня вiддаль мiж
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електронами зростає, вони можуть виходити далi в область z > 0, i тому поверх-
нева енергiя зростає. Врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами при-
зводить до появи мiнiмума. Оскiльки система завжди прагне перейти у стан з
мiнiмальною енергiєю, то мiнiмум поверхневої енергiї розглянуто як самоузгод-
жену умову для знаходження висоти потенцiального бар’єру.

Дослiджено поверхневу енергiю як функцiю радiуса Вiгнера–Зейтца для мо-
делi прямокутного потенцiального бар’єру скiнченої висоти та виявлено, що вона
є додатною в усiй областi; в областi rs > 5aB результати розрахункiв поверхне-
вої енергiї для моделей скiнченого та безмежного потенцiальних бар’єрiв добре
узгоджуються з результатами Ленга та Кона (див. рис. 2). Крiм того, розрахо-
ванi значення поверхневої енергiї досить добре, як на таку просту модель на-
пiвобмеженого металу, якою є модель напiвобмеженого «желе», узгоджуються з
експериментальними даними27) для простих металiв (Li, Na, K, Rb, Cs, Sr, Ba),
якi задовiльно описуються моделлю «желе». Причиною цього є домiнуюча роль
електронної пiдсистеми простого металу порiвняно з iонною пiдсистемою28).
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Рис. 3. Ефективний потенцiал мiжелектронної
взаємодiї як функцiя мiжелектронної вiддалi в
площинi подiлу для z1 = z2 = −30aB. Суцiль-
нi лiнiї — з врахуванням кулонiвської взаємодiї
в хiмiчному потенцiалi, штриховi лiнiї — без
врахуванням кулонiвської взаємодiї в хiмiчно-

му потенцiалi.

Проведено розрахунки ефектив-
ного потенцiалу парної мiжелектрон-
ної взаємодiї для калiю у границi
низьких температур, моделюючи по-
верхневий потенцiал безмежним по-
тенцiальним бар’єром та використову-
ючи для поправки на локальне поле
Gk1,k2

(q) у рiвняннi (5) для двочастин-
кової кореляцiйної функцiї апроксима-
цiю у формi Хаббарда з теорiї одно-
рiдного електронного газу29): Gk1,k2

(q) =

= 1
2

q2+k2
1

q2+k2
1+ξK

2
F

δk1,k2
. Виявлено, що враху-

вання кулонiвської взаємодiї в хiмiчно-
му потенцiалi призводить до поглиб-
лення та вiддалення потенцiальної ями
ефективного потенцiалу мiжелектрон-
ної взаємодiї порiвняно з розрахунками
без її врахування (див. рис. 3). Зокрема, у наближеннi хаотичних фаз без враху-
вання кулонiвської взаємодiї в хiмiчному потенцiалi в глибинi металу потенцiаль-
на яма вiдсутня, тодi як її врахування приводить до виникнення ями. Апрокси-
мацiя Хаббарда (ξ = 1), як i в теорiї однорiдної електронної системи, спричинює
найглибшу потенцiальну яму, а апроксимацiя Гелдарта та Воско (ξ = 2) — про-
мiжне значення глибини потенцiальної ями.

Дослiджено поведiнку ефективного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї вiд

27)Tyson W. R., Miller W. A. Surf. Sci. 1, 267 (1977).
28)de Heer W. A. Rev. Mod. Phys. 65, 611 (1993).
29)Mahan G. D. Many-particle physics. Plenum Press, 1990.
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мiжелектронної вiддалi в площинi подiлу (r||) та нормальних до площини подiлу
координат електронiв (z1 та z2). У глибинi металу ефективний потенцiал мiж-
електронної взаємодiї є аксiально симетричним у площинi r||Oz1, немає впливу
площини подiлу, а з наближенням електрона до площини подiлу ця симетрiя
поступово втрачається. Бiля площини подiлу потенцiальна яма праворуч вiд за-
фiксованого електрона зникає, а залишається лише лiворуч вiд нього. Внаслiдок
такої поведiнки ефективного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї бiля поверхнi
металу виникають додатковi механiчнi напруження, якi можуть призводити до
появи трiщин та iнших дефектiв.

У третьому роздiлi дослiджено металеву плiвку у межах моделi «желе» з
врахуванням кулонiвської взаємодiї мiж електронами та коректним врахуванням
умови електронейтральностi [1, 24]. На основi термодинамiчного потенцiалу ме-
талевої плiвки, моделюючи поверхневий потенцiал прямокутною потенцiальною
ямою з безмежно високими стiнками, розраховано хiмiчний потенцiал метале-
вої плiвки iз врахуванням кулонiвської мiжелектронної взаємодiї. Виявлено, що
залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд товщини плiвки немонотонна, є чергування
пiкiв, тобто спостерiгається квантово-розмiрний ефект для хiмiчного потенцiалу.
Це є наслiдком квантування енергетичних рiвнiв електронiв, рух яких у перпен-
дикулярному напрямку до плiвки є обмеженим. Зi збiльшенням товщини плiвки
квантово-розмiрний ефект зникає, значення хiмiчного потенцiалу наближають-
ся до об’ємних. Врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами призводить
до значного зменшення хiмiчного потенцiалу, а також до посилення квантово-
розмiрного ефекту: пiки стають вищими, а ями — глибшими, перiод чергування
пiкiв та ям збiльшується. Виявлено, що у разi врахування мiжелектронної ку-
лонiвської взаємодiї вiддаль мiж сусiднiми пiками хiмiчного потенцiалу стано-
вить, як i для iдеального електронного газу, половину довжини хвилi Фермi30).

П
ер

iо
д,

nm

rs, aB

Рис. 4. Перiод чергування пiкiв хiмiчно-
го потенцiалу як функцiя радiуса Вiгнера–
Зейтца (суцiльна лiнiя — з врахуванням
кулонiвської взаємодiї мiж електронами,

штрихова — без її врахування).

Дослiджено перiод чергування пiкiв
хiмiчного потенцiалу як функцiю радiу-
са Вiгнера–Зейтца (див. рис. 4). У разi
невзаємодiючої системи електронiв цей пе-
рiод зростає лiнiйно зi зростанням радiуса
Вiгнера–Зейтца. Врахування ж кулонiвсь-
кої взаємодiї призводить до зростання се-
редньої вiддалi мiж електронами i перiод,
як функцiя радiуса Вiгнера–Зейтца, зростає
швидше, нiж лiнiйно. Виявлено, що враху-
вання кулонiвської взаємодiї призводить до
дуже доброго узгодження цього перiода з
експериментальними даними для перiода
коливань провiдностi платинової плiвки31).

30)Schulte F. K. Surf. Sci. 55, 427 (1976); Schulte F. K. Phys. Stat. Sol. (B) 79, 149 (1977).
31)Fischer G., Hoffmann H. Z. f. Phys. B. 39, 287 (1980); Phys. Rev. B. 22, 6065 (1980).
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Дослiджено електронейтральну металеву плiвку з товщиною lslab у межах
невзаємодiючої моделi «желе», яка розташована у просторi так, що правiше вiд
неї знаходиться дiелектрик, а лiвiше — вакуум [27]. Поверхневий потенцiал змо-
дельовано прямокутною потенцiальною ямою зi стiнками рiзної висоти (несимет-
рична прямокутна потенцiальна яма) та шириною l.
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µ
,
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µbulk

lslab, aB
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W
,
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lslab, aB

Wbulk

Рис. 5. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу µ (лiворуч) та роботи виходу W (праворуч) вiд тов-
щини алюмiнiєвої плiвки lslab. Верхнi три кривi лiворуч та нижнi три кривi праворуч —
розрахунки32) з неправильним врахуванням умови електронейтральностi (тобто при l = lslab),
нижнi три кривi лiворуч та верхнi три кривi праворуч — з правильним врахуванням умови
електронейтральностi. Суцiльна лiнiя — плiвка знаходиться у вакуумi, штрихова — плiвка на
SiO2, лiнiя з крапок — плiвка на Al2O3, штрихдвопунктирна — для безмежної прямокутної по-
тенцiальної ями. Горизонтальна пряма лiворуч — об’ємне значення хiмiчного потенцiалу для
алюмiнiю у моделi невзаємодiючих електронiв, µbulk = 11.695 eV, горизонтальна пряма праворуч

— робота виходу з об’ємного зразка алюмiнiю, Wbulk = 4.119 eV (згiдно з працею32)).

З рис. 5 видно, що як хiмiчний потенцiал, так i робота виходу, розрахованi
з коректним врахуванням умови електронейтральностi, зi зростанням товщини
плiвки прямують до своїх об’ємних значень. На вiдмiну вiд цього, у разi непра-
вильного врахування умови електронейтральностi, як це було зроблено у працi32)

для цих самих випадкiв, хiмiчний потенцiал є завищеним, а робота виходу —
занижена. Це фiзично зрозумiло, оскiльки за такого неправильного врахування
умови електронейтральностi вважається, що товщина плiвки дорiвнює ширинi
потенцiальної ями, в якiй знаходяться електрони. Насправдi ж плiвка є вужчою
i кiлькiсть додатного заряду є меншою, нiж кiлькiсть вiд’ємного, тобто плiвка є
вiд’ємно зарядженою i електронам легше покинути металеву плiвку, внаслiдок
цього робота виходу є меншою, нiж для електронейтральної плiвки.

Виявлено вiдносно добре узгодження розрахованої роботи виходу з результа-
тами Шульте30) для товстих плiвок, а для тонких плiвок є суттєва вiдмiннiсть: ро-
бота виходу збiльшується зi зменшенням товщини плiвки, що є фiзично правиль-
ним. Крiм того, як видно з рис. 5(праворуч), отриманий результат узгоджується з
результатами праць33) та34) для Al(111), якi позначенi прямокутниками та трикут-
никами вiдповiдно.

32)Korotun A. V. Phys. Sol. St. 57, 391 (2015).
33)Boettger J. C., Birkenheuer U., Rösch N., Trickey S. B. Int. J. Quant. Chem. 52, 675 (1994)
34)Feibelman P. J., Hamann D. R. Phys. Rev. B. 29, 6463 (1984).
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У четвертому роздiлi, використовуючи модель напiвобмеженого «желе», яка
дослiджена у перших двох роздiлах, як базисну та теорiю збурень за «рiзнице-
вим потенцiалом» [1, 5, 6], послiдовно розвинуто теорiю збурень для просторово
обмеженого металу, який може описуватися нелокальними псевдопотенцiалами.
Велику статистичну суму напiвобмеженого металу подано у виглядi розвинення
за степенями цього потенцiалу. У частковому випадку локального псевдопотен-
цiалу ця теорiя збурень спiвпадає з результатами працi Каїма35).

У такому пiдходi отримано велику статистичну суму напiвобмеженого
металу, iони якого мають заряд Ze та декартовi координати Rj = (Xj,Yj,Zj),
j = 1, . . . ,Nion, де −∞ < Xj,Yj < +∞, −∞ < Zj 6 0, Z = 0 — рiвняння поверх-
нi (площини) подiлу «метал–вакуум», j = 1, . . . ,Nion, електрони напiвобмеженого
металу мають координати ri, i = 1, . . . ,N ,

Ξ = e−βδHii Ξjell〈S(β)〉jell,
де δHii — енергiя iонної пiдсистеми без потенцiальної енергiї додатного заряду
моделi напiвобмеженого «желе», Ξjell = e−βΩjell — велика статистична сума моделi
напiвобмеженого «желе», Ωjell — термодинамiчний потенцiал, який розраховував-
ся у другому роздiлi,

〈S(β)〉jell = exp

[ ∞
∑

n=1

(

βNion

SL

)n
in

n!

∑

q1,...,qn

∑

k1,...,kn

Sk1
(q1) . . . Skn(qn)×

×
∑

l1,...,ln

δwl1
k1
(q1) . . . δwln

kn
(qn)M

l1,...,ln
k1,...,kn

(q1, . . . ,qn)

]

, (10)

Skn(qn) = 1
Nion

∑Nion

j=1 e−iqR||j−ikZj — геометричний структурний фактор iонної пiдсис-
теми напiвобмеженого металу, δwl

k(q) = −Zνk(q)
(

1− δq,0

)

+ f l
k(q), νk(q) та f l

k(q) —
тривимiрнi фур’є–образи кулонiвського потенцiалу та нелокальної частини псев-
допотенцiалу вiдповiдно, M

l1,...,ln
k1,...,kn

(q1, . . . ,qn) — n-частинкова кореляцiйна функцiя
«густина–густина» електронiв з орбiтальними числами l1, . . . , ln, якi пов’язанi з
s-частинковими матрицями густини електронiв24). Отже, розрахунок великої ста-
тистичної суми зведено до розрахунку багаточастинкових матриць густини. У
разi локального псевдопотенцiалу необхiдно розрахувати лише дiагональнi еле-
менти багаточастинкових матриць густини, тобто треба знайти багаточастинковi
функцiї розподiлу електронiв36); причому у першому порядку цей вираз спiвпадає
з виразом, який, як правило, найчастiше використовується37). На вiдмiну вiд цьо-
го, розвинутий пiдхiд не мiстить принципових труднощiв з урахуванням другого
та вищих порядкiв.

Отримано аналiтичний вираз для ефективного потенцiалу парної мiжiонної
взаємодiї [1, 5, 26] та чисельно розраховано його для калiю у границi низьких
температур, використовуючи модель безмежного потенцiального бар’єру, псевдо-
потенцiал Краско–Гурського38) та поправку на локальне поле у формi Хаббарда.
35)Каим С. Д. Укр. фiз. журн. 26, 1354 (1981).
36)Костробiй П. П., Маркович Б. М. Журн. фiз. досл. 7, 298 (2003).
37)Lang N. D., Kohn W. Phys. Rev. B. 1, 4555 (1970); Fiolhais C. et al. Prog. Surf. Sci. 67, 285 (2001).
38)Гурский З. А., Краско Г. Л. ДАН СССР. 197, 810 (1971).
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Виявлено, що апроксимацiя Хаббарда, як i в теорiї необмеженого металу, спри-
чинює найглибшу потенцiальну яму, а наймiлкiшу — апроксимацiя Шема, решта
розглянутих поправок забезпечують промiжнi значення глибини потенцiальних
ям. Врахування поправки на локальне поле призводить до значного поглиблення
потенцiальної ями, яка є у разi наближення хаотичних фаз39).
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Рис. 6. Ефективний потенцiал мiжiонної взаємодiї для калiю як функцiя мiжiонної вiддалi в

площинi подiлу та нормальної координати одного з iонiв.

Врахування кулонiвської взаємодiї в хiмiчному потенцiалi також призводить
до поглиблення та зсуву праворуч потенцiальної ями ефективного потенцiалу
мiжiонної взаємодiї порiвняно з розрахунками без її врахування. Зокрема, у наб-
лиженнi хаотичних фаз без врахування кулонiвської взаємодiї в хiмiчному потен-
цiалi в глибинi металу потенцiальна яма вiдсутня, тодi як її врахування призво-
дить до виникнення ями.

Дослiджено поведiнку ефективного потенцiалу мiжiонної взаємодiї як функ-
цiї нормальних до площини подiлу координат iонiв (Z1 та Z2) та вiддалi мiж
iонами в площинi подiлу (R||) (див. рис. 6) [1, 5, 26]. Виявлено, що цей потенцiал
у глибинi металу є аксiально симетричним у площинi r||Oz, тобто вплив поверхнi
подiлу вiдсутнiй, а з наближенням iона до площини подiлу ця симетрiя пору-
шується. Зокрема, з наближенням iона до площини подiлу виникають двi глибшi

39)Shyu W.-M., Wehling J. H., Cordes M. R., Gaspari G. D. Phys. Rev. B. 4, 1802 (1971).
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симетричнi вiдносно прямої R|| = 0 потенцiальнi ями, тобто притягальна взає-
модiя мiж iонами в паралельному до площини подiлу шарi є сильнiшою, нiж мiж
iонами з рiзних шарiв. З подальшим наближенням iона до площини подiлу цi двi
ями зникають, натомiсть є одна глибока потенцiальна яма лiворуч вiд фiксованого
iона, яка з наступним наближенням iона до площини подiлу зменшується. Така
анiзотропна поведiнка ефективного потенцiалу мiжiонної взаємодiї обумовлює
реконструкцiю приповерхневих шарiв металевої гратки.

Дослiджено поведiнку ефективного потенцiала електрон–iонної взаємодiї як
функцiї вiддалi мiж електроном та iоном у площинi подiлу (r||), нормальних до
площини подiлу координат електрона (z) та iона (Z) [18]. Виявлено, що в глибинi
метала ефективний потенцiал електрон–iонної взаємодiї також є аксiально симет-
ричним у площинi r||Oz, тобто вплив поверхнi подiлу вiдсутнiй, а з наближенням
iона до площини подiлу аксiальна симетрiя порушується. З наближенням iона до
площини подiлу потенцiальна яма мiж iоном та площиною подiлу зменшується
внаслiдок зменшення концентрацiї електронiв бiля площини подiлу.

Використовуючи модель напiвобмеженого «желе» як базисну та теорiю збу-
рень за «рiзницевим потенцiалом» [1], отримано такий загальний вираз для
s-частинкової функцiї розподiлу електронiв Fs(r1, . . . , rs) згiдно з означенням
Боголюбова24):

Fs(r1, . . . , rs) = F jell
s (r1, . . . , rs) exp

[ ∞
∑

n=1

(

βNion

SL

)n
in

n!

∑

q1,...,qn
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k1,...,kn

Sk1
(q1) . . .×

× Skn(qn)
∑

l1,...,ln

δwl1
k1
(q1) . . . δwln

kn
(qn)∆M

(1) l1,...,ln
k1,...,kn

(q1, . . . ,qn)

]

,

де F jell
s (r1, . . . , rs) — s-частинкова функцiя розподiлу електронiв просторово обме-

женого металу в моделi «желе», ∆M
(s)l1,...,ln

k1,...,kn
(q1, . . . ,qn) — вiдхилення неусеред-

неної за комплексом s електронiв n-частинкової кореляцiйної функцiї «густина–
густина» електронiв з орбiтальними числами l1, . . . , ln вiд повнiстю усередненої
такої функцiї.

У наближеннi хаотичних фаз чисельно розраховано розподiл електронної
густини за низьких температур для моделi безмежного потенцiального бар’єра,
моделюючи електрон–iонний потенцiал псевдопотенцiалом Краско–Гурського та
псевдопотенцiалом «зникаючого ядра»40). Виявлено, що електронна густини для
обох модельних псевдопотенцiалiв якiсно вiдрiзняються в областi мiж iона-
ми ґратки, оскiльки псевдопотенцiал «зникаючого ядра» на вiдмiну вiд моделi
Краско–Гурського, дозволяє якiсно враховувати вiдмiннiсть електронної структу-
ри iона ґратки вiд воднево-подiбної, що особливо важливо для металiв iз бiльшим
за одиницю зарядом iона ґратки. Для обох моделей електрон–iонної взаємодiї ре-
зультати чисельного розрахунку електронної густини показують, що вплив по-
верхнi подiлу «метал–вакуум» стає нехтовно малий для вiддалей вiд поверхнi

40)Fiolhais C., Perdew J. P., Armster S. Q., MacLaren J. M., Brajczewska M.
Phys. Rev. B. 51, 14001 (1995).
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подiлу (в глибину металу), якi перевищують пiвтори перiода ґратки металу [7].
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Рис. 7. Розподiл електронної густини (n(x, y, z)) вуглецю [0001] за вiдсутностi зовнiшнього
електричного поля (Eext = 0) як функцiя координат x та y. Нормальна до поверхнi подiлу
координата зафiксована: z = Z1

ion, де Z1
ion = 0 — нормальна координата першого iонного ша-

ру (лiворуч), z = 1aB — (праворуч).
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Рис. 8. Розподiл рiзницi електронних густин
(∆n = n

∣

∣

Eext=0
− n

∣

∣

Eext=25V/nm
) вуглецю [0001]

за вiдсутностi зовнiшнього електричного поля
та у його присутностi з напруженiстю Eext =
= 25V/nm як функцiя нормальної до поверхнi

подiлу координати z.

Рис. 9. Розподiл напруженостi ефективного
зовнiшнього електричного поля, тобто рiзниця
напруженостей електричного поля при вклю-
ченнi зовнiшнього поля (Eext = 25V/nm) та при
його виключеннi як функцiя нормальної до по-

верхнi подiлу координати z.

Чисельно розраховано розподiли електронної густини (див. рис. 7, 8) та на-
пруженостi ефективного зовнiшнього електричного поля (див. рис. 9), як рiзни-
цi напруженостей електричного поля при включеннi зовнiшнього поля з напру-
женiстю Eext = 25V/nm та при його виключеннi, для поверхнi [0001] вуглецю,
оскiльки такий матерiал широко використовується для вирощування нанотрубок.
Як модельний псевдопотенцiал взято локальний псевдопотенцiал41). Поверхневий
потенцiал Vsurf(z) змодельовано лiнiйним потенцiалом, який дозволяє врахувати
присутнiсть зовнiшнього постiйного електричного поля з напруженiстю Eext. Ви-
явлено, що зовнiшнє постiйне електричне поле збурює електронну пiдсистему на
вiддалях до 2aB в глибину та до 5aB у вакуум за першим iонним шаром, вплив
41)Якiбчук П. М., Швець В. Т. Модельнi методи у фiзицi металiв. ЛНУ, 2012.



20

зовнiшнього електричного поля на другий iонний шар практично вiдсутнiй. Зов-
нiшнє електростатичне поле ефективно екранується електронною пiдсистемою,
проникає на глибину до 4aB та починає спадати на вiддалях 4.5aB перед першим
iонним шаром [1, 2].

У п’ятому роздiлi отримано аналiтичнi вирази для нерiвноважного статис-
тичного оператора у гаусciвському та вищих наближеннях за динамiчними елек-
тронними кореляцiями при розрахунку квазiрiвноважної (релевантного) статис-
тичної суми, що дало можливiсть вийти за межi лiнiйного наближення за просто-
ровим градiєнтом вiд електрохiмiчного потенцiалу. У вiдповiдних наближеннях
для нерiвноважного статистичного оператора отримано узагальненi рiвняння пе-
реносу для нерiвноважного середнього значення густини електронiв.

Для опису електродифузiйних процесiв за основний параметр скорочено-
го опису нерiвноважних процесiв електронної пiдсистеми напiвобмеженого ме-
талу вибрано середнє значення оператора густини кiлькостi електронiв 〈ρ(r)〉t,
яке пов’язане з вiдповiдним неоднорiдним електричним полем ∇E(r; t) = e〈ρ(r)〉t,
де усереднення виконується з нерiвноважним статистичним оператором ρ(t), що
задовольняє рiвняння Лiувiлля з гамiльтонiаном напiвобмеженого металу у ви-
падку локального псевдопотенцiалу. Значенню 〈ρ(r)〉t вiдповiдає середнє 〈ρk(q)〉t,
де ρk(q) — змiшане фур’є–представлення локальної густини кiлькостi електронiв.
Отримано нерiвноважний статистичний оператор у загальнiй формi та рiвняння
переносу для 〈ρk(q)〉t у гауссiвському та наступному за ним наближеннях.

Для опису електро-в’язко-еластичних процесiв в електроннiй пiдсистемi на-
пiвобмеженого металу за основнi параметри скороченого опису вибрано середнi
значення операторiв густини електронiв 〈ρ(r)〉t та густини їх iмпульсу 〈p(r)〉t, якi
пов’язанi з вiдповiдними неоднорiдними електричним та магнiтним полями:

∇〈E(r)〉t = e〈ρ(r)〉t,

∇× 〈H(r)〉t = −1

c

∂

∂t
〈E(r)〉t +

4π

c

e

m
〈p(r)〉t.

За такого набору параметрiв скороченого опису вперше розраховано статистичну
суму квазiрiвноважного статистичного оператора у гауссiвському та наступному
за ним наближеннях за флуктуацiями густини ρ(r) та iмпульсу p(r). Отримано
нерiвноважний статистичний оператор, за допомогою якого для 〈ρk(q)〉t та 〈pk(q)〉t
отримано рiвняння переносу у гауссiвському та вищих наближеннях за кореляцiя-
ми. У наступному за гауссiвським наближеннi отримано такi рiвняння переносу
для параметрiв скороченого опису 〈ρk(q)〉t та 〈pk(q)〉t [2, 9]:
∂

∂t
〈ρk(q)〉t = 〈ρ̇k(q)〉t(G+1) −

∑

q′

∑

k′

∫ t

−∞
eε(t

′−t)
Φ

(G+1)
ρ ρ (k,q, k′,q′; t, t′)W (G+1)

ρ ρ (k,q; t′) dt′−

−
∑

q′

∑

k′

∫ t

−∞
eε(t

′−t)
Φ

(G+1)
ρ p (k,q, k′,q′; t, t′)W (G+1)

p p (k,q; t′) dt′, (11)

∂

∂t
〈pk(q)〉t = 〈ṗk(q)〉t(G+1) −

∑

q′

∑

k′

∫ t

−∞
eε(t

′−t)
Φ

(G+1)
p ρ (k,q, k′,q′; t, t′)W (G+1)

ρ ρ (k,q; t′) dt′−
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−
∑

q′

∑

k′

∫ t

−∞
eε(t

′−t)
Φ

(G+1)
p p (k,q, k′,q′; t, t′)W (G+1)

p p (k,q; t′) dt′, (12)

де 〈. . .〉t(G+1) — усереднення з квазiрiвноважним статистичним оператором у на-

ступному за гауссiвським наближеннi, Φ(G+1)
ρρ (k,q, k′,q′; t, t′), Φ(G+1)

ρ p (k,q, k′,q′; t, t′),
Φ

(G+1)
p ρ (k,q, k′,q′; t, t′), Φ

(G+1)
p p (k,q, k′,q′; t, t′) — узагальненi ядра переносу, якi опи-

сують дифузiйнi, в’язко-дифузiйнi та в’язкi процеси для електронної пiдсисте-
ми напiвобмеженого металу. Зокрема, Φ(G+1)

ρ ρ (k,q, k′,q′; t, t′) визначається через ко-
ефiцiєнт нелiнiйної дифузiї електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу, а
Φ

(G+1)
p p (k,q, k′,q′; t, t′) — через коефiцiєнт нелiнiйної в’язкостi. Узагальненi рiвнян-

ня переносу (11) та (12), як i нерiвноважний статистичний оператор, є сильно
нелiнiйними порiвняно iз рiвняннями переносу, що вiдповiдають гауссiвському
наближенню для ρ(G)

rel
(t).

Узагальненi ядра переносу, що пов’язанi, зокрема, з узагальненим коефiцi-
єнтом в’язкостi електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу та входять у
вiдповiднi рiвняння переносу, розраховуються з квазiрiвноважним статистичним
оператором у гауссiвському та наступному за ним наближеннях. Важливим мо-
ментом у такому пiдходi є те, що часовi кореляцiйнi функцiї, узагальненi ядра пе-
реносу розраховуються iз квазiрiвноважним статистичним оператором у вiдповiд-
ному наближеннi та є функцiоналами спостережуваних величин 〈ρk(q)〉t, 〈pk(q)〉t
певного порядку.

У шостому роздiлi запропоновано статистичний пiдхiд узгодженого опису
реакцiйно-дифузiйних процесiв у системi «метал–адсорбат–газ» iз використан-
ням методу нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва в статистицi Ренi.
Узгоджений опис кiнетики електронiв металу та хiмiчних реакцiй мiж адсорбова-
ними на нiй атомами (молекулами) вимагає врахування як ефектiв екранування,
так i поверхневої дифузiї для адсорбованих атомiв (молекул) та дифузiї газо-
вої фази. Зокрема, бiля поверхнi металу в неоднорiдному електричному полi,
створеному електронами провiдностi, локалiзованими електронами (наприклад,
d-електронами перехiдних металiв) та iонами поверхнi металу, молекули газу по-
ляризуються i можуть зазнавати дисоцiацiї, iонiзацiї. Продукти дисоцiацiї в кiн-
цевому результатi адсорбуються на поверхнi металу. Сучаснi каталiтичнi реакцiї
на поверхнi, як правило, бiмолекулярнi: A + B ⇄ AB, хоча в процесi їх протiкан-
ня активну участь приймають електрони поверхнi металу. Це проявляється через
електрон–iон–молекулярнi взаємодiї.

Гамiльтонiан системи «метал–адсорбат–газ»42): H = H ′ + Hreac, H ′ = Ha +

+ H int
a , де Ha — гамiльтонiан газової пiдсистеми, атоми якої розглядаються кла-

сично, H int
a — гамiльтонiан взаємодiї мiж атомами газу та адсорбованими на по-

верхнi металу атомами, Hreac — гамiльтонiан взаємодiї для хiмiчних реакцiй мiж
адсорбованими атомами (молекулами) на поверхнi металу такого типу: Hreac =

=
∑

ā,b̄,ā′,b̄′

[

〈ā′, b̄′|Φreac|ā, b̄〉q̂†
ā′q̂

†
b̄′
q̂āq̂b̄ + 〈ā′, b̄′|Φreac|ā, b̄〉∗q̂†

āq̂
†
b̄
q̂ā′q̂b̄′

]

з амплiтудами ре-
акцiй 〈ā′, b̄′|Φreac|ā, b̄〉 = 〈ā, b̄|Φreac|ā′, b̄′〉 мiж реагентами A, B i продуктами реакцiй

42)Костробiй П. П. та iн. Реакцiйно-дифузiйнi процеси в системах «метал–газ». НУ ЛП, 2009.
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AB, якi вважаються вiдомими з квантової механiки (надалi використовуються iн-
декси ā, b̄ i ā′, b̄′ для станiв реагентiв A, B (атомiв чи молекул) i для станiв атомiв у
продуктах реакцiй AB). Тут q̂†

ā′, q̂†
b̄′
, q̂†

ā, q̂†
b̄

i q̂ā′, q̂b̄′, q̂ā, q̂b̄ є операторами народження
та знищення станiв атомiв ā′, b̄′, ā i b̄ для молекул AB, A i B вiдповiдно.

Для узгодженого опису атомних реакцiйно-дифузiйних процесiв у системi
«метал–адсорбат–газ» за основнi параметри скороченого опису обрано середнi
значення густин кiлькостi неадсорбованих та адсорбованих на поверхнi мета-
лу атомiв газу: 〈n̂a(R)〉t та 〈n̂νā(R̄)〉t, де n̂a(R) =

∑Na

j=1 δ(R − Rj) — мiкроскопiч-
на густина кiлькостi атомiв газу та n̂νā(R̄) — оператор густини кiлькостi атомiв
газу, якi адсорбованi у станi ν на поверхнi металу n̂νā(R̄) =

∑Nā

j=1 ψ̂
†
νj(R̄) ψ̂νj(R̄),

ψ̂†
νj(R̄) та ψ̂νj(R̄) — оператори народження та знищення адсорбованих атомiв га-

зу у станi ν на поверхнi металу, якi задовольняють комутацiйнi спiввiдношення
бозе-типу. Оскiльки у цiй моделi явно не розглядається поверхня каталiзатора,
то пiд станами ν та µ слiд розумiти адсорбцiйнi центри, в яких можуть перебу-
вати атоми. Крiм того, з метою опису хiмiчних реакцiй та колективних ефектiв
на поверхнi металу за ще один параметр скороченого опису вибрано нерiвноваж-
ну парну функцiю розподiлу адсорбованих атомiв (молекул) на поверхнi металу
〈Ĝν,µ

ā,b̄
(R̄, R̄′)〉t, де Ĝν,µ

ā,b̄
(R̄, R̄′) = n̂νā(R̄)n̂µ

b̄
(R̄′). Якщо мiж адсорбованими атомами ви-

никає хiмiчний зв’язок, який стимульований поверхнею металу, то 〈Ĝν,µ

ā,b̄
(R̄, R̄′)〉t

буде середньою густиною кiлькостi молекул, що утворилися внаслiдок хiмiчної
реакцiї мiж адсорбованими атомами на поверхнi металу. I навпаки, молекули, що
складаються з двох атомiв у станах µ та ν, пiд дiєю неоднорiдного електричного
поля поверхнi металу можуть спочатку дисоцiювати на атоми, якi далi адсорбу-
ватимуться поверхнею металу. У такому разi 〈Ĝν,µ

ā,b̄
(R̄, R̄′)〉t буде нерiвноважною

функцiєю розподiлу адсорбованих атомiв на поверхнi металу.
Побудовано релевантний статистичний оператор для вибраного основного

набору параметрiв скороченого опису атомних реакцiйно-дифузiйних процесiв у
системi «метал–адсорбат–газ» з такими параметрами: µa(R; t) — локальний хi-
мiчний потенцiал атомiв газу, µνā(R̄; t) — локальний хiмiчний потенцiал адсорбо-
ваного атома у станi ν на поверхнi металу, Mν,µ

ā,b̄
(R̄, R̄′; t) — локальний хiмiчний

потенцiал кластера на поверхнi металу, якi визначаються з вiдповiдних умов са-
моузгодження. За допомогою нерiвноважного статистичного оператора отримано
самоузгодженi узагальненi рiвняння переносу для середнiх значень густин неад-
сорбованих i адсорбованих атомiв та для парної нерiвноважної функцiї розподiлу
адсорбованих атомiв (молекул) [3]:
∂

∂t
〈n̂a(R)〉t = 〈 ˙̂na(R)〉trel +

∑

b

∫

dR′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)ϕna,nb
(R,R′; t, t′)βµb(R

′; t′) dt′+

+
∑

b̄

∑

ν′

∫

dR̄′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)ϕν
′

na,nb̄
(R, R̄′; t, t′)βµν

′

b̄
(R̄′; t′) dt′+ (13)

+
∑

ā′,b̄

∑

ν′,µ′

∫

dR̄′
∫

dR̄′′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)ϕν
′,µ′

na,Gā′,b̄
(R, R̄′, R̄′′; t, t′)βMν′,µ′

ā′,b̄
(R̄′, R̄′′; t′) dt′,
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∂

∂t
〈n̂νā(R̄)〉t =

1

ih̄

〈[

n̂νā(R̄),H ′]〉t

rel
+

1

ih̄

〈[

n̂νā(R̄),Hreac

]〉t

rel
+

+
∑

b

∫

dR′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)ϕνnā,nb
(R̄,R′; t, t′)βµb(R

′; t′) dt′+

+
∑

b̄

∑

ν′

∫

dR̄′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)ϕνν
′

nā,nb̄
(R̄, R̄′; t, t′)βµν

′

b̄
(R̄′; t′) dt′+ (14)

+
∑

ā′,b̄

∑

ν′,µ′

∫

dR̄′
∫

dR′′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)ϕν
′µ′

nā,Gā′,b̄
(R̄, R̄′, R̄′′; t, t′)βMν′,µ′

ā′,b̄
(R̄′, R̄′′; t′) dt′,

∂

∂t

〈

Ĝν,µ

ā,b̄
(R̄, R̄′)

〉t
=

1

ih̄

〈[

Ĝν,µ

ā,b̄
(R̄, R̄′),H ′

]〉t

rel
+

1

ih̄

〈[

Ĝν,µ

ā,b̄
(R̄, R̄′),Hreac

]〉t

rel
+

+
∑

b′

∫

dR′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)ϕ
ν,µ
Gā,b̄,nb′

(R̄, R̄′,R′; t, t′)βµb′(R
′; t′) dt′+

+
∑

b̄

∑

ν′

∫

dR̄′′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)ϕν,µ,ν′

Gā,b̄,nb̄′
(R̄, R̄′, R̄′′; t, t′)βµν

′

b̄
(R̄′; t′) dt′+ (15)

+
∑

ā′,b̄′

∑

ν′,µ′

∫

dR̄′′
∫

dR̄′′′
∫ t

−∞
eε(t

′−t)ϕν,µ,ν′,µ′

Gā,b̄,Gā′,b̄′
(R̄, R̄′, R̄′′, R̄′′′; t, t′)βMν′,µ′

ā′,b̄′
(R̄′′, R̄′′′; t′)dt′,

де ϕna,nb
, ϕν,ν

′

nā ,n
b̄
, ϕν

′

na,n
b
, ϕν,µ,ν′,µ′

Gā,b̄,Gā′,b̄
— узагальненi ядра переносу, якi описують диси-

пативнi процеси у системi. У рiвняннi (14) другий доданок 〈[n̂νā(R̄),Hreac]〉trel/(ih̄)

у правiй частинi визначає середнє значення оператора швидкостi хiмiчних ре-
акцiй мiж адсорбованими атомами на поверхнi металу. Прямий вклад амплiтуд
хiмiчних реакцiй мiстить також доданок 〈[Ĝν,µ

ā,b̄
(R̄, R̄′),Hreac]〉trel/(ih̄) у правiй части-

нi рiвняння (15) для парної нерiвноважної функцiї розподiлу адсорбованих ато-
мiв на поверхнi металу. Ядра переносу побудованi на узагальнених потоках iз
урахуванням вкладiв амплiтуд хiмiчних реакцiй, зокрема, ϕna,nb

(R,R′; t, t′) описує
динамiчнi кореляцiї дифузiйних потокiв атомiв газу та пов’язане з неоднорiдним
коефiцiєнтом дифузiї Da,b(R,R′; t) атомiв (молекул) газу. Подiбно, ядра переносу
ϕν,ν

′

nā,nb̄
(R̄, R̄′; t, t′) описують динамiчнi дисипативнi кореляцiї дифузiйних потокiв

адсорбованих атомiв у станах ν та ν′ (адсорбцiйних центрах) на поверхнi ме-
талу та визначають неоднорiдний коефiцiєнт дифузiї Dν,ν′

ā,b̄
(R̄, R̄′; t) адсорбованих

атомiв на поверхнi металу. Ядра переносу ϕνnā,nb
(R̄,R′; t, t′), ϕν

′

na,nb̄
(R, R̄′; t, t′) опи-

сують дисипативнi кореляцiї мiж потоками атомiв газу та адсорбованими ато-
мами на поверхнi металу та визначають неоднорiдний коефiцiєнт взаємної ди-
фузiї Dν′

a,b̄
(R, R̄′; t) «атом газу–адсорбований атом». Ядра переносу ϕν,µGā,b̄,p

(R̄, R̄′; t, t′)

(p = n, n̄) описують дисипативнi кореляцiї мiж потоками та густиною кiлькос-
тi адсорбованих атомiв, густинами потокiв атомiв (молекул) i густиною потокiв
адсорбованих атомiв (молекул), тобто дисипативнi кореляцiї потокiв та густини
адсорбованих атомiв з потоками атомiв (молекул) та адсорбованих атомiв. Функ-
цiї ϕν,µ,ν′,µ′

Gā,b̄,Gā′,b̄
(R̄, R̄′, R̄′′, R̄′′′; t, t′) описують дифузiйно-реакцiйнi процеси на поверхнi

металу мiж адсорбованими атомами i вони є вищими функцiями пам’ятi за ди-
намiчними змiнними Gν,µ

ā,b̄
. Зауважимо, що якщо в рiвняннях (13)–(15) покласти

q = 1, то цi рiвняння переходять у вiдомi рiвняння реакцiйно-дифузiйних процесiв
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у статистицi Гiббса42). Цi рiвняння є нелiнiйними та просторово неоднорiдними,
вони можуть описувати як сильно, так i слабо нерiвноважнi процеси в системi.

У межах статистики Гiббса сформульовано квантово-статистичну теорiю
в’язко-реакцiйно-дифузiйних процесiв для системи «метал–промотори–адсорбат–
газ». Отримано узагальненi рiвняння переносу, якi узгоджено описують в’язко-
еластичнi електроннi процеси iз дифузiйно-електромагнiтними процесами для
атомiв-промоторiв (магнiтних диполiв) на поверхнi металу та iз реакцiйно-дифу-
зiйними процесами для атомiв, що адсорбованi на поверхнi металiв. Розглянуто
модель системи «метал–промотори–адсорбат–газ» з гамiльтонiаном: H̄ = H ′ +

+ Hreac, H ′ = H̃ + Ha + H int
a , H̃ = H + Hsurf,pr + Hpr,pr, де Ha — гамiльтонiан газової

пiдсистеми, атоми якої розглядаються класично, H int
a — гамiльтонiан взаємодiї мiж

атомами газу та атомами адсорбованими на поверхнi металу з електронною, iон-
ною та промоторною пiдсистемами, Hsurf,pr описує взаємодiю електронної та iон-
ної пiдсистем напiвобмеженого металу з атомами–промоторами, а Hpr,pr включає
кiнетичну енергiю та потенцiальну енергiю взаємодiї мiж атомами–промоторами,
яка може мати магнiтно-дипольний характер43), Hreac — гамiльтонiан взаємодiї для
хiмiчних реакцiй мiж адсорбованими атомами (молекулами) на поверхнi металу,
H — гамiльтонiан нерiвноважної електронної пiдсистеми напiвобмеженого мета-
лу.

Розглянуто iзотермiчнi процеси, тобто за параметри скороченого опису обра-
но середнi значення 〈ρ̂(r)〉t та 〈p̂(r)〉t, що вiдповiдає в’язко-еластичному набли-
женню для електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу. Пiд час взаємодiї
електронної пiдсистеми напiвобмеженого металу iз атомами (молекулами) газу,
зокрема у каталiтичних процесах, насамперед вiдбувається електромагнiтна по-
ляризацiя атомiв (молекул), а далi можливi процеси їх адсорбцiї, десорбцiї та
хiмiчних реакцiй. Власнi електричнi та магнiтнi поля магнiтних диполiв бiля доб-
ре провiдної поверхнi металу, з врахуванням дипольного екранування детально
дослiджувались у працi43). Для опису дифузiйних та поляризацiйних процесiв
для магнiтних диполiв, що локалiзованi у певних енергетично вигiдних центрах
на поверхнi металу шляхом адсорбцiї, крiм параметрiв скороченого опису 〈ρ̂(r)〉t
та 〈p̂(r)〉t для електронної пiдсистеми введено такi параметри скороченого опису
для магнiтних диполiв: середнi значення густини 〈n̂(R̄)〉t = 〈

∑

s Ψ
†
pr(R̄, s)Ψpr(R̄, s)〉t,

густин дипольного 〈d̂(R̄)〉t = 〈
∑

s Ψ
†
pr(R̄, s)dΨpr(R̄, s)〉t та магнiтного 〈M̂(R̄)〉t =

= 〈
∑

sΨ
†
pr(R̄, s)MΨpr(R̄, s)〉t моментiв, де Ψ

†
pr(R̄, s) та Ψpr(R̄, s) — вiдповiдно опе-

ратори народження та знищення локалiзованих на поверхнi металу атомiв–
промоторiв (з дипольним моментом d, магнiтним моментом M та спiном s). Крiм
цих параметрiв, за основнi параметри скороченого опису для узгодженого опису
атомних реакцiйно-дифузiйних процесiв з врахуванням електромагнiтних про-
цесiв у системi «метал–промотори–адсорбат–газ» вибрано також середнi значен-
ня густин кiлькостi неадсорбованих та адсорбованих на поверхнi металу атомiв
газу: 〈n̂a(R)〉t та 〈n̂νā(R̄)〉t, нерiвноважнi парнi функцiї розподiлу адсорбованих ато-

43)Arnoldus H. F. Surf. Sci. 601, 450 (2007).
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мiв (молекул) на поверхнi металу 〈Ĝν,µ

ā,b̄
(R̄, R̄′)〉t. Отримано загальний вираз для

нерiвноважного статистичного оператора ρ(t) атомiв (неадсорбованих та адсор-
бованих на поверхнi металу) з врахуванням хiмiчних реакцiй в системi «метал–
промотори–адсорбат–газ». Вiн є функцiоналом параметрiв скороченого опису та
узагальнених потокiв, якi описують дисипативнi процеси, включаючи хiмiчнi ре-
акцiї. Знайдено нерiвноважний статистичний оператор, за допомогою якого от-
римано узагальнену систему рiвнянь переносу для повного набору параметрiв
скороченого опису.

На основi узагальнених рiвнянь переносу обґрунтовано та побудовано ма-
тематичну модель реакцiйно-дифузiйних процесiв для механiзму Ленгмюра–Гiн-
шелвуда на поверхнi платинового каталiзатора у разi двокомпонентної сумiшi
частинок [31]. Отримано просторово-часовi перiодичнi хiмiчнi коливання поверх-
невих покриттiв CO, O та частки поверхнi наперебудованої структури (1 × 1).
Встановлено, що скiнченнiсть швидкостi десорбцiї CO2 незначно впливає на ха-
рактер коливної поведiнки.
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Рис. 10. Розрахований розподiл напруже-
ностi електричного поля E(r) як функцiя
вiддалi до центра вiстря r, штрихова кри-

ва — V0R/r2.

Розраховано перерiз розсiяння iонiзо-
ваних атомiв гелiю на вiстрi польового
iонiзацiйного детектора, що змодельовано
однорiдним додатним зарядом у формi кулi
радiуса R (модель сферичного «желе»), у
полi якого знаходяться електрони [19]. За
вiдсутностi прикладеного зовнiшнього по-
ля ця система є електронейтральною. У
разi включення зовнiшнього електричного
поля частина атомiв гелiю, якi подаються у
виглядi пучка, можуть наблизитися до вiст-
ря та iонiзуватися. Процес наближення ато-
ма до вiстря розглянуто класично44), а iонi-
зацiю атома бiля вiстря — квантово45). Тодi в експериментальне значення перерiзу
розсiяння46), дають вклад лише тi атоми гелiю, якi не просто наблизилися до вiст-
ря, а ще й iонiзувалися, тобто ефективний перерiз розсiяння iонiзованих атомiв є
таким: σeff = PT σ, де PT — iмовiрнiсть iонiзацiї атома гелiю, σ — перерiз розсiяння
атомiв. Для розглядуваної моделi вiстря розраховано розподiл напруженостi при-
кладеного електричного поля на основi функцiї розподiлу електронної густини
для запропонованої моделi вiстря. Виявлено, що бiля вiстря (його радiус стано-
вить 12 nm) напруженiсть електричного поля послаблюється, а на вiддалях, якi
бiльшi, нiж 16 nm вiд центру вiстря, розподiл електричного поля спiвпадає з фор-
мулою, яку використовував Доак44), E(r) = V0R/r2 i в якiй не враховано ефектiв
екранування електричного поля бiля вiстря та є справедливою на значнiй вiд-

44)Doak R. B. J. Phys.: Cond. Matt. 16, S2863 (2004).
45)Haydock R., Kingham D. R. Surf. Sci. 103, 239 (1981);

Lam S. C., Needs R. J. Surf. Sci. 277, 359 (1992).
46)Piskur J., Borg L., Stupnik A., Leisch M., Ernst W. E., Holst B. Appl. Surf. Sci. 254, 4365 (2008).
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далi вiд вiстря. Використовуючи iмовiрнiсть iонiзацiї атома PT, яка розрахована
за допомогою методики45) для знайденого електричного поля, отримано значення
перерiзу, якi задовiльно узгоджуються з експериментальними даними46).

У сьомому роздiлi за допомогою метода нерiвноважного статистичного опе-
ратора Зубарєва у межах статистики Ренi знайдено загальний розв’язок рiвняння
Лiувiлля у дробових похiдних47). Використовуючи знайдений розв’язок, отримано
узагальнене рiвняння дифузiї у дробових похiдних. Для математичного моделю-
вання процесiв переносу носiїв заряду в мультишарових структурах, що характе-
ризуються фрактальною структурою, побудовано узагальненi рiвняння електро-
дифузiї типу Кеттано у дробових похiдних. Для пояснення дiаграм Найквiста,
якi експериментально отриманi для системи GaSe з iнкапсульованим β-CD48), на
основi субдифузiйного рiвняння Кеттано проведено математичне моделювання
субдифузiйного iмпедансу в електролiтичнiй системi.

Для опису дифузiйних процесiв у класичних просторово неоднорiдних сис-
темах основним параметром скороченого опису є нерiвноважна густина кiлькостi
частинок n(r; t) = 〈n̂(r)〉tα, де n(r) =

∑N
j=1 δ(r−rj) — мiкроскопiчна густина кiлькостi

частинок. За такого вибору параметрiв скороченого опису отримано нерiвноваж-
ну функцiю розподiлу та узгальнене рiвняння дифузiї у дробових похiдних для
параметра скороченого опису [23, 25, 32]:

∂

∂t
〈n̂(r)〉tα =

∂α

∂rα

∫

dµα(r
′)

∫ t

−∞
eε(t

′−t) Dq(r, r
′; t, t′)

∂α

∂r′α
βν∗(r′; t′) dt′, (16)

де Dq(r, r′; t, t′) — узагальнений коефiцiєнт дифузiї в статистицi Ренi, в якому усе-
реднення виконується зi степеневим розподiлом, ν∗(r; t) = ν(r;t)

1+
q−1

q

∫
dµα(r) ν(r;t)〈n̂(r)〉tα

,

ν(r; t) — хiмiчний потенцiал.
Зауважимо, що для q = 1 узагальнене рiвняння дифузiї в статистицi Ренi пе-

реходить в узагальнене рiвняння дифузiї в статистицi Гiббса у дробових похiд-
них. Якщо ще й α = 1, то отримуємо узагальнене рiвняння дифузiї в статистицi
Гiббса. У наближеннях Маркова та локальностi у просторi для узагальненого
(немарковського) коефiцiєнта дифузiї Dq(r, r′; t, t′) ≈ Dq δ(t − t′)δ(r − r′) рiвняння
дифузiї (16) є таким: ∂

∂t 〈n̂(r)〉tα = Dq
∂2α

∂r2α 〈n̂(r)〉tα .

Узагальнене рiвняння дифузiї враховує просторову нелокальнiсть системи та
ефекти пам’ятi в узагальненому коефiцiєнтi дифузiї частинок Dq(r, r′; t, t′) у ста-
тистицi Ренi. Очевидно, що просторова нелокальнiсть системи впливає на про-
цеси переносу частинок, що може проявлятися як часова мультифрактальнiсть iз
характерними часами релаксацiї. Вiдомо, що нерiвноважнi кореляцiйнi функцiї
Dq(r, r′; t, t′) неможливо точно розрахувати, тому використовують рiзнi апрокси-
мацiї, виходячи iз фiзичних мiркувань. У часовому iнтервалi вiд −∞ до t процеси
переносу частинок у просторово неоднорiднiй системi можуть характеризуватись
сукупнiстю часiв релаксацiї, якi пов’язанi iз характером взаємодiї частинок з се-

47)Tarasov V. E. J. Phys.: Conf. Ser. 7, 17 (2005).
48)Григорчак I. I. та iн. Фiзичнi процеси та їх мiкроскопiчнi моделi в перiодичних

неорганiчно/органiчних клатратах. Растр-7, 2015.
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редовищем iз фрактальною структурою.
Для розкриття часової мультифрактальностi в узагальненому рiвняннi ди-

фузiї (16) використано наближення Dq(r, r′; t, t′) = W (t, t′)Dq(r, r′). Тодi узагаль-
нене рiвняння дифузiї можна подати у такому виглядi:

∂

∂t
〈n̂(r)〉t =

∫ t

−∞
eε(t

′−t) W (t, t′)Ψ(r; t′) dt′, (17)

де Ψ(r; t′) =
∫

dr′ ∂∂rDq(r, r′) ∂
∂r′βν

∗(r′; t′). Використовуючи частотне зображення
iωn(r;ω) = W (ω)Ψ(r;ω) рiвняння (17) та рiзнi моделi для частотної залежностi
функцiї пам’ятi W (ω), отримано низку узагальнених рiвняннь дифузiї Кеттано,
Максвелла–Кеттано з врахуванняс просторово-часової нелокальностi. Зокрема,
при Dq(r, r′) ≈ Dq δ(r − r′) отримано узагальнене рiвняння дифузiї типу Кетта-
но [23, 25, 32]: τ ∂2

∂t2
n(r; t) + ∂

∂tn(r; t) = 0D
1−ξ
t Dq

∂2α

∂r2αβν
∗(r; t).

Для опису електродифузiйних процесiв носiїв заряду в неоднорiдних сере-
довищах з фрактальною структурою основним параметром скороченого опису є
нерiвноважна густина кiлькостi носiїв заряду сорту a: na(r; t) = 〈n̂a(r)〉tα, na(r) =

=
∑Na

j=1 δ(r − rj) — мiкроскопiчна густина носiїв заряду сорту a, Na — кiлькiсть
носiїв заряду сорту a. За такого вибору параметрiв скороченого опису отрима-
но узагальнене рiвняння електродифузiї типу Кеттано носiїв заряду [23, 25, 32].
Застосовано модель субдифузiйного iмпедансу, який розраховано на основi рiв-
няння Кеттано у дробових похiдних, до мультишарових реально синтезованих
наноструктур. Розраховано дiаграми Найквiста та отримано якiсне узгодження iз
результати експериментальних дослiджень для системи GaSe з iнкапсульованим
β-CD, яке свiдчить про складнi процеси переносу, що вiдбуваються у системi.

ВИСНОВКИ
1. За допомогою методу функцiонального iнтегрування та базисного пiдходу

отримано новий аналiтичний вираз для термодинамiчного потенцiалу просторово
обмеженого «желе», який дав змогу розрахувати поверхневу енергiю моделi на-
пiвобмеженого «желе», хiмiчний потенцiал електронiв у напiвобмеженому металi
та металевiй плiвцi, якi описувалися моделлю «желе». Виявлено, що врахування
кулонiвської взаємодiї мiж електронами призводить до пониження хiмiчного по-
тенцiалу та пiдвищення поверхневої енергiї, яка є додатною в усiй областi елек-
тронних концентрацiй та задовiльно узгоджується з експериментальними даними
для простих металiв.

2. Розрахунок хiмiчного потенцiалу електронiв металевої плiвки показав, що
врахування кулонiвської мiжелектронної взаємодiї призводить до пiдсилення ос-
циляцiйного квантово-розмiрного ефекту, втрати лiнiйної залежностi перiоду чер-
гування пiкiв як функцiї радiуса Вiгнера–Зейтца. Коректне врахування умови
електронейтральностi забезпечує правильну поведiнку хiмiчного потенцiалу та
роботи виходу, а саме: зi зростанням товщини плiвки цi характеристики пряму-
ють до своїх об’ємних значень.

3. За допомогою базисного пiдходу, використовуючи модель напiвобмежено-
го «желе» як базисну, отримано загальнi вирази для великої статистичної суми
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та s-частинкових функцiй розподiлу електронiв напiвобмеженого металу з ураху-
ванням дискретностi iонної пiдсистеми у виглядi розвинень за степенями «рiзни-
цевого потенцiалу». Показано, що нелокальнiсть псевдопотенцiалу призводить до
необхiдностi розгляду недiагональних елементiв матрицi густини електронiв. Ви-
явлено, що вплив площини подiлу на розподiл електронної густини стає нехтовно
малим для вiддалей вiд поверхнi подiлу бiльших, нiж пiвтори перiода ґратки.

4. Розрахунки ефективних потенцiалiв мiжелектронної, мiжiонної та елек-
трон–iонної взаємодiй показали, що залежно вiд вiддалi до площини подiлу «ме-
тал–вакуум» цi взаємодiї є слабшими або сильнiшими нiж тi, що в глибинi металу.
За рахунок цього бiля поверхнi металу виникають додатковi механiчнi напружен-
ня, якi можуть призводити до появи трiщин та iнших дефектiв.

5. Знайдено нерiвноважний статистичний оператор у гаусciвському та на-
ступному за ним наближеннях за динамiчними електронними кореляцiями, коли
параметрами скороченого опису є нерiвноважне середнє значення густини елек-
тронiв та густини їх iмпульсу. Це дало змогу вийти за межi лiнiйного наближен-
ня за градiєнтами електрохiмiчного потенцiалу та середньої густини швидкостi
електронiв та отримати узагальненi рiвняння нелiнiйної гiдродинамiки для нерiв-
новажних середнiх значень густин електронiв та їх iмпульсу, якi можуть застосо-
вуватись для опису сильно нерiвноважних процесiв для електронної пiдсистеми
напiвобмеженого металу.

6. Отримано узагальненi рiвняння переносу для середнiх нерiвноважних зна-
чень густин неадсорбованих i адсорбованих атомiв для узгодженого опису атом-
них реакцiйно-дифузiйних процесiв у системi «метал–адсорбат–газ» у статистицi
Ренi, якi у разi q = 1 спiвпадають iз вiдповiдними рiвняннями у статистицi Гiббса.
Отриманi рiвняння є нелiнiйними та просторово неоднорiдними, можуть опису-
вати як сильно, так i слабо нерiвноважнi процеси.

7. Отримано узагальненi рiвняння переносу, якi узгоджено описують в’язко-
еластичнi електроннi процеси iз дифузiйно-електромагнiтними для атомiв–про-
моторiв (магнiтних диполiв) на поверхнi металу та iз реакцiйно-дифузiйними для
адсорбованих на поверхнi металiв атомiв пiд час каталiтичних реакцiй. Для сла-
бо нерiвноважних процесiв вони трансформуються у замкнену систему рiвнянь
переносу, на основi якої отримано систему рiвнянь для часових кореляцiйних
функцiй основного набору параметрiв скороченого опису.

8. Обґрунтовано та побудовано математичну модель реакцiйно-дифузiйних
процесiв окиснення CO для механiзму Ленгмюра–Гiншелвуда на двовимiрнiй по-
верхнi платинового каталiзатора, яка враховує скiнченнiсть швидкостi десорбцiї
продукту окиснення (CO2) з поверхнi каталiзатора.

9. Запропонований пiдхiд для розрахунку перерiзу розсiяння iонiзованих ато-
мiв у полi вiстря iонiзацiйного детектора, який полягає у поєднаннi класичного
опису процесу наближення атома до вiстря та квантового опису процесу iонiза-
цiї атома, дав змогу отримати спiвмiрнi з експериментальними даними значення
перерiзiв розсiяння iонiзованих атомiв гелiю для рiзних температур.
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10. За допомогою рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних для класичної сис-
теми частинок та методу нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва в
статистицi Ренi, отримано узагальненi (немарковськi) рiвняння переносу у дро-
бових похiдних. За допомогою апроксимацiї для узагальненого коефiцiєнта ди-
фузiї Dq(r, r′; t, t′) = W (t, t′)Dq(r, r′) та моделювання частотної залежностi функцiї
пам’ятi W (t, t′) отримано узагальненi рiвняння дифузiї типу Кеттано, Максвелла–
Кеттано у дробових похiдних для систем з часовою та просторовою нелокаль-
нiстю. Отримано якiсне узгодження субдифузiйного iмпедансу iз результати екс-
периментальних дослiджень для системи GaSe з iнкапсульованим β-CD.
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АНОТАЦIЯ
Маркович Б. М. Квантово-статистичний опис рiвноважних характеристик та

дифузiйних процесiв у просторово обмежених металевих системах. – На правах
рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних на-
ук за спецiальнiстю 01.04.02 – теоретична фiзика. – Iнститут фiзики конденсова-
них систем Нацiональної академiї наук України, Львiв, 2019.

Дисертацiя присвячена розробленню квантово-статистичної теорiї рiвноваж-
них характеристик та дифузiйних процесiв у просторово обмежених металевих
системах на основi базисного пiдходу та методiв нерiвноважного статистичного
оператора Зубарєва i функцiонального iнтегрування. Отримано новi аналiтичнi
формули для термодинамiчного потенцiалу та s-частинкової функцiї розподiлу
електронiв просторово обмеженого металу з урахуванням дискретностi iонної
пiдсистеми. Вперше розвинуто квантово-статистичнi описи електродифузiйних
та в’язко-еластичних електронних процесiв напiвобмеженого металу, реакцiйно-
дифузiйних процесiв у системi «метал–адсорбат–газ». Знайдено новi узагальненi
рiвняння переносу у дробових похiдних для класичної системи частинок у ста-
тистицi Ренi.

Ключовi слова: обмежений метал, металева плiвка, псевдопотенцiал, рiв-
няння переносу, ефективнi потенцiали взаємодiї, модель «желе».

АННОТАЦИЯ
Маркович Б. М. Квантово-статистическое описание равновесных характе-

ристик и диффузионных процессов в пространственно ограниченных металли-
ческих системах. – На правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математических
наук по специальности 01.04.02 – теоретическая физика. – Институт физики кон-
денсированных систем НАН Украины, Львов, 2019.

Диссертация посвящена разработке квантово-статистической теории равно-
весных характеристик и диффузионных процессов в пространственно ограничен-
ных металлических системах на основании базисного подхода и методов нерав-
новесного статистического оператора Зубарева и функционального интегрирова-
ния. Получены новые аналитические формулы для термодинамического потен-
циала и s-частичной функции распределения электронов пространственно огра-
ниченного металла с учетом дискретности ионной подсистемы. Впервые разви-
то квантово-статистические описания электродиффузионных и вязко-эластичных
электронных процессов полуограниченного металла, реакционно-диффузионных
процессов в системе «металл–адсорбат–газ». Найдены новые обобщенные урав-
нения переноса в дробных производных для классической системы частиц в ста-
тистике Реньи.
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ABSTRACT
Markovych B. M. Quantum-statistical description of equilibrium characteristics

and diffusion processes in spatially limited metal systems. – Manuscript.
Thesis for the Degree of Doctor of Sciences in Physics and mathematics on the

speciality 01.04.02 – Theoretical Physics. – Institute for Condensed Matter Physics of
the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2019.

The thesis is devoted to the development of a quantum-statistical theory of
equilibrium characteristics and diffusion processes in spatially limited metal systems by
using the reference system approach, the Zubarev’s non-equilibrium statistical operator
method, and the functional integration method.

By using the semi-infinite jellium as the reference system, analytic equations for
the thermodynamic potential and the s-particle distribution function of electrons of
semi-infinite metal are obtained, taking into account discreteness of an ion subsystem.
These equations are the power expansions of “the difference potential.” It is shown
that the non-locality of pseudopotential leads to the need to account for non-diagonal
elements of the electron density matrix.

A new analytical equation for the thermodynamic potential of semi-infinite metal
is obtained within the jellium model, on the basis of which the chemical potential,
internal and surface energies are calculated. The influence of the Coulomb interaction
between electrons on the chemical potential and the surface energy is estimated.

For the first time, the chemical potential and the work function considered within
the jellium model for a metal film which is either in the vacuum or on a dielectric
substrate, are calculated with the correct taking into account the electroneutrality
condition. An effect of the film thickness on the chemical potential and the work
function is studied. The calculation of the chemical potential of electrons in a metal
film has shown that taking into account the Coulomb interaction between electrons
increases the oscillatory quantum size effect. It is shown that the correct account for
the electroneutrality condition provides a correct behavior of the chemical potential
and the work function.

The effective potentials of the electron–electron, ion—ion, and electron–ion
interactions are calculated and the influence of the metal–vacuum separation plane
on these potentials and the local field correction are investigated.

A quantum-statistical theory of electro-diffusion and viscoelastic electron proces-
ses of semi-infinite metal is developed, taking into account the discreteness of the
ion subsystem of the metal. The generalized equations of these processes are obtai-
ned taking into account dynamic screening. A non-equilibrium statistical operator in
the Gaussian approximation and in the next approximation using dynamic electron
correlations is found. The generalized equations of nonlinear hydrodynamics for non-
equilibrium average values of electron density and momentum are obtained, which can
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be used to describe strongly non-equilibrium processes for the electron subsystem of
semi-infinite metal.

A system of Cattaneo-type equations is obtained for the description of interaction
of the gas phase with the catalytic metal surface, taking into account adsorption,
desorption, and chemical reactions between adsorbed atoms. The generalized transport
equations are obtained for the average non-equilibrium values of densities of non-
adsorbed and adsorbed atoms for a consistent description of atomic reaction-diffusion
processes in the system “metal–adsorbate–gas” within the Rényi statistics. The
obtained equations are nonlinear and spatially inhomogeneous, both strong and weak
non-equilibrium processes can be described by them.

A mathematical model of reaction-diffusion processes for the Langmuir–
Hinshelwood mechanism on the metal catalyst surface is constructed, which enables
us to take into account peculiarities of course of the chemical reactions of oxidation-
type on the platinum catalyst surface. The mathematical model of reaction-diffusion
processes of CO oxidation for the Langmuir–Hinshelwood mechanism on a two-
dimensional surface of the platinum catalyst, which takes into account the finiteness
of the desorption rate of the oxidation product (CO2) from the catalyst surface, is
constructed.

The generalized transport equations are obtained, which consistently describe
viscoelastic electron processes with diffusion-electromagnetic processes for atoms-
promoters (magnetic dipoles) on the metal surface and with reaction-diffusion
processes for the adsorbed atoms on the metal surface in catalytic processes.

An approach is developed for calculating the cross-sectional area of scattering
of ionized atoms on the field ionization tip, which is a combination of the classical
description of an atom’s approaching the tip and the quantum description of the
ionization of an atom. Using this approach, the values of the cross-sectional area of
scattering of ionized helium atoms are calculated, which are in satisfactorily agreement
with experimental data.

New generalized transport equations with fractional derivatives for a classical
system of particles within the Rényi statistics are obtained. In the case of diffusion
processes, the generalized diffusion equations with fractional derivatives, in particular,
the generalized diffusion equations of the Cattaneo-type, Maxwell–Cattaneo-type for
systems with time and spatial nonlocality are obtained.

Keywords: limited metal, metal film, pseudopotential, transport equation,
effective interaction potentials, jellium model.


