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Вплив зовнiшнього поля на критичну поведiнку тривимiр-

ного магнетика. II. Вiльна енергiя для випадку T = Tc

М.П.Козловський

Анотацiя. Розрахована залежнiсть вiд поля вiльної енергiї, пара-
метра порядку та сприйнятливостi iзiнгоподiбного магнетика при
температурi T = Tc, де Tc – температура фазового переходу при
вiдсутностi поля. Знайденi критичнi показники та критичнi амплi-
туди цих величин. Встановлена залежнiсть критичних амплiтуд вiд
мiкроскопiчних параметрiв системи.

Influence of an external field on the critical behaviour of the

three- dimensional magnet. II. The Free energy in case T = Tc

M.P.Kozlovskii

Abstract. The dependence of the free energy, order parameter and sus-
ceptibility on the field for Ising-like magnet in the case T = Tc, where Tc

– phase transition temperature absent the field, is calculated. The crit-
ical exponents and critical amplitudes of these values are founded. The
dependence of the critical amplitudes on the microscopic parameters of
the system is established.
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1 Препринт

Вступ

Ця робота є продовженням дослiджень, розпочатих в [1]. Вона при-
свячена розрахунку вiльної енергiї системи iзiнгiвських спiнiв побли-
зу критичної точки. Використовується метод опису фазового перехо-
ду, запропонований в [2], однак вважається, що система знаходиться
в однорiдному зовнiшньому полi h. Гамiльтонiан системи має вигляд

H = −1

2

∑

~l~j

Φ(r~l~j)σ~lσ~j − h
∑

~l

σ~l. (1)

Потенцiал взаємодiї вибирається у виглядi експонентно-спадної фун-
кцiї вiддалi

Φ(r) = A · exp(−r/b), (2)

де A, b - постiйнi величини. В подальших розрахунках (див. [1]) пе-
реходимо до дещо змiненої модельної системи, де фур’є-образ потен-
цiалу (2) записується у виглядi

Φ(k) =

{

Φ(0)(1 − 2b2k2), ~k ∈ B0,

Φ0 = Φ(0)Φ̄, ~k ∈ B\B0.
(3)

Тут B0 - зона Брiллюена, що вiдповiдає ефективнiй блочнiй гратцi з
перiодом

c0 = c · s0, (4)

де c - перiод вихiдної простої кубiчної гратки, за вузлами якої вiд-
бувається сумування в (1), s0 - параметр моделi (s0 > 1). Значення
параметра s0 залежить вiд вигляду потенцiалу взаємодiї Φ(r~r~j) для
кожної конкретної системи i визначається так, щоб в областi значень
~k ∈ B0 для Φ(k) можна було б скористатись параболiчною апрокси-

мацiєю для Φ(~k). Так для експонентно-спадного потенцiалу взаємодiї
(2) маємо наближену формулу (3), де

B0 =

{

~k = (kx, ky, kz)|ki = − π

c0
+

2π

c0

ni

N0i
;

ni = 1, 2, ..., N0i; i = x, y, z} . (5)

Тут N0 = N0x ·N0y ·N0z , N0 = N ·s−d
0 , де N - загальне число частинок

системи. По-сутi ми розглядаємо критичну поведiнку моделi (1) iз
потенцiалом взаємодiї (3), який пов’язаний з експонентно-спадним
потенцiалом взаємодiї (2).
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1. Загальний вираз для вiльної енергiї

Як було показано в [1], вiльна енергiя такої системи поблизу критич-
ної точки може бути записана у виглядi декiлькох вкладiв

F = F0 + Fкр + Fр + FI . (1.1)

Тут

F0 = −kTN

(

ln2 +
1

2
βΦ0 + M0

)

, (1.2)

де Φ0 - деяка постiйна величина, наприклад, усереднена для великих
значень хвильового вектора ~k ∈ B\B0 частина фур’є-образу потенцi-
алу взаємодiї [2],

M0 = lnch(βh), (1.3)

β = 1/kBT - обернена температура, h - зовнiшнє поле.
Для складової Fкр справедливий вираз

Fкр = −kT lnQ0 + F ′
кр

. (1.4)

Тут, вiдповiдно до результатiв роботи [1], маємо

lnQ0 = N0 [ã0 + lnQ(d)] . (1.5)

Величина ã0 обчислена в [1]

ã0 = −1

2
ln(2πM2(h

′)) − a′2

4
− 3

4
g(1 − a′2), (1.6)

де використанi позначення.

a′ = s
d/2
0 M1(h

′)µ2(h
′), µ2(h

′) = (2/M2(h
′))

1/2

M1(h
′) = th(h′), M2(h

′) = 1 −M2
1(h

′),

g = s−3
0

1

6
(−M4(h

′))/M2
2(h

′), (1.7)

M4(h
′) = −2M2

2(h
′) + 4M2

1(h
′)M2(h

′).

Для Q(d) справедливий вираз

Q(d) = (24/a4)
1/4

γ1

(

1 − γh
(0)
2 +

3

8
γ(h

(0)
3 )2

)

, (1.8)

де
a4 = 3/2µ4

2g,
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γ = Γ(3/4)/Γ(1/4) ≈ 0.337989,

γ1 = π
√

2/(2Γ(3/4)) ≈ 1.8128... (1.9)

Для аргументiв h
(0)
2 та h

(0)
3 маємо

h
(0)
2 =

√
6(r0 + q)a

−1/2
4 , h

(0)
3 = h30a3a

−3/4
4 , (1.10)

де

r0 = a2 + βΦ0 − βΦ(0), h30 = (24)3/4/6,

q = q̄ · βΦ(0), q̄ = π2(b/c)2s−2
0 (1 + s−2)

a2 =
1

2
µ2

2(1 − 3g(1− a′2/2)),

a3 = −3

2
µ3

2a
′ · g. (1.11)

Для другого доданку правої частини рiвностi (1.4) маємо

F ′
кр

= −kT

np
∑

n=1

lnQn, (1.12)

де np iндекс сумування, який залежить вiд τ (τ = (T − Tc)/Tc) або
вiд h′.

lnQn = Nn

[

lnQ(P (n−1) + lnQ(dn)
]

. (1.13)

Величина Qn має змiст парцiальної статистичної суми n - тої блочної
структури, Nn = N0s

−3n, N0 = N · s−3
0 (s0 > 1, s ≥ 1).

В роботi [2] розрахований явний вираз для Fкр як функцiї τ та
мiкроскопiчних параметрiв системи для випадку h = 0. За наявнос-
тi поля величина Fкр буде додатково включати залежнiсть вiд h,
що зобумовлене залежнiстю вiд поля величин Q(P (n−1)) та Q(dn).
Зокрема, для Q(dn) маємо

Q(dn) =
(

24/a
(n)
4

)1/4

K0

(

h
(n)
2 , h

(n)
3

)

. (1.14)

Тут

K0

(

h
(n)
2 , h

(n)
3

)

=

∫ ∞

−∞

dx exp
(

−h
(n)
2 x2 − h

(n)
3 x3 − x4

)

, (1.15)

де

h
(n)
2 =

√
6dn(Bn, Bn+1)(a

(n)
4 )−1/2,

h
(n)
3 = h30a

(n)
3 · (a(n)

4 )−3/4, (1.16)
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а коефiцiєнти a
(n)
l та dn(Bn, Bn+1) з допомогою рекурентних спiввiд-

ношень [1] пов’язанi з їх вихiдними значеннями al.
Як було показано в [1], поблизу критичної точки (τ = 0, h = 0),

величини h
(n)
2 та h

(n)
3 приймають малi значення для номерiв блочних

структур n < np. В цьому випадку вираз (1.14) може бути записаний
у виглядi

Q(dn) =
(

24/a
(n)
4

)1/4

γ1

(

1 − γh
(h)
2 +

3

8
γ(h

(n)
3 )2

)

. (1.17)

Для величини Q(P (n)) маємо

Q(P (n)) =
(

2P
(n)
2

)−1/2 1

π
×

×
∫ ∞

−∞

dy exp
(

−iG
(n)
h y − y2 − Gny4

)

, (1.18)

де

G
(n)
h = P

(n)
1

(

2/P
(n)
2

)1/2

,

Gn =
1

6
P

(n)
4

(

P
(n)
2

)−2

. (1.19)

Для коефiцiєнтiв P
(n)
l справедливi спiввiдношення

P
(n)
1 = −sd/2

(

24/a
(n)
4

)1/4

M
(n)
1 ,

P
(n)
2 =

(

24/a
(n)
4

)1/2

[M
(n)
2 − (M

(n)
1 )2],

P
(n)
3 = s−d/2

(

24/a
(n)
4

)3/4

[−3M
(n)
2 M

(n)
1 + 2(M

(n)
1 )3 + M

(n)
3 ],

P
(n)
4 = s−d

(

24/a
(n)
4

)

[3(M
(n)
2 )2 − 12M

(n)
2 (M

(n)
1 )2+

+4M
(n)
3 M

(n)
1 + 6(M

(n)
1 )4 − M

(n)
4 ]. (1.20)

Для скорочення запису введенi позначення

M
(n)
l = Kl(h

(n)
2 , h

(n)
3 )/K0(h

(n)
2 , h

(n)
3 ),

Kl(h
(n)
2 , h

(n)
3 ) =

∫ ∞

−∞

dx · xl exp(−h
(n)
2 x2 − h

(n)
3 x3 − x4). (1.21)
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Використовуючи (1.20), знаходимо

G
(n)
h = −

√
2sd/2µ1n(1 − µ2

1n)−1, (1.22)

де

µ1n = M
(n)
1 (M

(n)
2 )−1/2,

а також

Gn =
1

6
s−d

[

3 − 12µ2
1n + 4µ1nµ3n + 6µ4

1n − µ4n

]

, (1.23)

де

µ3n = M
(n)
3 (M

(n)
2 )−3/2, µ4n = M

(n)
4 (M

(n)
2 )−2.

В областi значень n < np величини h
(n)
2 та h

(n)
3 приймають малi

значення i для коефiцiєнтiв P
(n)
l справедливi наближенi вирази

P
(n)
1 =

1

4
h

(n)
3 sd/2

(

24

a
(n)
4

)1/4

,

P
(n)
2 = γ

(

24

a
(n)
4

)1/2

(1 + t2h
(n)
2 ),

P
(n)
3 = −t3h

(n)
2 h

(n)
3 s−d/2

(

24

a
(n)
4

)3/4

,

P
(n)
4 = t4(a

(n)
4 )−1s−d

[

1 + γ2h
(n)
2 + γ3(h

(n)
3 )2

]

. (1.24)

Тут введенi позначення

t2 = γ − 1

4γ
≈ −0.4017, t3 =

3

16
(1 − 4γ2) ≈ 0.1018,

t4 = 6(12γ2 − 1) ≈ 2.2250,

γ2 = 4γ
6γ2 − 1

12γ2 − 1
≈ −1.1468,

γ3 = − 3γ

12γ2 − 1
≈ −2.7342. (1.25)

Наближенi вирази для G
(n)
h та Gn мають вигляд

G
(n)
h = G

(0)
0 sd/2h

(n)
3 , Gn = G0s

−d(1 + G2h
(n)
2 ), (1.26)
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де

G
(0)
0 =

1

4

(

2

γ

)1/2

≈ 0.6081, G0 =
12γ2 − 1

24γ2
≈ 0.1353,

G2 =
1

2γ
− 2γ + γ2 ≈ −0.3435. (1.27)

Вираз для Q(P (n)) iз (1.18) при малих значеннях h
(n)
2 та h

(n)
3 приймає

вигляд

Q(P (n)) = (2πγ)−1/2G′
00

(

a
(n)
4

24

)1/4

×

× exp
(

−H22(h
(n)
3 )2

)

(1 + H211h
(n)
2 ), (1.28)

де

G′
00 = 1 − 3

4
s−dG0, H22 = sd(32γ)−1

H211 = −1

2
t2 −

3

4
s−dG0G2(G

′
00)

−1. (1.29)

Використаємо наближенi вирази для Q(dn) iз (1.17) та Q(P (n−1)) iз
(1.28) для розрахунку парцiальної статистичної суми Qn для n-тої
блочної структури. Приймемо до уваги рекурентнi спiввiдношення
(3.22) iз [1]. Iз них слiдує, що

a
(n)
4 /a

(n−1)
4 = s−(d+1)(1 + α4h

(n−1)
2 ), (1.30)

де
α4 = G2 − 2t2 ≈ 0.4599.

В результатi iз (1.13) знаходимо

lnQn = Nn

[

H20 + H21h
(n−1)
2 − γh

(n)
2 −

− H22(h
(n−1)
3 )2 +

3

8
γ(h

(n)
3 )2

]

, (1.31)

де

H20 = −1

2
ln(2πγ) + ln(1− 3

4
s−dG0) + lnγ1 + lns

H21 = H211 −
α4

4
. (1.32)
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Вираз (1.31) є базовим для розрахунку вкладу до вiльної енергiї вiд
дiлянки критичного режиму. Для проведення розрахункiв потрiбно

знайти явну залежнiсть величин h
(n)
2 та h

(n)
3 вiд номера n. Такий

розрахунок проведений нижче.
Вирази Fp та FI iз (1.1) описують вклади до вiльної енергiї вiд

довгохвильових флуктуацiй. Вони вiдповiдають областi хвильових
векторiв k ∈ [0, Bnp

), де Bnp
= B0s

−np , B0 = π/c · s0, c - стала
гратки. Для Fp маємо

Fp = −kTNnp+1lnQ(P (np)), (1.33)

де вираз для Q(P (np)) приведений в (1.28) при n = np.
Величина FI розраховується iз формули

FI = −kT lnInp+1, (1.34)

де

Inp+1 =

∫

(dρ)Nnp+1 exp



−ã
(np+1)
1 N

1/2
np+1ρ0 −

1

2

∑

k∈Bp

dnp+1(k)

ρ~kρ
−~k − 1

4!
a
(np+1)
4 N−1

np+1

∑

~k1,...,~k4
ki∈Bp

ρ~k1
...ρ~k4

δ~k1+...+~k4









. (1.35)

Тут Bp = Bnp+1,

Bnp+1 =

{

~k = (kx, ky, kz)|ki = − π

cnp+1
+

2π

cnp+1

ni

Nnp+1,i
;

ni = 1, 2, ..., Nnp+1,i; i = x, y, z
}

, (1.36)

де
cnp+1 = c · s0 · snp+1, Nnp+1 = Nnp+1,xNnp+1,yNnp+1,z;

Nnp+1 = N0 · s−3(np+1). (1.37)

Коефiцiєнти a
(np+1)
l та dnp+1(k) знаходимо iз рекурентних спiв-

вiдношень, отриманих в [1].
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2. Розрахунок залежностi парцiальної вiльної

енергiї вiд номера ефективної блочної структу-

ри n

Розрахунок величини F ′
кр

iз (1.12) передбачає визначення залежностi
вiд n парцiальної вiльної енергiї n-тої блочної структури

Fn = −kT lnQn.

Приймаючи до уваги вираз (1.31), ця задача зводиться до розрахун-
ку залежностi вiд n величин

h
(n)
2 =

√
6
rn + q√

un
, h

(n)
3 = h30vn/u3/4

n .

Скористаємося для цього явними розв’язками рекурентних спiввiд-
ношень (4.17) iз [1]. Маємо

wn = En
1 (w0 − T13v0) + En

3 T13v0,

rn = r∗ + En
2 V2[r0 − r∗ − T24(u0 − u∗)] +

+ En
4 V2T24[u0 − u∗ − T42(r0 − r∗)],

vn = En
3 v0, (2.1)

un = u∗ + En
2 V2T42[r0 − r∗ − T24(u0 − u∗)] +

+ En
4 V2[u0 − u∗ − T42(r0 − r∗)].

Тут En - власнi значення матрицi ренормгрупового перетворення

E1 = s(d+2)/2, E3 = s(d−2)/2,

E2 =
1

2

{

R22 + R44 + [(R22 − R44)
2 + 4R24R42]

1/2
}

E4 =
1

2

{

R22 + R44 − [(R22 − R44)
2 + 4R24R42]

1/2
}

. (2.2)

Матричнi елементи Rij розрахованi в [1]. Для випадку s = s∗, який
використовується в цих розрахунках, маємо

E1 = 20.9768; E2 = 7.3740; E3 = 1.8380; E4 = 0.3974.

Величини w0, r0, v0 та u0 вiдповiдають початковим значенням вели-
чин iз (2.1) i мають вигляд

w0 = −s
d/2
0 M1(h

′)(1 − 3g)/M2(h
′)

r0 = a2 + βΦ0 − βΦ(0),

v0 = s
−d/2
0 M1(h

′)M4(h
′)/M4

2(h
′),

u0 = −s−d
0 M4(h

′)/M4
2(h

′), (2.3)
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де Mn(h′) - кумулянти, приведенi в (1.7). Для iнших величин iз (2.1)
в [1] отриманi вирази

T13 = (u∗)1/2T
(0)
13 , T

(0)
13 = R

(0)
13 /(E3 − R11) ≈ −0.6550

T24 = (u∗)−1/2T
(0)
24 , T

(0)
24 = R

(0)
24 /(E4 − R22) ≈ −0.5350

T42 = (u∗)1/2T
(0)
42 , T

(0)
42 = R

(0)
42 /(E2 − R44) ≈ 0.1767,

V2 =
[

1 + (E2 − R22)
2/R24R42

]−1
= 0.9136. (2.4)

Координати фiксованої точки мають вигляд [1]

w∗ = 0, r∗ = −f0βΦ(0), v∗ = 0, u∗ = ϕ0(βΦ(0))2, (2.5)

де

f0 = q̄ = π2(b/c)2s−2
0 (1 + s−2)

ϕ0 = q̄2(1 − s−2)2/f2
00, (2.6)

де f00 = 0.5976. При s0 = 2.0 маємо f0 = 0.2415, ϕ0 = 0.1360.
Розв’язки рекурентних спiввiдношень (2.1) можуть бути записа-

нi у бiльш зручнiй формi. Скористаємось iз означення температури
фазового переходу Tc iз [1]. При h′ = 0 маємо рiвняння c(Tc) = 0, де

c(T ) = [r0 − r∗ − T24(u0 − u∗)].

Вираз для коефiцiєнта c(T ) буде мати вигляд

C(T ) = сk1 · τ,

де
τ = (T − Tc)/Tc. (2.7)

сk1 = с
(0)
k1 βΦ(0).

Для величини с
(0)
k1 знаходимо

с
(0)
k1 = V2

[

1 − f0 − T
(0)
24 u0ϕ

−1/2
0 (βcΦ(0))−2 − T24ϕ

1/2
0

]

. (2.8)

Для множника w0 − T13v0 iз (2.1) маємо

w0 − T
(0)
13

√
ϕ0βΦ(0)v0 = −M1(h

′)ch1,

де

ch1 = s
d/2
0 M20/M2(h

′),

M20 = 1 − 3g − 6gT
(0)
13 ϕ

1/2
0 βΦ(0)/M2(h

′). (2.9)
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Приймаючи до уваги отриманi вище спiввiдношення, отримуємо

wn = −ch1M1(h
′)En

1 − ch1M1(h
′)T

(0)
13 ϕ

1/2
0 βΦ(0)En

3 ,

rn = r∗ + c
(0)
k1 βΦ(0)τEn

2 + ck2T
(0)
24 (ϕ

1/2
0 βΦ(0))−1En

4 ,

vn = −ch2M1(h
′)En

3 ,

un = u∗ + c
(0)
k1 τT

(0)
42 ϕ

1/2
0 (βΦ(0))2En

2 + ck2E
n
4 , (2.10)

де

ch2 = 6gs
d/2
0 /M2

2(h
′) = s

−d/2
0 (−M4(h

′))/M−4
2 (h′) (2.11)

ck2 = V2

{

u0 − ϕ0(βΦ(0))2 − T
(0)
42 ϕ

1/2
0 βΦ(0)[r0 + f0βΦ(0)]

}

.

Загальнi розв’язки (2.10) спрощуються для граничних випадкiв.
Перший з них пов’язаний iз вiдсутнiстю поля (h = 0). Тодi

wn = 0, vn = 0

i отримуємо рiвняння

rn = r∗ + c
(0)
k1 τβΦ(0)En

2 + ck2T
(0)
24 (ϕ

1/2
0 βΦ(0))−1En

4 ,

un = u∗ + c
(0)
k1 τβΦ(0)T

(0)
42 ϕ

1/2
0 βΦ(0)En

2 + ck2E
n
4 , (2.12)

якi спiвпадають iз результатами розрахункiв, отриманими в [2,3].
Вони справедливi для всiх n ≤ mτ , де

mτ = − lnτ

lnE2
+ m0 − 1. (2.13)

Тут розглядається оласть температур T > Tc,

m0 = ln
(

f0/c
(0)
k1

)

/lnE2. (2.14)

Введемо позначення

τ̃ = τc
(0)
k1 /f0. (2.15)

Тодi
mτ+1 = lnτ̃/lnE2. (2.16)

Другий граничний випадок вiдповiдає випадку τ = 0. Для нього
спiввiдношення (2.10) мають вигляд

wn = −ch1M1(h
′)En

1 − ch2M1(h
′)T

(0)
13 ϕ

1/2
0 βcΦ(0)En

3 ,

rn = r∗ + c
(0)
k2 T

(0)
24 (ϕ

1/2
0 βcΦ(0))−1En

4 ,

vn = −ch1M1(h
′)En

3 ,

un = u∗ + ck2E
n
4 . (2.17)
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Оскiльки E4 < 1, то з ростом n iз (2.17) маємо

lim
n→∞

rn = r∗, lim
n→∞

un = u∗.

Величини wn та vn з ростом n будуть вiддалятися вiд їхнiх фiксова-
них значень iз (2.5), причому

lim
n→∞

wn >> lim
n→∞

vn,

оскiльки E1 > E3. Однак, завжди знайдеться таке значення nh, що
для всiх n < nh вiдхилення wn−w∗ та vn−v∗ не будуть перевищува-
ти деякого, наперед заданого числа. Така поведiнка забезпечується
наявнiстю множника M1(h

′). Оскiльки при h′ � 1 маємо

th(h′) ≈ h′

величина nh може приймати великi значення при малих h i в границi
h′ → 0 отримуємо nh → ∞.

Використаємо формули (2.10) для знаходження явної залежностi

h
(n)
2 та h

(n)
3 вiд номера n для n < np. Нагадаємо, що np = mτ у

випадку h = 0 та np = nh при h 6= 0 та τ = 0. Для h
(n)
2 знаходимо

h
(n)
2 = h22

[

c
(0)
k1 τEn

2 − 1

2
ϕ
−1/2
0 T

(0)
42 (c

(0)
k1 τEn

2 )2
]

,

h22 =

(

6

ϕ0

)1/2

. (2.18)

При отриманнi (2.18) не приймалися до уваги доданки, пропорцiйнi
до (E4/E2)

n. Вираз (2.18) має мiсце для всiх n < mτ . Причому

h
(mτ )
2 = h22

[

f0E
−1
2 − 1

2
ϕ
−1/2
0 T

(0)
42 f2

0 E−2
2

]

. (2.19)

При s0 = 2 та s = s∗ знаходимо h
(mτ )
2 = 0.2159, h

(mτ+1)
2 = 1.5115.

Знайдемо таке значення n = nh, що для всiх n < nh величини
wn та vn не будуть надто вiдрiзнятися вiд їхнiх фiксованих значень.
Оскiльки рiст wn iз збiльшенням n вiдбувається значно швидше, нiж
величини vn, то в якостi рiвняння для визначення nh будемо вико-
ристовувати перше рiвняння iз (2.10).

|h′|Enh+1
1 = f0. (2.20)
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Структура цього рiвняння подiбна до рiвняння на визначення вели-
чини mτ [2], яка має вигляд

c
(0)
k1 τEmτ +1

2 = f0. (2.21)

Рiвняння (2.21) приводить до формули (2.13), а рiвняння (2.20) має
розв’язок

nh = − lnh̃

lnE1
− 1, (2.22)

де введене позначення
h̃ = |h′|/f0. (2.23)

Явна залежнiсть величини h
(n)
3 вiд номера n для n < nh має вигляд

h
(n)
3 = h32M1(h

′)En
3 (1 − h34c

(0)
k1 τEn

2 ), (2.24)

де

h32 = −h30ch2(u
∗)−3/4, h34 =

3

4
T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 .

Для n = nh iз (2.24) маємо

h
(nh)
3 = h32f0

(

E3

E1

)nh

E−1
1 (1 − h34c

(0)
k1 τEnh

2 ). (2.25)

Тут
(

E3

E1

)nh

= s2h̃4/5, (2.26)

отже, h
(n)
3 при n < nτ не перевищує (2.25), яке в свою чергу є про-

порцiйне до (2.26).
Вираз (2.24) справедливий при умовi n < mτ , оскiльки остан-

нiй доданок в (2.24) має змiст лише в цьому випадку. При n > mτ

формула (2.24) має бути замiнена на бiльш загальну.
Приймаючи до уваги (2.18) та (2.24), отримуємо залежнiсть вiд

n (n < nh, n < mτ ) величини Qn

lnQn = N0s
−3n

[

H20 + (H21E
−1
2 − γ)h22c

(0)
k1 τEn

2 +

+
1

2
ϕ
−1/2
0 h22T

(0)
42 (γ − H21E

−2
2 )(c

(0)
k1 τEn

2 )2 +

+

(

3

8
γ − H22E

−2
3

)

(h32h
′En

3 )2 +

+2h34

(

H22

E2E2
3

− 3

8
γ

)

c
(0)
k1 τEn

2 (h32h
′En

3 )2
]

. (2.27)

Коефiцiєнти H20, H21 та H22 наведенi в (1.29) та (1.32).
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3. Розрахунок вкладу до вiльної енергiї системи

вiд дiлянки критичного режиму

Вiдповiдно до (1.1) вiльна енергiя системи поблизу критичної точки
мiстить вклад Fкр, який має вигляд (1.4). Саме ця величина описує
особливостi поведiнки термодинамiчних функцiй поблизу критичної
точки при h = 0. Розрахунок виразу (1.4) будемо здiйснювати з ви-
користанням формули (2.27). При цьому не будемо конкретизувати
явного вигляду величини np. В подальшому розглядi це буде зробле-
но у граничному випадку, коли T = Tc. Вiн описує траекторiю руху
до криичної точки, коли τ = 0 та h 6= 0. Тут np = nh. Другий випа-
док передбачає ситуацiю, коли система наближається до критичної
точки при τ 6= 0 та h 6= 0, однак τ та h прямують до нуля синхронно.
Це буде предметом розгляду окремої роботи. Можливий також ви-
падок, коли h = 0, а τ → 0. Тодi np = mτ . Цей випадк був детально
дослiджений в [2].

Запишемо вираз для F ′
кр

iз (1.12) у виглядi

F ′
кр

= F (0)
кр

+ Fкр,2 + Fкр,3. (3.1)

F
(0)
кр вiдповiдає вкладу вiд першого доданку iз (2.27) i не мiстить

явної залежностi нi вiд температури τ , нi вiд поля h. Вiн має вигляд

F (0)
кр

= −kTN0

np
∑

n=1

H20s
−3n. (3.2)

Вираз для Fкр,2 складається iз двох доданкiв

Fкр,2 = F
(1)
кр,2 + F

(2)
кр,2, (3.3)

кожен з яких явним чином залежить вiд температури (див. (2.27))

F
(1)
кр,2 = −kTN0h22

(

H21

E2
− γ

)

c
(0)
k1 τ

np
∑

n=1

s−3nEn
2 ,

F
(2)
кр,2 = −kTN0

1

2
T

(0)
42 h22ϕ

−1/2
0 ×

×
(

γ − H21

E2
2

)

(c
(0)
k1 τ)2

np
∑

n=1

s−3nE2n
2 . (3.4)

Величина Fкр,3 мiстить два доданки

Fкр,3 = F
(1)
кр,3 + F

(2)
кр,3, (3.5)
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якi пропорцiйнi до квадрату зовнiшнього поля

F
(1)
кр,3 = −kTN0h

2
32

(

3

8
γ − H22

E2
3

)

(h′)2
np
∑

n=1

s−3nE2n
3 ,

F
(2)
кр,3 = −kTN02h2

32h34

(

H22

E2E2
3

− 3

8
γ

)

c
(0)
k1 τ(h′)2 ×

×
np
∑

n=1

s−3nEn
2 E2n

3 . (3.6)

Виконуючи сумування в (3.2), отримуємо

F (0)
кр

= −kTN0(F10s
−3 − F10s

−3(np+1)), (3.7)

де
F10 = H20(1 − s−3)−1. (3.8)

Для Fкр,2 знаходимо

Fкр,2 = −kTN0

{

F11s
−3E2τ̃ + F12s

−3E2
2 τ̃2−

−
[

F11τ̃E
np+1
2 + F12(τ̃E

np+1
2 )2

]

s−3(np+1)
}

, (3.9)

де

F11 = f0h22

(

H21

E2
− γ

)

(1 − s−3E2)
−1,

F12 =
1

2
T

(0)
42 h22ϕ

−1/2
0

(

γ − H21

E2
2

)

f2
0 (1 − s−3E2

2)−1. (3.10)

Для величини Fкр,3 маємо

Fкр,3 = −kTN0

{

F13s
−3E2

3 h̃2 + F14s
−3E2

3E2τ̃ h̃2−

−
[

F13h̃
2E

2(np+1)
3 + F14h̃

2E
2(np+1)
3 τ̃E

np+1
2

]

s−3(np+1)
}

, (3.11)

де

F13 = h2
32f

2
0

(

3

8
γ − H22

E2
3

)

(1 − s−3E2
3)−1,

F14 = 2h2
32f

3
0

(

H22

E2E2
3

− 3

8
γ

)

h34(1 − s−3E2E
2
3)−1. (3.12)
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В залежностi вiд значення величини np вирази F
(0)
кр , Fкр,2 та Fкр,3

будуть мати рiзну залежнiсть вiд поля h та температури τ .
Знайдемо залежнiсть вiд поля (при h → 0) виразу F ′

кр
у випадку

τ = 0. Температура T = Tc означена в [1,2]. Рекурентнi спiввiдно-

шення в цьому випадку мають вигляд (2.17). Для величини h
(n)
2 при

τ = 0 маємо
lim

n→∞
h

(n)
2 = h∗

2 = 0. (3.13)

Оскiльки E4 < 1, то вiдповiдно до (1.16), (2.12) границя (3.13) дося-

гається вже при n ≥ 1. Для аргумента h
(n)
3 , вiдповiдно до рiвностi

(2.24), отримуємо

h
(n)
3 = h32h

′En
3 . (3.14)

Тут ми скористалися iз малостi h i поклали M1(h
′) ≈ h′.

Як було встановлено вище, випадок τ = 0 вiдповiдає рiвностi

np = nh, (3.15)

де величина nh означена в (2.22). Приймаючи до уваги (3.15), зна-
ходимо

F (0)
кр

= −kTN0F10s
−3 + kTN0F10h̃

6/5, (3.16)

оскiльки
s−3(nh+1) = h̃6/5. (3.17)

Вклади пов’язанi з Fкр,2 дають нульовий вклад, оскiльки вiдповiдно
до (3.9) вони пропорцiйнi до τ . Для Fкр,3 знаходимо

Fкр,3 = −kTN0

[

F13s
−3E2

3 h̃2 − F13h̃
2E

2(nh+1)
3 h̃6/5

]

. (3.18)

Останнiй доданок в (3.18) є зникаюче малим. В цьому легко переко-
натися оцiнивши величину вкладу

h̃2E
2(nh+1)
3 = h̃2h̃

−2
lnE3
lnE1 = h̃8/5. (3.19)

Приймаючи до уваги (3.19) знаходимо, що останнiй доданок в (3.18)
пропорцiйний h̃14/5 << h̃2.

Таким чином, для Fкр при τ = 0 маємо вираз

F ′
кр

= −kTN0

[

e′c0 + e′c1h̃
6/5 + e′c2h̃

2
]

, (3.20)

де

e′c0 = F10s
−3 = H20(s

3 − 1)−1,

e′c1 = −F10,

e′c2 = F13s
−3E2

3 . (3.21)
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Для оцiнки порядку величини та знакiв коефiцiєнтiв e′cl приведе-
мо їх значення для деякого набору початкових параметрiв. Оскiльки
розрахунки в рамках моделi ρ4 проводяться при малих значеннях ар-
гумента h∗

2, то параметр ренормгрупи s визначається певним рiвнян-
ням i рiвний s∗ = 3.3783 [1]. Вiдповiдне йому значення критичного
показника кореляцiйної довжини ν = 0.609. Якщо обчислення вико-
нувати з використанням моделi ρ6, яка точнiше описує систему з га-
мiльтонiаном (1), то значення ν = 0.639 [4]. Це краще узгоджується з
даними числових розрахункiв та результатами теоретико-польового
пiдходу [5]. Однак використання моделi ρ4 дозволяє не лише отри-
мати некласичне значення ν = 0.609, але й явний вигляд вiльної
енергiї та iнших термодинамiчних функцiй. При цьому маємо їхню
залежнiсть вiд мiкроскопiчних параметрiв гамiльтонiану задачi та
потенцiалу взаємодiї мiж частинками. Це дозволяє зрозумiти особ-
ливостi критичної поведiнки граткової тривимiрної системи спiнiв
поблизу критичної точки при h 6= 0.

Покладемо
s0 = 2, b = 0.3c. (3.22)

Для такого набору параметрiв

e′c0 = 0.038, e′c1 = −1.471, e′c2 = −0.081. (3.23)

Знайдемо вираз для Fкр iз (1.4). Маємо

lnQn = N0

[

e′′c0 + e′′c2h̃
2
]

, (3.24)

де

e′′c0 = ã +
1

4
ln(24/a4) + lnγ1 − γh

(0)
2 ,

e′′c2 =
3

8
γf2

0 h2
30s

d/2
0 (−M4(h

′))1/2(M2(h
′))−2. (3.25)

Величини, що входять до складу коефiцiєнтiв (3.25) приведенi в
(1.6)-(1.11). Вiдповiдно до (1.4) знаходимо

Fкр = −kTN0

[

ec0 + ec1h̃
6/5 + ec2h̃

2
]

, (3.26)

де

ec0 = e′c0 + e′′c0,

ec1 = e′c1,

ec2 = e′c2 + e′′c2. (3.27)



17 Препринт

Для випадку (3.22) маємо

ec0 = 0.875, ec1 = −1.471, ec2 = 0.016. (3.28)

Можна переконатися, що вклади до фiзичних характеристик сис-

теми, зокрема до параметра порядку
(

σкр = −
(

∂Fкр

∂h

)

T

)

, якi вiдпо-

вiдають дiлянцi критичного режиму - є термодинамiчно нестiйкими.
Так отримуємо вираз

σкр = σкр,0h̃
1/5,

який має правильну асимптотику при h → 0, однак величина σкр,0

приймає вiд’ємнi значення. Така ситуацiя нагадує особливостi темпе-
ратурної поведiнки системи у випадку h = 0 та T → Tc, коли вклади
до термодинамiчних величин вiд дiлянки критичного режиму при-
водили до вiд’ємних значень критичних амплiтуд [2].

Врахування вкладiв до вiльної енергiї системи вiд довгохвильо-
вих флуктуацiй параметра порядку дозволяє усунути цю недолугiсть
i отримати додатнi сумарнi значення для критичних амплiтуд.

4. Розрахунок вкладiв до вiльної енергiї системи

вiд довгохвильових флуктуацiй

Щоб отримати вираз для повної вiльної енергiї поблизу критичної
точки вiдповiдно до (1.1) слiд знайти вклади Fp та FI . Для першого
з них вiдповiдно до (1.33) маємо

Fp = −kTNnp+1lnQ(P (np)), (4.1)

де Nnp+1 = N0s
−3(np+1), а для Q(P ) маємо

Q(P (np)) = (2πγ)−1/2
(

a(np)/24
)1/4

×

× exp
(

−H22(h
(np)
3 )2

)

(

1 − 3

4
s−dG0

)

(1 + H211h
(np)
2 ). (4.2)

Розглянемо випадок τ = 0, що вiдповiдає np = nh. Тодi

a
(nh)
4 = u∗s−4nh , (4.3)

де u∗ = ϕ0(βcΦ(0))2. При цьому h
(nh)
2 = 0, а для h

(n)
3 маємо

h
(nh)
3 = h32h̃f0E

nh

3 = h32f0E
−1
1 · (E3/E1)

nh .
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Однак,
(E3/E1)

nh = s2h̃4/5, (4.4)

тому

h
(nh)
3 = h32f0s

2E−1
1 h̃4/5. (4.5)

Таким чином, для Fp знаходимо

Fp = −kTcN0s
−3(nh+1)[fp − nhlns − fp2h̃

8/5], (4.6)

де введенi позначення

fp = −1

2
ln(2πγ)− 1

4
ln24 +

1

4
lnu∗ + ln

(

1 − 3

4
s−dG0

)

,

fp2
= −H22h

2
32f

2
0 s4E−2

1 . (4.7)

При значеннях початкових параметрiв в (3.22) маємо

fp = −1.549, fp2
= −0.958. (4.8)

Приймаючи до уваги (3.17) для Fp знаходимо

Fp = −kTcN0h̃
6/5 (fp − nhlns) . (4.9)

Тут ми не приймаємо до уваги останнiй доданок iз (4.6), оскiльки
вiн пропорцiйний до h̃14/5 � h̃2. Вираз (4.9) мiстить доданок, про-
порцiйний до

h̃6/5lnh̃, (4.10)

який порушує однорiднiсть вiльної енергiї. Як буде показано нижче,
вiн скорочується iз вiдповiдним доданком iз FI , який має вигляд

FI = −kT lnInh+1, (4.11)

де

Inh+1 =

∫

(dρ)Nnp+1 exp

[

− ã
(nh+1)
1 N

1/2
nh+1ρ0−

− l

2

∑

k∈Bp

dnh+1(k)ρ~kρ
−~k−

− 1

4!

a
(nh+1)
4

Nnh+1

∑

k1,...,k4
ki∈Bp

ρ~k1
...ρ~k4

δ~k1+...+~k4






, (4.12)
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де для Bp = Bnp+1 маємо

Bnp+1 =

{

~k = (kx, ky, kz)|ki
= − π

cp
+

2π

cp

ni

Npi

;

ni = 1, 2, ...Npi
, i = x, y, z} , (4.13)

де NpxNpyNpz = Np, Np = N0s
−3(nh+1), cp = c0s

−(nh+1).

У виразi (4.12) не приймається до уваги коефiцiєнт a
(nh+1
3 , оскiль-

ки вiн є малим. В цьому легко переконатися шляхом його прямого

розрахунку. Запишемо вирази для коефiцiєнтiв a
(nh+1
n )

ã
(nh+1)
1 = s−(nh+1)wnh+1,

dnh+1(0) = s−2(nh+1)rnh+1,

a
(nh+1)
3 = s−3(nh+1)vnh+1,

a
(nh+1)
4 = s−4(nh+1)unh+1. (4.14)

Iз (2.17) знаходимо (при τ = 0)

wnh+1 = −ch1
f0, rnh+1 = −f0βcΦ(0),

vnh+1 = −ch1
f0

(

E3

E1

)nh+1

, unh+1 = ϕ0(βcΦ(0))2. (4.15)

Приймаючи до уваги (4.4), знаходимо

ã
(nh+1)
1 = −ch1

f0h̃
2/5,

dnh+1(0) = −f0βΦ(0)h̃4/5,

a
(nh+1)
3 = −ch1

s2h̃2,

a
(nh+1)
4 = ϕ0(βΦ(0))2h̃8/5. (4.16)

Iз рiвностей (4.16) видно, що коли h → 0, a
(nh+1)
3 значно швидше

прямує до нуля, нiж решта коефiцiєнтiв.
Для спрощення розрахунку (4.12) виконаємо замiну змiнних

ρ~k = η~k + σ
√

Nδ~k,0. (4.17)

Тодi

Inh+1 = eE0(σ)

∫

(dη)Nnh+1 exp



A0

√
Nη0 −

1

2

∑

~k∈Bp

d̄(k) ×
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×η~kη
−~k − b̄

3!
N

−1/2
np+1

∑

~k1,...,~k3
~ki∈Bp

η~k1
...η~k3

δ~k1+...+~k3
−

− ā4

4!
N−1

nh+1

∑

~k1,...,~k4
~ki∈Bp

η~k1
...η~k4

δ~k1+...+~k4









. (4.18)

Величина E0(σ) має вигляд

E0(σ) = h′Nσ
M20

M2
− 1

2
dnh+1(0)Nσ2 − σ4

24
N2 a

(nh+1)
4

Nnh+1
. (4.19)

Для коефiцiєнтiв A0, d̄(k), b̄ та ā4 отримуємо рiвностi

A0 = h′M20/M2 − dnh+1(0)σ − 1

6
a
(nh+1)
4 NN−1

nh+1σ
3,

d̄(k) = d̄(0) + 2βΦ(0)b2k2,

d̄(0) = dnh+1(0) +
1

2
Nσ2 a

(nh+1)
4

Nnh+1
,

b̄ = σa
(nh+1)
4 (N/Nnh+1)

1/2,

ā = a
(nh+1)
4 . (4.20)

Величину змiщення σ розраховуємо iз умови екстремуму E0(σ)

∂E0(σ)

∂σ
= 0. (4.21)

Маємо рiвняння

h′M20/M0 − dnh+1(0)σ − 1

6
σ3a

(nh+1)
4 N/NNnh+1

= 0. (4.22)

Розв’язок (4.22) шукатимемо у виглядi

σ = σ0h̃
1/5. (4.23)

В результатi пiдстановки (4.23) в (4.22) отримуємо

h′M20

M2
+ f0βcΦ(0)σ0h̃ − ϕ0

6
(βcΦ(0))2s3

0σ
3
0 h̃ = 0. (4.24)

При h 6= 0 можемо скоротити на h̃ i для випадку h > 0 маємо рiв-
няння

f0
M20

M2
+ f0βcΦ(0)σ0 −

ϕ0

6
(βcΦ(0))2s3

0σ
3
0 = 0, (4.25)
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з якого знаходимо σ0 = σ0(s0, b/c).
В таблицi 1 приведенi значення σ0 для рiзних значень параметра

s0 при b/c = 0.3. Таблиця 2. iлюструє залежнiсть значення σ0 для

Табл. 1.
s0 1.2 1.25 1.50 2.0 2.5 3.0 3.5 5.0
σ0 1.783 1.711 1.484 1.283 1.180 1.105 1.050 0.927

рiзних значень b/c при s0 = 2.0. Як легко бачити, рiвняння (4.25)

Табл. 2.
b/c 0.25 0.28 0.30 0.35 0.40 0.50 0.80 0.90
σ0 1.438 1.341 1.283 1.160 1.058 0.899 0.598 0.526

має один дiйсний та два комплексно-спряжених коренi. Зауважимо,
що значення коефiцiєнта d̄(0) не чутливе до змiни напрямку поля,
оскiльки воно пропорцiйне до σ2

0 .
Обчисливши величину σ можемо знайти вирази для коефiцiєнтiв

(4.20). Зауважимо, що
A0 = 0. (4.26)

Остання рiвнiсть є наслiдком (4.22) i має мiсце при довiльних зна-
ченнях параметрiв s0 та b/c. Для d̄(0) iз (4.20) маємо

d̄(0) = Dgh̃4/5f0βcΦ(0), (4.27)

де

Dg = σ2
0

1

2
s3
0ϕ0f

−1
0 βcΦ(0) − 1. (4.28)

Скориставшись iз даних табл. 1 та табл. 2, легко зауважити, що d̄(0)
приймає додатнi значення. Для коефiцiєнтiв b̄ та ān одержуємо

b̄ = h̃6/5ϕ0(βcΦ(0))2s
3/2
0 σ0,

ān = h̃8/5ϕ0(βcΦ(0))2. (4.29)

Приймаючи до уваги (4.23), iз (4.19) знаходимо

E0 = NE00h̃
6/5, (4.30)
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де

E00 = σ0f0M20/M2 +
1

2
σ2

0f0βcΦ(0) −

− 1

24
s3
0σ

4
0ϕ0(βcΦ(0))2. (4.31)

Слiд зауважити, що величина E0(σ) не залежить вiд знаку поля. Це
слiдує iз функцiональної залежностi (4.19). Перший доданок правої
частини рiвностi (4.19) пропорцiйний до hσ0 i не змiнюється при за-
мiнi h → −h та σ0 → −σ0. Решта доданкiв пропорцiйнi до σ2

0 .
При виконаннi (3.22) знаходимо

E00 = 0.348. (4.32)

Оскiльки d̄(0) приймає додатнi значення, при розрахунку (4.18) мо-
жемо обмежитися гаусовим наближенням. Маємо

Inh+1 = exp(E0)
∏

~k∈Bp

(

π/d̄(k)
)1/2

. (4.33)

Внесок до вiльної енергiї FI є наступний

FI = −kTcNE02h̃
6/5 + kTNE03, (4.34)

де

E02 = E00 + E01; E01 =
1

2
s−3
0 lnπ. (4.35)

Для E03 маємо

E03 =
1

2

1

N

Bnh+1
∑

k=0

lnd̄(k). (4.36)

Для розрахунку (4.36) скористаємося з iнтегрального представлення
[2]

E03 =
1

2

1

N

6

π

V

(2π)3
4π

∫ Bnh+1

0

d kk2lnd̄(k). (4.37)

Тут V = Nc3. Пiсля перетворень знаходимо

E03 =
1

2
s−3
0 s−3(nh+1)I0, (4.38)

де

I0 = 3

∫ 1

0

dxx2
[

−2(nh + 1)lns + ln(D0 + D1x
2)
]

. (4.39)
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Тут

D0 =
1

2
s3
0σ

2
0ϕ0(βcΦ(0))2 − f0βcΦ(0),

D1 = 2βcΦ(0)b2B2s−2
0 . (4.40)

Виконуючи iнтегрування в (4.39), маємо

I0 = −2(nh + 1)lns + I ′
0, (4.41)

де

I ′0 = ln(D0 + D1) −
2

3
+ 2

D0

D1
−

−2

(

D0

D1

)2
D1√
D0D1

arctg
D1√
D0D1

. (4.42)

В результатi таких перетворень отримуємо вираз для FI

FI = −kTcNE02h̃
6/5 + kTcN0h̃

6/5

[

−(nh + 1)lns +
1

2
I ′0

]

. (4.43)

Легко бачити, що доданок типу

kTN0h̃
6/5nhlns,

що входить до складу (4.43), скорочуються iз вiдповiдним доданком
iз (4.9). Однорiднiсть вiльної енергiї зберiгається.

Пiдсумовуючи отриманi вище вирази для Fкр, Fp та FI , отриму-
ємо

F = −kTcN
[

lnchh′ + l0 + l1h̃
6/5 + l2h̃

2
]

, (4.44)

де

l0 = ln2 +
1

2
βcΦ(0)Φ̄ + s−3

0 ec0,

l1 = E02 + s−3
0 (ec1 + fp + lns − 1

2
I ′0),

l2 = s−3
0 ec2. (4.45)

Вираз (4.44) вiдповiдає вiльнiй енергiї тривимiрної граткової спiнової
системи поблизу критичної точки у випадку, коли τ = 0, а h → 0.
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5. Розрахунок параметра порядку та сприйнятли-

востi системи при τ = 0 та h → 0

Знайдемо поведiнку параметра порядку системи, яка знаходиться в
магнiтному полi h (h > 0) при температурi T = Tc.

< σ >= −
(

∂F

∂h

)

Tc

, (5.1)

де в якостi F будемо використовувати формулу (4.44). Введемо ве-
личину

σh =
1

N
< σ >, (5.2)

для якої маємо

σh = th(βh) +
6

5f0
l1h̃

1/5 + 2l2h̃/f0. (5.3)

При h � f лiнiйними доданками можемо знехтувати, так що

σhc = σh,0h̃
1/δ, (5.4)

де

σh,0 =
6

5f0
l1, δ = 5. (5.5)

Крива залежностi σh при малих значеннях h приведена на рис. 1
для параметрiв моделi (3.22). Сприйнятливiсть системи знаходимо
iз спiввiдношення

χ = −
(

∂2F

∂h2

)

Tc

. (5.6)

Приймаючи до уваги (4.44), знаходимо

χh =
kBTc

N
χ = χ0 + χ1h̃

−4/5, (5.7)

де

χ0 = 1 − th2βh +
2l2
f2
0

,

χ1 = 6l1/25f2
0 . (5.8)

Крива залежностi χh вiд h′ приведена на рис. 2 для випадку (3.22).
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Рис. 1. Залежнiсть вiд поля h′ = βh параметра порядку системи при
τ = 0 для значень параметрiв системи s0 = 2, b = 0.3c.
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Рис. 2. Залежнiсть нормованої сприйнятливостi χ′ = χ/(kTcN) вiд
величини поля h′ = βh при T = Tc.
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