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Термодинамiчнi характеристики бiнарної симетричної сумi-

шi в околi критичної точки газ-рiдина.

М.П.Козловський, О.В. Пацаган, Р.С. Мельник

Анотацiя. Отримано явнi вирази для термодинамiчних функцiй (ве-
ликого термодинамiчного потенцiалу, вiльної енергiї, ентропiї, пито-
мої теплоємностi) бiнарної симетричної сумiшi в околi критичної точ-
ки газ-рiдина. В дослiдженнi використовувався метод колективних
змiнних з видiленою системою вiдлiку i процедура пошарового iн-
тегрування великої статистичної суми. Для бiнарної сумiшi твердих
сфер, що взаємодiють з потенцiалом прямокутної ями, розрахованi
термодинамiчнi характеристики (ентропiя i питома теплоємнiсть) як
функцiї мiкроскопiчних параметрiв системи.

The thermodynamic characteristics of a binary symmetrical

mixture in the vicinity of the vapour-liquid critical point.

M.P.Kozlovskii, O.V. Patsahan, R.S. Melnyk

Abstract. The implicit expressions for the thermodynamic functions
(grand thermodynamic potential, free energy, entropy and heat capaci-
ty) of a binary symmetrical mixture in the vicinity of the vapour-liquid
critical point are obtained. The collective variables method with a ref-
erence system, as well as the procedure of a layer-by-layer integration
of a grand partition function are used in our study. For the hard sphere
square-well binary mixture the thermodynamic functions (entropy, heat
capacity) are calculated as functions of the microscopic parameters of
the system.
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1 Препринт

Вступ

Дана робота є продовженням серiї робiт, започаткованiй в [1-4] i при-
свяченiй дослiдженню неунiверсальних критичних характеристик бi-
нарних сумiшей в околi критичної точки.

Метою роботи є аналiтичний розрахунок виразiв для термодина-
мiчних функцiй бiнарної симетричної системи (БСС) (великого тер-
модинамiчного потенцiалу, вiльної енергiї, питомої теплоємностi, ен-
тропiї) в околi критичної точки газ-рiдина (ГР), а також дослiджен-
ня поведiнки цих функцiй в залежностi вiд змiни мiкроскопiчних
параметрiв.

1. Велика статистична сума (ВСС) бiнарної сумiшi

Розглянемо бiнарну сумiш, що мiстить Na частинок сорту “a” i Nb

частинок сорту “b”. Система знаходиться в об’ємi V , при темпера-
турi T . Вважається, що взаємодiя в системi має попарно-адитивний
характер. Потенцiал взаємодiї мiж частинкою сорту γ в точцi ri i
частинкою сорту δ в rj можна представити як суму двох доданкiв:

Uγδ(|ri − rj |) = Ψγδ(|ri − rj |) + Φγδ(|ri − rj |), (1.1)

де Ψγδ(r) - короткосяжний потенцiал вiдштовхування, Φγδ(r) - по-
тенцiал притягання, домiнуючий на великих вiддалях.

Подальшi викладки i розрахунки проводяться для БСС, тобто
такої системи, де двi чистi компоненти “a” i “b” є iдентичними i лише
взаємодiя мiж частинками рiзних сортiв вiдрiзняється:

Φaa(r) = Φbb(r) = Φ(r) 6= Φab(r). (1.2)

Вираз для великої статистичної суми БСС в методi колективних
змiнних (КЗ) з видiленою системою вiдлiку може бути представле-
ний у виглядi добутку [1, 5]:

Ξ = Ξ0Ξ1, (1.3)

де Ξ0 - ВСС системи вiдлiку, взаємодiя в якiй описується за допомо-
гою потенцiалу Ψγδ(r). Вважається, що термодинамiчнi i структурнi
функцiї системи вiдлiку є вiдомi. Ξ1 - функцiонал, записаний в прос-
торi КЗ:

Ξ1 = Ξc
G

∫

(dρ) exp

{

βµ+
1 ρ0 −

β

2

∑

k

Ṽ (k)ρkρ−k

}

J(ρ), (1.4)
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де

Ξc
G =

∏

k

1
√

1 + βW̃ (k)M(2)
2 (0)/2

,

µ+
1 = 1√

2
(µa

1 + µb
1) - хiмiчний потенцiал системи.

µγ
1 = µγ + µγ

0 − 1

2β

∑

k

αγγ(k) (1.5)

µγ
1 - частина хiмiчного потенцiалу сорту γ; µγ - повний хiмiчний

потенцiал сорту γ; αγδ(k) = (β/V )Φ̃γδ(k).
µ+

1 визначається з умови:

dlnΞ1

dβµ+
1

=< Na > + < Nb >=
< N >√

2
; (1.6)

< Nγ > - середнє число частинок сорту γ, β = 1/kБT , kБ - стала
Больцмана. ρk - КЗ, якi є комбiнацiєю сортових КЗ ρk,γ(γ = a, b):

ρk =

√
2

2
(ρk,a + ρk,b),

ρk,γ = ρc
k,γ − iρs

k,γ

де iндекси c i s визначають дiйсну i уявну частину ρk,γ ; ρc
k,γ , ρs

k,γ

приймають всi дiйснi значення вiд −∞ до +∞. (dρ) - елемент об’єму
фазового простору КЗ:

(dρ) =
∏

γ

dρ0,γ

∏

k6=0

dρc
k,γdρs

k,γ .

Ṽ (k), W̃ (k) - комбiнацiї Фур’є-образiв початкових потенцiалiв взає-
модiї Φ̃γδ(k):

Ṽ (k) = (
β−1

2
) [αaa(k) + αbb(k) + 2αab(k)] ,

W̃ (k) = (
β−1

2
) [αaa(k) + αbb(k) − 2αab(k)] , (1.7)

J(ρ) =

∫

(dω) exp







i2π
∑

k

ωkρk +
4
∑

n≥1

(−i2π)n

n!

(

1

2

)n/2

×

×
∑

k1...kn

Mn(0)ωk1
. . . ωkn

δk1+...+kn

}

, (1.8)
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де ωk - КЗ, спряженi до ρk; Mn(0) = M(0)
n (0) + ∆Mn. Вирази для

M(in)
n (0) (in = 0..4, n = 1..4) i ∆Mn поданi в Додатку.
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Рис. 1. Типова поведiнка фур’є-образу потенцiалу притягання
Ṽ (k)/|V (0)|. Штрихова лiнiя – параболiчна апроксимацiя.

На рис.1 суцiльною лiнiєю зображена типова поведiнка фур’є-
образу потенцiалу притягання Ṽ (k)/|Ṽ (0)|. Надалi вважатимемо, що
Ṽ (k) = 0 при |k| > B. Тодi iнтегрування в (1.4) за змiнними ρk з
|k| > B приводить до δ-функцiй, а всi суми по k у виразах для Ξ
мiститимуть лише |k| ≤ B.

Набiр k - векторiв з |k| ≤ B ми розглядатимемо як такий, що вiд-
повiдає вузлам оберненої гратки, спряженої до деякої блочної гратки
{rl} з NB блочними вузлами в об’ємi V :

NB =
V

C3
=

V

(π/B)3
=

(Bσ)3 < N >

6π2η
, (1.9)

η = π
6 ρσ3 - зведена густина. Величину B надалi вважатимемо пiвзо-

ною першої зони Брiллюена цiєї блочної гратки.
Кiлькiсть змiнних в елементах об’єму фазового простору (dρ) i

(dω) вiдповiдно змiниться з N до NB .
Для розрахунку функцiоналу ВСС i конкретних викладок будемо

користуватися наступною апроксимацiєю потенцiалу Ṽ (k):

Ṽ (k) =

{

Ṽ (0)(1 − pk2), при k ≤ B′

Ṽ (0)V̄ , при B′ < k ≤ B
. (1.10)

Виразом для Ṽ (k) при |k| ≤ B′ є параболiчна апроксимацiя фур’є-
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образу потенцiалу поблизу точки k = 0.

p =
1

Ṽ (0)

1

2

∂2Ṽ (k)

∂k2

∣

∣

∣

k=0
,

V̄ =< V > +V∞, (1.11)

де < V > - деяка постiйна величина, що визначається з умови:

< V >=

∫ B

0
V (k)dk −

∫ B′

0
Ṽ (0)(1 − pk2)dk

∫ B

B′
dk

; (1.12)

V∞ - поправка, що забезпечує правильну асимптотичну поведiнку
системи при великих значеннях параметрiв потенцiалу i розрахована
в (3.23).

Апроксимацiя (1.10) - (1.12) дозволить нам застосувати метод по-
шарового iнтегрування [8–10] для розрахунку ВСС нашої системи,
а також суттєво не вплине на критичну поведiнку системи завдяки
доброму узгодженню кривих поблизу k = 0 (див. рис.1).

Проiнтегрувавши згiдно стандартної процедури [8] функцiонал
ВСС за змiнними ρk, ωk з k ∈ (B′, B], отримаємо вираз, аналогiч-
ний за формою до (1.4), (1.8) лише з перенормованими кумулянтами
Mr

n(0) i додатковим множником ea0 перед iнтегралом:

a0 = −M2(0)

4
dα

Mr
1(0) = M1 −

M3(0)

4
dα

Mr
2(0) = M2 +

|M4(0)|
4

dα

де
dα =

∑

k∈(B′,B]

βṼ (k).

(Для спрощення записiв iндекси r надалi опускатимемо.)
Наступним кроком в розрахунку функцiоналу ВСС була замiна

змiнних:
ωk = ω′

k + ∆δk,

ρk = ρ′
k

+ M̃1δk,

де

∆ = − i

2π

M̄3(0)

M̄4(0)
,
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M̃1 = M̄1(0) − M̄2(0)M̄3(0)

M̄4(0)
+

M̄3
3(0)

3M̄2
4(0)

,

(Mn(0) = Mn(0)/(
√

2)n, n = 1, ..., 4), яка дозволила позбутися до-
данку ∼ ρ3. Цi кроки детально описанi в наших попереднiх робо-
тах [1–3].

В результатi, для функцiоналу ВСС бiнарної симетричної сумiшi
в околi критичної точки ГР приходимо до виразу

Ξ = Ξ0Ξ
(1)
G

[

Z(M̃2,M̃4)
]NB′

(
√

2)NB′−1 ×

× ea0

∫

exp[E4(ρ)](dρ)NB′ . (1.13)

Ξ
(1)
G = Ξc

G exp

{

µ∗M̃1 +
βṼ ∗(0)

2
M̃2

1−

− M̄1(0)M̄3(0)

M̄4(0)
+

M̄2(0)M̄2
3(0)

2M̄2
4(0)

− M̄4
3(0)

8M̄3
4(0)

}

,

µ∗ = h − a1, a1 =
M̄3(0)

|M̄4(0)| + βṼ ∗(0)M̃1, h = βµ+
1 ,

M̃2(0) = M̄2(0) − M̄2
3(0)

2M̄4(0)
,

M̃4(0) = < NB′ > M̄4(0). (1.14)

Z(M̃2,M̃4) =

(

1

2π

)1/2(
3

|M̃4(0)|

)1/4

ex2/4U(0, x), (1.15)

U(0, x) - функцiя параболiчного цилiндра Вебера [11]. E4(ρ) - Гамi-
льтонiан Гiнзбурга-Ландау-Вiльсона бiнарної симетричної сумiшi в
околi критичної точки ГР:

E4(ρ) = µ∗ρ0 −
1

2

∑

k<B′

d2(k)ρkρ−k − a4

4! < NB′ >
×

×
∑

k1...k4<B′

ρk1
. . . ρk4

δk1+...+k4
+ . . . , (1.16)

де

d2(k) = a2 + βṼ (k), a2 =

√

3

|M̃4(0)|
K(x),

a4 =
3

|M̃4(0)|
L(x), (1.17)
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i

K(x) = U(1, x)/U(0, x),

L(x) = 3K2(x) + 2xK(x) − 2,

x =

√

3

|M̃4(0)|
M̃2(0). (1.18)

2. Iнтегрування функцiоналу великої статистичної
суми в околi критичної точки

Функцiональне представлення Ξ (1.13)-(1.18) для бiнарної симетрич-
ної сумiшi за формою спiвпадає з виразами для статистичної суми
моделi Iзiнга в зовнiшньому полi (a1−βµ+

1 ) з єдиною вiдмiннiстю: ку-
мулянти M̃2(0), M̃4(0) є функцiями зведеної густини η, температури
T i параметрiв потенцiалу Φ̃γδ(k). Тому для iнтегрування функцiо-
налу (1.13)-(1.18) за змiнними ρk ми використаємо метод, запропо-
нований в [8] для моделi Iзiнга. Основною iдеєю методу є поетапне
iнтегрування функцiоналу статистичної суми. Iнтегрування ведеть-
ся за шарами фазового простору КЗ, починаючи з КЗ ρk з великими
значеннями хвильового вектора k, закiнчуючи за ρk iз k → 0.

В результатi такого поетапного iнтегрування видiляється певна
закономiрнiсть у змiнi коефiцiєнтiв d2 i a4, що у виразi для E4(ρ).
Ця закономiрнiсть описується рекурентними спiввiдношеннями. У
випадку T > Tc в iнтервалi [0, B′] iснують три характернi областi,
так званi режими. Перший режим (Bmτ

< k ≤ B′) вiдповiдає областi
сильно-корельованих флуктуацiй ρk i має назву критичного режиму
(КР). В КР базисна густина мiри є негаусовою, а для коефiцiєнтiв
у рекурентних спiввiдношеннях характерною є ренормгрупова си-
метрiя. Другий режим (0 < k ≤ Bmτ

) вiдповiдає КЗ ρk, флуктуацiї
яких описуються гаусовою густиною мiри i носить назву граничного
гаусового режиму (ГГР).

Третя область мiстить лише точку k = 0. Змiнна ρ0 є макроско-
пiчною величиною, пов’язаною з флуктуацiями густини в “зовнiш-
ньому полi” µ∗.

Iнтегрування в (1.16) проводиться за наступною схемою: область
(0, B′) розбивається на iнтервали (B1, B

′),...,(Bi+1, Bi),..., де Bn =
B′/sn (s - параметр подiлу); кожний iнтервал вiдповiдає шару хви-
льових векторiв k в зонi Брiллюена i, вiдповiдно, шару ρk в фазо-
вому просторi КЗ; в результатi поетапного iнтегрування за шарами
ми отримуємо набiр блочних граток з постiйно зростаючим перiодом
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блоку i вiдповiдними коефiцiєнтами Гамiльтонiану. Кожен Гамiльто-
нiан характеризується коефiцiєнтами d2, a4; d

(1)
2 , a

(1)
4 ; d

(2)
2 , a

(2)
4 i т.д.

Для набору блочних Гамiльтонiанiв {d(n)
2 , a

(n)
4 } характерною є ре-

нормгрупова симетрiя i фiксована точка сiдлового типу.
Оскiльки ренормгруповi розв’язки виражаються через d2(k) i a4,

то вони є залежними вiд мiкроскопiчних параметрiв, густини i тем-
ператури.

В загальному випадку, параметр подiлу на шари s > 1 може при-
ймати довiльнi значення, але найкращi результати отримуються при
деякому оптимальному значеннi, залежному вiд наближення s = s∗.

У випадку наближення моделi ϕ4 такою оптимальною величи-
ною, що забезпечує рiвнiсть нулевi коефiцiєнта d2(k) у фiксованiй
точцi є s∗ = 3.4252 [9].

В результатi пошарового iнтегрування ВСС (1.13) отримуємо ви-
раз:

Ξ = Ξ0Ξ
(1)
G

[

Z(M̃2,M̃4)
]NB′

(
√

2)NB′−1ea0Q0Q1 . . . Qn ×

× [Q(Pn)]
Nn+1

∫

exp[E
(n+1)
4 (ρ)](dρ)Nn+1 , (2.1)

E
(n+1)
4 (ρ) = µ∗ρ0 −

1

2

∑

k<Bn+1

d
(n+1)
2 (k)ρkρ−k − a

(n+1)
4

4!Nn+1
×

×
∑

k1...k4<Bn+1

ρk1
. . . ρk4

δk1+...+k4
+ . . . . (2.2)

Тут Nn = NB′s−3n, Bn = B′s−n. Qn - парцiальна статистична сума
n-го шару:

Q1/Nn
n = Q(Pn−1)Q(d

(n)
2 ), (2.3)

де

Q(Pn) =

∫ +∞

−∞
ϕn(ω)dω,

ϕn(ω) = exp

{

−(2π)2P
(n)
2 ω2 − (2π)4

4!
P

(n)
4 ω4

}

,

Q(d
(n)
2 ) =

∫ +∞

−∞
fn(η)dη,

fn(η) = exp

{

−1

2
d
(n)
2 (Bn+1, Bn)η2 − 1

4!
a
(n)
4 η4

}

,
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P
(n)
2 =

[

Q(d
(n)
2 )
]−1

∫ +∞

−∞
η2fn(η)dη,

P
(n)
4 = S−3

{

−
[

Q(d
(n)
2 )
]−1

∫ +∞

−∞
η4fn(η)dη + 3(P

(n)
2 )2

}

.

(2.4)

Коефiцiєнти d
(n+1)
2 , a

(n+1)
4 виражаються через d

(n)
2 , a

(n)
4 за допо-

могою рекурентних спiввiдношень [8, 9]:

rn+1 = s2(−q + (rn + q)N(xn)),

un+1 = s4−dUnE(xn), (2.5)

де введенi наступнi позначення:

rn = d
(n)
2 (0)s2n, un = a

(n)
4 s4n,

d
(n)
2 (0) = a

(n)
2 + β|Ṽ (0)|,

q = q̄|βṼ (0)|, q̄ =
1

2
(1 + s−2),

N(xn) =

(

yn

xn

)1/2
K(yn)

K(xn)
,

E(xn) = s2d L(yn)

L(xn)
,

xn = d
(n)
2 (Bn+1, Bn)(3/a

(n)
4 )1/2,

yn = s3/2K(xn)(3/L(xn))1/2,

d
(n)
2 (Bn+1, Bn) = d

(n)
2 (0) + qs−2n. (2.6)

Фiксована точка рекурентних рiвнянь (2.6) є їхнiм частковим роз-
в’язком: rn = r∗, un = u∗. Видiливши температурну залежнiсть ве-
личин r∗, u∗, можемо записати [9]:

r∗ = −f0β|Ṽ (0)|; u∗ = ϕ0(β|Ṽ (0)|)2.

ϕ0, f0 - приведенi координати фiксованої точки.
В околi критичної точки для рекурентних спiввiдношень вико-

ристовуємо лiнiйне наближення:
(

rn+1 − r∗

un+1 − u∗

)

= R

(

rn − r∗

un − u∗

)

,
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де R - матриця лiнеаризацiї ренормгрупового переходу. Загальний
розв’язок спiввiдношень (2.5) було знайдено в формi [8]:

rn = r∗ + c1E
(n)
1 + c2E

(n)
2 R,

un = u∗ + c1R1E
(n)
1 + c2E

(n)
2 ,

(2.7)

де R = R12

E2−R11
, R1 = E1−R11

R12
, E1 i E2 власнi значення матрицi R;

E1 > 1, E2 < 1. c1 i c2 є функцiями, залежними вiд температури,
густини i параметрiв потенцiалу взаємодiї.

c1 =
(

a2 − β|Ṽ (0)| − r∗ + (a4 − u∗)R
)

w−1,

c2 =
[

−
(

a2 − β|Ṽ (0)| − r∗
)

R1 + (a4 − u∗)
]

w−1, (2.8)

де w = E1−E2

R11−E2
; R11, R12 - елементи матрицi R. Розв’язки (2.7) є

справедливими в околi критичної точки включно зi самою критич-
ною точкою.

В критичнiй точцi розв’язки rn, un при n → ∞ прямують до
значень фiксованої точки:

limn→∞rn = r∗, limn→∞un = u∗.

Явнi вирази для коефiцiєнтiв P
(n)
2 , P

(n)
4 взятi з роботи [9].

2.1. Випадок T ≥ Tc

Функцiонал великої статистичної суми (2.1-2.2) при T ≥ Tc можна
представити у виглядi добутку трьох множникiв [8, 10]:

Ξ = CΞкрΞггр, (2.9)

де

C = Ξ0Ξ
(1)
G ea0 , Ξкр =

mτ
∏

n=0

Qn (2.10)

Ξкр - статистична сума КР, яка враховує вклади короткохвильових
флуктуацiй. Довжина хвилi таких флуктуацiй не перевищує smτ . mτ

нумерує фазовий шар в k-просторi i визначається з умови [9]:

rmτ
− r∗

r∗
= δ (δ = 1.03). (2.11)
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При δ = 1 остання умова еквiвалентна вiдомiй фiзичнiй умовi [8]:

dmτ +1(0) = 0.

Вирази для Qn поданi в (2.3-2.4).

Ξкр = exp {−βΩкр} , (2.12)

де

Ωкр = −kTN ′ [γ′
0 + γ1τ + γ2τ

2 + γ′
3c

3ν
ν τ3ν + γ′

4c
3ν
ν c∆τ3ν+∆

]

.

(2.13)

Величина τ = T−Tc

Tc
описує вiдхилення температури вiд критичної

ν =
lns

lnE1
; ∆ = − lnE2

lnE1

- критичнi показники, якi для моделi ρ4 приймають наступнi значен-
ня:

ν = 0.608, ∆ = 0.472.

Явнi вирази та спосiб розрахунку коефiцiєнтiв γ ′
0, γ1, γ2 та неунiвер-

сальних констант cν , c∆ аналогiчнi до представленого в [9]. Числовi
значення цих величин в поданi в табл.1.

γ′
3 i γ′

4 є унiверсальними величинами i приймають значення:

γ′
3 = −0.4570, γ′

4 = 2.8498.

Ξггр - статистична сума ГГР:

Ξггр = [Q(Pmτ
)]

Nmτ +1 2(Nmτ +1−1)/2 × Imτ +1, (2.14)

де

Imτ+1 =

∫

Wmτ +1(ρ)(dρ)Nmτ +1 . (2.15)

Тут

Wmτ+1(ρ) = exp







µ∗ρ0 −
1

2

∑

k<Bmτ +1

d
(mτ+1)
2 (k)ρkρ−k − a

(mτ+1)
4

4!Nn+1
×

×
∑

k1...k4<Bmτ +1

ρk1
. . . ρk4

δk1+...+k4







. (2.16)
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Коефiцiєнти d
(mτ +1)
2 i a

(mτ+1)
4 виражаються через розв’язки реку-

рентних спiввiдношень (2.9). Змiна знаку коефiцiєнта d
(mτ+1)
2 при

k < Bmτ+1 з негативного на позитивний дозволяє нам провести роз-
рахунок iнтегралу Imτ+1 з використанням гаусової густини мiри в
якостi базисної. Провiвши в (2.15) замiну змiнних:

ρk = ρ′ksmτ+1(β|Ṽ (0)|)−1/2

i використавши наближення:
∑

k1...k4

ρk1
...ρk4

δρk1
+...+ρk4

≈ 6
∑

k1

< ρk1
ρ−k1

>
∑

k

ρkρ−k (2.17)

для Imτ+1 отримуємо вираз:

Imτ +1 =

∫

exp







−µ̄∗ρ0 −
1

2

∑

k≤Bmτ +1

d̃(k)ρkρ−k







(dρ)Nmτ +1, (2.18)

де

µ̄∗ =
µ∗s(mτ+1)

√

β|Ṽ (0)|
d̃(k) = d̃(0) + qτk2. (2.19)

Тут

qτ = ps2(mτ+1)

d̃(0) = r̄mτ+1 + 2A, (2.20)

а величина A рiвна:

A =
1

4

ūmτ+1

Nmτ+1

∑

k≤Bmτ +1

< ρkρ−k > . (2.21)

Усереднення < ... > в (2.21) здiйснюється вiдносно густини мiри типу
(2.18), а для r̄mτ+1 i ūmτ+1 введенi позначення

r̄mτ+1 =
rmτ +1

β|Ṽ (0)|
, ūmτ+1 =

umτ+1

(β|Ṽ (0)|)2
.

d̃(0) визначаємо з наступного рiвняння [9]:

d̃(0) = r̄mτ+1 +
3

2
ūmτ+1



1 −
√

d̃(0)arctg
1

√

d̃(0)



 , (2.22)
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яке отримується зi спiввiдношення:

−1

2
< ρkρ−k >=

1

Imτ +1

∂Imτ+1

∂d̃(k)
.

Розв’язок рiвняння шукаємо у виглядi d̃(0) = D0(1 + D1c∆τ∆).
Провiвши iнтегрування в (2.18) i видiливши явну залежнiсть вiд

температури аналогiчно, як це зроблено в [9], для Ξггр отримуємо
вираз:

Ξггр = exp {−β(Ωггр + Ωµ∗)} , (2.23)

де

−βΩггр = N ′ [γ′′
3 c3ν

ν τ3ν + γ′′
4 c3ν

ν c∆τ3ν+∆
]

−βΩµ∗ =
(µ̄∗)2

2d̃(0)
= (µ∗)2f

(0)
h τ−2ν(1 + f

(1)
h c∆τ∆). (2.24)

Тут введенi позначення:

γ′′
3 = fGGs3(δ−1)

γ′′
4 = f

(1)
GGs3(δ−1). (2.25)

величини fGG i f
(1)
GG не залежнi вiд мiкроскопiчних параметрiв i при-

ймають значення:

fGG = 0.9470, f
(1)
GG = −2.3026.

При δ = 1.03 γ′′
3 = 1.0580 γ′′

4 = −2.5725

f
(0)
h = (β|Ṽ (0)|)−1 1

2D0
s−2(δ−1)c−2ν

ν

f
(1)
h = −(D1 + 2νΦ0), (2.26)

де

Φ0 =
R(0)

f0
√

ϕ0
.

2.2. Випадок T < Tc

Загальна схема розрахунку великої статистичної суми в критичнiй
областi при T < Tc не вiдрiзняється вiд методики, яка застосована
вище для випадку T > Tc. Статистичну суму при T > Tc також
можна представити у виглядi добутку:

Ξ = CΞкрΞiгр, (2.27)



13 Препринт

де C задане в (2.10), Ξкр - статистична сума КР, яка вiдповiдає ВСС,
проiнтегрованiй за n = µτ шарами фазового простору КЗ. Ξкр в да-
ному випадку вважається вiдомою. µτ на вiдмiну вiд mτ визначає-
ться з умови

rµτ +δ − r∗

r∗
= δ. (2.28)

Умова (2.28) при δ = 1 еквiвалентна фiзичнiй умовi [8]:

dµτ+1(Bµτ +1) = 0

Ξкр = exp {−βΩкр} , (2.29)

Ωкр = −kTN ′f (0)
кр − kTN ′ {γ′

0 + γ1τ + γ2τ
2 + γ′

5c
3ν
ν (−τ)3ν+

+γ′
6c

3ν
ν c∆(−τ)3ν+∆

}

; (2.30)

Коефiцiєнти γ′
0, γ1, γ2 приймають тi самi значення, що i у випадку

T > Tc i приведенi в табл. 1. Для коефiцiєнтiв γ ′
5 та γ′

6 маємо:

γ′
5 = −s3(δ−1)f1L

кр

γ′
6 = −s3(δ−1)f3L

кр ,

де
f (3L)
кр = f (2L)

кр − 3νΦ0f
(1L)
кр .

Слiд зауважити, що коефiцiєнти f lL
кр не залежать вiд мiкроскопiчних

параметрiв системи, i тому є унiверсальними. При δ = 1.03

f1L
кр = 1.6593, f2L

кр = 0.6737, f3L
кр = 4.2558.

Ξiгр - статистична сума iнверсного гаусового режиму, яка має ана-
логiчний до (2.14)-(2.16) вигляд з єдиною вiдмiннiстю: mτ замiне-
не на µτ . Для всiх значень k ∈ [0, Bµτ+1) при T ≤ Tc коефiцiєнт
dµτ +1(k) = 0. Запишемо коефiцiєнти dµτ +1(0) та aµτ+1 в наступному
виглядi:

dµτ+1(0) = s−2(µτ +1)rµτ +1

aµτ+1 = s−4(µτ +1)uµτ+1. (2.31)

Для rµτ +1 та uµτ+1 скористаємось з виразiв, де видiлена явна тем-
пературна залежнiсть [9]:

rµτ +1 = −β|Ṽ (0)|(r10 + r11c∆(−τ)∆),
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де

r10 = f0(1 + δE1−δ
1 )

r11 = −f0δΦ0(E
1−δ
2 − E1−δ

1 ) (2.32)

(При δ = 1.03, r10 = −0.0167, r11 = 3.4948).

uµτ+1 = (β|Ṽ (0)|)2(u10 + u11c∆(−τ)∆),

де

u10 = u0 − f0
√

ϕ0R
(0)
1 δE−δ

1

u11 = δ
(

E1−δ
2 − R

(0)
1 R(0)E1−δ

1

)

(2.33)

(u10 = 0.7660, u11 = 1.5022).
У випадку T < Tc величина rmτ+1 зростає за абсолютною ве-

личиною, залишаючись вiд’ємною, а величина umτ+1 є завжди по-
зитивною. Ситуацiя, коли величина hµτ+l =

rµτ +l+q√
uµτ +l

зростає по аб-
солютнiй величинi приводить до встановлення iнверсного гаусового
режиму [9]. Вона обумовлена наявнiстю в системi вiдмiнного вiд нуля
параметра порядку.

Для того, щоб видiлити з Ξiгр енергiю, що вiдповiдає впорядку-
ванню, виникаючому в системi при даному τ < 0, проведемо замiну
змiнних:

ρk = ρ′k + σδk,0. (2.34)

В результатi знаходимо:

Wµτ +1(ρ) = exp[E1(σ) + E2(µ
∗) + E3(ρ0)] ×

× exp







−1

2

∑

k≤Bµτ +1

′
d̄(k)ρkρ−k







exp(p0 + p1ρ0 + p2ρ
2
0),(2.35)

де

E1(σ) = −1

2
dµτ+1(0)σ2 − aµτ+1

4!

1

Nµτ +1
σ4,

E2(µ
∗) =

bµτ +1

√

Nµτ+1

aµτ +1
µ∗, (2.36)

E3(ρ0) = µ∗ρ0 +
1

2
d̄(0)ρ2

0 −
bµτ +1

3!
√

Nµτ+1

ρ3
0 −

aµτ +1

4!Nµτ+1
ρ4
0,
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p0 = − bµτ+1

3!
√

Nµτ +1

∑

ki

′
ρk1

. . . ρk3
δk1+...+k3

− aµτ +1

24Nµτ+1

∑

ki

′
ρk1

. . . ρk4
δk1+...+k4

,

p1 = − bµτ+1

2
√

Nµτ +1

∑

k

′
ρkρ−k −

− aµτ +1

6Nµτ+1

∑

ki

′
ρk1

. . . ρk3
δk1+...+k3

,

p2 = − aµτ +1

4Nµτ+1

∑

k

′
ρkρ−k. (2.37)

Параметр σ визначено шляхом мiнiмiзацiї макроскопiчної частини
гамiльтонiану E1(σ):

σ = ±
[

6|dµτ +1|
aµτ+1

Nµτ+1

]1/2

.

В (2.34)-(2.36) введенi наступнi позначення:

bµτ+1 =
aµτ+1
√

Nµτ+1

σ, d̄(k) = d̄(0) + qτk2 > 0,

де
d̄(0) = 2|dµτ+1(0)|.

Величина d̄(k) > 0. Цей факт дозволяє провести iнтегрування за
dρ(k 6= 0) в (

∫

Wµτ +1(ρ)(dρ)Nµτ +1) з гаусiвською густиною мiри. В
результатi отримуємо:

Iµτ +1 = exp [E1(σ) + E2(µ
∗) − βFm]

Bµτ +1
∏

k 6=0

(

π

d̄(k)

)1/2

×

×
∫

exp

(

4
∑

n=1

Anρn
0

)

(dρ0). (2.38)

Для Fm маємо вираз

−βFm =
1

4
Nµτ +1

(

−1

2
aµτ+1I

2
1 +

1

3
b2
µτ+1I3 +

1

12
a2

µτ +1I4+

+
1

4
a2

µτ+1I
2
1 I2

)

, (2.39)

ICMP–02–33U 16

а коефiцiєнти An виражаються спiввiдношеннями

A1 = µ∗ +
1

2
(Nµτ+1)

1/2 {−bµτ+1I1+

+
1

3
aµτ +1bµτ+1(I3 +

3

2
I1I2)

}

,

A2 = dµτ+1(0) − 1

4
aµτ+1I1 +

1

8
a2

µτ+1I1I2 +

1

4
b2
µτ+1I2 +

1

3
a2

µτ+1I3,

A3 = −1

6
bµτ+1(Nµτ +1)

−1/2(1 − 3

2
aµτ +1I2),

A4 = − 1

24
aµτ +1(Nµτ+1)

−1(1 − 3

2
aµτ+1I2). (2.40)

Значення величин Im в загальному мають наступний вигляд [12]:

I1 =
1

Nµτ+1

k 6=0
∑

k≤Bµτ+1

(d̄(k))−1, I2 =
∑

r

g2(r),

I3 =
∑

r

g3(r), I4 =
∑

r

g4(r) (2.41)

де

g(r) =
1

Nµτ+1

k 6=0
∑

k≤Bµτ+1

(d̄(k))−1eikr.

Видiливши явну температурну залежнiсть для Im отримуємо наступ-
нi вирази:

Im = αm(β|Ṽ (0)|)−ms2m(µτ+1) (2.42)

де
αm = α(0)

m (1 − α(1)
m c′∆(−τ)∆).

При δ = 1.03

α
(0)
1 = 0.3689, α

(1)
1 = 0.0434,

α
(0)
2 = 0.2159, α

(1)
2 = 0.0874,

α
(0)
3 = 0.0594, α

(1)
3 = 0.1305,

α
(0)
4 = 0.0196, α

(1)
4 = 0.1738.
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Для того, щоб повернутись до початкових змiнних, пов’язаних з гус-
тиною системи, проведемо зворотню до (2.33) замiну змiнних:

ρ0 = ρ′0 − σ. (2.43)

В результатi для Ξµτ +1 отримуємо:

Iµτ +1 = exp(−βF ′
m)

∫

exp

{

µ∗ρ0 + Bρ2
0 −

G

N
ρ4
0

}

dρ0, (2.44)

де

−βF ′
m = Nµτ+1

{

− 1

8
d̄(0)I1 +

9

16
(d̄(0))2I2 −

1

8
aµτ+1I

2
1 +

+
1

48
a2

µτ +1(I4 + 3I2
1I2) −

1

8
b2
µτ +1I1I2 −

− 1

2

1

Nµτ+1

∑

k≤Bµτ +1

′
ln(d̄µτ+1(k)/π)







(2.45)

Показник експоненти пiдiнтегральної функцiї в (2.44) – мiкроскопiч-
ний аналог Гамiльтонiану Гiнзбурга-Ландау-Вiльсона. Коефiцiєнти
цього розкладу B та G записуються у виглядi

B = −1

2
B1rµτ +1s

−2(µτ+1), G =
1

24
G1s

3
0uµτ+1s

−(µτ+1) (2.46)

Видiливши явну температурну залежнiсть для B1, G1 маємо:

B1 = B
(0)
1 + B

(1)
1 c∆(−τ)∆ (2.47)

де

B
(0)
1 = 1 − 1

2

u10

r10
α

(0)
1 − 3

2
u10α

(0)
2 +

1

4

(u10)
2

r10
(α

(0)
1 α

(0)
2 +

2

3
α

(0)
3 ),

B
(1)
1 = −1

2

u10

r10
α

(0)
1

(

u11

u10
+

r11

r10
+ α

(1)
1

)

−3

2
u10α

(0)
2

(

u11

u10
+ α

(1)
1

)

+

+
1

6

(u10)
2

r10
α

(0)
3

(

2
u11

u10
+

r11

r10
+ α

(1)
3

)

+
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+
1

4

(u10)
2

r10
α

(0)
1 α

(0)
2

(

2
u11

u10
+

r11

r10
+ α

(1)
1 + α

(1)
2

)

(2.48)

(при δ = 1.03 B
(0)
1 = 0.7063, B

(1)
1 = −0.5119).

G1 = G
(0)
1 + G

(1)
1 c∆(−τ)∆ (2.49)

Тут

G
(0)
1 = 1 − 3

2
u10α

(0)
2 ,

G
(1)
1 = −3

2
α

(0)
2 (u11 − u10α

(1)
2 ) (2.50)

(G(0)
1 = 0.8081, G

(1)
1 = −0.4438). Використавши вирази (2.46)-(2.50)

для обчислення температурної залежностi коефiцiєнтiв B i G, маємо:

B = b̃0s
2(δ−1)(cν)2ν(−τ)2ν(1 + b̃1c∆(−τ)∆)

G = g̃0s
δ−1s3

0(cν)ν(−τ)ν (1 + g̃1c∆(−τ)∆)

(2.51)

де введенi наступнi позначення

b̃0 =
1

2
r10B

(0)
1 β|Ṽ (0)|,

b̃1 =
r11

r10
+

B
(1)
1

B
(0)
1

− 2νΦ0,

g̃0 =
1

24
u10G

(0)
1 (β|Ṽ (0)|)2,

g̃1 =
u11

u10
+

G
(1)
1

G
(0)
1

− νΦ0 (2.52)

Вираз (2.44) є кiнцевим результатом розрахунку статистичної суми
моделi в критичнiй областi температур при T < Tc.

3. Термодинамiчнi функцiї бiнарної симетричної
сумiшi в околi критичної точки ГР

3.1. Великий термодинамiчний потенцiал

Загальний вираз для великого термодинамiчного потенцiалу в око-
лi критичної точки ГР при T ≥ Tc складається iз суми чотирьох
доданкiв:

Ω = Ω0 + Ωкр + Ωггр + Ωµ∗ , (3.1)
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де
Ω0 = −kT ln C,

а вирази для Ωкр, Ωггр та Ωµ∗ поданi в (2.13), (2.24).
Кiнцевий вираз для Ω при T > Tc запишемо в наступному вигля-

дi:

(Ω − Ω0
0)

kT
= −

[

a0 + lnΞ
(1)
G +

+s−3
0 N

(

γ′
0 + γ1τ + γ2τ

2 + γ3c
3ν
ν τ3ν + γ4c

3ν
ν c∆τ3ν+∆

)

]

+

+(µ̄∗)2/2d̃(0), (3.2)

де Ω0
0 = −kT lnΞ0 - термодинамiчний потенцiал системи вiдлiку. В

якостi системи вiдлiку вибрано однокомпонентну систему твердих
кульок дiаметру σ.

γ3 = γ′
3 + γ

′′

3

γ4 = γ′
4 + γ

′′

4

Вирази для f
(0)
h , f

(1)
h поданi в (2.26), коефiцiєнти γ3, γ4 є унiверсаль-

ними i приймають значення

γ3 = 0.6010, γ4 = 0.2773.

У випадку T < Tc вираз для термодинамiчного потенцiалу пред-
ставимо у виглядi суми трьох доданкiв:

Ω = Ω0 + Ωкр + Ωiгр. (3.3)

Вираз для Ω0 аналогiчний до випадку T > Tc, а Ωкр заданий в (2.30).
Розглянемо детальнiше Ωiгр. При розрахунку Ωiгр зручно видiлити
чотири доданки (див. (2.14), (2.44)):

Ωiгр = Ω
(1)
iгр + Ω

(2)
iгр + Ω

(3)
iгр + Ω

(4)
iгр, (3.4)

де

Ω
(1)
iгр =

1

2
kT (Nµτ+1 − 1)ln2

Ω
(2)
iгр = −kTNµτ+1lnQ(P (µτ ))

Ω
(3)
iгр = −kT ln [exp(−βF ′

m)]

Ω
(4)
iгр = −kT ln

(∫

exp

(

µ∗ρ0 + Bρ2
0 −

G

N
ρ4
0

)

dρ0

)

(3.5)
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Для перших трьох доданкiв маємо вирази:

Ω
(1)
iгр = −kTN ′s3(δ−1)

[

f ′
0(cν)3ν(−τ)3ν − f ′

1(cν)3νc∆(−τ)3ν+∆
]

+

+
1

2
kT ln2, (3.6)

де

f ′
0 =

1

2
ln2; f ′

1 = 3νΦ0f
′
0.

Ω
(2)
iгр = −kTN ′s3(δ−1)

[

f60L(cν)3ν(−τ)3ν−

−f61L(cν)3νc∆(−τ)3ν+∆
]

(3.7)

(при δ = 1.03, f60L = −1.3127, f61L = −2.7742 - величини, не залежнi
вiд мiкроскопiчних параметрiв)

Ω
(3)
iгр = −kTN ′s3(δ−1)

[

f70L(cν)3ν(−τ)3ν−

− f71L(cν)3νc∆(−τ)3ν+∆
]

, (3.8)

де
f70L = 2.3996, f71L = 5.0812.

Зважаючи на макроскопiчний характер змiнної ρ0 проведемо в (3.5)
замiну змiнних:

ρ0 = ρ′0N.

Тодi в термiнах ρ′
0, яка не є макроскопiчною величинию маємо

Ω
(4)
iгр = −kT ln

(∫

exp
(

µ∗ρ′0 + B′ρ
′2
0 − G′ρ

′4
0

)

N(dρ′0)

)

, (3.9)

(штрихи надалi опускатимемо)
де величини B′ = NB, G′ = N2G також не є макроскопiчного харак-
теру. Розрахувати iнтеграл (3.9) можна за допомогою методу пере-
валу, оскiльки пiдiнтегральна функцiя має рiзкий максимум в точцi
ρ̄. Покладаючи µ∗ = 0 знаходимо:

ρ̄2 =
B

2G
.

Врахувавши температурну залежнiсть коефiцiєнтiв B i G для пара-
метра порядку ρ̄ можемо записати:

ρ̄ = ρ̄0s
−3/2
0 s(δ−1)/2(cν)ν/2(−τ)ν/2(1 + ρ̄1c∆(−τ)∆) (3.10)
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де

ρ̄0 =

(

b̃0

2g̃0

)1/2

, ρ̄1 =
1

2

(

b̃1 − g̃1

)

.

Вклад до термодинамiчного потенцiалу вiд (3.9), який не зникає в
термодинамiчнiй границi, буде

Ω
(4)
iгр = −kTN

(

µ∗ρ̄ + Bρ̄2 − Gρ̄4
)

. (3.11)

У виразi (3.11) присутнi два рiзних за своєю природою доданки

Ω
(4)
iгр = Ωµ∗ + Ωρ̄.

Польова частина термодинамiчного потенцiалу

Ωµ∗ = −kTNµ∗ρ̄

та термодинамiчна частина

Ωρ̄ = −kTN(Bρ̄2 − Gρ̄4) = −kTN
B2

4G
,

яку з врахуванням (2.55) можна записати:

Ωρ̄ = −kTN ′s3(δ−1)(c′ν)3ν(−τ)3νf (0)
σ (1 + f (1)

σ c′∆(−τ)∆),

де

f (0)
σ =

b̃2
0

4g̃0
, f (1)

σ = 2b̃1 − g̃1.

Запишемо тепер загальний вираз для великого термодинамiчного по-
тенцiалу в критичнiй областi при T < Tc. Пiдсумовуючи всi вклади
(див. (3.3)), знаходимо

(Ω − Ω0
0)

kT
= −

[

µ∗Nρ̄ + a0 + lnΞ
(1)
G +

+ Ns−3
0

(

γ′
0 + γ1τ + γ2τ

2 + γ30c
3ν
ν τ3ν + γ31c

3ν
ν c∆τ3ν+∆

)]

, (3.12)

де

γ30 = γ′
5 + f ′

0s
3(δ−1) + f60Ls3(δ−1) + f70Ls3(δ−1) + f (0)

σ s3(δ−1);

γ31 = γ′
6 − f ′

1s
3(δ−1) + f61Ls3(δ−1) + f71Ls3(δ−1) + f (0)

σ f (1)
σ s3(δ−1).

(при δ = 1.03, γ30 = 1.6913, γ31 = −2.5394).

ICMP–02–33U 22

3.2. Вiльна енергiя

З допомогою перетворень Лежандра

F = Ω +
∑

γ=a,b

µγ < Nγ >

перейдемо до вiльної енергiї F . Використовуючи означення (1.5), мо-
жемо записати

∑

γ=a,b

µγ < Nγ >=
< N >

2

(

µ+
0

√
2 + µ+

1

√
2 − 1

β

∑

k

αaa(k)

)

,

(3.13)

де µ+
0 =

√
2(µa

0 + µb
0) - хiмiчний потенцiал системи вiдлiку, а µ+

1

визначаємо з умови (1.6).
В результатi, враховуючи (3.2), для вiльної енергiї системи в околi

критичної точки ГР (µ∗ → 0) при T > Tc маємо вираз:

(F − F 0
0 )

kT
= −

[

−N
µ∗
√

2
+ a0 + lnΞ

(1)
G +

+Ns−3
0

(

γ′
0 + γ1τ + γ2τ

2 + γ3c
3ν
ν τ3ν + γ4c

3ν
ν c∆τ3ν+∆

)

+

+ N

(

1

2

∑

k

αaa(k) − 1√
2

M̄3

|M̄4|
− α(0)M̃1

√
2

)]

+

+(µ̄∗)2/2d̃(0), (3.14)

а для хiмiчного потенцiалу

µ∗ = P∆; (3.15)

де

P−1 =
s2(mτ+1)

d̃(0)β|Ṽ (0)|
; ∆ =

N√
2
− M̃1 (3.16)

F 0
0 = Ω0

0 + µ+
0

N√
2

= Fсв + Fiд.

Тут Fсв - вiльна енергiя системи вiдлiку [13]:

Fсв = kTN
[

−3 + 2(1 − η)−1 + (1 − η)−2
]

,

а Fiд - вiльна енергiя iдеального газу:

Fiд = kTN

{

ln
ρ

2e
− 3

2
ln

(

2πmγkT

h2

)}

,
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mγ - маса частинки сорту γ. В критичнiй точцi µ∗ = 0. З цiєї умови
знаходимо рiвняння для визначення критичної густини ηc:

∆ = 0 (3.17)

або

−∆M1√
2

+
M̄2M̄3

M̄4
− M̄3

3

3M̄2
4

= 0.

На рис. 2,3 зображена поведiнка критичної густини ηc в залежностi
вiд змiни мiкроскопiчних параметрiв системи.

0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4

0.12

0.13

0.14

0.15

 λ=1.5
 λ=2.0

 

 

r

η c

Рис. 2. Критична густина в залежностi вiд змiни параметра "непо-
дiбної"взаємодiї r.
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Рис. 3. Критична густина в залежностi вiд змiни параметра потен-
цiалу λ.
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Вираз для вiльної енергiї системи в критичнiй областi (µ∗ → 0)
при T < Tc має аналогiчну до (3.14) форму:

(F − F 0
0 )

kT
= −

[

Nµ∗
(

ρ̄√
N

− 1√
2

)

+ a0 + lnΞ
(1)
G +

+Ns−3
0

(

γ′
0 + γ1τ + γ2τ

2 + γ30c
3ν
ν (−τ)3ν + γ31c

3ν
ν c∆(−τ)3ν+∆

)

+

+ N

(

1

2

∑

k

αaa(k) − 1√
2

M̄3

|M̄4|
− α(0)M̃1

√
2

)]

, (3.18)

Умова (1.6) на хiмiчний потенцiал приводить до рiвняння

Nρ̄ = ∆. (3.19)

З iншої сторони, при µ∗ → 0 (але µ∗ 6= 0) ρ̄ визначається з рiвняння

ρ̄3 + vρ̄ + w = 0, (3.20)

де

v = − B

2G
, w = − µ∗

4G
.

Дискримiнант рiвняння (3.20) дорiвнює:

Q = − (w/2)
2

+ (v/3)
3
.

В загальному випадку, в залежностi вiд величини µ∗, Q може
набувати рiзних значень: Q < 0, Q = 0, Q > 0. Але мiнiмуму енергiї
вiдповiдає випадок Q < 0. Така ситуацiя можлива при µ∗ = 0, або
µ∗ ≈ 0 [14].

При µ∗ = 0 рiвняння (3.20) має три дiйсних коренi:

ρ̄1 = 0, ρ̄2,3 = ±
√
−v. (3.21)

При µ 6= 0

ρ̄1 = − µ∗

4G|v|

ρ̄2 =
√

|v|
[

1 +
|µ∗|

8G|v|3/2
+ ...

]

, µ∗ > 0

ρ̄3 = −
√

|v|
[

1 − |µ∗|
8G|v|3/2

+ ...

]

, µ∗ < 0. (3.22)
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Умовi мiнiмуму енергiї вiдповiдають значення ρ̄2,3. Пiдставляючи
ρ̄2,3 з (3.22) в (3.19), отримуємо рiвняння стану – iзотерму µ∗ =
µ∗(∆,−|τ0|).

Для конкретних числових розрахункiв в якостi потенцiалу вико-
ристаємо потенцiальну "яму":

Uγδ(r) =







∞, if r < σ
−εγδ, if σ ≤ r < λσ

0, if r ≥ λσ
,

де εγ,δ i λ - глибина i ширина потенцiальної "ями". В бiнарнiй симет-
ричнiй сумiшi

εaa = εbb = ε 6= εab,

а r = εab/ε - параметр "неподiбної"взаємодiї.
Для розбиття потенцiалу застосоване наближення Вiкса-Чанд-

лера-Андерсена [15]

Ψγδ(r) =

{

∞, r ≤ σ
0, r > σ

,

Φγδ(r) =

{

−εγδ, 0 ≤ r ≤ λσ
0, r > λσ

.

Фур’є-образ потенцiалу притягання має вигляд

Φ̃γδ(k) = Φ̃γδ(0)
3

(λx)3
[−λx cos(λx) + sin(λx)],

де
x = kσ,

Φ̃γδ(0) = −εγδσ
3 4π

3
λ3.

Поправка V∞ визначається з умови

lim
λ→∞

βcṼ (0) = βG
c Ṽ (0), (3.23)

де βG
c - обернена критична температура, визначена в рамках гаусiв-

ського наближення.
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Табл. 1. Числовi значення коефiцiєнтiв γ ′
0, γ1, γ2, cν , c∆ в залежностi

вiд змiни λ.
λ γ′

0 γ1 γ2 cν c∆

1.10 1.0177 -.6367 -1.3154 1.5974 -.5720
1.15 1.1313 -.6456 -1.3324 1.6135 -.5878
1.20 1.2449 -.6530 -1.3428 1.6254 -.6014
1.25 1.3858 -.6608 -1.3504 1.6367 -.6159
1.50 2.2359 -.6890 -1.3406 1.6651 -.6732
1.75 3.4349 -.7078 -1.2952 1.6711 -.7155
2.00 5.0775 -.7209 -1.2399 1.6674 -.7467
2.50 9.7136 -.7378 -1.1422 1.6533 -.7844
3.00 16.5927 -.7455 -1.0823 1.6426 -.8049
4.00 39.2287 -.7541 -1.0151 1.6301 -.8235
5.00 76.3580 -.7578 -.9860 1.6247 -.8307

3.3. Ентропiя

Базуючись на виразах для вiльної енергiї (3.14), (3.18) i спiввiдно-
шеннi

S = −
(

∂F

∂T

)

V

розрахуємо ентропiю системи.
У випадку T > Tc (µ∗ → 0)

(S − S0
0) = kN

[

S0 + S1τ + S3τ
3ν−1 + S4τ

3ν−1+∆
]

+

+0(τ2−α, τ2+∆−α). (3.24)

Тут

S0 =
1

N
(lnΞ

(1)
G + a0) + s−3

0 (γ′
0 + γ1) +

1

2N

∑

k=0

C(k)

1 + C(k)
,

S1 = 2s−3
0 (γ1 + γ2),

S3 = 3νc3ν
ν γ3s

−3
0 ,

S4 = (3ν + ∆)c∆c3ν
ν γ4s

−3
0 , (3.25)

де
C(k) = βW (k)M(0)

2 /2,

S0
0 =

(

−∂F 0
0

∂T

)

V

= Sсв + Siд,
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а
Sсв = −kN

[

−3 + 2(1 − η)−1 + (1 − η)−2
]

,

Siд = −kN

[

−5

2
− 3

2
ln(1 + τ) + ln

(

ρ

2

(

2πmγkT

h2

)−3/2
)]

У випадку T < Tc (µ∗ → 0) вираз для ентропiї має вигляд

(S − S0
0) = kN

[

S0 − SL
1 (−τ) − SL

3 (−τ)3ν−1 − SL
4 (−τ)3ν−1+∆

]

.

(3.26)

Тут

SL
1 = 2s−3

0 (γ1 + γ2),

SL
3 = 3νc3ν

ν γ30s
−3
0 ,

SL
4 = (3ν + ∆)c∆c3ν

ν γ31s
−3
0 . (3.27)

На рис. 4 приведена температурна залежнiсть ентропiї (S − S ′)/kN

при λ = 1.5, r = 0.9. S′ = ln

(

ρ
2

(

2πmγkT
h2

)−3/2
)

.
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Рис. 4. Температурна залежнiсть ентропiї при λ = 1.5.

3.4. Теплоємнiсть

Для визначення питомої теплоємностi системи в околi критичної точ-
ки скористаємось з формули

CV = −T

(

∂2F

∂T 2

)

V

.
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В результатi при T > Tc для CV отримуємо вираз:

CV = kN
[

C0 + C
(+)
3 τ3ν−2 + C

(+)
4 τ3ν−2+∆

]

, (3.28)

де

C0 =
3

2
+

1

2N

∑

k

(

C(k)

1 + C(k)

)2

+ 2s−3
0 (γ1 + γ2)

C
(+)
3 = 3ν(3ν − 1)c3ν

ν γ3s
−3
0

C
(+)
4 = (3ν + ∆)(3ν + ∆ − 1)c∆c3ν

ν γ4s
−3
0 . (3.29)

У випадку T < Tc вираз для теплоємностi має вигляд:

CV = kN
[

C0 + C
(−)
3 (−τ)3ν−2 + C

(−)
4 (−τ)3ν−2+∆

]

, (3.30)

де

C
(−)
3 = 3ν(3ν − 1)c3ν

ν γ30s
−3
0

C
(−)
4 = (3ν + ∆)(3ν + ∆ − 1)c∆c3ν

ν γ31s
−3
0 . (3.31)

На рис. 5,6 приведена температурна залежнiсть теплоємностi систе-
ми в околi критичної точки ГР при рiзних значеннях мiкроскопiчних
параметрiв r i λ.
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Рис. 5. Температурна залежнiсть теплоємностi при рiзних значеннях
r (λ = 1.5).
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Рис. 6. Температурна залежнiсть теплоємностi при рiзних значеннях
r (λ = 1.5).
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Рис. 7. Температурна залежнiсть теплоємностi при рiзних значеннях
λ.
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Маючи вирази для теплоємностi (3.22) i (3.24), ми можемо знайти
вiдношення критичних амплiтуд теплоємностi при T > Tc i T < Tc.
Для основних амплiтуд в границi τ → 0 маємо

C
(+)
3

C
(−)
3

=
γ3

γ30
= 0.3553 (3.32)

Для критичних амплiтуд, що визначають поправку до скейлiнгу в
границi τ → 0 вiдповiдно знаходимо

C
(+)
4

C
(−)
4

=
γ4

γ31
= −0.1092 (3.33)

Вирази (3.26) та (3.27) не залежать вiд мiкроскопiчних параметрiв,
а тому є унiверсальними величинами.

Додаток

Кумулянти M(in)
n (0), n ≤ 4, вираженi через початковi кумулянти

Mγ1...γn
(0, ..., 0) (γ1, ..., γn = a, b) [6]:

M(0)
1 (0) = Ma(0) + Mb(0) =< N >

M(1)
1 (0) = Ma(0) −Mb(0) =< Na > − < Nb >

M(0)
2 (0) = Maa(0) + Mbb(0) + 2Mab(0)

M(1)
2 (0) = Maa(0) −Mbb(0)

M(2)
2 (0) = Maa(0) + Mbb(0) − 2Mab(0)

M(0)
3 (0) = Maaa(0) + Mbbb(0) + 3[Maab(0) + Mabb(0)]

M(1)
3 (0) = Maaa(0) −Mbbb(0) + Maab(0) −Mabb(0)

M(2)
3 (0) = Maaa(0) + Mbbb(0) −Maab(0) −Mabb(0)

M(3)
3 (0) = Maaa(0) −Mbbb(0) − 3[Maab(0) −Mabb(0)]

M(0)
4 (0) = Maaaa(0) + Mbbbb(0) +

+ 4[Maaab(0) + Mabbb(0)] + 6Maabb(0)

M(1)
4 (0) = Maaaa(0) −Mbbbb(0) + 2[Maaab(0) −Mabbb(0)]

M(2)
4 (0) = Maaaa(0) + Mbbbb(0) − 2Maabb(0)

M(3)
4 (0) = Maaaa(0) −Mbbbb(0) − 2[Maaab(0) −Mabbb(0)]

M(4)
4 (0) = Maaaa(0) + Mbbbb(0) −

− 4[Maaab(0) + Mabbb(0)] + 6Maabb(0)
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Аналогiчнi спiввiдношення мають мiсце при ki 6= 0.
n-ий кумулянт M(in)

n (0) з in = 0 пов’язаний з n-тим структурним
фактором однокомпонентної системи Sn(0) [6]:

M(0)
n (0) =< N > Sn(0).

Структурнi фактори Sn(0)(n ≥ 2) виражаються через S2(0) з до-
помогою ланцюжка рiвнянь для кореляцiйних функцiй [7].

∆M1 =
M(2)

3 (0)

12

1

< N >

∑

k

g̃(|k|),

∆M2 =
M(2)

4 (0)

12

1

< N >

∑

k

g̃(|k|) +

+
(M(2)

3 (0))2

72

1

< N >2

∑

k

g̃(|k|)g̃(|k1 − k|),

∆M3 =
M(2)

3 (0)M(2)
4 (0)

48

1

< N >2

∑

k

g̃(|k|)g̃(|k1 − k|) +

+
(M(2)

3 (0))3

6

1

< N >3

∑

k

g̃(|k|)g̃(|k1 + k|)g̃(|k2 − k|),

∆M4 =
(M(2)

4 (0))2

96

1

< N >2

∑

k

g̃(|k|)g̃(|k1 − k|) +

+ (
M(2)

3 (0)

3!
)4

1

< N >4

∑

k

g̃(|k|)g̃(|k1 + k|) ×

× g̃(|k2 − k|)g̃(|k3 + k1 + k|),

де

g̃(k) = − β < N > W̃ (k)
1
2βW̃ (k)M(2)

2 (0) + 1
.
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