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ного магнетика. III. Вiльна енергiя для випадку граничного
значення поля (h 6= 0 та τ 6= 0)
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Анотацiя. Розрахований вираз для вiльної енергiї однокомпонент-
ного магнетика поблизу критичної точки як функцiї температури та
зовнiшнього поля. Знайдена сприйнятливiсть системи та дослiдже-
на її залежнiсть вiд параметрiв гамiльтонiану системи та потенцiалу
взаємодiї у випадку граничного зовнiшнього поля h̃c.

Influence of an external field on the critical behaviour of the
three- dimensional magnet. III. The Free energy for the limited
external field (h 6= 0 and τ 6= 0).

M.P.Kozlovskii

Abstract. The expression for free energy of the one component mag-
net near critical point as function of temperature and external field is
calculated. The susceptibility of the system is founded and its depen-
dence on parameters of System Hamiltonian and interaction potential is
investigated in case of the boundary external field h̃c.
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1 Препринт

Вступ

Дослiджується поведiнка моделi, яка описується гамiльтонiаном iзiн-
гiвського типу

H = −1

2

∑

~l~j

Φ(r~l~j)σ~lσ~j − h
∑

~l

σ~l, (1)

де сумування вiдбувається за вузлами простої кубiчної гратки з пе-
рiодом c. Тут h - зовнiшнє поле, а Φ(r~i~j) - потенцiал попарної вза-

ємодiї. Як i в роботах [1,2] будемо вважати, що Φ(r~i~j) має вигляд

експонентно-спадної функцiї вiддалi Φ(r) = Ae−r/b. При проведеннi
конкретних розрахункiв скористаємося дещо змiненим виглядом для
фур’є-образу Φ(r). Покладемо, що

Φ(k) =

{

Φ(0)(1 − 2b2k2), ~k ∈ B0,

Φ0 = Φ(0)Φ̄, ~k ∈ B\B0.
(2)

При малих значеннях хвильового вектора фур’є-образ (2) має влас-
тивостi короткосяжного потенцiалу мiж частинками. Це дозволяє
правильно описати далекосяжнi кореляцiї, якi є важливi при опи-
сi фазових переходiв. Взаємодiя на малих вiдстанях є менш суттєва
при вивченнi критичної поведiнки i усереднення Φ(k) для великих
значень хвильового вектора не повинна суттєво вплинути на подiї по-
близу критичної точки. У виразi (2) через B позначена перша зона
Брiллюена, а B0 – область хвильових векторiв, де має мiсце парабо-
лiчна апроксимацiя фур’є-образу потенцiалу взаємодiї

B0 =

{

~k = (kx, ky, kz)|ki = − π

c0
+

2π

c0

ni

N0i
;

ni = 1, 2, ..., N0i; i = x, y, z
}

. (3)

Тут величина c0 = s0c визначає перiод ефективної блочної гратки
(s0 > 1), N0x · N0y · N0z = N0.

Статистична сума моделi (1) з потенцiалом (2) в представленнi
колективних змiнних записується у виглядi

Z = 2N exp

(

1

2
βΦ0N

)

eNM0(h
′)

∫

(dη)N0(dω)N0 ×

×





1

2
β
∑

~k∈B0

(Φ(k) − Φ0)η~kη
−~k + 2πi

∑

~k∈B0

η~kω~k



×
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× exp





n0
∑

n=1

(−2πi)n

n!
s

d(1−n/2)
0 N

d(1−n/2)
0 Mn(h′)

∑

~k1,...,~kn

ω~k...

ω~kn
δ~k+...+~kn

]

, (4)

де N0 = Ns−3
0 , N - загальне число частинок, а для кумулянтiв

Mn(h′) маємо

M0(h
′) = ln ch(h′), M1(h

′) = thh′,

M2 = 1 −M2
1(h

′), M3 = −2M1(h
′)M2(h

′),

M4 = −2M2
2(h

′) + 4M2
1(h

′)M2(h
′), (5)

де h′ = βh, β = (kBT )−1 - обернена температура.
Величина n0 в (4) визначає порядок моделi. При n0 = 4 маємо

модель ρ4, при n0 = 6 - модель ρ6 i т.д. Для проведення точного
розрахунку слiд спрямувати n0 → ∞.

В данiй роботi обмежимося випадком n0 = 4. Пiдкреслимо, що
формула (4) мiстить крiм iнтегрування за основними змiнними η~k
також iнтеграли за промiжними змiнними ω~k. Введення так звано-
го промiжного iнтегрування (див. [3]) є принциповим моментом при
розрахунку вiльної енергiї тривимiрних систем поблизу критичної
точки. Такий прийом вперше був використаний в працях I.Р. Юхнов-
ського (див., наприклад, [4]). Розширення фазового простору дозво-
лило математично строго сформулювати задачу про фазовий перехiд
у тривимiрних системах i запропонувати метод розрахунку основних
термодинамiчних функцiй поблизу критичної точки при h = 0. Да-
на робота присвячена узагальненню цього методу на випадок, коли
зовнiшнє поле вiдмiнне вiд нуля i приймає деякi фiксованi значення,
якi не можна вiднести нi до великих, нi до малих значень поля.

1. Представлення вiльної енергiї системи поблизу

критичної точки

Розрахунок виразу для статистичної суми (4) проводимо шляхом по-
етапного iнтегрування вiдповiдно до методу, який був запропонова-
ний в [4]. Спочатку iнтегруємо за змiнними ω~k, де ~k ∈ B0. отримуємо
початковий функцiонал для статистичної суми

Z = Z0j0e
ã0N0

∫

(dη)N0 exp



−a1

√

N0η0 −
1

2

∑

~k∈B0

d(k)η~kη
−~k−
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− 1

3!
a3N

−1/2
0

∑

~k1,...,~k3
~ki∈B0

η~k1
...η~k3

δ~k1+...+~k3
−

− 1

4!
a4N

−1
0

∑

~k1,...,~k4
~ki∈B0

η~k1
...η~k4

δ~k1+...+~k4









, (1.1)

де

Z0 = 2N exp

[

1

2
βΦ0N

]

eNM0 . (1.2)

Тут j0 =
√

2
N0−1

- якобiан переходу вiд змiнних ω~k до вузлових

змiнних ω~l, де ~l приймає значення в об’ємi перiодичностi V = N0c
3
0

Λ0 =
{

~l = (lx, ly, lz)|li = c0ni; ni = 0, 1, ..., N0i, i = x, y, z
}

(1.3)

з циклiчними граничними умовами.
Для коефiцiєнтiв al в [1] отриманi вирази

ea0 =

∫ ∞

−∞

dx cos(a′x − b′x3)e−x2−gx4

,

a1 = −µ2e
−a0

∫ ∞

−∞

dxx sin(a′x − b′x3)e−x2−gx4

,

a2 = a2
1 + µ2

2e
−a0

∫ ∞

−∞

dxx2 cos(a′x − b′x3)e−x2−gx4

,

a3 = 3a1a2 − a3
1 + µ3

2e
−a0

∫ ∞

−∞

dxx3 sin(a′x − b′x3)e−x2−gx4

,

a4 = 4a1a3 + 3a2
2 − 6a2

1a2 + a4
1+

+µ4
2e

−a0

∫ ∞

−∞

dxx4 cos(a′x − b′x3)e−x2−gx4

, (1.4)

якi вiдповiдають наближенню моделi ρ4. Тут введенi позначення

a′ = s
d/2
0 M1(h

′)µ2, µ2 = (2/M2(h
′))

1/2
,

b′ = s
−d/2
0 M3(h

′)µ3
2/6, g =

1

6
s−d
0 (−M4(h

′))M−2
2 (h′). (1.5)

Для коефiцiєнта ã0 маємо

eã0 =
µ2

2π
ea0 , (1.6)
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а величина d(k) iз (1.1) має вигляд

d(k) = ã2 − βΦ(0) + 2βΦ(0)b2k2, (1.7)

де
ã2 = a2 + βΦ0. (1.8)

В роботi [1] отриманi наближенi вирази для коефiцiєнтiв al. Ви-
користовуючи наближення першого непарного кумулянта1 маємо

eã0 = (2πM2(h
′))−1/2e−a′2/4

[

1 − 3

4
g(1 − a′2)

]

,

a1 = −1

2
a′µ2(1 − 3g),

a2 =
1

2
µ2

2

[

1 − 3g

(

1 − a′2

2

)]

,

a3 = −3

2
µ3

2a
′g,

a4 =
3

2
µ4

2g. (1.9)

В подальшому, для розрахунку (1.1), вводимо послiдовнiсть зон
Брiллюена

Bn =

{

~k = (kx, ky, kz)|ki = − π

cn
+

2πni

cnNn,i
;

ni = 1, 2, ..., Nn,i; i = x, y, z} , (1.10)

якi вiдповiдають ефективним блочним граткам з перiодом cn =
c0s

−n, де s - параметр розбиття (s ≥ 1). Параметр s регулює вели-
чину росту блочних структур. Для n-тої блочної структури вводимо
об’єм перiодичностi

Λn =
{

~l = (lx, ly, lz)|li = cnni; ni = 1, 2, ..., Nn,i, i = x, y, z
}

(1.11)

iз циклiчними граничними умовами, де Nn = NnxNnyNnz. Поетап-
ний розрахунок (1.1) проводимо вiдповiдно до методики, яка опи-
сана в [3,4] i передбачає поетапне iнтегрування в (1.1) за змiнними

1Це наближення було запропоноване в [1] i передбачає, що в ходi розрахункiв
величина b′ iз (1.5) покладається рiвною нулевi та здiйснюються розклади за
степенями g.
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η~k, iндекси ~k яких належать до B0\B1, далi B1\B2 i т.д. При цьо-
му величина d(k) замiнюється середнiм значенням на кожному етапi

iнтегрування для ~k ∈ Bn\Bn+1.

Для ~k ∈ B0\B1 маємо

d(B0, B1) = d(0) + q, (1.12)

де

q = q̄βΦ(0),

q̄ = 2βΦ(0)b2 < k2 >B0,B1=
b2

c2
π2s−2

0 (1 + s−2). (1.13)

Для ~k ∈ Bn\Bn+1 отримуємо

dn(Bn, Bn+1) = dn(0) + qs−2n, (1.14)

де

dn(0) = ã
(n)
2 − βΦ(0), ã

(n)
2 = a

(n)
2 + βΦ(Bn−1, Bn), (1.15)

а для величини a
(n)
2 мають мiсце рекурентнi спiввiдношення, якi по-

в’язують її з початковими значеннями коефiцiєнтiв (1.4), чи їхнiх
наближених виразiв (1.9).

Пiсля проведення n поетапних iнтегрувань в (1.1) отримуємо [1]

Z = Z0Q0Q1...Qnp
[Q(P (np))]Nnp+1Inp+1.

Inp+1 =

∫

(dρ)Nnp+1 exp
[

−ã
(np+1)
1 N

1/2
np+1ρ0−

−1

2

∑

~k∈Bnp+1

dnp+1(k)ρ~kρ
−~k − 1

3!
a
(np+1)
3 N

−1/2
np+1

∑

~k1,...~k3
~ki∈Bnp+1

ρ~k1
...

ρ~k3
δ~k1+...+~k3

− 1

4!
a
(np+1)
4 N−1

np+1

∑

~k1,...~k4
~ki∈Bnp+1

ρ~k1
...

ρ~k4
δ~k1+...+~k4

]

. (1.16)

Тут Z0 приведено в (1.2), для Q0 маємо

Q0 =
[

eã0Q(d)
]N0

, (1.17)
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де

Q(d) = (24/a4)
1/4

γ1

(

1 − γh
(0)
2 +

3

8
γ(h

(0)
3 )2

)

. (1.18)

Ми скористалися позначеннями

γ = Γ

(

3

4

)

/Γ

(

1

4

)

≈ 0.337989,

γ1 = π
√

2/

(

2Γ

(

3

4

))

≈ 1.8128. (1.19)

Для аргументiв h
(0)
2 та h

(0)
3 справедливi вирази

h
(0)
2 = h

(0)
2с + τh

(0)
21 + h

(0)
22 τ2 + h

(0)
2h h

′2,

h
(0)
3 = h30a3a

−3/4
4 = h

(0)
3h h′, (1.20)

де

h
(0)
2c =

√
3s

d/2
0

[

1 − s−d
0 + βcΦ0 − βcΦ(0)(1 − q̄)

]

,

h
(0)
21 =

√
3s

d/2
0 [βcΦ0(1 − q̄) − βcΦ(0)] , h

(0)
22 = −h

(0)
21 ,

h
(0)
2h =

√
3s

d/2
0

(

2 + s−d
0

)

.

h
(0)
3h =

(

2 · s−d
0

)1/4
h30, h30 =

1

6
(24)3/4. (1.21)

Для всiх Qn при n ∈ [1, np] маємо

lnQn = Nn

[

H20 + H21h
(n−1)
2 − γh

(n)
2 −

−H22(h
n−1
3 )2 +

3

8
γ(h

(n)
3 )2

]

. (1.22)

Для коефiцiєнтiв Hml маємо [2]

H20 = −1

2
ln(2πγ) + ln

(

1 − 3

4
s−dG0

)

+ ln γ1 + ln s,

H21 = −1

2
t2 −

3

4
s−dG0G2(G

′
00)

−1 − 1

4
(G2 − 2t2),

H22 = sd(32γ)−1, (1.23)
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де

G0 = (12γ2 − 1)(24γ2)−1 ≈ 0.1353,

G2 =
1

2γ
− 2γ + 4γ

6γ2 − 1

12γ2 − 1
≈ −0.3435,

t2 = γ − 1

4γ
= −0.4017,

G′
00 = 1 − 3

4
s−dG0. (1.24)

Аргументи h
(n)
2 та h

(n)
3 мають вигляд

h
(n)
2 =

√
6(rn + q)u−1/2

n , h
(n)
3 = h30vnu−3/4

n , (1.25)

де для визначення величин rn, vn, un використовуються рекурентнi
спiввiдношення (РС). Для всiх значень n ≤ np, де np залежна вiд
τ = (T − Tc)/Tc та вiд h величина (див. [2]) для РС маємо [1]

wn = −ch1M1(h
′)En

1 − ch2M1(h
′)T

(0)
13

(

ϕ
1/2
0 βΦ(0)

)−1

En
3 ,

rn = r∗ + c
(0)
k1 βΦ(0)τEn

2 + c
(0)
k2 T

(0)
24 ϕ

−1/2
0 (βΦ(0))−1En

4 ,

vn = −ch2M1(h
′)En

3 ,

un = u∗ + c
(0)
k1 τT

(0)
42 ϕ

1/2
0 (βΦ(0))2En

2 + ck2E
n
4 . (1.26)

Тут

ch1 = s
d/2
0 M20(h

′)/M2(h
′),

M20(h
′) = 1 − 3g − 6gT

(0)
13 ϕ

−1/2
0 (βΦ(0)M2(h

′))
−1

,

ch2 = 6gs
d/2
0 /M2

2(h
′) = s

−d/2
0 (−M4(h

′))/M−4
2 (h′),

c
(0)
k1 = V2

[

1 − f0 − T
(0)
24 u0ϕ

−1/2
0 (βΦ(0))−2 − T

(0)
24 ϕ

1/2
0

]

,

ck2 = V2

[

u0 − ϕ0(βΦ(0))2 − T
(0)
42 ϕ

1/2
0 βΦ(0)[r0 + f0βΦ(0)]

]

,

V2 =
[

1 + (E2 − R22)
2/R24R42

]−1
. (1.27)

Власнi значення El матрицi ренормгрупового перетворення R








Wn+1 − W ∗

rn+1 − r∗

Vn+1 − V ∗

un+1 − u∗









= R









Wn − W ∗

rn − r∗

Vn − V ∗

un − u∗









(1.28)
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обчисленi в [1]
E1 = s(d+2)/2, E3 = s(d−2)/2,

E2,4 =
1

2

{

R22 + R44 ±
[

(R22 − R44)
2 + 4R24R42

]1/2
}

. (1.29)

Координати фiксованої точки мають вигляд

w∗ = 0, r∗ = −f0βΦ(0), v∗ = 0, u∗ = ϕ0(βΦ(0))2, (1.30)

де

f0 = q̄ = π2(b/c)2s−2
0 (1 + s−2),

ϕ0 = q̄2(1 − s−2)2/f2
00. (1.31)

Тут f00 - постiйна величина

f00 = (1 − 3s−dG0)(γ
√

24)−1.

При значеннях параметрiв [1]

s = s∗, b/c = 0.3, s0 = 2.0, s∗ = 3.3783 (1.32)

знаходимо f0 = 0.2415, ϕ0 = 0.1360.
Приймаючи до уваги (1.26), легко бачити, що для n ≤ np (1.25)

можна записати у виглядi

h
(n)
2 = h22c

(0)
k1 τEn

2 − 1

2
T

(0)
42 h22ϕ

−1/2
0

(

c
(0)
k1 τEn

2

)2

,

h
(n)
3 = h32M1(h

′)En
3

(

1 − h34c
(0)
k1 τEn

2

)

, (1.33)

де

h22 =

(

6

ϕ0

)1/2

, h32 = −h30ch2(u
∗)−3/4, h34 =

3

4
T

(0)
42 ϕ

−1/2
0 .

Вiльну енергiю системи поблизу критичної точки зручно представ-
ляти у виглядi суми декiлькох доданкiв [2]

F = F0 + Fкр + Fp + FI , (1.34)

де

F0 = −kTN

(

ln 2 +
1

2
βΦ(0)Φ̄ + M0(h

′)

)

,
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Fкр = −kT lnQ0 + F ′
кр,

F ′
кр = −kT

np
∑

n=1

lnQn,

Fp = −kTNnp+1

[

lnQn(P(np)) +
1

2
ln 2

]

,

FI = −kT ln Inp+1. (1.35)

Величина Q0 приведена (1.17). Для Qn маємо вираз (1.22), де замiсть

h
(n)
2 , h

(n)
3 слiд пiдставити (1.33). Вираз для Q(P (np)) має вигляд [2]

Q(P (np)) = (2πγ)−1/2G′
00

(

a
(np)
4

24

)1/4

×

× exp(−H22(h
(np)
3 )2)(1 + H211h

(np)
2 ), (1.36)

а для Inp+1 маємо (1.16).

Зауважимо, що коефiцiєнти a
(n)
l пов’язанi з величинами wn, rn, vn

та un розв’язкiв рекурентних спiввiдношень (1.26) наступним чином

ã
(np+1)
1 = s−(np+1)wnp+1,

dnp+1(0) = s−2(np+1)rnp+1,

a
(np+1)
3 = s−3(np+1)vnp+1,

a
(np+1)
4 = s−4(np+1)unp+1. (1.37)

В роботi [2] був знайдений вираз для вiльної енергiї при T = Tc

для h 6= 0 (h → 0). В якостi величини np там використовувався вираз

np = nh = − ln h̃

lnE1
− 1, (1.38)

де було введене позначення

h̃ = |h′|/f0. (1.39)

В загальному випадку умова T = Tc не виконується. Тому знайдемо
вираз для вiльної енергiї поблизу критичної точки, коли τ 6= 0 та
h 6= 0. Оскiльки нас цiкавлять подiї поблизу критичної точки, то
розглянемо випадок, коли τ → 0 та h → 0.
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2. Областi сильних та слабких значень поля

Для розрахунку вiльної енергiї та iнших термодинамiчних функцiй
поблизу критичної точки будемо використовувати формулу (1.34).
Обчислення явних виразiв для доданкiв F ′

кр, Fp та FI передбачає
визначення величини np. В граничних випадках ситуацiя iз визна-
ченням np зрозумiла. При h = 0, коли T → Tc маємо [1,3]

np = mτ = − ln τ̃

lnE2
− 1. (2.1)

У випадку, коли T > Tc, та

np = µτ = − ln τ̃1

lnE2
− 1, (2.2)

коли T < Tc. Тут введенi позначення

τ̃ = τc
(0)
k1 /f0, (2.3)

τ̃1 = −τc
(0)
k1 /f0. (2.4)

На дiаграмi рис. 1 зображенi траєкторiї руху системи до критичної
точки. Випадок h = 0 вiдповiдає наближенню до критичної точки
вздовж температурної осi. Як вiдомо, параметр порядку при цьому
рiвний нулю у випадку T > Tc, та змiнюється за законом < σ >=
σ0τ̃

β
1 для T ≤ Tc. Критичний показник β = ν/2, де ν - критичний

показник кореляцiйної довжини2, який обчислюється вiдповiдно до
формули

ν =
ln s∗

lnE2
= 0.609. (2.5)

Iнший граничний випадок: τ̃ = 0, h → 0 був предметом розгляду
роботи [2]. В цьому випадку має мiсце рiвнiсть (1.38). Для середнього
моменту на мiкроскопiчному рiвнi отримана вiдома формула

< σ >= σh,0h̃
1/δ, (2.6)

де явний вираз для амплiтуди σh,0 знайдений в [2], а для показника
δ отримана формула

δ =
d + 2

d − 2
. (2.7)

2Слiд зауважити, що розрахунки, якi виконанi в [1,2] i данiй роботi вiдпо-
вiдають наближенню η = 0, де η - критичний показник кореляцiйної функцiї.
Виконання розрахункiв, при яких η 6= 0 можна здiйснити за методикою, описа-
ною в [3,4].
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При τ = 0 наближення до критичної точки вiдбувається по польовiй
осi.

В загальному випадку система може наближатися до критичної
точки довiльним чином. Iснує особлива траєкторiя руху до критич-
ної точки, для якої виконуються рiвностi

np = mτ = nh. (2.8)

Останнє означає, що величина дiлянки критичного режиму по тем-
пературi i по полю є однаковою. Приймаючи до уваги (1.38) та (2.1),
знаходимо що для цiєї особливої траєкторiї виконується спiввiдно-
шення

h̃c = τ̃p0 , (2.9)

де

p0 =
d + 2

2
ν. (2.10)

Iндекс c бiля h̃c означає, що мiж величинами τ̃ та h̃ має мiсце спiв-
вiдношення (2.8). Траєкторiя руху системи до критичної точки по-
значена на Рис. 1 кривими 1 для випадку T > Tc та кривими 2 для
областi температур T < Tc.

Рис. 1. Дiаграма, що визначає значення слабких (заштрихована об-
ласть) та сильних значень поля поблизу критичної точки (τ̃ = 0,
h̃=0).

У випадку h � hc, де hc задане в (2.9), маємо

h̃ = τ̃p0(1+∆). (2.11)

ICMP–03–13U 12

Траєкторiї, що описуються значеннями ∆ > 0 проходять мiж гранич-
ними кривими та вiссю абсцис i утворюють заштриховану область.
Вона вiдповiдає слабким значенням поля.

Вiд’ємнi значення ∆ (−1 < ∆ < 0) вiдповiдають областi, де вплив
поля має бути домiнуючим. Детальнiше до характеристики цих об-
ластей повернемося пiзнiше.

3. Розрахунок вкладу до вiльної енергiї вiд дiлян-

ки критичного режиму при h 6= 0 для високотем-

пературної областi

Проведемо розрахунок вiльної енергiї системи поблизу критичної
точки для випадку граничного значення поля, яке задається рiв-
нiстю (2.9). Методика таких розрахункiв, як було показано в [3] для
випадку h = 0, є рiзною для температур вище i нижче вiд Tc. Це
зобумовлено наявнiстю вiдмiнного вiд нуля параметра порядку при
T < Tc. Подiбна ситуацiя має мiсце i при наближеннi до критичної
точки, коли h 6= 0.

Розглянемо випадок температур T > Tc. Скористаємося з пред-
ставлення Fкр iз (1.35) у виглядi, отриманому в [2]

F ′
кр = F (0)

кр + Fкр,2 + Fкр,3. (3.1)

Для першого доданку маємо

F (0)
кр = −kTN0

(

F10s
−3 − F10s

−3(np+1)
)

,

F10 = H20(1 − s−3)−1. (3.2)

Другий доданок правої частини рiвностi (3.1) має вигляд

Fкр,2 = −kTN0

{

F11s
−3E2τ̃ + F12s

−3E2
2 τ̃2−

−
[

F11τ̃E
np+1
2 + F12(τ̃E

np+1
2 )2

]

s−3(np+1)
}

, (3.3)

де

F11 = f0h22

(

H21

E2
− γ

)

(1 − s−3E2)
−1,

F12 =
1

2
T

(0)
42 h22ϕ

−1/2
0

(

γ − H21

E2
2

)

f2
0 (1 − s−3E2

2)−1. (3.4)



13 Препринт

Для величини Fкр,3 маємо

Fкр,3 = −kTN0

{

F13s
−3E2

3 h̃2 + F14s
−3E2

3E2τ̃ h̃2−

−
[

F13h̃
2E

2(np+1)
3 + F14h̃

2E
2(np+1)
3 τ̃E

np+1
2

]

s−3(np+1)
}

. (3.5)

Тут

F13 = h2
32f

2
0

(

3

8
γ − H22

E2
3

)

(1 − s−3E2
3)−1,

F14 = 2h2
32f

3
0

(

H22

E2E2
3

− 3

8
γ

)

h34(1 − s−3E2E
2
3)−1. (3.6)

Як вказувалося вище, розглядається випадок ∆ = 0, де справедливе
спiввiдношення (2.8). При цьому мають мiсце рiвностi

s−3(nh+1) = h̃6/5, (3.7)

s−3(mτ+1) = τ̃3ν . (3.8)

Крiм того,
τ̃Emτ+1

2 = 1, (3.9)

h̃E
np+1
1 = 1. (3.10)

Скориставшись умовою np = mτ , знаходимо

F (0)
кр = −kTN0

[

F10s
−3 − F10τ̃

3ν
]

, (3.11)

або еквiвалентний йому вираз (коли np = nh)

F (0)
кр = −kTN0

[

F10s
−3 − F10h̃

6/5
c

]

. (3.12)

Вираз (3.12) може бути отриманий також iз (3.11) шляхом викорис-
тання спiввiдношення (2.9).

Для доданку Fкр,2 iз (3.3) отримуємо

Fкр,2 = −kTN0

[

F11s
−3E2τ̃ + F12s

−3E2
2 τ̃2 − F22τ̃

3ν
]

, (3.13)

де
F22 = F11 + F12. (3.14)

Або при np = nh маємо

Fкр,2 = −kTN0

[

F11s
−3E2τ̃ + F12s

−3E2
2 τ̃2 − F22h̃

6/5
]

. (3.15)
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Перш нiж навести результат розрахунку величини Fкр,3 зауважимо,
що

h̃Enh+1
3 = h̃Enh+1

1

(

E3

E1

)nh+1

=

(

E3

E1

)nh+1

. (3.16)

Скориставшись iз (1.29) та означення величини nh iз (1.38), знахо-
димо

h̃Enh+1
3 = h̃4/5. (3.17)

Тодi, iз врахуванням (3.17), знаходимо

Fкр,3 = −kTN0

[

F13s
−3E2

3 h̃2+

+F14s
−3E2

3E2τ̃ h̃2 − F33h̃
8/5h̃6/5

]

, (3.18)

де
F33 = F13 + F14. (3.19)

При розрахунку (3.18) ми скористалися iз рiвностi (3.9). Останнiй
доданок в (3.18) є малим (∼ h̃14/5) i надалi його не будемо приймати
до розгляду. Це ж стосується другого доданку в (3.18).

Таким чином, для F ′
кр при ∆ = 0 маємо вираз

F ′
кр = −kTN0

[

f
(0)
CR + f

(1)
CRτ̃ + f

(2)
CRτ̃2 + f

(3)
CRh̃2−

− fCRh̃6/5
]

, (3.20)

де ми використали (3.7) та ввели позначення

f
(0)
CR = F10s

−3, f
(1)
CR = F11s

−3E2,

f
(2)
CR = F12s

−3E2
2 , f

(3)
CR = F13s

−3E2
3 ,

fCR = F10 + F22. (3.21)

Еквiвалентний до (3.20) вираз отримуємо, коли np = mτ , шляхом
замiни

h̃6/5 → τ̃3ν . (3.22)

Для випадку виконання (1.32) знаходимо

f
(0)
CR = 0.038, f

(1)
CR = −0.124, f

(2)
CR = −0.107,

f
(3)
CR = −0.081, fCR = 0.748. (3.23)
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Щоб знайти вираз для Fкр, вiдповiдно до (1.35) слiд врахувати вне-
ски вiд доданку

lnQ0 = N0(e
′′
c0 + e′′c1τ̃ + e′′c2T τ̃2 + e′′c2h̃

2), (3.24)

де

e′′c0 =
1

4
ln(12sd

0) + ln γ1 − γh
(0)
2c − 1

2

[

ln(2π) +
1

2
s−d
0

]

,

e′′c1 = −γh
(0)
21 f0/c

(0)
k1 ,

e′′c2T = −γf2
0h

(0)
22 /(c

(0)
k1 )2,

e′′c2 =
3

8
γf2

0 (h
(0)
3h )2 − f2

0 γh
(0)
2h + f2

0

(

1 +
1

2
s−d
0 − 1

2
sd
0

)

. (3.25)

Отже,

Fкр = −kTN0

[

e0p + e1pτ̃ + e2pτ̃
2 + e3ph̃

2+

+ e4ph̃
6/5
]

, (3.26)

де

e0p = e′′c0 + f
(0)
CR, e1p = e′′c1 + f

(1)
CR, e2p = f

(2)
CR + e′′c2T ,

e3p = e′′c2 + f
(3)
CR, e4p = −fCR. (3.27)

У випадку виконання (1.32) знаходимо числовi значення

e0p = 0.876 e1p = −0.461 e2p = −0.183

e3p = 0.016 e4p = −0.748. (3.28)

4. Вклади довгохвильових флуктуацiй при T > Tc

Специфiкою поведiнки системи при пiдходi iз високотемпературної
областi до критичної точки є наявнiсть так званої перехiдної областi
[3]. Ця область вiддiляє дiлянку критичного режиму флуктуацiй та
дiлянку, яка описується гаусовим режимом флуктуацiй. Тому при
розрахунку вiльної енергiї зручно представити її в наступному ви-
глядi

F = F0 + Fкр + Fпо + FI , (4.1)

видiляючи вклади до вiльної енергiї системи Fпо, пов’язанi з пере-
хiдною областю. Тут величини F0 та Fкр приведенi в (1.34), (3.26).
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Вклад Fпо вiдповiдає перехiднiй областi i має вигляд

Fпо = −kT

[

lnQmτ+1 + Nmτ+2

[

lnQ(Pmτ+1) +
1

2
ln 2

]]

, (4.2)

де
lnQmτ+1 = Nmτ+1 [lnQ(Pmτ

) + lnQ(dmτ+1)] . (4.3)

Вклад до вiльної енергiї FI , пов’язаний з гаусовим характером флук-
туацiй має вигляд

FI = −kT ln Imτ+2, (4.4)

де величина Imτ+2 спiвпадає iз (1.16) при np = mτ + 1.
Для розрахунку величини Fпо використаємо як наближенi ви-

рази, зокрема для Q(Pmτ
), так i загальнi вирази (для Q(dmτ+1) та

Q(Pmτ+1)). Використання загальних виразiв пов’язано з тим, що ве-

личина h
(n)
2 не є малою при n > mτ , хоча при n ≤ mτ вона все ще

приймає малi значення.
Запишемо явний вигляд величин, якi входять до перехiдної об-

ластi. Маємо

lnQ(Pmτ )) = f ′
p0 +

1

4
ln a

(mτ )
4 − H ′

211h
(mτ )
2 ,

де

f ′
p0 = −1

2
ln(2πγ) − 1

4
ln 24 + ln

(

1 − 3

4
G0s

−d

)

,

a
(mτ )
4 = s−4mτ umτ

, umτ
= u∗(1 + f0ϕ

−1/2
0 T

(0)
42 E−1

2 ),

h
(mτ )
2 = h22f0E

−1
2

(

1 − 1

2
T

(0)
42 f0ϕ

−1/2
0 E−1

2

)

, (4.5)

H ′
211 =

1

2
t2 +

3

4
G0G2s

−d

(

1 − 3

4
G0s

−d

)−1

.

Приймаючи до уваги рiвностi (4.5), знаходимо

lnQ(Pmτ
) = fp1 − mτ ln s, (4.6)

де

fp1 = f ′
p0 − H ′

211h
(mτ )
2 +

1

4
lnumτ

.

Знайдемо вираз для Q(dmτ +1). Вiдповiдно до [1]

lnQ(dmτ +1) =
1

4
ln

24

a
(mτ+1)
4

+ ln I
(

h
(mτ+1)
2

)

,
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де

I
(

h
(mτ+1)
2

)

=

∫ ∞

−∞

dx exp
(

−h
(mτ+1)
2 x2 − h

(mτ+1)
3 x3 − x4

)

.

Iз розв’язкiв рекурентних спiввiдношень [1] знаходимо, що

h
(mτ+1)
2 = h22f0

(

1 − 1

2
T

(0)
42 f0ϕ

−1/2
0

)

,

h
(mτ+1)
3 = h32f0 (1 − h34f0) h̃4/5.

Це свiдчить про малiсть величини h
(mτ+1)
3 в порiвняннi iз h

(mτ+1)
2 .

Тому при розрахунку I
(

h
(mτ+1)
2

)

будемо вважати, що h
(mτ+1)
3 = 0.

Приймаючи до уваги рiвностi (4.5), знаходимо

lnQ(dmτ +1) = fd + (mτ + 1) ln s,

де

fd =
1

4
ln 24 − 1

4
lnumτ+1 + ln I

(

h
(mτ+1)
2

)

,

umτ+1 = u∗
(

1 + f0ϕ
−1/2
0 T

(0)
42

)

.

Таким чином, для Qmτ+1 iз (4.3) знаходимо

lnQmτ+1 = N0s
−3(mτ+1)fpm, (4.7)

де
fpm = fp1 + fd + ln s. (4.8)

Знайдемо вираз для Q(Pmτ+1), який формує вклад до доданка
Fпо iз (4.1). Iз результатiв роботи [2] маємо

Q(Pmτ +1) =
1

2π

(

2

P
(mτ+1)
2

)1/2
∫ ∞

−∞

e−iG
(mτ +1)

h
x−x2−Gmτ +1x4

dx,

де

P
(mτ+1)
2 =

(

24/a
(mτ+1)
4

)1/2 [

M
(mτ+1)
2 − (M

(mτ+1)
1 )2

]

,

M
(mτ+1)
l = Kl(h

(mτ +1)
2 , h

(mτ+1)
3 )/K0(h

(mτ +1)
2 , h

(mτ+1)
3 ),

Kl(h
(mτ+1)
2 , h

(mτ+1)
3 ) =

∫ ∞

−∞

dx · xl×
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× exp(−h
(mτ+1)
2 x2 − h

(mτ+1)
3 x3 − x4). (4.9)

Як було показано вище h
(mτ+1)
3 � h

(mτ+1)
2 , тому надалi при розра-

хунку будемо покладати h
(mτ+1)
3 = 0, що приведе до рiвностей

M
(mτ+1)
2l+1 = 0, K

(mτ+1)
2l+1 = 0.

Величина G
(mτ +1)
h пропорцiйна до M

(mτ+1)
1 , а тому також обертає-

ться в нуль. Для Gmτ +1 маємо [2]

Gmτ+1 =
1

6
s−d

[

3 − M
(mτ+1)
4 · (M (mτ+1)

2 )−2
]

.

Приймаючи до уваги записанi вище рiвностi, знаходимо

Q(Pmτ +1) =
1

2π

√
2

(

a
(mτ+1)
4

24

)1/4
(

M
(mτ+1)
2

)−1/2

IG,

де

IG =

∫ ∞

−∞

e−x2−Gmτ +1x4

dx.

Запишемо Q(Pmτ+1) в компактнiй формi. Приймаючи до уваги (4.5),
маємо

ln
[√

2Q(Pmτ +1)
]

= fp2 − (mτ + 1) ln s, (4.10)

де

fp2 = − lnπ − 1

4
ln 24 +

1

4
lnumτ+1−

−1

2
ln M

(mτ+1)
2 + ln IG.

Вираз для вкладу до вiльної енергiї вiд перехiдної областi (4.2)
матиме вигляд

Fпо = −kTN0

{

s−3(mτ+1)fpm + s−3(mτ+2) [fp2 − (mτ + 1) ln s]
}

.

Приймаючи до уваги температурну залежнiсть величини mτ маємо

Fпо = −kTN0s
−3(mτ+1)

[

fpm + s−3fp2 − (mτ + 1)s−3 ln s
]

. (4.11)

Розрахуємо вираз для FI iз (4.4). Для Imτ +1 маємо вираз, який спiв-
падає iз (1.16) при np = mτ + 1:

Imτ +2 =

∫

(dρ)Nmτ +2 exp



ã
(mτ+2)
1 N

1/2
mτ+2ρ0 −

1

2

∑

~k∈Bm

dmτ +2(k)×
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×ρ~kρ
−~k − 1

3!
a
(mτ+2)
3 N

−1/2
mτ+2

∑

~k1,...,~k3
~ki∈Bm

ρ~k1
...

...ρ~k3
δ~k1+...+~k3

− 1

4!
a
(mτ+2)
4 N−1

mτ+2

∑

~k1,...,~k4
~ki∈Bm

ρ~k1
...

...ρ~k4
δ~k1+...+~k4

]

. (4.12)

Для коефiцiєнтiв a
(mτ+2)
l вiдповiдно до (1.36) маємо

ã
(mτ+2)
1 = s−(mτ+2)wmτ +2,

dmτ +2(0) = s−2(mτ+2)rmτ+2,

amτ +2
3 (0) = s−3(mτ+2)vmτ+2, (4.13)

amτ+2
4 (0) = s−4(mτ+2)umτ+2.

Для величин wn, rn, vn та un при n = mτ + 2 iз (1.25) знаходимо:

wmτ +2 ≈ −ch1h
′Emτ +2

1 = −ch1f0E1,

rmτ +2 ≈ r∗ + c
(0)
k1 βΦ(0)τEmτ +2

2 = f0βΦ(0)[E2 − 1],

vmτ+2 = −ch2h
′Emτ+2

3 ≈ −ch2E3h̃
4/5,

umτ+2 ≈ u∗ + c
(0)
k1 T

(0)
42 ϕ

1/2
0 (βΦ(0))2τEmτ +2

2 =

= u∗(1 + T
(0)
42 ϕ

−1/2
0 f0E2). (4.14)

Як легко бачити iз (4.14) коефiцiєнт a
(mτ+2)
3 iз (4.12) прямує до нуля

за рахунок множника vmτ +2 ∼ h̃4/5, а коефiцiєнт при другiй степенi

dmτ+2 приймає великi значення в порiвняннi з a
(mτ+2)
4 . Тому при роз-

рахунку (4.12) в якостi базового множника можна вибрати гаусовий
розподiл. Для цього випадку маємо

Imτ +2 =

∫

(dρ)Nmτ +2 exp
(

−ã
(mτ+2)
1 N

1/2
mτ+2ρ0−

− 1

2

∑

~k∈Bm

dmτ +2(k)ρ~kρ
−~k



 . (4.15)
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Зауважимо, що має мiсце рiвнiсть

−ã
(mτ+2)
1 N

1/2
mτ+2 = a1mN1/2h̃,

де

a1m = f0M20/M2, M20 = 1 − 3g − 6gT
(0)
13 ϕ

−1/2
0 /(βΦ(0)M2).

Пiсля iнтегрування в (4.15) за всiма змiнними ρ~k iз k 6= 0 маємо

Imτ +2 = I
(0)
mτ +2

Bmτ +2
∏

k 6=0

(π/d̄(k))1/2, (4.16)

де
d̄(k) = s−2(mτ+2)rmτ+2 + 2βΦ(0)b2k2.

Представимо I
(0)
mτ +2 у виглядi

I
(0)
mτ +2 =

(

2

d̄(0)

)1/2 ∫ ∞

0

ea2
px−x2

dx,

де
a2

p = N1/2h̃amps
mτ+1

amp = a1ms(2/rmτ+2)
1/2.

Тодi

I
(0)
mτ+2 = exp

(

Nh̃2s2(mτ+1)
a2

mp

4

)

(

2π

d̄(0)

)1/2

.

Використовуючи спiввiдношення (2.8), знаходимо

s2(mτ+1) = s2(nh+1) = h̃−4/5.

Для Imτ +2 отримуємо вираз

Imτ+2 = exp

(

Nh̃6/5
a2

mp

4

)

√
2

∏

k∈Bmτ +2

(

π/d̄(k)
)1/2

.

Для вкладу до вiльної енергiї FI iз (4.4) маємо

FI = −kTN

(

h̃6/5
a2

mp

4
+ e01s

−3(mτ+2)

)

+
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+
1

2
kT

Bmτ +2
∑

k=0

ln d̄(k),

де

e01 =
1

2
s−3
0 lnπ.

Для розрахунку останнього доданку в виразi для FI скористає-
мося iз iнтегрального представлення

I =
I

Nmτ+2

Bmτ +2
∑

k=0

ln d̄(k) =
1

Nmτ+2

6

π

V

(2π)3
4π

∫ Bmτ +2

0

dkk2 ln d̄(k).

Виконуючи обчислення, знаходимо

I = −2(mτ + 2) ln s + I ′0,

де

I ′0 = ln(D0p + D1p) −
2

3
+ 2

D0p

D1p
− 2

(

D0p

D1p

)2

×

× D1p
√

D0pD1p

arctg
D1p

√

D0pD1p

. (4.17)

Тут

D0p = βΦ(0)f0[E2 − 1],

D1p = 2βΦ(0)b2B2
0 . (4.18)

Отже,

FI = −kTNh̃6/5

(

1

4
a2

mp + e01s
−3)

)

−

−kTN0s
−3s−3(mτ+1)

(

(mτ + 2) ln s − 1

2
I ′0

)

. (4.19)

Загальний вираз для вiльної енергiї

F = −kTN
[

l0p + ln chh′ + l1ph̃
6/5 + l2ph̃

2+

+ l3pτ̃ + l4pτ̃
2
]

, (4.20)

де

l0p = ln 2 +
1

2
βcΦ(0)Φ̄ + s−3

0 e0p,
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l1p =
1

4
a2

mp + s−3
0

[

e4p + fpm + s−3

(

1

2
lnπ + fp2 + lns − 1

2
I ′0

)]

,

l2p = s−3
0 e3p, l3p = −1

2
βcΦ(0)Φ̄f0/c

(0)
k1 + s−3

0 e1p,

l4p =
1

2
βcΦ(0)Φ̄(f0/c

(0)
k1 )2 + s−3

0 e2p. (4.21)

Для значень параметрiв (1.32) цi коефiцiєнти рiвнi:

l0p = 0.835, l1p = 0.293, l2p = 0.002,

l3p = −0.058, l4p = −0.023. (4.22)

5. Розрахунок характеристик системи вище кри-

тичної точки

Використаємо (4.20) для знаходження величини

σ
(+)
G = − 1

N

(

∂F

∂h

)

,

яка характеризує величину середнього спiнового моменту. Маємо

σ
(+)
G = thh′ + (2l2p/f2

0 )h′ +
6

5

l1p

f0

(

h′

f0

)1/5

. (5.1)

Очевидно, що при h′ � 1 основний вклад дає доданок

σ
(+)
Gc = σc0h

′1/5, (5.2)

де

σc0 =
6

5
l1pf

−6/5
0 . (5.3)

На рис.2 зображена залежнiсть величини σ
(+)
G вiд значення поля

h′ = βh при виконаннi (1.32). Порiвнюючи криву для (5.2) iз вiд-

повiдною кривою при τ = 0 [2], знаходимо, що величина σ
(+)
G iз

(5.1) за порядком величини спiвпадає iз величиною σh, яка вiдпо-

вiдає випадку τ = 0. В границi h → 0 знаходимо σh/σ
(+)
G = 1.0. Для

сприйнятливостi системи в напрямку кривої 1 iз рис.1 маємо

χ
(+)
G =

1

N
χ+kBT = 1 − th2(βh) +

6l1p

25f
6/5
0

(βh)−4/5 +
2l2p

f2
0

. (5.4)
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Рис. 2. Величина σ
(+)
G як функцiя поля h′ = βh.
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Рис. 3. Сприйнятливiсть системи в напрямку граничної кривої (2.9)
при T > Tc (s0 = 2, b/c=0.3).
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Запишемо (5.4) у виглядi

χ
(+)
G = χ0 + χ1(βh)−4/5, (5.5)

де

χ0 = 1 +
2l2p

f2
0

− th2βh,

χ1 = 0.24l1pf
−6/5
0 . (5.6)

Крива залежностi χ
(+)
G вiд величини h′ = βh приведена на рис.3 при

s0 = 2, b/c = 0.3. Порiвнюючи χ
(+)
G iз сприйнятливiстю системи при

τ = 0 [2] легко бачити, що вони майже не вiдрiзняються. Однак в
границi h → 0 їхнє вiдношення рiвне одиницi.

6. Вiльна енергiя при граничному значеннi поля h̃c

у випадку T < Tc

Розрахунок вiльної енергiї поблизу критичної точки при T < Tc

принципово не вiдрiзняється вiд випадку T > Tc. Отриманi вище
загальнi формули справедливi також у цьому випадку. Вiдмiннiсть
полягає у визначеннi точки виходу iз критичного режиму. Замiсть
величини mτ iз (2.1) маємо iншу величину µτ , яка визначається iз
умови [3]

rµτ +1 − r∗

r∗
= δ, (6.1)

де δ = 1. Зауважимо, що при T > Tc має мiсце рiвнiсть δ = −1.
Приймаючи до уваги (1.26), знаходимо

c
(0)
k1 βΦ(0)τEµτ +1

2 = −f0βΦ(0). (6.2)

Тут ми знехтували вкладом доданкiв, що пропорцiйнi Eµτ +1
4 , оскiль-

ки E4 < 1, а µτ � 1 при τ → 0. Введемо позначення

τ̃1 = −c
(0)
k1

f0
τ. (6.3)

Тодi (6.2) запишеться у виглядi

τ̃1E
µτ +1
2 = 1. (6.4)
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Рiвняння (6.4) є означенням величини

µτ = − ln τ̃1

ln E2
− 1. (6.5)

Використовуючи (6.5), легко отримати, що

s−3(µτ +1) = τ̃3ν
1 . (6.6)

Знайдемо вираз для вiльної енергiї системи, використовуючи за-
гальну формулу (1.35). Величина F0 iз (1.35) має однаковий вигляд
як при T > Tc, так i при T < Tc. Для Fкр iз (1.35) перший дода-
нок залишається також без змiн, однак другий доданок буде iншим.
Позначатимемо його в подальшому через F̃ ′

кр.

6.1. Розрахунок F̃ ′
кр

Знайдемо вклад до вiльної енергiї системи вiд дiлянки критичного
режиму при T < Tc. Маємо

F̃ ′
кр = F̃ (0)

кр + F̃кр,2 + F̃кр,3, (6.7)

де

F̃ (0)
кр = −kTN0

(

F10s
−3 − F10s

−3(np+1)
)

. (6.8)

Коефiцiєнт F10 визначений в (3.3). Для F̃кр,2 маємо

F̃кр,2 = −kTN0

(

F11s
−3
0 E2τ̃ + F12s

−3E2
2 τ̃2 − F̃22s

−3(np+1)
)

. (6.9)

Тут коефiцiєнти F11 та F12 наведенi в (3.4), а для F̃22 маємо

F̃22 = −F11 + F12. (6.10)

Для величини F̃кр,3 iз (6.7) знаходимо

F̃кр,3 = −kTN0

[

F13s
−3E2

2 h̃2 + F14s
−3E2

2 τ̃ h̃2−

− F33h̃
8/5s−3(np+1)

]

, (6.11)

де коефiцiєнти F13, F14 приведенi в (3.6), а для F̃33 маємо

F̃33 = F13 − F14. (6.12)
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Зауважимо, що останнiй доданок в (6.11) є зникаюче малим i надалi
не будемо брати його до уваги. Це ж стосується i другого доданку в
(6.11). Вираз для F̃ ′

кр вiдповiдно до (6.7) приймає вигляд

F̃ ′
кр = −kTN0

[

f
(0)
CR + f

(1)
CRτ̃ + f

(2)
CRτ̃2 + f

(3)
CRh̃2+

− f̃CRs−3(np+1)
]

, (6.13)

де коефiцiєнти f
(l)
CR спiвпадають iз (3.21), а для f̃CR маємо

f̃CR = F10 + F̃22. (6.14)

Вираз для
F̃кр = −kT lnQ0 + F̃ ′

кр (6.15)

знаходимо iз врахуванням (3.24). Отримуємо

F̃кр = −kTN0

(

e0p + e1pτ̃ + e2pτ̃
2 + e3ph̃

2+

+ ẽ4ps
−3(np+1)

)

. (6.16)

Коефiцiєнти elp приймають такi ж значення, що i в (3.27), а для ẽ4p

маємо
ẽ4p = −f̃CR. (6.17)

Зауважимо, що як i у випадку T > Tc, тут

s−3(np+1) = h̃6/5,

при np = nh, або

s−3(np+1) = τ̃3ν
1

при np = µτ .

6.2. Розрахунок вкладiв вiд довгохвильових флуктуацiй па-
раметра порядку

Запишемо вираз для

F̃p = −kTNnp+1 ln
[√

2Q(Pnp
)
]

.

Маємо

F̃p = −kTN0s
−3(np+1)

(

fp0 +
1

4
ln a

(np)
4s − H ′

211h
(np)
2s

)

. (6.18)
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Тут fp0 = f ′
p0 + 1

2 ln 2,

a
(np)
4s = s−4npu∗(1 − f0ϕ

−1/2
0 T

(0)
42 E−1

2 )

h
(np)
2s = −f0h22E

−1
2

(

1 +
1

2
T

(0)
42 f0ϕ

−1/2
0 E−1

2

)

. (6.19)

Величини (6.19) розрахованi iз рекурентних спiввiдношень (1.26) та
формули (1.33) iз врахуванням умови (6.4).

Зауважимо, що величина h
(np)
2s є вiд’ємною, в той час як ана-

логiчна їй величина у випадку T > Tc h
(mτ )
2 iз (4.5) є додатньою.

Приймаючи до уваги (6.19) iз (6.18) знаходимо

F̃p = −kTN0s
−3(np+1)

(

f̃p1 − np ln s
)

, (6.20)

де

f̃p1 = fp0 − H ′
211h

(np)
2s +

1

4
ln
[

u∗(1 − f0ϕ
−1/2
0 T

(0)
42 E−1

2 )
]

. (6.21)

Розрахунок виразу F̃I проводиться вiдповiдно до формули

F̃I = −kT ln Ĩnp+1, (6.22)

де

Ĩnp+1 =

∫

(dρ)Nnp+1 exp



−ã
(np+1)
1 N

1/2
np+1ρ0 −

1

2

∑

k∈Bnp+1

d̃np+1(k)×

×ρ~kρ
−~k − 1

4!
ã
(np+1)
4 N−1

np+1

∑

~k1,...,~k4
ki∈Bnp+1

ρ~k1
...ρ~k4

δ~k1+...+~k4









, (6.23)

де

ã
(np+1)
1 = s−(np+1)wnp+1,

d̃np+1(k) = d̃np+1(0) + 2βΦ(0)b2k2,

d̃np+1(0) = s−2(np+1)r̃np+1,

ã
(np+1)
4 = s−4(np+1)ũnp+1, (6.24)
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а величини wn, rn та un визначенi в (1.26). При n = np + 1 та T < Tc

знаходимо

wnp+1 = −ch1f0 = −s
d/2
0 f0M20(h

′)/M2(h
′),

r̃np+1 = −2f0βΦ(0),

ũnp+1 = u∗(1 − f0ϕ
−1/2
0 T

(0)
42 ). (6.25)

Зауважимо, що (на вiдмiну вiд випадку T > Tc) при T < Tc ве-
личина r̃np+1 6= 0. Приймаючи до уваги (6.24) та рiвнiсть Nnp+1 =

Ns−3
0 s−3(np+1) для (6.23) отримуємо

Ĩnp+1 =

∫

(dρ)Nnp+1 exp






f0

M20

M2

√
Nh̃ρ0 −

1

2

∑

~k∈Bnp+1

d̃np+1(k)×

×ρ~kρ
−~k − 1

4!
ã
(np+1)
4 N−1

np+1

∑

~k1,...,~k4
~ki∈Bnp+1

ρ~k1
...ρ~k4

δ~k1+...+~k4











. (6.26)

Для розрахунку (6.26) виконаємо замiну змiнних

ρ~k = η~k + σ̃
√

Nδ~k,0. (6.27)

В результатi отримуємо

Ĩnp+1 = exp
[

Ẽ0(σ̃)
]

(dη)Nnp+1 exp

[

Ã0N
1/2η0−

−1

2

∑

~k∈Bnp+1

d̃(k)η~kη
−~k − 1

6
b̃N

−1/2
np+1

∑

~k1,...,~k3

η~k1
...η~k3

δ~k1+...+~k3
−

− 1

4!
ã4N

−1
np+1

∑

~k1,...,~k4
~ki∈Bnp+1

η~k1
...η~k4

δ~k1+...+~k4

]

. (6.28)

Тут введене позначення

Ẽ0(σ̃) = f0
M20

M2
Nh̃σ̃ + f0βΦ(0)s−2(np+1)Nσ̃2 −

− 1

24
ũnp+1s

3
0s

−(np+1)Nσ̃4. (6.29)
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Для коефiцiєнтiв Ã0, d̃(0), b̃ та ã4 маємо вирази

Ã0 = f0
M20

M2
h̃ + 2f0βΦ(0)s−2(np+1)σ̃ − 1

6
ũnp+1s

3
0s

−(np+1)σ̃3,

d̃(0) = −2f0βΦ(0)s−2(np+1) +
1

2
s3
0ũnp+1s

−(np+1)σ̃2,

b̃ = ũnp+1s
3/2
0 σ̃h̃, ã4 = ũnp+1s

−4(np+1). (6.30)

Величину змiщення σ̃ шукаємо iз умови екстремуму

∂Ẽ0(σ̃)

∂σ̃
= 0.

Отримуємо рiвняння

f0
M20(h

′)

M2(h′)
h̃ + 2f0βΦ(0)s−2(np+1)σ̃ =

1

6
ũnp+1s

3
0s

−(np+1)σ̃3. (6.31)

Зауважимо, що рiвняння (6.31) має вiдмiнний вiд нуля розв’язок на-
вiть при h = 0:

σ̃2 = 12f0βΦ(0)ũ−1
np+1s

−3
0 s−(np+1). (6.32)

У цьому випадку величина d̃(0) є додатньою:

d̃(0) = 4f0βΦ(0)s−2(np+1). (6.33)

У випадку h 6= 0 розв’язок (6.31) будемо шукати у виглядi

σ̃ = σ̃0s
− 1

2 (np+1). (6.34)

Пiдставляючи (6.34) в (6.31), маємо

f0h̃
M20

M2
+ 2f0βΦ(0)σ̃0h̃ =

1

6
ũnp+1s

3
0σ̃

3
0 h̃. (6.35)

Якщо h̃ 6= 0, то маємо рiвняння для σ̃0

f0
M20

M2
+ 2βΦ(0)f0σ̃0 =

1

6
ũnp+1s

3
0σ̃

3
0 , (6.36)

яке дає залежнiсть σ̃ = σ̃0(s0, b/c).
В таблицi 1 приведенi значення величини σ̃0 для ряду значень

параметра s0 при b/c = 0.3.
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Табл. 1.
s0 1.2 1.25 1.50 2.0 2.5 3.0 3.5 5.0
σ̃0 2.116 2.079 1.915 1.691 1.544 1.436 1.352 0.177

Табл. 2.
b/c 0.25 0.28 0.30 0.35 0.40 0.50 0.80 0.90
σ̃0 1.934 1.780 1.691 1.498 1.340 1.092 0.601 0.470

Значення σ̃0 для рiзних b/c при s0 = 2.0 поданi в таблицi 2.

Пiсля обчислення величини σ̃ знаходимо величину

Ẽ0 = NẼ00h̃
6/5, (6.37)

де

Ẽ00 = f0σ̃0
M20

M2
+ f0βΦ(0)σ̃2

0 − ũnp+1

24
s3
0σ̃

4
0 , (6.38)

а також значення коефiцiєнтiв iз (6.30)

Ã0 = 0,

d̃(0) = D̃gh̃
4/5, b̃ = B̃gh̃

6/5, ã4 = Ãgh̃
8/5, (6.39)

де Ã0 = 0 в силу (6.35), а

D̃g = −2f0βΦ(0) +
1

2
s3
0σ̃

2
0 ũnp+1,

B̃g = σ̃0s
3/2
0 ũnp+1, Ãg = ũnp+1. (6.40)

Шляхом прямого розрахунку можна переконатися, що величина D̃g

приймає додатнi значення для всiх значень параметрiв s0 та b/c. При
розрахунку (6.28) обмежуємося гаусовим наближенням. Маємо

Ĩnp+1 = exp(Ẽ0)
√

2
∏

~k∈Bp

(

π/d̃(k)
)1/2

. (6.41)

Внесок до вiльної енергiї F̃I має вигляд

F̃I = −kTNẼ02h̃
6/5 + kTNẼ03, (6.42)

де

Ẽ02 = Ẽ00 + Ẽ01, Ẽ01 =
1

2
s−3
0 lnπ. (6.43)
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Для Ẽ03 маємо

Ẽ03 =
1

2

1√
N

Bnp+1
∑

k=0

ln d̃(k). (6.44)

Проводячи обчислення Ẽ03 аналогiчно до того, як це робилося в [2],
знаходимо

Ẽ03 =
1

2
s−3
0 s−3(np+1)Ĩ0, (6.45)

де
Ĩ0 = −2(np + 1) ln s + Ĩ ′0. (6.46)

Тут

Ĩ ′0 = ln(D̃0 + D̃1) −
2

3
+

+2
D̃0

D̃1

− 2

(

D̃0

D̃1

)2
D̃1

√

D̃0D̃1

arctg
D̃1

√

D̃0D̃1

, (6.47)

де

D̃0 =
1

2
s3
0σ̃

2
0 ũnp+1 − 2f0βΦ(0),

D̃1 = 2βΦ(0)s−2
0 π2(b/c)2. (6.48)

Для F̃I знаходимо вираз

F̃I = −kTNẼ02h̃
6/5 + kTN0h̃

6/5

[

−np ln s − ln s +
1

2
Ĩ ′0

]

. (6.49)

Пiдсумовуючи отриманi вище вирази для F̃кр, F̃р та F̃I знаходимо

F̃ = −kTN
[

ln chh′ + l̃0 + l̃10h̃
6/5 + l̃2h̃

2+

+ l̃3τ̃ + l̃4τ̃
2 + l̃11s

−3(np+1)
]

, (6.50)

де

l̃0 = ln 2 +
1

2
βcΦ(0)Φ̄ + s−3

0 e0p,

l̃10 = Ẽ02 + s−3
0

(

ln s − 1

2
Ĩ ′0

)

,

l̃2 = e3p · s−3
0 ,

l̃3 = s−3
0 e1p − 1

2
βcΦ(0)Φ̄f0/c

(0)
k1 ,

l̃4 = s−3
0 e2p +

1

2
βcΦ(0)Φ̄(f0/c

(0)
k1 )2,

l̃11 = s−3
0 (ẽ4p + f̃p1), l̃1 = l̃10 + l̃11. (6.51)
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Вираз (6.50) описує вiльну енергiю тривимiрної граткової спiнової
системи поблизу критичної точки при T < Tc для граничного зна-
чення поля h̃c.

Для набору значень параметрiв (1.32) отримуємо

l̃0 = 0.835, l̃10 = 1.028, l̃2 = 0.02, (6.52)

l̃3 = −0.015, l̃4 = −0.013, l̃II = −0.412, l̃I = 0.616.

7. Сприйнятливiсть системи при T < Tc

Проведемо розрахунок величини σ
(−)
G та сприйнятливостi системи

χ
(−)
G для областi температур T < Tc. Подiбно до (5.1) iз (6.50) маємо

σ
(−)
G = thh′ + 2l̃2f

−2
0 h′ +

6

5
l̃1f

−6/5
0 h′1/5. (7.1)

Основний вклад у (7.1), як i у випадку T > Tc, дає доданок

σ
(−)
Gc = σ′

c0h
′1/5, (7.2)

де

σ′
c0 =

6

5
l̃1f

−6/5
0 . (7.3)

Залежнiсть величини σ
(−)
G вiд h′ при s0 = 2, b/c = 0.3 приведена на

рис. 4. Порiвнюючи значення σ
(−)
G iз значеннями величини σ

(+)
G (див.

рис.2) бачимо, що σ
(−)
G в три рази перевищує σ

(+)
G . Це зрозумiло,

оскiльки при T < Tc в системi iснує вiдмiнний вiд нуля параметр
порядку навiть коли h = 0.

Сприйнятливiсть системи при T < Tc для граничного поля запи-
сується у виглядi

χ
(−)
G = χ′

0 + χ′
1(βh)−4/5, (7.4)

де

χ′
0 = 1 + 2l̃2f

−2
0 − th2(βh),

χ′
1 = 0.24l̃1f

−6/5
0 . (7.5)

Залежнiсть χ
(−)
G вiд поля приведена на рис. 5.

Вiдношення величини сприйнятливостi при T > Tc та T < Tc

зображена на рис.6 при s0 = 2 та b/c = 0.3.
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Рис. 4. Залежнiсть величини σ
(−)
G при T < Tc для s0 = 2, b/c=0.3

для граничного значення поля.
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Рис. 5. Залежнiсть величини χ
(−)
G при T < Tc (s0 = 2, b/c=0.3) для

випадку граничного поля.
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Рис. 6. Вiдношення сприйнятливостi при T > Tc та T < Tc для
значення h = h̃c.
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Рис. 7. Вiдношення величин σ
(+)
G та σ

(−)
G при h = h̃c.
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Для значень поля h′ > 0.01 це вiдношення близьке до одиницi.
При h′ < 0.01 сприйнятливiсть системи при T < Tc бiльша сприй-
нятливостi при T > Tc i в границi h → 0 стає порядку 3. Вiдношення

σ
(+)
G до σ

(−)
G зображено на рис. 7. Як видно, величина σ

(+)
G iндукова-

на полем значно менша за аналогiчну величину σ
(−)
G при T < Tc, де

є додатковий вклад до середнього моменту системи, зобумовленого
наявнiстю спонтанного моменту.
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