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Анотацiя. В рамках методу динамiчного середнього поля розгля-
нуто псевдоспiн-електронну модель у випадку наближення сплаву.
Методом рiвнянь руху отримано енергетичний спектр при врахуван-
нi взаємодiї двох близьких зон з однаковою проекцiєю псевдоспiна.
Розраховано поведiнку хiмiчного потенцiалу у цьому випадку. До-
слiджено вплив параметрiв задачi на появу щiлини в спектрi. Роз-
раховано вплив зовнiшнього поля h та потенцiалу тунелювання Ω
на ефективний кулонiвський потенцiал (вiдношення U

W
при якому

виникає щiлина в спектрi).

Spectrum of pseudospin-electron model in alloy approximation

I.V. Stasyuk, V.O. Krasnov

Abstract. Using dynamical mean field theory pseudospin-electron mod-
el in the case of alloy analogy approximation was investigated. Energetic
spectrum of two near subbands with equal projections of pseuodospin in-
teraction was found using equations of motions method. The behavior of
chemical potential calculated in this case. Influence of model parameters
on appearance of spectrum gap was investigated. Influence of external
field h and tunnelling splitting Ω on effective potential (ratio U

W
of ap-

pearing gap in spectrum).
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1 Препринт

1. Вступ

Псевдоспiн-електронна модель (ПЕМ) за останнi роки набула ши-
рокого застосування у фiзицi сильно корельованих систем. Напри-
клад, у випадку застосування даної моделi до високотемпературної
надпровiдностi отримано результати, що стосуються термодинамiки
таких систем, появи в них неоднорiдних станiв та явищ бiстабiльностi
[1]. В рамках моделi враховується динамiка локально-ангармонiчних
елементiв структури (що описуються за допомогою псевдоспiнових
змiнних), їх взаємодiя з електронами; врахована асиметрiя локаль-
них ангармонiчних потенцiальних ям. Електронна пiдсистема опису-
ється гамiльтонiаном Хаббарда. ПЕМ розв’язується легко у випадку
нульового електронного переносу або вiдсутньої кулонiвської взає-
модiї,також порiвняно простими є випадки W � U та U � W ( де
U - кулонiвський потенцiал одновузлової електронної взаємодiї, а W -
ширина зони провiдностi), коли можна побудувати теорiю збурень.
У випадку U ∼ W теорiєю збурень користуватись не можна i саме в
цьому випадку найбiльше застосування отримав пiдхiд динамiчного
середнього поля (ДСП) започаткований в роботах [2–4]. В рамках ме-
тоду ДСП гамiльтонiан з сильними кореляцiями розглядається для
нескiнченної розмiрностi простору, внаслiдок чого вiдбувається пе-
реформулювання задачi i перехiд до розвязку одновузлового ефек-
тивного гамiльтонiану та самоузгодженої системи рiвнянь для фун-
кцiї Грiна та когерентного потенцiалу Jσ(ω). Тiльки для найбiльш
простих випадкiв можна знайти аналiтичнi розв’язки такої одновуз-
лової задачi. Також мають мiсце наближенi аналiтичнi пiдходи, такi
як: Хаббард-1, Хаббард-3, наближення сплаву (НС), модифiковане
наближення сплаву (МНС), перехiд до яких в рамках ДСП бiльш
докладно описано в [5]. Саме застосування сплавного наближення
до розв’язку одновузлової задачi для ПЕМ i розглянуто в данiй ро-
ботi. ЇЇ метою є дослiдження електронного енергетичного спектру та
встановлення умов, при яких в спектрi iснує щiлина. Критерiї появи
щiлини визначаються залежно вiд значень параметрiв моделi при
обмеженнi однiєю парою пiдзон.

2. Гамiльтонiан задачi

Гамiльтонiан псевдоспiн-електронної моделi записується наступним
чином:

H =
∑

i

Hi +
∑

<i,j>,σ

tija
+
iσajσ (2.1)
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де одновузлова частина гамiльтонiану включає кулонiвське вiдшто-
вхування U , тунельне розщеплення Ω, взаємодiю псевдоспiнiв з еле-
ктронами g та зовнiшнє поле асиметрiї h.

Hi = Uni,↑ni,↓ + E0(ni,↑ + ni,↓) + g(ni,↑ + ni,↓)S
z
i −

ΩSx
i − hSz

i (2.2)

Другий доданок гамiльтонiана (2.1) описує перенос електронiв з ву-
зла на вузол.
У випадку вiдсутностi взаємодiї псевдоспiнiв одновузлова частина
гамiльтонiану виконує роль нульового наближення щодо електрон-
ного переносу. Тому вигiдно ввести наступний одновузловий базис
|R〉 = |ni,↑, ni,↓, S

z
i 〉, котрий складаться з восьми власних векторiв [6]:

|1〉 = |0, 0,
1

2
〉, |1̃〉 = |0, 0,−1

2
〉

|2〉 = |1, 1,
1

2
〉, |2̃〉 = |1, 1,−1

2
〉

|3〉 = |0, 1,
1

2
〉, |3̃〉 = |0, 1,−1

2
〉 (2.3)

|4〉 = |1, 0,
1

2
〉, |4̃〉 = |1, 0,−1

2
〉

Використаємо оператори Хаббарда, що дiють на просторi цих век-
торiв; тодi оператори народження та знищення електронiв, на мовi
яких записано вихiдний гамiльтонiан, можна представити через опе-
ратори Хаббарда наступним чином:

ai,↑ = X14
i +X32

i +X

�

1

�

4
i +X

�

3

�

2
i , ai,↓ = X13

i −X42
i +X

�

1

�

3
i −X

�

4

�

2
i

a+
i,↓ = X31

i −X24
i +X

�

3

�

1
i −X

�

2

�

4
i , a+

i,↑ = X41
i +X23

i +X

�

4

�

1
i +X

�

2

�

3
i

ni,↑ = X44
i +X22

i +X

�

4

�

4
i +X

�

2

�

2
i , ni,↓ = X33

i +X22
i +X

�

3

�

3
i +X

�

2

�

2
i

Sz
i =

1

2
(X11

i −X

�

1

�

1
i +X22

i −X

�

2

�

2
i +X33

i −X

�

3

�

3
i +X44

i −X

�

4

�

4
i )

Sx
i =

1

2
(X1

�

1
i +X

�

11
i +X2

�

2
i +X

�

22
i +X3

�

3
i +X

�

33
i +X

�

44
i +X

�

44
i ) (2.4)
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Вихiдний гамiльтонiан моделi на мовi операторiв Хаббарда запише-
ться так:

Hi = (E0+
g

2
− h

2
)(X33

i +X44
i )+(E0−

g

2
+

h

2
)(X

�

3

�

3
i +X

�

4

�

4
i )

+
h

2
(X

�

1

�

1
i − X11

i ) + (U + 2E0 + g − h

2
)X22

i +

(U + 2E0 − g +
h

2
)X

�

2

�

2
i − Ω

2
(X1

�

1
i + X

�

11
i + X2

�

2
i + X

�

22
i +

X3

�

3
i + X

�

33
i + X

�

44
i + X

�

44
i ) (2.5)

У випадку Ω = 0 цей гамiльтонiан дiагональний, якщо ж розгля-
дати ненульове тунелювання, треба привести його до дiагонального
вигляду. Зробимо це шляхом перетворення повороту:

(
R

R̃

)
=

(
cosφr sin φr

− sin φr cosφr

)(
r

r̃

)
(2.6)

де,

cos(2φr) =
nrg − h√

(nrg − h)2 + Ω2
, n1 = 0, n2 = 2,

n3 = n4 = 1 (2.7)

Таким шляхом ми отримуємо дiагональну форму гамiльтонiана на
мовi операторiв Хаббарда, що дiють вже на новому просторi базис-
них векторiв:

H =
∑

i,r

εrX
rr
i +

∑

<i,j>,σ

tija
+
iσajσ (2.8)

ε1,

�

1 = ±1

2

√
h2 + Ω2,

ε2,

�

2 = 2E0 + U ± 1

2

√
(2g − h)2 + Ω2 (2.9)

ε3,

�

3 = ε4,

�

4 = E0 ±
1

2

√
(g − h)2 + Ω2

Оператори народження та знищення електронiв тепер запишуться
через оператори Хаббарда наступним чином:

ai,σ =
∑

m,n

Aσ
mnXnm

i a+
i,σ =

∑

m,n

Aσ
mnXmn

i (2.10)
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де Xmn
i = |m〉〈n| та:

A
↑
41 = A

↑

�

4

�

1
= cos(φ4−φ1), A

↑
23 = A

↑

�

2

�

3
= cos(φ2−φ3)

A
↑

�

41
= −A

↑

4

�

1
= sin(φ4−φ1), A

↑

�

23
= −A

↑

2

�

3
= sin(φ2−φ3)

A
↓
31 = A

↓

�

3

�

1
= cos(φ3−φ1), A

↓
24 = A

↓

�

2

�

4
= − cos(φ2−φ4)

A
↓

�

31
= −A

↓

3

�

1
= sin(φ3−φ1), A

↓

�

24
= −A

↓

2

�

4
= − sin(φ2−φ4)

3. Метод динамiчного середнього поля

При переходi до нескiнченної розмiрностi простору d = ∞ необхiдно
переписати параметр електронного переносу як:

t =
t∗√
d

(3.1)

це робиться для отримання скiнченої густини станiв. В такiй границi
незвiдна енергетична частина стає локальною [3, 4]:

Σij,σ(ω) = Σσδij , d = ∞ (3.2)

Фур’є-образ такої незвiдної частини буде незалежним вiд хвильового
вектора:

Σσ(~k, ω) = Σσ(ω) (3.3)

Фунцiя Грiна у фур’є-представленнi:

Gσ
k (ω) =

∑

i−j

ei~k( ~Ri− ~Rj)Gij,σ(ω) (3.4)

її можна записати як:

Gσ
k (ω) =

1

[Ξσ(ω)]−1 − tk
(3.5)

що вiдповiдає представленню Ларкiна, де Ξσ(ω) незвiдна частина.
Для розрахунку Ξσ(ω) використовуємо ефективну одновузлову за-
дачу. Як було показано [7], перехiд до ефективного гамiльтонiану
вiдбувається шляхом замiни:

e−βH → e−βHeff = e−βH0 ×

×Texp{−
∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ
′
∑

σ

Jσ(τ − τ
′

)a+
σ (τ)aσ(τ

′

)} (3.6)
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де

H0 = Hi (3.7)

Jσ(τ−τ
′

) - когерентний потенцiал, який визначається самоузгоджено
з тiєї умови, що та сама власно-енергетична частина Ξσ(ω) описує як

граткову функцiю Gσ
k (ω) так i функцiю Грiна G

(a)
σ (ω) ефективної од-

новузлової задачi. Остання в свою чергу повязується з когерентним
потенцiалом наступним чином:

G(a)
σ (ω) =

1

[Ξσ(ω)]−1 − Jσ(ω)
(3.8)

G(a)
σ = Gii,σ(ω) =

1

N

∑

k

Gσ
k (ω) (3.9)

Отже, якщо розвязати ефективну одновузлову задачу iз статисти-
чним оператором exp(−βHeff ) та отримати функцiональну залеж-
нiсть

G(a)
σ (ω) = f([Jσ(ω)]) (3.10)

система рiвнянь (3.5, 3.8, 3.9) замкнеться.

4. Рiвняння руху для функцiй Грiна

Як було показано ранiше [9], для знаходження G
(a)
σ (ω) можна вико-

ристовувати ефективний гамiльтонiан, який формулюється за допо-
могою допомiжного фермi-поля i визначається наступним чином:

H̃eff = H0 + V
∑

σ

(a+
σ ξσ + ξ+

σ aσ) + Hξ (4.1)

H0 - це вузлова частина гамiльтонiана (2.8) записаного на мовi опе-
раторiв Хаббарда;
a+

σ , aσ - також можна представити за допомогою цих операторiв. Ви-
гляд гамiльтонiана оточення Heff невiдомий, але вiдомою вважаєть-
ся функцiя Грiна, побудована на фермi-операторах оточення ξσ, ξ+

σ :

Υσ(ω) = 〈〈ξσ|ξ+
σ 〉〉(Hξ)

ω (4.2)

Як було показано в [9], зв’язок мiж H̃eff та Heff записується за
допомогою усереднення статистичного оператора, побудованого на
ефективному гамiльтонiанi H̃eff , за фермi-операторами оточення:

〈exp(−βH̃eff )〉(Hξ) = exp(−βHeff ) (4.3)
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Функцiю Υσ(ω) пов’язуємо з когерентним потенцiалом Jσ(ω) насту-
пним чином:

2πV 2Υσ(ω) = Jσ(ω) (4.4)

Отже, робочим для знаходження функцiї Грiна G
(a)
σ (ω) та встанов-

лення згаданого вище функцiонального зв’язку (3.10) будемо вважа-
ти наступний гамiльтонiан записаний на мовi операторiв Хаббарда:

H̃eff =
∑

r

εrX
rr + V (a+

↑ ξ↑ + ξ+
↑ a↑ + a+

↓ ξ↓ + ξ+
↓ a↓) +

+Hξ (4.5)

де, εr визначаються згiдно (2.8), а для представлення a↑, a↓ на мовi
операторiв Хаббарда використовуємо спiввiдношення (2.9). В цьому

випадку шукана функцiя G
(a)
σ (ω) запишеться наступним чином:

G
(a)
↑ (ω) ≡ 〈〈a↑|a+

↑ 〉〉 = (4.6)

〈〈(X14 + X

�

1

�

4) cos(φ4−φ1) + (X1

�

4 − X

�

14) sin(φ4−φ1)

+(X32 + X

�

3

�

2) cos(φ2−φ3) + (X3

�

2 − X

�

32) sin(φ2−φ3)|
(X41 + X

�

4

�

1) cos(φ4−φ1) + (X4

�

1 − X

�

41) sin(φ4−φ1)

+(X23 + X

�

2

�

3) cos(φ2−φ3) + (X2

�

3 − X

�

23) sin(φ2−φ3)〉〉

G
(a)
↓ (ω) ≡ 〈〈a↓|a+

↓ 〉〉 = (4.7)

〈〈(X13 + X

�

1

�

3) cos(φ3−φ1) + (X1

�

3 − X

�

13) sin(φ3−φ1)−
(X42 + X

�

4

�

2) cos(φ2−φ4) + (X

�

42 − X4

�

2) sin(φ2−φ4)|
(X31 + X

�

3

�

1) cos(φ3−φ1) + (X

�

31 − X3

�

1) sin(φ3−φ1)−
−(X24 + X

�

2

�

4) cos(φ2−φ4) + (X2

�

4 − X

�

24) sin(φ2−φ4)〉〉

Отже, для знаходження G
(a)
σ (ω) необхiдно розрахувати функцiї Грi-

на типу 〈〈Xmn|Xpq〉〉ω. Для цього запишемо рiвняння руху для Х-
операторiв. Наприклад, для оператора X14:

i
d

dt
X14(t) = [X14, H̃eff ] = (ε4−ε1)X

14+

V cos(φ4−φ1)(X
11+X44)ξ↑+V sin(φ4−φ1)(X

�

44+X1

�

1)ξ↑

+V X12ξ+
↓ cos(φ2−φ4)+V X1

�

2ξ+
↓ sin(φ2−φ4) +

+V X34ξ↓ cos(φ3−φ1) + V X

�

34ξ↓ sin(φ3−φ1) (4.8)
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Подiбнi комутатори треба записати i для iнших Х-операторiв, що
входять до (4.6, 4.7), всього таких операторiв 16. Використавши спiв-
вiдношення (4.8), для функцiї 〈〈X14|X41〉〉ω, отримаємо таке рiвнян-
ня:

(ω − ε4 + ε1)〈〈X14|X41〉〉 =
1

2π
〈X11 + X44〉 +

V 〈〈(X11 + X44) cos(φ4 − φ1)ξ↑|X41〉〉
+V 〈〈sin(φ4 − φ1)(X

�

44 + X1

�

1)ξ↑|X41〉〉
+V 〈〈X12ξ+

↓ cos(φ2 − φ4)|X41〉〉

+V 〈〈X1

�

2ξ+
↓ sin(φ2 − φ4)|X41〉〉

+V 〈〈X34ξ↓ cos(φ3 − φ1)|X41〉〉
+V 〈〈X

�

34ξ↓ sin(φ3 − φ1)|X41〉〉 (4.9)

Наступним кроком буде видiлення незвiдних частин з функцiй Грi-
на вищих порядкiв, як це було запроваджено в [8, 10]. Представимо
комутатор (4.8) як суму лiнiйної, та нелiнiйної частин. Лiнiйна - це
проектування на пiдпростiр операторiв Xmn; нелiнiйна представле-
на операторами Zmn, якi є ортогональними до операторiв базового
пiдпростору:

〈{Zmn, Xpq}〉 = 0 (4.10)

Тепер можна представити комутатор (4.8) як:

[X14, H̃eff ] = (ε4−ε1)X
14+α14

1 X14+α14
2 X

�

1

�

4+α14
3 X1

�

4

+α14
4 X

�

14+α14
5 X32+α14

6 X

�

3

�

2+α14
7 X

�

32+α14
8 X3

�

2+Z14

(4.11)

де коефiцiєнти αmn
i знаходимо з умови ортогональностi (4.10). Так,

для знаходження коефiцiєнтiв α14
1 , α14

2 , α14
3 , α14

4 треба розрахува-
ти наступнi середнi вiд антикомутаторiв 〈{Z14, X41}〉, 〈{Z14, X

�

4

�

1}〉,
〈{Z14, X

�

41}〉,〈{Z14, X4

�

1}〉, пiсля чого отримаємо систему рiвнянь:

�
�
�
�
�

〈X11+X44〉 0 〈X4

�

4〉 〈X

�

11〉

0 〈X

�

1

�

1+X

�

4

�

4〉 〈X1

�

4〉 〈X

�

44〉

〈X

�

44〉 〈X

�

11〉 〈X11+X

�

4

�

4〉 0

〈X1

�

1〉 〈X4

�

4〉 0 〈X44+X

�

1

�

1〉
�

�
�
�
�

×

×

�
�
�
�

α14
1

α14
2

α14
3

α14
4

�
�
�
� = Φ14 (4.12)
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Тут Φ14 - вектор, елементами котрого є середнi вiд добуткiв опера-
торiв Хаббарда та ξ-операторiв.

Φ1
14 = V sin(φ4−φ1)〈ξ↑X

�

41 − X4

�

1ξ↑〉
+V 〈X42ξ+

↓ cos(φ2−φ4) + X4

�

2ξ+
↓ sin(φ2−φ4)〉

+V 〈X31ξ↓ cos(φ3−φ1) + X

�

31ξ↓ sin(φ3−φ1)〉;
Φ2

14 = 0; (4.13)

Φ3
14 = V 〈X

�

41ξ↑ cos(φ4−φ1) − X

�

4

�

1ξ↑ sin(φ4−φ1)〉
+V 〈X

�

42ξ+
↓ cos(φ2−φ4)〉 + V 〈X

�

4

�

2ξ+
↓ sin(φ2−φ4)〉;

Φ4
14 = V 〈X4

�

1ξ↑ cos(φ4−φ1) + X
�

4
�

1ξ↑ sin(φ4−φ1)〉
+V 〈X3

�

1ξ↓ cos(φ3−φ1)〉 + V 〈X
�

3

�

1ξ↓ sin(φ3−φ1)〉;

Так само шукаємо коефiцiєнти α14
5 , α14

6 , α14
7 , α14

8 , для чого записує-
мо середнi 〈{Z14, X32}〉, 〈{Z14, X

�
3

�
2}〉, 〈{Z14, X

�

32}〉, 〈{Z14, X3

�

2}〉. Тодi
оператор Z14 пiсля проектування на базовi Х-оператори представи-
ться наступним чином:

Z14 = V cos(φ4 − φ1)(X
11 + X44)ξ↑

+V sin(φ4 − φ1)(X

�

44 + X1

�

1)ξ↑ + V X12ξ+
↓ cos(φ2−φ4)

+V X1

�

2ξ+
↓ sin(φ2 − φ4) + V X34ξ↓ cos(φ3 − φ1) +

+V X

�

34ξ↓ sin(φ3 − φ1) − α14
1 X14 − α14

2 X

�

1

�

4 − α14
3 X1

�

4

−α14
4 X

�

14 − α14
5 X32 − α14

6 X

�

3

�

2 − α14
7 X

�

32 − α14
8 X3

�

2 (4.14)

Аналогiчним чином записуємо рiвняння руху подiбнi до (4.9) для
iнших операторiв Хаббарда X

�

1

�

4, X1

�

4 . . . X3

�

2. Виконавши це, отрима-
ємо матричне рiвняня:

Â

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

〈〈X14|X41〉〉

〈〈X

�

1

�

4|X41〉〉

〈〈X1

�

4|X41〉〉

〈〈X

�

14|X41〉〉
〈〈X32|X41〉〉

〈〈X

�

3

�

2|X41〉〉

〈〈X3

�

2|X41〉〉

〈〈X

�

32|X41〉〉

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

〈X11+X44〉
2π

+ 〈〈Z14|X41〉〉

〈〈Z

�

1

�

4|X41〉〉

〈〈Z1

�

4|X41〉〉

〈〈Z

�

14|X41〉〉
〈〈Z32|X41〉〉

〈〈Z

�

3

�

2|X41〉〉

〈〈Z3

�

2|X41〉〉

〈〈Z

�

32|X41〉〉

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

(4.15)
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де

Â =




ω − ε41 − α14
1 · · · −α

�

72
1

−α14
2 · · · −α

�

72
2

−α14
3 · · · −α

�

72
3

−α14
4 · · · −α

�

72
4

−α14
5 · · · −α

�

72
5

−α14
6 · · · −α

�

72
6

−α14
7 · · · −α

�

72
7

−α14
8 · · · ω − ε �

32 − α

�

72
8




(4.16)

Для знаходження функцiй Грiна 〈〈Zmn|X41〉〉 записуємо рiвняння
руху з диференцiюванням за другим часовим аргументом:

〈〈Z14|X41〉〉(ω−ε41) = 〈〈Z14|X41〉〉α14
1 +〈〈Z14|X

�

4

�

1〉〉α14
2

+〈〈Z14|X1

�

4〉〉α14
3 + 〈〈Z14|X

�

14〉〉α14
4 + 〈〈Z14|X23〉〉α14

5

+〈〈Z14|X

�

2

�

3〉〉α14
6 + 〈〈Z14|X

�

23〉〉α14
7 + 〈〈Z14|X2

�

3〉〉α14
8

+〈〈Z14|Z41〉〉 (4.17)

Всi попереднi розрахунки проводились для фунцiй Грiна, що мiстять
лише оператор X41 в правiй частинi. Виконуючи вищезастосованi
для функцiй Грiна з iншими операторами, отримаємо рiвняння типу
(4.15) для решти функцiй Грiна. Об’єднаємо їх разом у матричну
функцiю Грiна:

Ĝ↑ = 2π




〈〈X14|X41〉〉 · · · 〈〈X14|X

�

32〉〉
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

〈〈X

�

32|X41〉〉 · · · 〈〈X

�

32|X

�

32〉〉


 (4.18)

Для цiєї функцiї отримується наступне рiвняння:

Ĝ↑ = Ĝ0

↑ + Ĝ0

↑P̂↑Ĝ
0

↑ (4.19)

В цьому рiвняннi Ĝ0

↑ грає роль незбуреної функцiї Грiна. Вона ви-
значається як :

Ĝ0

↑ = Â−1Î↑ (4.20)

Матриця:

P̂↑ = 2πÎ↑




〈〈Z14|Z41〉〉 · · · 〈〈Z14|Z

�

32〉〉
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

〈〈Z

�

32|Z41〉〉 · · · 〈〈Z

�

32|Z
�

32〉〉


 Î↑, (4.21)
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Î↑ =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

A−1
14 0 0 0 0 0 0 0
0 A−1�

1

�

4
0 0 0 0 0 0

0 0 A−1

1

�

4
0 0 0 0 0

0 0 0 A−1�

14
0 0 0 0

0 0 0 0 A−1
32 0 0 0

0 0 0 0 0 A−1�

3

�

2
0 0

0 0 0 0 0 0 A−1

3

�

2
0

0 0 0 0 0 0 0 A−1�
32

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

(4.22)

, де Apq = 〈Xpp + Xqq〉; має в даному випадку змiст матрицi роз-
сiяння. Виражаючись через незвiднi функцiї Грiна вона мiстить по-
правки другого та вищих порядкiв розкладу за V . Такий розклад дає
можливiсть визначити масовий оператор наступним чином (див. [9]):

P̂↑ = M̂↑ + M̂↑Ĝ
0

↑M̂↑ + M̂↑Ĝ
0

↑M̂↑Ĝ
0

↑M̂↑ + · · · ,

M̂↑ = P̂↑|ir (4.23)

В цьому випадку рiвняння (4.19) отримує вигляд рiвняння типу Дай-
сона:

Ĝ↑ = Ĝ0

↑ + Ĝ0

↑M̂↑Ĝ↑; (4.24)

розв’язком цього рiвняння є функцiя Грiна:

Ĝ↑ = (1 − Ĝ0

↑M̂↑)
−1Ĝ0

↑ (4.25)

5. Рiзночасовi розщеплення незвiдних функцiй

Грiна

Для рохрахунку елементiв матрицi P̂↑ будемо використовувати ме-
тод рiзночаслвого розщеплення, описаний в [11]. В даному випадку
це проявляється в незалежному усередненнi добуткiв X та ξ операто-
рiв. Як було показано вище, функцiю 〈〈Z14|Z41〉〉 можна розглядати
як побудовану на незвiдних операторах (4.14) якi представимо у ви-
глядi:

1

V
Z14 = cos(φ4−φ1) ˜(X11+X44)ξ↑+X̃12ξ+

↓ cos(φ2−φ4)

+sin(φ4−φ1)
˜(X

�

44+X1

�

1)ξ↑+ ˜
X1

�

2ξ+
↓ sin(φ2−φ4)

+X̃34ξ↓ cos(φ3−φ1)+
˜
X

�

34ξ↓ sin(φ3−φ1) (5.1)
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Розглянемо окремо складовi доданки функцiї 〈〈Z14|Z41〉〉.
Функцiя Грiна 〈〈 ˜(X11+X44)ξ↑| ˜ξ+

↑ (X11+X44)〉〉ω ≡ I1(ω): згiдно спе-
ктральної теореми:

I1(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞

dω′

ω − ω′
(eβω′

+ 1) × (5.2)

×
∫ ∞

−∞

dt

2π
e−iω′t〈ξ+

↑ (t)(X11+X44)t(X
11+X44)ξ↑〉ir

У випадку рiзночасового розщеплення, беручи базисний корелятор
у нульовому наближеннi,матимемо:

〈ξ+
↑ (t)(X11+X44)t(X

11+X44)ξ↑〉ir ≈
≈ 〈(X11+X44)t(X

11+X44)〉〈ξ+
↑ (t)ξ↑〉, (5.3)

〈(X11+X44)t(X
11+X44)〉 ≈ 〈(X11+X44)2〉 = A14

Згiдно з (5.2) отримаємо:

I1(ω) = A14〈〈ξ↑|ξ+
↑ 〉〉 (5.4)

Функцiя Грiна 〈〈 ˜(X1

�

1+X

�

44)ξ↑| ˜
ξ+
↑ (X

�

11+X4

�

4)〉〉ω ≡ I2(ω):

〈ξ+
↑ (t)(X

�

11+X
4

�

4)t(X
1

�

1+X

�

44)ξ↑〉
ir ≈

≈ 〈(X

�

11+X
4

�

4)t(X
1

�

1+X

�

44)〉〈ξ+
↑ (t)ξ↑〉,

〈(X

�

11+X
4

�

4)t(X
1

�

1+X

�

44)〉 = 〈(X

�

11
t X

1

�

1+X
4

�

4
t X

�

44〉 =

exp[i(ε �1−ε1)t]〈X

�

1

�

1〉 + exp[i(ε4 − ε �4)t]〈X
44〉 (5.5)

Використовуючи це наближення, отримаємо:

I2(ω) =
1

2
〈X44+X

�

4

�

4〉〈〈ξ↑|ξ
+
↑ 〉〉ω−ε4+ε �

4

+
1

2
〈X11+X

�

1

�

1〉〈〈ξ↑|ξ
+
↑ 〉〉ω−ε �

1
+ε (5.6)

+
1

2π
〈X

�

4

�

4−X
44〉

�∞

−∞

thβω′

2
[−2Im〈〈ξ↑|ξ

+
↑ 〉〉ω′+iδ]dω′

ω − ω′ − ε4 + ε �4

+
1

2π
〈X11−X

�

1

�

1〉

�∞

−∞

thβω′

2
[−2Im〈〈ξ↑|ξ

+
↑ 〉〉ω′+iδ]dω′

ω − ω′ − ε �1 + ε1
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Функцiя 〈〈X̃12ξ+
↓ |ξ̃↓X21〉〉 ≡ I3(ω):

〈ξ↓(t)X
21(t)X12

ξ
+
↓ 〉ir ≈ 〈X21(t)X12〉〈ξ↓(t)ξ

+
↓ 〉

〈X21(t)X12〉 = exp[i(ε2 − ε1)t]〈X
22〉

I3(ω) =
1

2
〈X11+X

22〉〈〈ξ+
↓ |ξ↓〉〉ω−ε2+ε1

(5.7)

+
1

2π
〈X11−X

22〉

�∞

−∞

thβω′

2
[−2Im〈〈ξ+

↓ |ξ↓〉〉ω′+iδ]dω′

ω − ω′ − ε2 + ε1

Функцiя 〈〈X̃34ξ↓|ξ̃+
↓ X43〉〉 ≡ I4(ω):

〈ξ+
↓ (t)X43(t)X34

ξ↓〉
ir ≈ 〈X43(t)X34〉〈ξ↓(t)ξ

+
↓ 〉

〈X43(t)X34〉 ≈ 〈X44〉

I4(ω) = 〈X44〉〈〈ξ↓|ξ
+
↓ 〉〉ω (5.8)

Функцiя 〈〈 ˜
X1

�

2ξ+
↓ |

˜
ξ↓X

�

21〉〉 ≡ I5(ω):

〈ξ↓(t)X

�

21(t)X1
�

2
ξ
+
↓ 〉ir ≈ 〈X

�

21(t)X1

�

2〉〈ξ↓(t)ξ
+
↓ 〉

〈X

�

21(t)X1

�
2〉 = exp[i(ε �2 − ε1)t]〈X

�

2

�

2〉

I5(ω) =
1

2
〈X11+X

�

2

�

2〉〈〈ξ+
↓ |ξ↓〉〉ω−ε �

2
+ε1

(5.9)

+
1

2π
〈X11−X

�

2

�

2〉

�∞

−∞

thβω′

2
[−2Im〈〈ξ+

↓ |ξ↓〉〉ω′+iδ]dω′

ω − ω′ − ε �2 + ε1

Функцiя 〈〈˜
X

�

34ξ↓| ˜
ξ+
↓ X4

�

3〉〉 ≡ I6(ω):

〈ξ+
↓ (t)X4

�

3(t)X

�

34ξ↓〉ir ≈ 〈X4

�

3(t)X3

�

4〉〈ξ+
↓ (t)ξ↓〉

〈X4

�

3(t)X

�

34〉 = exp[i(ε4 − ε �

4)t]〈X44〉

I6(ω) =
1

2
〈X44+X

�

3

�

3〉〈〈ξ↓|ξ+
↓ 〉〉ω−ε4+ε �

3
(5.10)

+
1

2π
〈X44−X

�

3

�

3〉
∫ ∞

−∞

thβω′

2 [−2Im〈〈ξ↓|ξ+
↓ 〉〉ω′+iδ]dω′

ω − ω′ − ε4 + ε �

3

Таким чином, незвiдну функцiю Грiна 〈〈Z14|Z41〉〉, можна предста-
вити в результатi як:

〈〈Z14|Z41〉〉 1

V 2
= cos2(φ4 − φ1)A14〈〈ξ↑|ξ+

↑ 〉〉 + R14
(1)↑(ω)

+R14
(2)↑(ω) (5.11)
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де в функцiю R14
(1)↑(ω) входять наступнi нелiнiйнi стосовно Jσ(ω) до-

данки, котрi враховують внески пов’язанi з переворотом спiну та
участю електронних дiрок та двiйок:

R14
(1)↑(ω) =

1

2
sin2(φ4 − φ1)A4

�

4〈〈ξ↑|ξ+
↑ 〉〉ω−ε4+ε �

4

+
1

2
sin2(φ4 − φ1)A1

�

1〈〈ξ↑|ξ+
↑ 〉〉ω−ε �

1
+ε

+
1

2
cos2(φ2 − φ4)A12〈〈ξ+

↓ |ξ↓〉〉ω−ε2+ε1

+〈X44〉 cos2(φ3 − φ1)〈〈ξ↓|ξ+
↓ 〉〉ω (5.12)

+
1

2
sin2(φ2 − φ4)〈X11 + X

�

2

�

2〉〈〈ξ+
↓ |ξ↓〉〉ω−ε �

2
+ε1

+
1

2
sin2(φ3 − φ1)〈X44 + X

�

3

�

3〉〈〈ξ↓|ξ+
↓ 〉〉ω−ε4+ε �

3

а функцiя R14
(2)↑(ω), що враховує процеси розсiяння, записується на-

ступним чином:

R
14
(2)↑(ω) =

1

2π
sin2

φ41〈X

�

4

�

4−X
44〉

�∞

−∞

thβω′

2
[−2Im〈〈ξ↑|ξ

+
↑ 〉〉ω′+iδ]dω′

ω − ω′ − ε4 + ε �4
+

1

2π
sin2

φ41〈X
11−X

�

1

�

1〉

�∞

−∞

thβω′

2
[−2Im〈〈ξ↑|ξ

+
↑ 〉〉ω′+iδ]dω′

ω − ω′ − ε �1 + ε1
+

1

2π
cos2 φ24〈X

11−X
22〉

�∞

−∞

thβω′

2
[−2Im〈〈ξ+

↓ |ξ↓〉〉ω′+iδ]dω′

ω − ω′ − ε2 + ε1
+

1

2π
sin2

φ24〈X
11−X

�

2

�

2〉

�∞

−∞

thβω′

2
[−2Im〈〈ξ+

↓ |ξ↓〉〉ω′+iδ]dω′

ω − ω′ − ε �2 + ε1
+

1

2π
sin2

φ31〈X
44−X

�

3

�

3〉

�∞

−∞

thβω′

2
[−2Im〈〈ξ↓|ξ

+
↓ 〉〉ω′+iδ]dω′

ω − ω′ − ε4 + ε �3
(5.13)

,де sin φpq = sin(φp−φq). Доданки типу R14
(1)↑(ω) та R14

(2)↑(ω) враховую-
ться по рiзному в рамках рiзноманiтних наближень. Так, наприклад
в наближеннi Хаббард-3 враховувався б тiльки перший з них [5, 9].
Далi в цiй роботi розглядається наближення сплаву, в цьому випадку
доданки (5.12, 5.13) не враховуються.
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6. Випадок двох близьких пiдзон у сплавному на-

ближеннi

Використання наближення сплаву приводить до спрощення матрич-
них виразiв для незбуреної функцiй Грiна та масового оператора. Це
пов’язано з тим, що при цьому нехтується середнiми 〈Xmnξσ〉 (вони
описують змiщення електронних рiвнiв стосовно початкових поло-
жень див. [9] а також [5]) та доданками типу R14

(1,2)↑(ω) у виразах
для незвiдних функцiй Грiна (5.11). В наближеннi сплаву, матриця
незбуреної функцiї Грiна є дiагональною:

Ĝ0

↑ =

(
Ĝ0

↑(141̃4̃) 0

0 Ĝ0

↑(323̃2̃)

)
(6.1)

Ĝ0

↑(141̃4̃) =




A14

ω−ε41

0 0 0

0
A �

1

�
4

ω−ε �
4

�
1

0 0

0 0
A

1

�

4

ω−ε �

41

0

0 0 0
A �

14

ω−ε
4

�

1




Ĝ0

↑(323̃2̃) =




A32

ω−ε23

0 0 0

0
A �

3

�

2

ω−ε �

2

�

3

0 0

0 0
A

3

�

2

ω−ε �

23

0

0 0 0
A �

32

ω−ε
2

�

3




Матрицю масового оператора можна в цьому випадку записати як:

M̂↑ =

(
M̂↑(141̃4̃) 0

0 M̂↑(323̃2̃)

)
(6.2)

M̂↑(141̃4̃) = J↑(ω)× (6.3)

×




cos2 φ41

A14

0 sin 2φ41〈X
11〉

2A14A
1

�

4

− sin 2φ41〈X
44〉

2A14A �

14

0 cos2 φ41

A �

1

�

4

sin 2φ41〈X

�

4

�

4〉
2A

1

�

4
A �

1

�

4

− sin 2φ41〈X

�

1

�

1〉
2A �

14
A �

1

�

4

sin 2φ41〈X
11〉

2A
1

�

4
A14

sin 2φ41〈X

�

4

�

4〉
2A

1

�

4
A �

1

�

4

sin2 φ41

A
1

�

4

0

− sin 2φ41〈X
44〉

2A14A �

14

− sin 2φ41〈X

�

1

�

1〉
2A �

14
A �

1

�

4

0 sin2 φ41

A �

14




M̂↑(323̃2̃) = J↑(ω)× (6.4)
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×

�
�
�
�
�
�
�
�

cos2 φ32

A32
0 sin 2φ23〈X

33〉
2A32A

3

�

2

− sin 2φ23〈X
22〉

2A32A �

32

0 cos2 φ32

A �

3

�

2

sin 2φ23〈X

�

2

�

2〉
2A

3

�

2
A �

3

�

2

− sin 2φ23〈X

�

3

�

3〉
2A �

32
A �

3

�

2

sin 2φ23〈X
33〉

2A
3

�

2
A32

sin 2φ23〈X

�

2

�

2〉
2A

3

�

2
A �

3

�

2

sin2 φ32

A
3

�

2

0

− sin 2φ23〈X
22〉

2A32A �

32

− sin 2φ23〈X

�

3

�

3〉
2A �

32
A �

3

�

2

0 sin2 φ23

A �

32

�
�
�
�
�
�
�
�

Матрична функцiя Грiна в цьому випадку, також як i масовий опе-
ратор, складатиметься з двох незалежних блокiв:

Ĝ↑ =

(
Ĝ↑(141̃4̃) 0

0 Ĝ↑(323̃2̃)

)
(6.5)

Щоб зробити висновок щодо середнiх Apq вiд Х-операторiв необхiдно
проаналiзувати поведiнку незбурених одноелектронних рiвнiв. Вiдо-
мо, що енергiя εp при низьких температурах визначає середнє вiд
оператора 〈Xpp〉 ∼ exp(−βεp), тобто визначальними є тi середнi вiд
Х-операторiв яким вiдповiдають нижчi рiвнi енергiї. На рис.1,2 пока-
зано залежнiсть енергiй одноелектронних рiвнiв вiд зовнiшнього по-
ля при рiзних значеннях параметра тунелювання. Такими при вико-
ристаних спiввiдношеннях мiж параметрами моделi, є рiвнi ε �

1 . . . ε �

4

з вiд’ємною проекцiєю псевдоспiна (на базисi станiв |r〉, |r̃〉). Енер-
гiї електронних переходiв, що вiдповiдають енергетичнiй схемi на-
веденiй на рис. 2, зображено на рис.3. Важливу роль при перехо-
дi до наближення взаємодiї двох близьких пiдзон вiдiграє параметр
∆ = ε �

2

�

3−ε �

4

�

1 [12]. Як було показано [13] у випадку нульового переносу
параметр ∆ виконує роль ефективної енергiї одновузлової взаємодiї
електронiв з псевдоспiнами. Дiаграма ∆ = 0 для параметрiв U, Ω, h

показано на рис.4, де значення параметрiв U, Ω, що лежать на кри-
вiй вiдповiдають випадку ∆ = 0. А значення параметрiв U, Ω ,що
лежать нижче цiєї кривої вiдповiдають випадку ефективного притя-
гання ∆ < 0.
При врахуваннi взаємодiї мiж пiдзонами (у випадку вузьких зон
W � g, U ) можна видiлити декiлька можливих ситуацiй: випадок
малої ефективної взаємодiї (∆ . W ), коли накладаються зони (1̃4̃)
та (3̃2̃); випадок малої величини тунелювання Ω . W ,коли наклада-
ються зони (1̃4̃) та (14̃); а також випадок ефективного притягання
(∆ < 0) . Далi ми розглядаємо перший з перерахованих випадкiв,
тобто взаємодiю зон (1̃4̃) та (3̃2̃). В цьому випадку функцiя Грiна
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G
(a)
↑ (ω) матиме вигляд:

G
(a)
↑ (ω) = 〈〈X

�

1

�

4|X

�

4

�

1〉〉 + 〈〈X

�

3

�

2|X

�

2

�

3〉〉 = (6.6)

〈X

�

1

�

1+X

�

4

�

4〉 cos2 φ41

ω − ε �

4

�

1 − J↑ cos2(φ4 − φ1)
+

〈X

�

3

�

3+X

�

2

�

2〉 cos2 φ32

ω − ε �

2

�

3 − J↑ cos2(φ3 − φ2)

Це i є рiвняння (3.10) для випадку наближення сплаву при врахуван-
нi лише взаємодiї двох близьких зон (1̃4̃) та (3̃2̃). Тепер скористав-
шись локальнiстю функцiї Ξσ(ω) отримаємо зв’язок вузлової функцiї
Грiна G

(a)
↑ (ω) та когерентного потенцiалу J↑(ω) iншим шляхом, для

цього замiнимо пiдсумовування в (3.9) на iнтегрування за густиною
станiв:

G
(a)
↑ (ω) =

1

N

∑

~k

1

[Ξσ(ω)]−1−tk
=

∫ ∞

−∞

dt
ρ(t)

[Ξσ(ω)]−1−tk
(6.7)

Пiдставивши напiвелiптичну густину станiв
ρ(t) = 2

πW 2

√
W 2 − t2 та проiнтегрувавши праву частину (6.7) отри-

маємо просте рiвняння для знаходження когерентного потенцiалу:

J↑ =
W 2

4

[ 〈X
�

1

�

1+X

�

4

�

4〉 cos2 φ41

ω−ε �

4

�

1−J↑ cos2 φ41
+

〈X

�

3

�

3+X

�

2

�

2〉 cos2 φ32

ω−ε �

2

�

3−J↑ cos2 φ32

]

(6.8)

Також треба враховувати, що:

〈X

�

1

�

1 + X

�

4

�

4〉 = 1 − n

2
(6.9)

〈X

�

3

�

3 + X

�

2

�

2〉 =
n

2

Рiвняння для знаходження хiм.потенцiалу має тут вигляд:

〈X

�

4

�

4〉 = 〈X

�

3

�

3〉 (6.10)

де середнi Х-операторiв визначаємо згiдно спектральної теореми.
В цiлому поведiнку хiмiчного потенцiалу та країв електронних зон
при змiнi середнього числа заповнення можемо дослiдити розв’язу-
ючи рiвняння (6.8, 6.10). У випадку T → 0, (β → ∞) для хiмiчного
потенцiалу отримаємо наступну залежнiсть вiд n показану на рис.5.
Наведено випадок двох окремих зон, що не перекриваються.
В залежностi вiд спiввiдношення мiж вхiдними параметрами задачi,



17 Препринт

ми можемо спостерiгати як двi окремих так i одну спiльну зону, яку
вони утворюють внаслiдок накладання. Так на рис.6 показано два
таких випадки.
Залежностi критичного параметру Ueff при якому вiдбувається змi-
на топологiї кривої ρ(ω) (перехiд вiд двох окремих зон до однiєї спi-
льної при U > Ueff ) вiд поля асиметрiї та параметра тунелювання
показано на рис.7,8.
На рис.9 показано величину критичного значення параметра туне-
лювання як функцiю зовнiшнього поля при рiзних значеннях U . При
Ω менших критичного в спектрi iснує щiлина. Вiдповiдно, зони роз-
щепленi при великих значеннях параметра ∆, коли ∆ > ∆crit Пове-
дiнка параметра ∆crit = (ε �

2

�

3−ε �

4

�

1)U=Ueff
як функцiї h та Ω показана

на рис.10,11.

7. Висновки

В рамках методу запропонованого в [9] для моделi Хаббарда розгля-
нуто псевдоспiн-електронну модель у випадку наближення сплаву.
Отримано енергетичний спектр при врахуваннi взаємодiї двох бли-
зьких зон (1̃4̃) та (3̃2̃). Розраховано поведiнку хiм. потенцiалу у цьо-
му випадку. Дослiджено вплив параметрiв задачi на появу щiлини в
спектрi. Проаналiзовано вплив поля асиметрiї h та параметру туне-
лювання Ω на значення ефективного кулонiвського потенцiалу Ueff

та параметра ∆crit. при яких виникає щiлина в спектрi. Данi розра-
хунки проводились для випадку малої ефективної взаємодiї ∆ . W ,
в подальшому планується розглянути iншi спiввiдношення мiж па-
раметрами моделi, зокрема такий, що вiдповiдає iншим значенням
поля h та при яких реалiзується випадок малої величини тунелю-
вання Ω . W .
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Рис. 1. Одноелектроннi рiвнi енергiї εp як функцiя h

n = 1.0, g = 1.0, U = 0.2, Ω = 1.1

Рис. 2. Одноелектроннi рiвнi енергiї εp як функцiя h

n = 1.0, g = 1.0, U = 0.2, Ω = 0.5
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Рис. 3. Енергiї одноелектронних переходiв εpq = εp − εq як функцiя
h

n = 1.0, g = 1.0, U = 0.2, Ω = 0.5

Ω

Рис. 4. Дiаграма ∆ = 0. Для точок, що лежать пiд кривою - ∆ < 0
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Рис. 5. Хiмiчний потенцiал та краї зон (1̃4̃) та 3̃2̃ в залежностi вiд n

при нульовiй температурi. Зона (1̃4̃) - нижня.
g = 1.0, W = 0.1, U = 0.3, Ω = 0.5, h = −0.1

ω

ρ ω

ω

ρ(ω)

Рис. 6. Густини станiв ρ(ω) у випадку двох окремих та спiльної еле-
ктронних зон
Ω = 0.5, h = −0.1, n = 1.0, (U = 0.3- двi зони, U = 0.2 -спiльна
зона)
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Ω=0.5

Ω=0.7
Ω=0.9
Ω=1.1

Рис. 7. Залежнiсть критичного кулонiвського потенцiалу Ueff вiд
поля асиметрiї при рiзних значеннях параметра тунелювання
n = 1.0, g = 1.0, W = 0.1

Ω

Рис. 8. Залежнiсть критичного кулонiвського потенцiалу вiд пара-
метра тунелювання при рiзних величинах поля асиметрiї h

n = 1.0, g = 1.0, W = 0.1
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Ω

Рис. 9. Критичне значення параметра тунелювання як функцiя поля
асиметрiї при рiзних величинах ефективного кулонiвського потенцi-
алу
n = 1.0, g = 1.0, W = 0.1

Ω

∆

Рис. 10. Залежнiсть ефективного параметру ∆crit вiд параметру ту-
нелювання при рiзних значеннях асиметричного поля.
n = 1.0, g = 1.0, W = 0.1
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∆

Ω=1.0

Ω=0.8
Ω=0.7
Ω=0.6

Ω

Рис. 11. Залежнiсть ефективного параметру ∆crit вiд асиметричного
поля при рiзних значеннях параметру тунелювання.
n = 1.0, g = 1.0, W = 0.1
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