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1. Вступ

Одним iз основних методiв дослiдження властивостей напiвобме-
женого систем на сьогоднiшнiй день є метод функцiоналу густини
(DFT) [1, 2], який по своїй сутi є одночастинковим пiдходом, незва-
жаючи на його можливi модифiкацiї (LDA,GGA та iн.). Тому в DFT
неможливо коректно врахувати колективнi явища (сили зображен-
ня, слабкий зв’язок i т.д.) [3, 4].

Першою спробою побудови багаточастинкової теорiї неоднорiдно-
го електронного газу була праця [6], де сформульовано систему п’яти
рiвнянь (GWA-наближення). Поєднання GWA пiдходу з DFT з ме-
тою врахування багаточастинкових ефектiв для виправлення недолi-
кiв DFT розглядалась в [5], однак цей пiдхiд вимагає багато некон-
трольованих спрощень при проведеннi чисельних розрахункiв, що
проявилось у вiдсутностi осциляцiй ефективного парного мiжелект-
ронного потенцiалу взаємодiї.

Авторами у працях [7–9] iз застосуванням методу функцiонально-
го iнтегрування розвинуто пiдхiд для розрахунку термодинамiчних
функцiй та структурних функцiй розподiлу неоднорiдного електрон-
ного газу. Цi характеристики представляються у виглядi розкладiв
за ефективним потенцiалом мiжелектронної взаємодiї, який врахо-
вує як наявнiсть сил зображення так i колективнi ефекти (екрану-
вання). В данiй роботi дослiджується ефективний парний потенцi-
ал мiжелектронної взаємодiї та двочастинкова кореляцiйна функцiя
“густина–густина”. У роботi запропоновано наближення, якi дають
змогу аналiтично розрахувати двочастинкову кореляцiйну функцiю
та ефективний потенцiал, а також знайти їх асимптотики. Корек-
тнiсть цих наближень дослiджується шляхом порiвняння з даними
чисельних розрахункiв.

2. Модель

Розглядаємо напiвобмежений простий метал в рамках моделi “желе”,
тобто iонна пiдсистема металу моделюється рiвномiрно розподiленим
додатним зарядом, який обмежений площиною подiлу z = −d, з гу-
стиною:

%+(x, y, z) ≡ %+(z) = nbulk θ(−d − z), (2.1)

де θ(x) — функцiя Хевiсайда:

θ(x) =

{
1, x > 0,
0, x < 0,
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nbulk — концентрацiя електронiв, d > 0 — параметр, який визнача-
ється самоузгоджено з умови електронейтральностi

+∞∫

−∞

dz
(
%(z) − %+(z)

)
= 0, (2.2)

де %(z) — густина електронiв.
Будемо вважати, що iонна пiдсистема формує поверхневий по-

тенцiал для електронiв, який не дозволяє їм покинути метал. Цей
поверхневий потенцiал моделюємо нескiнченно високою потенцiаль-
ною стiнкою:

V (z) =

{
∞, z > 0,
0, z < 0.

(2.3)

Така модель фiзично правильно вiдображає реальну ситуацiю та до-
пускає аналiтичнi розв’язки вiдповiдного рiвняння Шредiнгера.

Власнi функцiї та власнi значення цього потенцiалу є такими:

ϕα(z) =
2√
L

sin(αz)θ(z), εα =
~

2α2

2m
, α =

2πk

L
, k = 1, 2, . . . , (2.4)

де L визначає область змiни нормальної до площини подiлу коор-
динати електрона: z ∈ [−L/2, +∞), причому L прямує до ∞ так,
що має мiсце термодинамiчна границя. Враховуючи, що поверхне-
вий потенцiал V (z) є функцiєю лише нормальної до поверхнi подiлу
координати електрона, хвильова функцiя електрона та його енергiя
є такi:

Ψp,α(r, z) =
1√
S

eiprϕα(z), Eα(p) =
~

2(p2 + α2)

2m
, (2.5)

де ~p — двовимiрний iмпульс електрона в площинi подiлу.
У представленнi вторинного квантування, яке побудоване на хви-

льових функцiях (2.5), гамiльтонiан системи є таким:

H = H0 −
1

2S
N

∑

q

′

ν(q|0)

+
1

2SL

∑

q

′
∑

k

νk(q)ρk(q)ρ−k(−q),
(2.6)

де
H0 =

∑

p,α

Eα(p)a†
α(p)aα(p) (2.7)
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— гамiльтонiан системи без врахування кулонiвської взаємодiї мiж
електронами, ν (q|z − z′) = 2πe2

q e−q|z−z′| — двовимiрний фур’є-

образ кулонiвської взаємодiї, q = (qx, qy), qx,y = 2π√
S
mx,y, mx,y =

0,±1,±2, . . ., νk(q) = 4πe2/(q2 + k2) — фур’є-образ кулонiвської
взаємодiї, k = 2π

L n, n = 0,±1,±2, . . ., ρk(q) — змiшане фур’є-
представлення локальної густини електронiв:

ρk(q) =
∑

p,α,α′

〈α|e−ikz |α′〉a†
α(p)aα′ (p− q), (2.8)

〈α| . . . |α′〉 =

+∞∫

−∞

dz ϕ∗
α(z) . . . ϕα(z),

a†
α(p), aα(p) — вiдповiдно оператори народження та знищення елек-

трона в станi (p, α), причому мають мiсце стандартнi комутацiйнi
спiввiдношення:

{
aα1

(p1), a
†
α2

(p2)
}

= δp1,p2
δα1,α2

; (2.9)

N =
∑
p,α

a†
α(p)aα(p) — оператор кiлькостi частинок; штрих бiля суми

у формулi (2.6) означає вiдсутнiсть доданкiв при q = 0, що зумовлено
умовою електронейтральностi (2.2).

3. Ефективний потенцiал мiжелектронної взаємо-

дiї

Ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї є розв’язком iнтег-
рального рiвняння (див., наприклад, [5, 7]):

g(q|z1, z2) = ν(q|z1 − z2)

+
β

SL2

+∞∫

−∞

dz

+∞∫

−∞

dz′ν(q|z1 − z)M(q|z, z′)g(q|z′, z2),
(3.10)

де
M(q|z, z′) =

∑

k′,k

Mk,k′(q,−q)eikz+ik′z′

, (3.11)

Mk,k′ (q,−q) = i2〈Tρk(q)ρk′ (−q)〉0 (3.12)

— двочастинкова кореляцiйна функцiя “густина–густина” в набли-
женнi iдеального обмiну у випадку низьких температур (βµ � 1, де
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β — обернена термодинамiчна температура, µ — хiмiчний потенцiал
електронного газу),

〈. . .〉0 =
Sp e−β(H0−µN) . . .

Sp e−β(H0−µN)
.

3.1. Розрахунок M(q|z, z′)

Розглянемо координатне представлення кореляцiйної функцiї

M(r, z, z′) =
1

S

∑

q

eiqr
M(q|z, z′) =

1

2π

∞∫

0

dq qJ0(qr)M(q|z, z′),

де J0(x) — цилiндрична функцiя Бесселя, r — вiдстань мiж електро-
нами в площинi подiлу, M(q|z, z′) — кореляцiйна функцiя в (q, z)-
представленнi згiдно з [8] має такий вигляд:

M(q|z, z′) =
L2

β

∑

α1,α2

Λα1,α2
(q)ϕ∗

α1
(z)ϕα2

(z)ϕ∗
α2

(z′)ϕα1
(z′), (3.13)

де
Λα1,α2

(q) =
∑

p

Πα1,α2
(p,q), (3.14)

Πα1,α2
(p,q) =

θ(µ − Eα1
(p)) − θ(µ − Eα2

(p − q))

Eα1
(p) − Eα2

(p − q)
(3.15)

— поляризацiйний оператор.
Сумування по вектору p у формулi (3.14) можна виконати ана-

лiтично, перейшовши вiд суми до iнтегралу згiдно з правилом

∑

p

. . . =
S

(2π)2

∫
dp . . . ,

причому, результат сумування по p треба подвоювати за рахунок
того, що електрон має двi можливi орiєнтацiї спiну. У результатi
iнтегрування по p, отримуємо такий вираз для Λα1,α2

(q):

Λα1,α2
(q) = 2m

~2

S
2π

α2

1
−α2

2
−q2

q2

[
1 −

√
1 − 4q2 p2

F
−α2

1

(α2

1
−α2

2
−q2)2

× θ
(
1 − 4q2 p2

F
−α2

1

(α2

1
−α2

2
−q2)2

)]
θ(pF − α1),

(3.16)
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де pF — iмпульс Фермi, pF =
√

2mµ/~.
Сумування по α1 та α2 у формулi (3.14) необхiдно виконувати

чисельно, перейшовши вiд суми до iнтегралу, згiдно з таким прави-
лом:

∑

α

. . . =
L

2π

∞∫

0

dα . . . .

Розглянемо деякi наближення, якi дозволяють отримати аналi-
тичнi вирази для двочастинкової кореляцiйної функцiї M(q|z, z′).

3.1.1. Врахування по нормалi до поверхнi подiлу лише дзер-
кального розсiяння електронiв

Вважатимемо, що поляризацiйний оператор є дiагональним, тобто

Λα1,α2
(q) ≈ Λα1,α1

(q) (3.17)

Фiзично це означає, що ми враховуємо по нормалi до поверхнi подiлу
лише дзеркальне розсiяння електронiв. Тодi, використовуючи умову
повноти для власних функцiй ϕα(z)

∑

α

ϕ∗
α(z)ϕα(z′) = δ(z − z′),

кореляцiйна функцiя (3.13) набуває такого вигляду:

M(q|z, z′) = −L2

β
2m
~2

S
2π

∑
α
|ϕα(z)|2

[
1 −

√
1 − 4

p2

F
−α2

q2

× θ
(
1 − 4

p2

F
−α2

q2

)]
θ(pF − α)δ(z − z′).

(3.18)

Зробимо у виразi (3.18) наближення “постiйної густини” [7,8], тоб-
то вважатимемо, що

|ϕα(z)|2 ≈ 2

L
θ(−z),

Тодi сумування по α у виразi (3.18) можна виконати аналiтично i у
результатi для M(q|z, z′) отримуємо:

M(q|z, z′) = −SL2

β

2m

~2

1

π2

pF

2
L

(
q

2pF

)
θ(−z)δ(z − z′), (3.19)

де L(x) =
1

2
+

1 − x2

4x
ln

∣∣∣∣
1 + x

1 − x

∣∣∣∣ — функцiя Лiндхарда [10].
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Зауважимо, що у випадку необмеженого електронного газу дво-
частинкова кореляцiйна функцiя має такий вигляд [10]:

Mbulk(q) =
1

β

∑

p

θ(µ − E(p)) − θ(µ − E(p− q))

E(p) − E(p− q)

= −V

β

2m

~2

1

π2

pF

2
L

(
q

2pF

)
,

(3.20)

де V — об’єм системи (V → ∞), тут ~q та ~p — тривимiрнi iм-

пульси, E(p) = ~
2p2

2m . Наближення дiагонального поляризацiйного
оператора (3.17) можна трактувати як наближення Томаса-Фермi
для нормального до поверхнi подiлу напрямку. Формула (3.19) фа-
ктично є кореляцiйною функцiєю однорiдного електронного газу у
наближеннi Томаса-Фермi iз врахуванням того, що електрони зна-
ходяться при z < 0. Вираз (3.20) є дуже подiбним до (3.19), але
є суттєва вiдмiннiсть: вектор q у формулi (3.19) є двовимiрним, а
в (3.20) — тривимiрним. Внаслiдок цього асимптотична поведiнка
Mbulk в координатному представленнi при великих мiжелектронних
вiддалях r є такою (фрiделiвськi осциляцiї) [10]:

Mbulk(r) ∼
cos(2pFr)

r3
, (3.21)

а кореляцiйної функцiї неоднорiдного електронного газу (3.19) — та-
кою1:

M(r, z, z′) ∼ sin(2pFr − π/4)

r5/2
, (3.22)

де r у випадку (3.21) є тривимiрним вектором, а у випадку (3.22) —
двовимiрним.

3.1.2. Врахування розсiяння електронiв

Нехай виконується умова

4q2 p2
F − α2

1

(q2 − α2
1 + α2

2)
2 � 1, (3.23)

1При отриманнi виразу (3.22) використано асимптотику для функцiї Бесселя
[11]:

J0(x) ≈

r

2

πx
cos

“

x −

π

4

”

, x → ∞,
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що має мiсце у випадку великих q (малi вiдстанi мiж електронами в
площинi подiлу) або у випадку малих q за умови, що α2

1 − α2
2 6= 0.

Тодi кореляцiйна функцiя набуде такого вигляду:

M(q|z, z′) = −SL2

β
2m
~2

1
π

∑
α1,α2

ϕ∗
α1

(z)ϕα2
(z)ϕ∗

α2
(z′)ϕα1

(z′)

× p2

F
−α2

1

q2−α2

1
+α2

2

θ (pF − α1)

≈ −SL2

β
2m
~2

1
π

∑
α2

ϕ
α2

(z)ϕ∗

α2
(z′)

q2+α2

2

×
∑
α1

θ (pF − α1)
(
p2
F − α2

1

)
ϕ∗

α1
(z)ϕα1

(z′),

(3.24)

де використовуючи той факт, що α1 ∈ [0, pF], а α2 ∈ [0,∞), зроблено
наближення q2 − α2

1 + α2
2 ≈ q2 + α2

2.
Сумування по α1 у виразi (3.24) можна виконати аналiтично, зро-

бивши перехiд вiд суми до iнтегралу, у результатi отримуємо:

∑

α1

θ (pF − α1)
(
p2
F − α2

1

)
ϕ∗

α1
(z)ϕα1

(z′)

=
4

L

L

2π

pF∫

0

dα1

(
p2
F − α2

1

)
sin(α1z) sin(α1z

′)θ(−z)θ(−z′)

=
2

π

[
pF cos(pF(z + z′))

(z + z′)2
− pF cos(pF(z − z′))

(z − z′)2

+
sin(pF(z − z′))

(z − z′)3
− sin(pF(z + z′))

(z + z′)3

]
θ(−z)θ(−z′).

Сумування по α2 у виразi (3.24) також можна виконати аналiтично:

∑

α2

ϕα2
(z)ϕ∗

α2
(z′)

q2 + α2
2

=
4

L

L

2π

∞∫

0

dα2
sin(α2z) sin(α2z

′)

q2 + α2
2

θ(−z)θ(−z′)

=
1

2q

(
e−q|z−z′| − e−q|z+z′|

)
θ(−z)θ(−z′).
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Виконавши сумування по α1 та α2 у виразi (3.24), отримуємо:

M(q|z, z′) = −SL2

β

2m

~2

1

π2

1

q

(
e−q|z−z′| − e−q|z+z′|

)

×
[
pF cos(pF(z + z′))

(z + z′)2
− pF cos(pF(z − z′))

(z − z′)2

+
sin(pF(z − z′))

(z − z′)3
− sin(pF(z + z′))

(z + z′)3

]
θ(−z)θ(−z′).

(3.25)

Зробивши обернене фур’є-перетворення та врахувавши, що згiдно
з [11], має мiсце таке спiввiдношення

∞∫

0

dq e−q|z−z′|J0(qr) =
1√

r2 + (z − z′)2
,

отримаємо таку електронну кореляцiйну функцiю в координатному
представленнi:

M(r, z, z′) = −SL2

β
m
~2

1
π3

(
1√

r2+(z−z′)2
− 1√

r2+(z+z′)2

)

×
[
pF

cos(pF(z + z′))

(z + z′)2
− pF

cos(pF(z − z′))

(z − z′)2

+
sin(pF(z − z′))

(z − z′)3
− sin(pF(z + z′))

(z + z′)3

]
θ(−z)θ(−z′).

(3.26)

Отриманий вираз (3.26) показує, що наближення (3.23) приво-
дить до фiзично правильного результату, а саме враховано сили зоб-
раження та колективнi ефекти (аналог фрiделiвських осциляцiй для
однорiдного електронного газу).

На рис.1 та рис.2 представлено результати чисельного розрахун-
ку кореляцiйної функцiї в обезрозмiреному виглядi:

M̃(r, z, z′) = M(r, z, z′)/

(
−SL2

β

m

~2a4
B

)

та згiдно з (3.26). Як видно з рис.1 запропоноване в роботi наближен-
ня (3.23) приводить до якiсно правильної залежностi кореляцiйної
функцiї вiд нормальних координат електронiв, проте є розходження
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Рис. 1. Електронна кореляцiйна функцiя при r = 0 у таких випадках:
a) z′ = −20aB, b) z′ = −15aB, c) z′ = −10aB, d) z′ = −5aB. Суцiльна
лiнiя — данi чисельного розрахунку формули (3.13), штрихова —
протабульована функцiя (3.26).
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Рис. 2. Електронна кореляцiйна функцiя у таких випадках:
a) z = z′ = −1aB, b) z = −2aB, z′ = −3aB (суцiльна лiнiя — данi
чисельного розрахунку формули (3.13), штрихова — протабульована
функцiя (3.26));
c) протабульована функцiя (3.26) при z = z′ = −1aB (суцiльна лiнiя),
при z = z′ = −5aB (штрихова лiнiя), при z = z′ = −15aB (крапки);
d) данi чисельного розрахунку формули (3.13) при z = z′ = −1aB

(суцiльна лiнiя), при z = z′ = −5aB (штрихова лiнiя), при z = z′ =
−15aB (крапки), при z = z′ = −20aB (штрихпунктирна лiнiя).
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з даними чисельного розрахунку, а саме: меншi амплiтуди осциля-
цiй та бiльш сильне вiдштовхування електронiв. З рис.2 видно, що
наближення (3.23) не враховує осциляцiй по координатi r (r — вiд-
стань мiж електронами в площинi подiлу). Поблизу площини подiлу
(див. рис.2a) видно добре узгодження даних чисельного розрахунку
iз аналiтичним виразом (3.26), а при вiддаленi вiд площини подi-
лу (див. рис.2b) спостерiгається значне вiдхилення: вираз (3.26) дає
занадто сильне вiдштовхування електронiв.

Рис.2c та рис.2d представляють протабульовану кореляцiйну
функцiю (3.26) та данi її чисельного розрахунку без використання
наближень при рiзних нормальних координатах електронiв. Розра-
хунки показують, що чим ближче електрони знаходяться бiля повер-
хнi тим меншою є кореляцiя мiж ними, що фiзично зрозумiло: бiля
площини подiлу густина електронiв в середньому є меншою, нiж в
глибинi металу.

3.2. Розрахунок ефективного потенцiалу мiжелектронної
взаємодiї

Розглянемо випадок, що вiдповiдає врахуванню по нормалi до повер-
хнi подiлу лише дзеркального розсiяння електронiв в двочастинковiй
кореляцiйнiй функцiї “густина–густина” (3.19). Тодi рiвняння (3.10)
набуває такого вигляду:

g(q|z1, z2) =
2πe2

q
e−q|z1−z2|

− κ
2
TF

2q
L

(
q

2pF

)
θ(−z1)

0∫

−∞

dz e−q|z1−z|g(q|z, z2),
(3.27)

де κTF — обернений радiус екранування Томаса-Фермi, κ
2
TF =

4pF/(πaB).
Рiвняння такого типу розв’язується аналiтично (див., наприклад,
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[8]); його розв’язок є таким:

g(q|z1, z2) =
2πe2

Q

(
e−Q|z1−z2| +

Q − q

Q + q
eQ(z1+z2)

)
, z1 6 0, z2 6 0,

g(q|z1, z2) =
2πe2

q

(
e−q|z1−z2| − Q − q

Q + q
e−q(z1+z2)

)
, z1 > 0, z2 > 0,

g(q|z1, z2) =
4πe2

Q + q
eQz1−qz2 , z1 6 0, z2 > 0,

g(q|z1, z2) =
4πe2

Q + q
eQz2−qz1 , z1 > 0, z2 6 0,

(3.28)

де Q =

√
q2 + κ2

TFL
(

q
2pF

)
. Якщо зробити граничний перехiд q → 0

в функцiї Лiндхарда L (q/(2pF)), то розв’язок (3.28) спiвпаде з ефек-
тивним потенцiалом мiжелектронної взаємодiї gTF(q|z1, z2), який от-
риманий в працях [7, 8] в наближеннi Томаса-Фермi.

Зробимо обернене фур’є-перетворення ефективного потенцiалу
мiжелектронної взаємодiї

g(r, z, z′) =
1

S

∑

q

eiqrg(q|z, z′) =
1

2π

∞∫

0

dq qJ0(qr)g(q|z, z′), (3.29)

де r — вiдстань мiж електронами в площинi подiлу. Розглянемо аси-
мптотичну поведiнку ефективного потенцiалу g(r, z, z′) при r → ∞.
У результатi, врахувавши асимптотичну поведiнку функцiї Бесселя
(див. стор.6), отримаємо

g(r, z1, z2) ≈
√

π

4
e2 κ

2
TF√
pF

φ(2pF|z1, z2)
sin(2pFr − π/4)

r5/2
, (3.30)

де

φ(q|z1, z2) = 1
Q

[
− 1+Q|z1−z2|

Q2 e−Q|z1−z2| + 1
Q

1
Q+q

(
q
Q − Q−q

Q+q

+ (Q − q)(z1 + z2)

)
eQ(z1+z2)

]
, z1 6 0, z2 6 0,

(3.31)

φ(q|z1, z2) = − 2

Q(Q + q)2
e−q(z1+z2), z1 > 0, z2 > 0, (3.32)
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φ(q|z1, z2) = − 2

Q

1 − (Q + q)z1

(Q + q)2
eQz1−qz2 , z1 6 0, z2 > 0, (3.33)

φ(q|z1, z2) = − 2

Q

1 − (Q + q)z2

(Q + q)2
eQz2−qz1 , z1 > 0, z2 6 0. (3.34)

Знайдений вираз (3.30) по формi спiвпадає iз результатом працi
[12], проте вираз для функцiї φ отриманий вперше.

У випадку однорiдного електронного газу ефективний потенцiал
мiжелектронної взаємодiї має такий вигляд:

g(q) =
4πe2

q2 + κ2
TFL

(
q

2pF

) , (3.35)

а в координатному представленнi:

g(r) =
1

V

∑

q

eiqrg(q) =
1

2π2r

∞∫

0

dq
sin(qr)

qε(q)
, (3.36)

де

ε(q) = 1 +
κ

2
TF

q2
L

(
q

2pF

)

— статична дiелектрична проникнiсть Хартрi. Асимптотична пове-
дiнка ефективного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї в однорiд-
ному випадку при великих вiддалях r має такий вигляд [10]:

g(r) ≈ 2

π

e2

aB

1

ε(2pF)2
cos(2pFr)

(2pFr)3
, (3.37)

де ε — статична дiелектрична проникнiсть Хартрi.
На рис. 3 представлено асимптотику ефективного потенцiалу

(3.30), результати чисельного розрахунку формули (3.29), де в якостi
ефективного потенцiалу g(q|z, z′) взято вираз (3.28) та вираз (3.28)
в наближеннi Томаса-Фермi. З рис.3 видно, що наближення Томаса-
Фермi приводить до зникнення осциляцiй, але дає якiсно правиль-
ну поведiнку ефективного потенцiалу. Iз заглибленням в метал (див.
рис.3b) асимптотика добре вiдображає поведiнку потенцiалу вже при
r > 5aB. Ефективний потенцiал для електронiв, якi знаходяться зов-
нi бiля поверхнi подiлу, має сильно вiдштовхувальний характер (див.
рис.3c,d), причому осциляцiї зникають (див. рис.3d), що фiзично зро-
зумiло: зовнi бiля поверхнi подiлу е мало електронiв, тому колекти-
внi ефекти є слабкими i електрони взаємодiють мiж собою по зако-
ну, який близький до кулонiвського. Це вiдображено i на рис.4, де
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Рис. 3. Ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї g(r, z1, z2) у
таких випадках:
a) z1 = z2 = −0.2aB, b) z1 = z2 = −5aB (суцiльна лiнiя — аси-
мптотика g(r, z1, z2) (3.30), штрихова — фур’є-образ функцiї (3.28),
штрихпунктирна — фур’є-образ ефективного потенцiалу (3.28) у на-
ближеннi Томаса-Фермi);
c) фур’є-образ ефективного потенцiалу (3.28) у наближеннi Томаса-
Фермi при z1 = z2 = 0 (суцiльна лiнiя), при z1 = z2 = 1aB (штрихова
лiнiя), при z1 = z2 = −10aB (штрихпунктирна лiнiя);
d) фур’є-образ ефективного потенцiалу (3.28) при z1 = z2 = 0 (суцi-
льна лiнiя), при z1 = z2 = 1aB (штрихова лiнiя), при z1 = z2 = −10aB

(штрихпунктирна лiнiя).
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Рис. 4. Ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї g(r, z1, z2)
при r = 0 у таких випадках: a) z2 = −5aB, b) z2 = 0 (суцiльна лiнiя
— чисельний розв’язок iнтегрального рiвняння (3.10), штрихова лiнiя
— фур’є-образ ефективного потенцiалу (3.28)).
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Рис. 5. Суцiльна лiнiя — ефективний потенцiал мiжелектронної вза-
ємодiї g(r = 0, z1, z2 = 0) як чисельний розв’язок iнтегрального рiв-
няння (3.10), штрихова лiнiя — ефективний потенцiал мiжелектрон-
ної взаємодiї g(r = 0, z1, z2 = 0) згiдно з даними працi [5], штрихпун-
ктирна лiнiя — кулонiвський потенцiал.
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показано фур’є-образ ефективного потенцiалу (3.28) та його томас-
фермiєвське наближення при r = 0.

На рис.4a та рис.4b показано ефективний потенцiал мiжелектрон-
ної взаємодiї як функцiю нормальної координати одного з електро-
нiв, а iнший — знаходиться при z2 = −5aB (рис.4a) та z2 = 0 (рис.4b).
З цих рисункiв видно, що ефективний потенцiал, який знайдений
шляхом чисельного розв’язування iнтегрального рiвняння (3.10), є
осцилюючим (суцiльна лiнiя), а нехтування розсiянням електронiв
по нормалi до поверхнi подiлу призводить до вiдсутностi осциляцiй
ефективного потенцiалу по нормалi, тодi як є осциляцiї в площинi
подiлу (див. рис.3a,b,d).

На рис.5 представлено порiвняння чисельного розв’язку iнтег-
рального рiвняння (3.10), результатiв працi [5] та кулонiвського по-
тенцiалу. З цього рисунка випливає, що спостерiгається якiсне уз-
годження результатiв наших розрахункiв та даних працi [5]. Проте
ефективний потенцiал з працi [5] швидше спадає до нуля та немає
осциляцiй. Причиною цього, на нашу думку, є недостатньо коректне
врахування колективних ефектiв.

Усi розрахунки в статтi проведено для rS = 2aB, де rS =
(3nbulk/(4π))1/3.
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Висновки

У роботi проведено чисельнi розрахунки двочастинкової електронної
кореляцiйної функцiї “густина–густина” M напiвобмеженого елек-
тронного газу та запропоновано ряд аналiтичних апроксимацiйних
виразiв для M, якi добре узгоджуються з результатами числових
розрахункiв.

Отриманi аналiтичнi вирази дозволили дослiдити асимптотичну
поведiнку як для M при великих вiддалях мiж електронами в пло-
щинi подiлу (r → ∞):

M(r, z, z′) ∼ sin(2pFr − π/4)

r5/2
,

так i для ефективного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї g:

g(r, z1, z2) ≈
√

π

4
e2 κ

2
TF√
pF

φ(2pF|z1, z2)
sin(2pFr − π/4)

r5/2
, r → ∞.

Отриманий аналiтичний вираз для M у випадку врахування по
нормалi до поверхнi подiлу лише дзеркального розсiяння електро-
нiв дав змогу аналiтично розв’язати iнтегральне рiвняння для ефек-
тивного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї g iз врахуванням як
ефектiв сил зображення, так i ефектiв екранування.

Вперше показано, що коректне врахування колективних ефектiв
при чисельному розв’язуваннi iнтегрального рiвняння для ефектив-
ного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї приводить до появи осци-
ляцiй ефективного потенцiалу. У випадку врахування по нормалi до
поверхнi подiлу лише дзеркального розсiяння електронiв результати
наших розрахункiв ефективного потенцiалу мiжелектронної взаємо-
дiї g (3.28) узгоджуються з результатами чисельних розрахункiв g,
якi проведенi в працi [5].
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