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Ланцюжок рiвнянь переносу гiдродинамiчного типу для

системи частинок з гладкою центральною взаємодiєю

Гуменюк Й.А., Токарчук М.В.

Анотацiя. Представлено системний пiдхiд до виведення гiдродина-
мiчних рiвнянь переносу, заснований на використаннi ланцюжка рi-
внянь ББГКI. Розглянуто випадки багаточастинкової локальної та
двочастинкової нелокальної гiдродинамiчних густин i подано явнi
вирази для внескiв рiзних типiв до їхнiх потокiв та джерел. Схе-
му застосовано до набору густин збережуваних величин, отримано
рiвняння для їхнiх потокiв, котрi становлять перше розширення зви-
чайної гiдродинамiки. Передбачено принципову можливiсть наступ-
них розширень i одержання нескiнченного ланцюжка рiвнянь гiдро-
динамiчного типу. Знайдено вигляд рiвнянь переносу для тензора
напружень i вектора теплового потоку у локальнiй рухомiй системi
вiдлiку.

Hydrodynamic-type transport equation hierarchy for a system

of particles with smooth central interaction

Humenyuk Y.A., Tokarchuk M.V.

Abstract. A systematic approach to derivation of hydrodynamic trans-
port equations based on the BBGKY hierarchy is presented. Cases of
many-particle local and two-particle nonlocal hydrodynamic densities are
considered and explicit expressions for contributions of different types to
their fluxes as well as sources are given. The scheme is applied to the set
of conserved quantities. Equations for their fluxes are obtained, which
form the first extension of the usual hydrodynamics. Principal possi-
bility of next extensions resulting in an infinite hierarchy of equations
of hydrodynamic type is predicted. Explicit transport equations for the
stress tensor and the heat flux vector in the local frame of reference are
written.
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2 Препринт

1. Вступ

Питання про виведення рiвнянь переносу для макроскопiчних гус-
тин, що описують газ чи рiдину, є традицiйним у кiнетичнiй теорiї.
Вперше воно розглядалося Максвелом [1] для газу, молекули яко-
го вважаються точковими вiдштовхувальними центрами з потенцiа-
лом, обернено пропорцiйним до четвертого степеня вiдстанi мiж ни-
ми (див. напр. [2]).

З одного боку, цi рiвняння для густин маси, iмпульсу та енергiї
можна отримати з феноменологiчного розгляду [3, 4] (для довiльної
густини системи), а з другого, вони мають виводитися [5–7] з того чи
iншого кiнетичного рiвняння для одночастинкової функцiї розподiлу,
яке однак має обмеження области свого застосування, зокрема по
густинi.

Тут присутнi двi обставини. Для кожного кiнетичного рiвняння
зi своїм iнтеґралом зiткнень потрiбно наново виводити рiвняння пе-
реносу, ґрунтуючись при цьому на симетрiйних властивостях цього
iнтеґрала зiткнень. Друге те, що останнiй записано, використовуючи
певнi наближення, i отже, отриманi в результатi рiвняння переносу,
з явними виразами для потокiв, також є наближеними. Тому на ок-
рему увагу заслуговує питання отримати цi гiдродинамiчнi рiвняння
переносу, виходячи з таких позицiй, що мiстили б якнайменшу кiль-
кiсть припущень чи наближень. Видається логiчним розвивати пiд-
хiд до проблеми не на основi конкретного (i наближеного) кiнетич-
ного рiвняння, а за допомогою його точного вiдповiдника — першого
рiвняння ланцюжка ББГКI.

Виходячи з таких передумов, у препринтi здiйснено виведення рi-
внянь переносу для класичних газу чи рiдини з плавним мiжчастин-
ковим потенцiалом взаємодiї, виходячи з єдиних загальних позицiй i
за вiдправний пункт взявши ланцюжок зачеплених рiвнянь ББГКI.
Подальший виклад органiзовано у виглядi трьох логiчно окремих
частин, по кiлька параграфiв кожна, i прикiнцевих висновкiв.

У першiй частинi — вступнiй або пiдготовчiй — крiм цього вступу
(§1), коротко описано феноменологiчний пiдхiд неперервного сере-
довища i детальнiше сформульовано iдею роботи (§2), та придiлено
увагу частинковим функцiям розподiлу, ланцюжку рiвнянь ББГКI
для них i представленню макроскопiчних густин через цi функцiї
(§3).

Друга частина — основна — мiстить систематичне виведення рi-
внянь переносу для локальних одночастинкових (§4), локальних ба-
гаточастинкових (§5) та нелокальних двочастинкових густин (§6) з
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iлюстративним застосуванням отриманих здобуткiв.
У третiй частинi загальнi результати другої застосовано до питан-

ня розширення рiвнянь звичайної гiдродинамiки i виведено рiвняння
переносу для потокiв iмпульсу та енергiї (§7). Перехiд до опису в ло-
кальнiй рухомiй системi координат, опису Ляґранжа, для звичайного
i розширеного набору гiдродинамiчних параметрiв подано в § 8.

Завершують виклад висновки, що стосуються роботи в цiлому, i
перелiк використаних джерел.

2. Феноменологiчний пiдхiд неперервного середо-

вища

На гiдродинамiчному рiвнi опису газ чи рiдина розглядається як не-
перервне середовище, яке описують за допомогою густин макроско-
пiчних величин — густин маси ρ (або числа частинок n), iмпульсу
p та енергiї e чи параметрiв, що безпосередньо через них визнача-
ються. Найчастiше замiсть густин iмпульсу та енергiї використову-
ють масову (гiдродинамiчну) швидкiсть V i температуру T , якi з
термодинамiчної точки зору є iнтенсивними параметрами. Всi цi ве-
личини вважають параметрично залежними вiд часу t функцiями
неперервних координат {rx, ry, rz} ≡ r, заданими в об’ємi V , у якому
перебуває рiдина чи газ: ρ(r, t), p(r, t), e(r, t), V(r, t), T (r, t).

У такому пiдходi повнiстю нехтується дискретна атомно-молеку-
лярна природа флюїду i опис ведеться засобами теорiї неперервно-
го середовища. Система розглядається як розподiлений у просторi
континуум, а перелiченi функцiї є польовими величинами [3,4]. При
розвитку теорiї нiяк не використовують атомно-молекулярних арґу-
ментiв.

На основi такого континуального уявлення про рiдину чи газ за-
собами метематичної теорiї поля можна отримати рiвняння переносу
для введених польових величин. У нерухомiй для спостерiгача сис-
темi вiдлiку рiвняння переносу для густин маси, iмпульсу та енергiї
мають наступний вигляд [3, 4]:

∂tρ+ ∇ · (Vρ) = 0, (1)

∂tp + ∇ · (Vp + P) = ρFext, (2)

∂te+ ∇ · (Ve+ P · V + q) = ρFext ·V. (3)

де ∂t ≡ ∂/∂t, ∇ ≡ ∂/∂r. V = p/ρ — гiдродинамiчна швидкiсть, P —
тензор напружень, Fext — зовнiшня сила, що дiє на одиницю маси,
q — вектор теплового потоку. Усi залежать вiд r i t. Важливо, що
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система рiвнянь (1)–(3) незамкнута, оскiльки явний вигляд функцiй
P(r, t) i q(r, t) не вiдомий.

Розгляньмо ситуацiю зi загальних позицiй, ведучи розгляд у не-
рухомiй системi вiдлiку. Нехай A — довiльна адитивна фiзична вели-
чина скалярного типу, яка стосується всiєї системи. Позначмо через
a(r, t) ї ї локальну густину:

∫

V

dr a(r, t) = A(t), (4)

так, що a(r, t)δV задає кiлькiсть величини A у фiзично малому еле-
ментi об’єму δV бiля точки r в момент часу t.

З теорiї неперервного середовища вiдомо, що густина a(r, t) задо-
вольняє таке рiвняння балансу [3, 4, 8]:

∂ta(r, t) + ∇ · Ja(r, t) = sa(r, t), (5)

де Ja — густина потоку через одиничну площадку, а sa — iнтенсив-
нiсть джерел i стокiв у одиницi об’єму, якi стосуються величини A.

Внески до Ja та sa можна роздiлити на два типи. Тi, що зумов-
ленi iззовнi або зовнiшнiми полями сил (external) i тi, що зумовленi
внутрiшнiми мiжмолекулярними процесами у системi (internal):

Ja = Jint
a + Jext

a , (6)

sa = sint
a + sext

a . (7)

Крiм того, як можна бачити зi системи (1)–(3), внесок до потоку
Jint

a , викликаний внутрiшнiми процесами, можна подати у виглядi
двох складових — конвективної Jconv

a = Va, що зумовлена рухом
флюїду в точцi r з гiдродинамiчною швидкiстю V(r, t) i властиво
молекулярної (завдяки хаотичному тепловому руховi частинок на
тлi регулярного гiдродинамiчного):

Jint
a = Jconv

a + Jmol
a . (8)

В результатi, рiвняння переносу (5) можна подати у розгорнутому
виглядi так:

∂ta+ ∇ · [Jconv
a + Jmol

a + Jext
a ] = sint

a + sext
a . (9)

Наступний частковий випадок дає можливiсть глянути на рiвнян-
ня гiдродинамiки (1)–(3) пiд потрiбним нам кутом зору — в контекс-
тi збережуваности величин. Розгляньмо флюїд за умови вiдсутности
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зовнiшнiх сил. В цьому разi рiвняння переносу для a набуває вигля-
ду:

∂ta+ ∇ · [Jconv
a + Jmol

a ] = sint
a . (10)

Якщо величина A не виробляється i не витрачається всерединi сис-
теми, то вiдповiдне джерело рiвне нулю sint

a (r, t) = 0 в кожнiй точцi
r в довiльний момент часу t. Саме так є для густин величин, що збе-
рiгаються, тобто для густини маси ρ(r, t), iмпульсу p(r, t) та повної
енергiї e(r, t). Тому їх називають повiльними змiнними i вони при-
родньо утворюють базис (набiр функцiй) для опису найповiльнiших
гiдродинамiчних процесiв у нерiвноважному флюїдi.

Як вже було зазначено, у рiвняння переносу для {ρ,p, e} входять
невiдомi величини

Jmol
p ≡ P, Jmol

e ≡ q.

Явнi залежностi вiд r i t для них отримують або завдяки певним
феноменологiчним припущенням, або звертаючись до ширшої — на-
приклад, кiнетичної — теорiї. З другого боку, можна усвiдомити, що
величини {ρ,p, e} утворюють лише перший рiвень гiдродинамiчного
опису.

Можна пiти далi, розширивши набiр функцiй — i тим самим, сис-
тему гiдродинамiчних рiвнянь — додавши до неї рiвняння переносу
для невiдомих потокiв Jmol

p , Jmol
e . Оскiльки цi додатковi величини не

є густинами збережувальних величин, то, на противагу першому рiв-
ню, їхнi рiвняння переносу мiститимуть джерела внутрiшнього типу
sint 6= 0 у правiй частинi. Можна зробити припущення, записавши
для кожного з повних потокiв Jp, Je рiвняння на основi загального
виразу (10), пiдставивши туди Ja замiсть a:

∂tJa + ∇ · J int
Ja

= sint
Ja
. (11)

Цi рiвняння утворюватимуть другий рiвень гiдродинамiчного опи-
су флюїду з невiдомими функцiями Jint

Ja
, sint

Ja
. Задавши їх (завдяки

припущенням чи якось по-iншому), ми замкнемо рiвняння переносу
другого рiвня. В результатi розширена система гiдродинамiчних рiв-
нянь не мiститиме невiдомих величин, тобто буде замкнута, але вже
на другому рiвнi опису.

Проте, можна не робити замикання, а повторити схему знову.
Поряд з невiдомими потоками Jint

Ja
невiдомими є i джерела sint

Ja
. То-

му потрiбно записати рiвняння переносу i для них. Продовжуючи
i далi, отримаємо в результатi нескiнченний ланцюжок рiвнянь пе-
реносу гiдродинамiчного типу, який буде ускладнюватися завдяки
двом факторам:
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а) зростанню тензорного ранґу потокiв та джерел наступного рiв-
ня опису порiвняно з попереднiм;

б) появi рiвнянь переносу для джерел, якi, у свою чергу, мiс-
титимуть новi невiдомi потоки цих джерел i джерела цих джерел,
залишаючи систему рiвнянь незамкнутою.

Наявнiсть зовнiшнiх полiв, наприклад, потенцiального типу, не
порушуватиме загальної структури ланцюжка гiдродинамiчних рiв-
нянь, даючи лише свiй питомий внесок у вiдповiднi потоки i джерела.
(Як буде виявлено, зовнiшнє потенцiальне поле дає внески лише в
джерела.)

Оскiльки пiдхiд неперевного середовища у великiй мiрi ґрунту-
ється на експериментальних вiдомостях i арґументах феноменоло-
гiчного характеру, то краще будувати теорiю вищих рiвнiв гiдроди-
намiчного опису на основi добре розвинутої мiкроскопiчної теорiї.
Ми роглянемо це питання на основi атомно-молекулярних уявлень,
застосовуючи метод функцiй розподiлу. Метою буде отримати рiв-
няння перносу наступних рiвнiв гiдродинамiчного опису, виразивши
явно вищi потоки i джерела через s-частинковi функцiї розподiлу,
якi задовольняють ланцюжок рiвнянь ББГКI.

3. Функцiї розподiлу i макроскопiчнi густини

Ми будемо розглядати систему N класичних частинок, що взаємо-
дiють за допомогою парних центральних сил з гладким потенцiалом
φ(rij), помiщену в зовнiшнє поле U(r). Функцiя Гамiльтона системи
має традицiйний вигляд:

H(x1, . . . , xN ) = H0(vN ) + φN (rN ) + UN(rN ), (12)

де кiнетична частина H0 гамiльтонiана, N -частинковий потенцiал
взаємодiї φN i потенцiал частинок у полi зовнiшнiх сил UN рiвнi:

H0(vN ) =

N
∑

i=1

H0
i (vi) =

N
∑

i=1

1
2mv

2
i , (13)

φN (rN ) = 1
2

N
∑

i=1

N
∑

j=1( 6=i)

φ(rij), rij = |ri − rj |, (14)

UN(rN ) =
N

∑

i=1

U(ri). (15)

Задля зручности подальшого викладу ми традицiйно, як у кiнетич-
нiй теорiї, вибираємо залежнiсть функцiй не вiд канонiчних змiнних
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{ri,pi}, а вiд просторових координат i вiд швидкостей xi ≡ {ri,vi}.
Також, при потребi, будемо вживати скороченi позначення:

rN ≡ {r1, . . . , rN}, vN ≡ {v1, . . . ,vN}, xN ≡ {x1, . . . , xN}.

Зауважмо, що для вигляду гамiльтонiана (12)–(15), функцiї H0 i UN

подаються як суми одночастинкових внескiв, коли ж у внеску (14)
пiдсумування ведеться по всеможливих впорядкованих парах (i, j)
частинок. Функцiю φ(r) парної взаємодiї вважатимемо диференцi-
йовною необхiдну кiлькiсть раз, що i буде означати гладкiсть мiж-
частинкового потенцiала.

3.1. Частинковi функцiї розподiлу

N -частинкова функцiя розподiлу ̺(xN , t) є функцiєю фазових ко-
ординат xN , а вiд часу залежить параметрично. Вона задовольняє
замкнуте рiвняння Лiувiля

∂t̺(x
N , t) = LN̺(x

N , t) (16)

й умову нормування на одиницю:
∫

dxN̺(xN , t) = 1. (17)

N -частинковий оператор Лiувiля LN означається через дужки Пуа-
сона [., .]P з гамiльтонiаном [7]:

LN̺
df
= [H, ̺]P ≡

N
∑

i=1

{

∇iH · ∂pi
̺− ∂pi

H · ∇i̺
}

, (18)

де ∇i = ∂/∂ri, ∂pi
= ∂/∂pi. Серед iнших, запис рiвняння Лiувiля

у виглядi (16) вигiдний тим, що виражає похiдну вiд функцiї ̺ по
параметру t через оператор Лiувiля, який мiстить похiднi по її ар-
ґументах xN .

Для випадку парного центрального потенцiала, який ми розгля-
даємо, функцiя ̺(x1, . . . , xN , t) симетрична вiдносно перестановки
довiльних двох своїх арґументiв xi, xj :

̺(. . . , xi, . . . , xj , . . . , t) = Pxixj
̺(. . . , xi, . . . , xj , . . . , t), (19)

де введено позначення для операцiї перестановки координат мiж со-
бою:

Pxixj
̺(. . . , xi, . . . , xj , . . . , t)

df
= ̺(. . . , xj , . . . , xi, . . . , t). (20)
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Приведенi s-частинковi функцiї розподiлу fs вводяться через
̺(xN , t) за допомогою спiввiдношень [7]:

fs(x
s, t)

df
=

N !

(N − s)!

∫

dxs+1 . . . dxN̺(x1, . . . , xN , t), (21)

якi дещо вiдрiзняються вiд введених Боголюбовим [9, 10].
Перша з ряду, одночастинкова функцiя розподiлу f1(r1,v1, t),

описує розподiл частинок по швидкостях в данiй точцi простору r1

в момент часу t. Умову нормування для неї можна розписати так:
∫

dv1f1(r1,v1, t) = n(r1, t),

∫

dr1n(r1, t) = N, (22)

де n(r1, t) — густина числа частинок.
Двочастинкова функцiя розподiлу f2(r1,v1, r2,v2, t) пропорцiйна

до густини iмовiрности одночасного розташування двох частинок в
точках r1 та r2 зi швидкостями v1 i v2, вiдповiдно, в момент часу t.
Як вiдомо, вона є симетричною функцiєю фазових змiнних x1, x2:

f2(x1, x2, t) = f2(x2, x1, t). (23)

Умова нормування для неї має вигляд
∫

dx1dx2f2(x1, x2, t) = N(N − 1), (24)

що задає кiлькiсть впорядкованих пар частинок у системi.
Врештi, s-частинкова функцiя розподiлу fs(x

s, t) описує густи-
ну iмовiрности конфiґурацiї s частинок з фазовими координатами
x1, . . . , xs. Вона симетрична вiдносно перестановки будь-яких двох
фазових змiнних мiж собою:

fs(. . . , xi, . . . , xj , . . . , t) = Pxixj
fs(. . . , xi, . . . , xj , . . . , t), (25)

i задовольняє умову нормування:
∫

dxsfs(x
s, t) =

N !

(N − s)!
. (26)

Проiнтеґрована по всiх координатах fs дає в результатi кiлькiсть
всеможливих впорядкованих комбiнацiй (j1, j2, . . . , js) з s частинок,
якi можна утворити з N частинок.

Симетрiйнi властивостi й умови нормування для приведених
функцiй розподiлу слiдують з їхнiх означень та вiдповiдних влас-
тивостей функцiї розподiлу ̺(xN , t).
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Як вiдомо, функцiї fs(x
s, t) задовольняють ланцюжок рiвнянь

ББГКI [9, 10], який для гладких мiжчастинкових потенцiалiв має
добре вiдомий вигляд (див. також [2,6, 7]):

∂tf1(x1) = [L0
1 + LU

1 ]f1(x1) +

∫

dx2 Θ12f2(x1, x2), (27)

∂tf2(x1, x2) = [L0
1 + LU

1 + L0
2 + LU

2 + Θ12]f2(x1, x2) + (28)

+

∫

dx3 [Θ13 + Θ23]f3(x1, x2, x3),

. . .

∂tfs(x
s) =

[

s
∑

i=1

(L0
i + LU

i ) +

s
∑

i=1

s
∑

j>i

Θij

]

fs(x
s) + (29)

+
s

∑

i=1

∫

dxs+1 Θi,s+1fs+1(x
s+1),

. . .

де

L0
i = − vi · ∇i, (30)

LU
i = − FU

i · ∂i, (31)

Θij = 1
m
∇iφ(rij) · ∂i + 1

m
∇jφ(rji) · ∂j . (32)

Тут FU
i ≡ FU(ri) = − 1

m
∇iU(ri) — сила, з якою зовнiшнє поле дiє на

одиничну масу, ∂i ≡ ∂/∂vi.
Оскiльки потенцiал взаємодiї φ сферично-симетричний, то

∇iφ(rij) = −∇jφ(rji), (33)

до того ж, ґрадiєнт потенцiала виражається через вектор вiдносного
розташування частинок i та j:

∇iφ(rij) = φ′(rij)r̂ij , ∇jφ(rji) = φ′(rji)r̂ji, (34)

де φ′(r) = ∂φ(r)/∂r, r̂ = r/r — одиничний вектор в напрямку r. Тодi
оператор Θij можна подати у виглядi:

Θij = Θφ(rij) · ∂ij , (35)

де Θφ(r) = 1
m
φ′(r)r̂ — векторна функцiя, непарна по r, а ∂ij ≡

∂i − ∂j .
Ця формула дає детальнiшi вiдомостi про особливостi оператора

Θij . А саме, вiн представляється як скалярний добуток векторної
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функцiї Θφ(rij) (що антисиметрично залежить вiд перестановки iн-
дексiв i →

←
j) на векторний (диференцiальний) оператор ∂ij , теж ан-

тисиметричний вiдносно цiєї перестановки. У результатi, оператор
Θij виходить симетричний вiдносно i →

←
j, що також видно з його

означення (32). Особливiсть (35) вiдiгра́є суттєву роль в наступних
параграфах при виведеннi рiвнянь переносу.

3.2. Представлення локальних макроскопiчних величин

Макроскопiчнi величини можна виразити через частинковi функцiї
розподiлу. Зокрема, густина маси ρ(r, t), iмпульсу p(r, t) та кiнетич-
ної енергiї ek(r, t) виражаються лише через одночастинкову функцiю
розподiлу f1(x1, t):





ρ(r1, t)
p(r1, t)
ek(r1, t)





df
=

∫

dv1f1(r1,v1, t)





m
mv1
1
2mv

2
1



 ≡





〈m〉1v1

〈mv1〉
1
v1

〈1
2mv

2
1〉

1
v1



 . (36)

Такi й подiбнi макроскопiчнi величини можна назвати одночастин-
ковими.

Густина потенцiальної енергiї мiжчастинкової взаємодiї виража-
ється через f2(x1, x2, t):

ep(r1, t)
df
= 1

2

∫

dv1dx2f2(x1, x2, t)φ(r12) ≡ 〈1
2φ(r12)〉

2
v1x2

. (37)

Множник 1
2 введено для того, щоб густина ep(r1, t), проiнтеґрова-

на по макроскопiчнiй малiй областi δV дала енергiю потенцiальної
взаємодiї частинок, що їй належать. Величини з подiбним представ-
ленням можна назвати двочастинковими.

Продовжуючи далi, розгляньмо загальну ситуацiю для деякої
макроскопiчної густини a, що має внески до S-го порядку включ-
но:

a(r1, t) =
S

∑

k=1

ak(r1, t), (38)

ak(r1, t) = 〈ψk
a(xk, t)〉kv1x2...xk

, (39)

де ψk
a(xk, t) — молекулярна характеристика k-частинкового внеску

до макроскопiчної величини a(r1, t) i для операцiї усереднення ха-
рактеристики ψk

a з k-частинковою функцiєю розподiлу введено по-
значення:

〈ψ〉kv1x2...xk

df
=

∫

dv1dx2 . . .dxkfk(xk, t)ψ. (40)
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У верхньому iндексi бiля знака усереднення вказано номер функцiї,
а в нижньому — перелiк арґументiв, за якими проводиться iнтеґру-
вання. Тут ми по сутi застосовуємо до макроскопiчних густин пiдхiд,
використаний в монографiї [7] для представлення термодинамiчних
та гiдродинамiчних величин.

Наведiмо ще для прикладу вигляд молекулярних характеристик
для величин, означених у виразах (22), (36) та (37):









ψ1
n

ψ1
ρ

ψ1
p

ψ1
ek









=









1
m
mv1
1
2mv

2
1









, ψk
n,ρ,p,ek = 0, k ≥ 2, (41)













ψ1
ep

ψ2
ep

ψ3
ep

. . .
ψS

ep













=













0
1
2φ(r12)

0
. . .
0













. (42)

Маючи явнi вирази для всiх характеристик ψk
a , ми можемо од-

нозначно подати величину a у виглядi (38), (39). Для одних макро-
скопiчних величин цi характеристики легко визначити вiдразу, для
iнших — їх треба ще встановити. Зазвичай, виникає потреба розгля-
дати величини, що мають лише кiлька перших кiлькачастинкових
внескiв, вiдмiнних вiд нуля.

Якщо макроскопiчну величину можна подати у виглядi (38), (39),
то кажуть [7], що вона має локальне представлення через частин-
ковi функцiї розподiлу. Тут скажемо, що не всi величини можна так
подати. Iснують такi, що мають iнше функцiональне вираження че-
рез частинковi функцiї розподiлу, i пiзнiше доведеться мати справу
також з нелокальними представленнями макроскопiчних величин.

4. Рiвняння переносу для локальних густин

Виведення рiвняння переносу для довiльної локальної k-частинкової
величини буде представлено пiзнiше, а зараз ми розглянемо схему
виведення на прикладi одночастинкової густини:

a1(r1, t) =

∫

dv1f1(x1, t)ψ
1
a(x1, t) ≡ 〈ψ1

a(x1, t)〉
1
v1
, (43)

де ми припускаємо найзагальнiшу з можливих ситуацiй, коли ψ1
a за-

лежить вiд r1, v1 i t. Отже, величина a1 залежить вiд часу через ψ1
a
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та f1:
∂ta1(r1, t) = 〈∂tψ

1
a(x1, t)〉

1
v1

+ 〈ψ1
a(x1, t)〉

∂tf1

v1
, (44)

де

〈ψ1
a(x1, t)〉

∂tf1

v1
≡

∫

dv1ψ
1
a(x1, t) ∂tf1(x1, t).

Для цього доданка використаймо перше рiвняння (27) ланцюжка
ББГКI з результатом:

〈ψ1
a(x1, t)〉

∂tf1

v1
=

∫

dv1ψ
1
a(x1, t) [L0

1 + LU
1 ]f1(x1) + (45)

+

∫

dv1dx2 ψ
1
a(x1, t)Θ12f2(x1, x2).

Права частина цього виразу мiстить крiм одночастинкового ще й
двочастинковий внесок ∼ f2. Подальше її перетворення проводиться
у два етапи. Перший базується на представленнi виразiв через опе-
ратори, спряженi до тих, що фiгурують у формулi (45). Другий етап
полягає в тому, щоб подати отриманий на першому етапi результат
як дiверґенцiю деякого вектора плюс залишок. Для двочастинково-
го внеску це робиться за допомогою вiдомої процедури симетризацiї
(див. напр. [2]). Здiйснивши цi завдання, ми прийдемо до бажаної цi-
лi i розглянемо випадки рiвнянь переносу для конкретних локальних
одночастинкових густин.

4.1. Перехiд до спряжених операторiв

Зараз ми введемо кiлька означень, якi дещо формалiзують подаль-
ший виклад, а тому зроблять його доволi загальним i ясним. Введiмо
означення скалярного добутку двох функцiй ψ та f , залежних вiд v:

(ψ, f)v
df
=

∫

dvψ(v)f(v). (46)

Розглядуванi нами функцiї завжди будуть такi, що iнтеґрал, який
означує скалярний добуток, буде скiнченний. Для даного операто-
ра Ôv, що дiє на функцiї вiд v, означмо за допомогою наступного
спiввiдношення спряжений оператор Ô†

v вiдносно введеного (46) ска-
лярного добутку:

(ψ, Ôvf)v
df
= (Ô†

vψ, f)v =

∫

dv [Ô†
vψ(v)] f(v). (47)
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Аналогiчно вводиться скалярний добуток функцiй ψ, f , залежних
вiд двох змiнних v, u:

(ψ, f)vu
df
=

∫

dvduψ(v,u)f(v,u). (48)

Означення оператора, спряженого до даного Ôvu, котрий дiє на фу-
нкцiї вiд v та u, вводиться подiбно до перереднього випадку:

(ψ, Ôvuf)vu
df
= (Ô†

vuψ, f)vu =

∫

dvdu [Ô†
vuψ(v,u)] f(v,u). (49)

За допомогою введених означень скалярних добуткiв, вираз (45)
набуває форми:

〈ψ1
a(x1, t)〉

∂tf1

v1
= (ψ1

a, L
0
1f1)v1

+ (ψ1
a, L

U
1 f1)v1

+ (ψ1
a,Θ12f2)v1x2

. (50)

Перший доданок правої частини з L0
1 = −v1 · ∇1 можна переписати

так:

(ψ1
a, L

0
1f1)v1

= −∇1 · 〈v1ψ
1
a(x1, t)〉

1
v1

− 〈L0
1ψ

1
a(x1, t)〉

1
v1
. (51)

Другий доданок з LU
1 можна перетворити, записавши через спря-

жений оператор LU†
1 = FU

1·∂1 = −LU
1 . Для цього треба провести iнте-

ґрування по частинах з використанням тiєї властивости, що функцiя
f1 перетворюється в нуль при |v1| → +∞. Тодi

(ψ1
a, L

U
1 f1)v1

= (LU†
1 ψ1

a, f1)v1
= 〈LU†

1 ψ1
a(x1, t)〉

1
v1
. (52)

В останньому доданку виразу (50) оператор Θ12 дiє на функцiї
вiд v1, v2 i його записуємо через спряжений подiбно до випадку з
LU

1 (ще треба також використати, що f2 швидко прямує до нуля при
|v1|, |v2| → +∞). В результатi маємо, що

∫

dr2 (ψ1
a,Θ12f2)v1v2

=

∫

dr2 (f2,Θ
†
12ψ

1
a)v1v2

= 〈Θ†
12ψ

1
a(x1, t)〉

2
v1x2

,

(53)
де спряжений оператор дорiвнює

Θ†
12 = Θ

†
φ(r21) · ∂12 = −Θ12, (54)

а Θ
†
φ(r) ≡ 1

m
φ′(r)r̂ = Θφ(r) — векторна функцiя, непарна по r. (По-

рiвнюючи з формулою (35) для Θij бачимо, що у виразi (54) взято
зворотнiй порядок iндексiв у арґументi функцiї Θ

†
φ.)
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Пiдставляючи отриманi результати (51), (52), (53) у праву части-
ну початкового виразу (45) знайдемо:

〈ψ1
a(x1, t)〉

∂tf1

v1
= −∇1 · 〈v1ψ

1
a(x1, t)〉

1
v1

− 〈L0
1ψ

1
a(x1, t)〉

1
v1

+ (55)

+ 〈LU†
1 ψ1

a(x1, t)〉
1
v1

+ 〈Θ†
12ψ

1
a(x1, t)〉

2
v1x2

.

Оскiльки мета виведення полягає в тому, щоб надати рiвнян-
ню переносу вигляду, продиктованого вiдповiдним феноменологiч-
ним рiвнянням (5), то далi ми спробуємо подати внесок, що мiстить
Θ†

12, у виглядi суми дiверґенцiї деякого вектора плюс залишок, який
буде вiднесено до джерела. Як вже було згадано, це здiйснюється на
основi процедури симетризацiї, схему якої викладено у наступному
пiдпараграфi.

4.2. Симетризацiя

Сама iдея цiєї процедури спирається на симетрiю (54) оператора Θ†
12

вiдносно переставляння iндексiв та на симетрiйну властивiсть (23)
двочастинкової функцiї розподiлу f2. А причина першого i другого
— у сферичнiй симетрiї мiжчастинкового парного потенцiала.

Отже, розгляньмо останнiй доданок правої частини виразу (55):

〈Θ†
12ψ

1
a(x1, t)〉

2
v1x2

=

∫

dRdv1dv2f2(x1, r1 +R,v2)Θ
†
φ(R) ·∂12ψ

1
a(x1, t),

(56)
де було введено нову змiнну R ≡ r21. Далi здiйснюємо традицiйнi
манiпуляцiї [2, 5–7].

Перепозначмо “нiмi” змiннi v1
→

←
v2, а вiд змiнної iнтеґрування R

перейдiмо до нової змiнної R′ = −R. Якобiан такого переходу рiвний
одиницi:

|JR→R′ | = 1. (57)

Вираз (56) набуває вигляду:
∫

dR′|JR→R′ |dv2dv1f2(r1,v2, r1 − R′,v1)Θ
†
φ(−R′) · ∂21ψ

1
a(r1,v2, t).

(58)
Переставмо в ньому пари арґументiв у f2 (згiдно властивости (23)),
позначмо R′ через R i врахуймо непарнiсть функцiї Θ

†
φ:

∫

dRdv1dv2f2(r1 − R,v1, r1,v2)Θ
†
φ(R) · ∂12ψ

1
a(r1,v2, t). (59)
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Пiсля проведених перетворень отриманий вираз тотожний до почат-
кового (56). Взявши їх пiвсуму, можемо записати:

〈Θ†
12ψ

1
a(x1, t)〉

2
v1x2

= 1
2

∫

dRdv1dv2Θ
†
φ(R) ·

[

f2(x1, r1 + R,v2) × (60)

× ∂12ψ
1
a(x1, t) + f2(r1 − R,v1, r1,v2)∂12ψ

1
a(r1,v2, t)

]

.

Останнiй крок — вiднiмiмо i додаймо до виразу у квадратних
дужках комбiнацiю

f2(r1 − R,v1, r1,v2)∂12ψ
1
a(r1 − R,v1, t). (61)

Прийдемо до такого результату:

〈Θ†
12ψ

1
a(x1, t)〉

2
v1x2

= 1
2

∫

dRdv1dv2Θ
†
φ(R) ·

{[

f2(x1, r1 + R,v2) × (62)

× ∂12ψ
1
a(x1, t) − f2(r1 − R,v1, r1,v2)∂12ψ

1
a(r1 − R,v1, t)

]

+

+
[

∂12ψ
1
a(r1,v2, t) + ∂12ψ

1
a(r1 − R,v1, t)

]

f2(r1 − R,v1, r1,v2)
}

.

Далi, розгляньмо нарiзно кожен з двох великих доданкiв у фiгурних
дужках.

Дiверґенцiя потоку

Перший з них, що мiстить рiзницю добуткiв f2∂12ψ
1
a можна пред-

ставити через рiзницю δ-функцiй:
∫

dx
{

δ(x−r1)−δ(x−[r1−R])
}

f2(x,v1,x+R,v2)∂12ψ
1
a(x,v1, t). (63)

Рiзницю δ-функцiй у свою чергу можна записати через дiверґенцiю
по r1 за допомогою iнтеґрування по параметру:

δ(x − [r1 + y]) − δ(x − r1) = ∇r1
· y

∫ 1

0

dλ δ(x − [r1 + λy]). (64)

Використавши це спiввiдношення у виразi (63) й iнтеґруючи по dx
прийдемо до такого:

∇1·R

∫ 1

0

dλf2(r1−λR,v1, r1+[1−λ]R,v2)∂12ψ
1
a(r1−λR,v1, t). (65)
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Тодi результат для першого доданка у фiгурних дужках правої час-
тини виразу (62) набуває вигляду:

∇1·

∫ 1

0

dλ
∫

dRdv1dv2
1
2RΘ

†
φ(R) ·

[

∂12ψ
1
a(r1λ,v1, t)

]

f2(r1λ,v1, r2λ̄,v2),

(66)
де введено такi позначення:

r1λ ≡ r1 − λR, r2λ̄ ≡ r1 + [1 − λ]R. (67)

У наступних формулах ми будемо ще вживати позначення x1λ ≡
{r1λ,v1} i подiбнi (див. вираз (68) та iн.).

Як бачимо, у виразi (66) усереднення робиться з f2, але ще є iн-
теґрування по параметру λ i по вiдноснiй координатi R частинки 2
вiдносно частинки 1. Ще залежнiсть вiд λ мiститься в ψ1

a(x1λ, t), а
комбiнацiя RΘ

†
φ(R) може бути винесена при потребi за знак iнтеґру-

вання по λ. Таке середнє ми будемо позначати особливо, дописуючи
(Rλ)12 до нижнiх iндексiв знака усереднення. Отже, вираз (66) має
такий скорочений запис:

∇1 · 〈
1
2RΘ

†
φ(R)·∂12ψ

1
a(x1λ, t)〉

2
v1v2(Rλ)12

. (68)

Завдяки iнтеґруванню по параметру λ i вiдноснiй координатi, от-
римане середнє суттєво вiдрiзняється за своєю формою вiд введеного
ранiше локального середнього (40). Тут для кожного фiксованого на-
бору арґументiв {v1,v2,R} iснує континуум розташувань частинок
1 i 2, що задається неперервним параметром λ, якi дають внесок
у це середнє. Зараз i надалi, коли макроскопiчна величина, внаслi-
док своєї природи, подається у формi такого нелокального середньо-
го, будемо про неї казати, що вона має нелокальне представлення.
(Щоб вiдрiзняти його вiд локального представлення макровеличин,
введеного у параграфi 3.2 за допомогою формули (39)). Деякi фi-
зичнi макроскопiчнi величини, що будуть зустрiчатися далi, мають
представлення у виглядi суми (можливо кiлькох) локальних та не-
локальних внескiв.

Джерело

Тепер вiзьмiмося за другий доданок виразу (62)

1
2

∫

dRdv1dv2Θ
†
φ(R) ·

(

∂12

[

ψ1
a(r1,v2, t) + ψ1

a(r1 − R,v1, t)
]

)

× (69)

× f2(r1 − R,v1, r1,v2)
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i надаймо йому зручного i яснiшого вигляду. А саме, зробiмо у ньому
тотожнi перетворення, зворотнi до тих, якi було застосовано ранiше:

а) переставмо пари арґументiв {r1 − R,v1} i {r1,v2} у функцiї
f2;

б) перепозначмо v1
→

←
v2;

в) перейдiмо до нової змiнної R′ = −R i пiсля переходу знову
позначмо її через R.
В результатi, використавши непарнiсть функцiї Θ†

φ(R), ми прийдемо
до виразу

1
2

∫

dRdv1dv2Θ
†
φ(R) ·

(

∂12

[

ψ1
a(x1, t) + ψ1

a(x2, t)
]

)

f2(x1, r1 + R,v2),

(70)
який можна, пiдставивши R = r21, записати як середнє:

〈1
2Θ

†
φ(r21)·∂12[ψ

1
a(x1, t) + ψ1

a(x2, t)]〉
2
v1x2

. (71)

Додавши кiнцевi результати (68) та (71) для обох доданкiв правої
частини виразу (62) можемо записати:

〈Θ†
12ψ

1
a(x1, t)〉

2
v1x2

= ∇1 · 〈
1
2RΘ

†
φ(R)·∂12ψ

1
a(x1λ, t)〉

2
v1v2(Rλ)12

+

+ 〈1
2Θ

†
φ(r21)·∂12[1 + Px1x2

]ψ1
a(x1, t)〉

2
v1x2

, (72)

де Px1x2
позначає перестановку змiнних x1 та x2, як було означе-

но у спiввiдношеннi (20). Це кiнцева форма для останнього доданка
виразу (55).

4.3. Об’єднання внескiв

Врештi, пiдставляючи вираз (55) з кiнцевим результатом (72) для
доданка ∼ Θ†

12 у вираз (44), одержимо рiвняння переносу для одно-
частинкової величини a1(r1, t):

∂ta1(r1, t) = 〈∂tψ
1
a(x1, t)〉

1
v1

−∇1 · 〈v1ψ
1
a(x1, t)〉

1
v1

− (73)

− 〈L0
1ψ

1
a(x1, t)〉

1
v1

+ 〈LU†
1 ψ1

a(x1, t)〉
1
v1

+

+ ∇1 · 〈
1
2RΘ

†
φ(R) · ∂12ψ

1
a(x1λ, t)〉

2
v1v2(Rλ)12

+

+ 〈1
2Θ

†
φ(r21) · ∂12[1 + Px1x2

]ψ1
a(x1, t)〉

2
v1x2

.

Доданки у правiй частинi iдентифiкуємо з внесками у потiк (2 i 5-ий)
та в джерело (1, 3, 4 i 6-ий).
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Введiмо для них такi позначення:

Jk,1
a1

(r1, t)
df
= 〈v1ψ

1
a(x1, t)〉

1
v1
, (74)

Jφ,12
a1

(r1, t)
df
= 〈− 1

2RΘ
†
φ(R)·∂12ψ

1
a(x1λ, t)〉

2
v1v2(Rλ)12

(75)

— вiдповiдно, одночастинковий внесок у потiк, зумовлений рухом
частинок зi швидкiстю v1, який тому називають кiнетичним або по-
токовим (streaming) внеском та двочастинковий (потенцiальний) вне-
сок завдяки парнiй мiжчастинковiй взаємодiї i фактору залежности
ψ1

a вiд v1;

st
a1

(r1, t)
df
= 〈∂tψ

1
a(x1, t)〉

1
v1
, (76)

sr,1
a1

(r1, t)
df
= 〈−L0

1ψ
1
a(x1, t)〉

1
v1

= 〈v1 ·∇1ψ
1
a(x1, t)〉

1
v1
, (77)

sU,1
a1

(r1, t)
df
= 〈LU†

1 ψ1
a(x1, t)〉

1
v1

= 〈FU
1 · ∂1ψ

1
a(x1, t)〉

1
v1
, (78)

sφ,12
a1

(r1, t)
df
= 〈1

2Θ
†
φ(r21)·∂12[1 + Px1x2

]ψ1
a(x1, t)〉

2
v1x2

(79)

— вiдповiдно, одночастинковi внески в джерело, зумовленi залежнiс-
тю ψ1

a вiд часу t (76) i вiд просторової координати r1 (77), а також
внаслiдок наявности зовнiшнього поля U i залежности ψ1

a вiд v1 (78);
sφ,12

a1
— двочастинковий внесок у джерело завдяки мiжчастинковiй

взаємодiї. У верхнiх iндексах величин Ja1
i sa1

вказано, завдяки яко-
му фактору виникає цей внесок i частинки, вiд яких вiн походить.

У цих позначеннях рiвняння переносу (73) для a1 запишеться так
(порiвняй з рiвнянням (5)):

∂ta1 + ∇1 ·
[

Jk,1
a1

+ Jφ,12
a1

]

= st
a1

+ sr,1
a1

+ sU,1
a1

+ sφ,12
a1

. (80)

Або, опускаючи деякi елементи позначень, можемо подати ще ком-
пактнiшу форму цього рiвняння:

∂ta1 + ∇1 ·J
k+φ
a1

= st+r+U+φ
a1

. (81)

4.4. Аналiз рiвняння переносу

Ми не робили припущень вiдносно молекулярної характеристики ψ1
a,

хiба що вимагали скiнченнiсть її середнього з f1 та f2, що викону-
ється у фiзично цiкавих випадках. Тому отримане рiвняння пере-
носу (80) є досить загальним i вiдображає характернi особливостi
структури рiвнянь переносу такого типу для рiзноманiтних одно-
частинкових величин, що описують класичну систему з центральної
парною мiжчастинковою взаємодiєю. Зокрема, наприклад, зовнiшнє
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поле U(r) потенцiального типу не дає внеску в потiк густини a1 —
тiльки в джерело.

Рiвняння (80) мiстить поряд з одночастинковими i двочастинковi
середнi — потiк Jφ,12

a1
(r1, t) i джерело sφ,12

a1
(r1, t). Хоч воно формально

точне, але є незамкнутим вiдносно одночастинкової функцiї розпо-
дiлу, подiбно як незамкнутим є перше рiвняння ланцюжка ББГКI,
з котрого його виведено. I лише за допомогою функцiональної гiпо-
тези для f2 або замiни правої частини першого рiвняння ланцюжка
ББГКI на замкнутий вiдносно f1 iнтеґрал зiткнень (як це зазвичай є
у кiнетичнiй теорiї), можна добитися замкнутости рiвняння перено-
су (80) стосовно f1. Тодi все виведення слiд здiйснювати, виходячи
з кiнетичного рiвняння для f1, а не з першого рiвняння ланцюжка.

Молекулярнi характеристики для потокiв i джерел

Стосовно внескiв до потокiв та джерел можемо зауважити, що спiв-
вiдношення (74)–(79) є властиво означеннями для них. Зiставляючи
означення (40) з цими виразами, ототожнюємо для кожного молеку-
лярну характеристику:

ψ
1
J
k,1
a1

(x1, t)
df
= v1ψ

1
a(x1, t), (82)

ψ̃
2

J
φ,12
a1

(x1, x2, t)
df
= − 1

2RΘ
†
φ(R)·∂12ψ

1
a(r1λ,v1, t), (83)

ψ1
st

a1

(x1, t)
df
= ∂tψ

1
a(x1, t), (84)

ψ1
s

r,1
a1

(x1, t)
df
= −L0

1ψ
1
a(x1, t) = v1 ·∇1ψ

1
a(x1, t), (85)

ψ1
s

U,1
a1

(x1, t)
df
= LU†

1 ψ1
a(x1, t) = FU

1 · ∂1ψ
1
a(x1, t), (86)

ψ2
s

φ,12
a1

(x1, x2, t)
df
= 1

2Θ†
12[1 + Px1x2

]ψ1
a(x1, t) = (87)

= 1
2Θ

†
φ(r21)·∂12[1 + Px1x2

]ψ1
a(x1, t)].

У формулi (83) хвилькою над ψ̃
2

J
φ,12
a1

позначено те, що ця молекуляр-
на характеристика усереднюється “нелокально” згiдно виразу (75).

Подаймо тут же короткi зауваження, що слiдують з виразiв для
потокiв (74), (75) та джерел (76)–(79) або з виразiв (82)–(87). Потоки:

k) для довiльного ψ1
a 6= 0, завжди Jk,1

a1
6= 0;

φ) потiк Jφ,12
a1

= 0, якщо ∂12ψ
1
a = 0, тобто якщо ψ1

a не залежить
вiд v1.

Джерела:
t ) якщо ψ1

a не залежить вiд часу, то st
a1

= 0;
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r ) якщо ψ1
a не залежить вiд r1, то sr,1

a1
= 0;

U) sU,1
a1

= 0 у двох випадках: коли U не залежить вiд r1 або коли
ψ1

a не залежить вiд v1;
φ ) джерело sφ,12

a1
= 0, якщо виконується умова, що слiдує з вира-

зiв (79) або (87):

∂1ψ
1
a(x1, t) − ∂2ψ

1
a(x2, t) = 0;

це може бути, якщо ψ1
a(xi, t) не залежить вiд vi, або якщо ψ1

a(xi, t) є
однорiдною функцiєю першого ступеня вiдносно vi, наприклад:

ψ1
a(xi, t) = α(ri, t)vi. (88)

Коли характеристика ψ1
a не задовольняє цiєї умови, то вiдповiдне

джерело sφ,12
a 6= 0.

З останнього зауваження зокрема слiдує, що для густин маси з
ψ1

ρ = m та iмпульсу з ψ1
p = mv1 вiдповiднi джерела рiвнi нулю

sφ,12
ρ = 0, sφ,12

p = 0, (89)

а для густини кiнетичної енергiї з ψ1
ek = 1

2mv
2
1 — нi: sφ,12

ek 6= 0.

Частковi випадки вигляду рiвняння переносу

Розгляньмо як впливає фактор залежности молекулярної характе-
ристики ψ1

a вiд r1, v1 i t на вигляд отриманого рiвняння переносу
(80), навiвши три частковi випадки, коли ψ1

a не залежить: вiд r1; вiд
v1; вiд r1, v1 i часу t.

v) випадок ψ1
a = ψ1

a(v1, t):

∂ta1 + ∇1 · J
k+φ
a1

= st+U+φ
a1

; (90)

r) випадок ψ1
a = ψ1

a(r1, t):

∂ta1 + ∇1 · J
k
a1

= st+r
a1

; (91)

c) випадок ψ1
a = const:

∂ta1 + ∇1 · J
k
a1

= 0. (92)

Вигляд цих рiвнянь вiдразу слiдує з наведених вище зауважень сто-
совно потокiв i джерел.
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Рiвняння (91) можна перетворити далi, розглянувши явнi вирази
для потоку i джерела. З виразiв (74), (76) та (77) знаходимо, що

Jk
a1

= ψ1
a(r1, t)J

k
n, st

a1
= [∂tψ

1
a(r1, t)]n, sr

a1
= [∇1ψ

1
a(r1, t)] · J

k
n,

(93)
де вектор потоку числа частинок Jk

n введено нижче пiсля рiвняння
(95). Бачимо, що рiвняння переносу у випадку r) повнiстю визнача-
ється функцiями n(r1, t) та Jk

n(r1, t) = p(r1, t)/m (для яких нижче
отримуються вiдповiднi рiвняння) i тому не мiститиме нових невi-
домих середнiх. Очевидно, такий же висновок стосується i випадку
c).

Застосуймо тепер здобутi результати до густин ρ, p, ek та eU .
ρ) Молекулярна характеристика для густини маси є константою

(41), тому згiдно рiвняння (92) маємо:

∂tρ+ ∇1 · J
k,1
ρ = 0, (94)

де Jk,1
ρ = p, що слiдує з виразу (74). Iнших внескiв до потоку нема.

Джерел нема. Для густини числа частинок n рiвняння буде таке:

∂tn+ ∇1 · J
k,1
n = 0, (95)

де Jk,1
n = Jk,1

ρ /m = p/m.

p) Молекулярна характеристика для густини iмпульсу є лiнiй-
ною функцiєю швидкости (41), тому згiдно рiвняння (90) маємо:

∂tp + ∇1 · [J
k,1
p + Jφ,12

p ] = sU,1
p , (96)

де потоки Jk,1
p , Jφ,12

p є тензорами другого ранґу i дорiвнюють згiдно
виразiв (74), (75):

Jk,1
p = 〈mv1v1〉

1
v1
, Jφ,12

p = 〈− 1
2RΘ

†
φ(R)m〉2v1v2(Rλ)12

. (97)

Як вже було вiдзначено у формулi (89), sφ,12
p = 0, а внесок у дже-

рело вiд зовнiшнього поля згiдно виразу (78) рiвний sU,1
p = ρFU

1 .
Цiкаво, що внесок Jφ,12

p визначається за допомогою лише координат-

ної функцiї розподiлу n2(r1, r2, t)
df
=

∫

dv1dv2f2(x1, x2, t) з додатковим
iнтеґруванням по параметру λ.

ek) Молекулярна характеристика ψ1
ek для густини кiнетичної

енергiї є квадратичною функцiєю швидкости (41), тому згiдно рiв-
няння (90) маємо:

∂te
k + ∇1 · [J

k,1
ek + J

φ,12
ek ] = sU,1

ek + sφ,12
ek , (98)
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де потоки i джерела визначаюся виразами (74), (75) та (78), (79):

J
k,1
ek = 〈1

2mv2
1v1〉

1
v1
, J

φ,12
ek = 〈− 1

2 RΘ
†
φ(R)·mv1〉

2
v1v2(Rλ)12

, (99)

sU,1
ek = FU

1 · p, sφ,12
ek = 〈1

2 Θ
†
φ(r21)·m[v1 − v2]〉

2
v1x2

. (100)

eU ) Рiвняння переносу для густини потенцiальної енергiї eU =
〈U(r1)〉

1
v1

системи у зовнiшньому полi отримуються бепосередньо з
рiвняння (91) для випадку r) зi зауваженнями (93):

∂te
U + ∇1 · J

k,1
eU = sr,1

eU , (101)

де

J
k,1
eU = U(r1)J

k,1
n , sr,1

eU = −mFU
1 · Jk,1

n = −FU
1 · p. (102)

Також його можна вивести, стартуючи з рiвняння (95) для n, оскi-
льки

∂te
U = U(r1) ∂tn. (103)

Тут ми обмежимося одним зауваженням. Як видно з формул
(100) та (102), внески (рiзного типу) до джерел кiнетичної та по-
тенцiальної енергiй скомпенсовують одне одного:

sU,1
ek = −sr,1

eU , (104)

тобто густина кiнетичної енергiї зростає (зменшується) завдяки
зменшенню (зростанню) густини потенцiальної енергiї у полi зовнiш-
нiх сил. Нижче буде отримано ще одну компенсацiйну рiвнiсть, що
стосується внескiв sφ,12

ek та sr
ep .

5. Багаточастинкова локальна густина

5.1. Загальний випадок

Схема виведення рiвняння переносу для доданка ak(r1, t) суми (38)
повнiстю подiбна до розглянутої в попередньому параграфi для од-
ночастинкового внеску a1. Тут ми дамо загальне виведення i розгля-
немо частковий випадок k = 2.

За допомогою рiвнянь (39), (40) знаходимо, що

∂tak(r1, t) = 〈∂tψ
k
a(xk, t)〉kv1x2...xk

+ 〈ψk
a(xk, t)〉∂tfk

v1x2...xk
, (105)
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де

〈ψk
a(xk, t)〉∂tfk

v1x2...xk
≡

∫

dv1dx2 . . . dxkψ
k
a(xk, t) ∂tfk(xk, t).

Пiдставмо тут замiсть ∂tfk праву частину k-го рiвняння (29) лан-
цюжка ББГКI:

〈ψk
a(xk, t)〉∂tfk

v1x2...xk
= (106)

=

k
∑

i=1

∫

dv1dx2 . . . dxkψ
k
a(xk, t)

[

L0
i + LU

i

]

fk(xk) +

+
k

∑

i=1

k
∑

j>i

∫

dv1dx2 . . .dxkψ
k
a(xk, t)Θij fk(xk) +

+

k
∑

i=1

∫

dv1dx2 . . . dxkdxqψ
k
a(xk, t)Θiq fq(x

q)
∣

∣

q=k+1
.

Виведення

Як i в § 4, ми можемо виразити праву частину через спряженi опе-
ратори LU†

i , Θ†
ij , Θ†

iq, а для доданка з L0
i застосувати тотожнiсть,

аналогiчну до (51). Ще зваживши на те, що по r2, . . . , rk (крiм r1)
провадиться iнтеґрування, то доданок типу

∫

dri

[

−∇i ·〈viψ
k
a(xk, t)〉kvi

]

, (107)

що з’являється вiд L0
i , можна подати за формулою Остроградського

у виглядi iнтеґрала по поверхнi, яка обмежує об’єм V системи. Вва-
жаючи, що fk = 0 на межi об’єму, подiбнi доданки перетворюються
в нуль. Залишиться лише внесок, подiбний до другого члена правої
частини виразу (51):

∫

dri

[

− 〈L0
iψ

k
a(xk, t)〉kvi

]

. (108)

В результатi, пiсля переходу до спряжених операторiв, вираз
(106) набуде форми:

〈ψk
a(xk, t)〉∂tfk

v1x2...xk
= −∇1 · 〈v1ψ

k
a(xk, t)〉kv1x2...xk

+ (109)

+

k
∑

i=1

〈[−L0
i + LU†

i ]ψk
a(xk, t)〉kv1x2...xk

+



24 Препринт

+

k
∑

i=1

k
∑

j>i

〈Θ†
ijψ

k
a(xk, t)〉kv1x2...xk

+

+
k

∑

i=1

〈Θ†
iqψ

k
a(xk, t)〉qv1x2...xkxq

∣

∣

q=k+1
.

Середнi значення у двох останнiх доданках треба симетризувати,
подiбно до одночастинкового випадку, використовуючи тут симет-
рiйнi властивостi (25) функцiй розподiлу fk, fk+1 та операторiв Θ†

ij ,

Θ†
i,k+1. Розгляньмо для прикладу перший з двох доданкiв:

〈Θ†
ijψ

k
a(xk, t)〉kv1x2...xk

=

∫

d{∗}dridRdvidvjΘ
†
φ(R) · (110)

·
[

∂ijψ
k
a(∗, ri,vi, ri + R,vj , t)

]

fk(∗, ri,vi, ri + R,vj),

де введено замiну R = rji, а значок ∗ позначає всi решта змiннi, крiм
xi, xj . Наприклад, в d{∗} вiн означає

∗ ≡ {v1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xk}.

Пiсля манiпуляцiй, пов’язаних з перепозначенням “нiмих” змiнних
vi
→

←
vj , переходом до нової змiнної R′ = −R i т.д., цiлком анало-

гiчних до проведених у § 4, одержимо праву частину виразу (110) у
виглядi:

∫

d{∗}dridR′dvjdviΘ
†
φ(R′) · (111)

·
[

∂ijψ
k
a(∗, ri,vj , ri − R′,vi, t)

]

fk(∗, ri − R′,vi, ri,vj).

Зауважмо, що тут використано лише симетрiю функцiї fk, а порядок
арґументiв у ψk

a залишається незмiнний.
Позначивши нiму змiнну R′ через R i взявши пiвсуму виразiв

(110) та (111), прийдемо до результату:

〈Θ†
ijψ

k
a(xk, t)〉kv1x2...xk

= 1
2

∫

d{∗}dridRdvidvjΘ
†
φ(R)· (112)

·
(

[

∂ijψ
k
a(∗, ri,vi, ri + R,vj, t)

]

fk(∗, ri,vi, ri + R,vj) +

+
[

∂ijψ
k
a(∗, ri,vj , ri − R,vi, t)

]

fk(∗, ri − R,vi, ri,vj)
)

.

Далi вiднiмаємо i додаємо у круглих дужках комбiнацiю
[

∂ijψ
k
a(∗, ri − R,vi, ri,vj)

]

fk(∗, ri − R,vi, ri,vj),
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об’єднуючи комбiнацiю з мiнусом iз першим доданком, а ту, що з
плюсом — з другим доданком.

Дiючи як у § 4, рiзницю комбiнацiй [∂ijψ
k
a ]fk можна подати як

дiверґенцiю вектора, а сума iнших двох дасть внесок в джерело:

〈Θ†
ijψ

k
a(xk, t)〉kv1x2...xk

= 1
2

∫

d{∗}dri × (113)

×
[

∇i ·〈RΘ
†
φ(R)· ∂ijψ

k
a(∗, riλ,vi, rjλ̄,vj , t)〉

k
vivj(Rλ)ij

+

+ 〈Θ†
φ(R)· ∂ij [1 + Pxixj

]ψk
a(∗, xi, xj , t)〉

k
vixj

]

.

Iнтеґрування по dri ведеться для всiх i, за винятком i = 1. Тому всi
першi доданки з дiверґенцiями у виразi (113) пропадуть, крiм i = 1
. Подвiйна сума з виразу (109) набере такого остаточного вигляду:

k
∑

i=1

k
∑

j>i

〈Θ†
ijψ

k
a(xk, t)〉kv1x2...xk

= (114)

=

k
∑

j=2

∇1 ·〈
1
2RΘ

†
φ(R)· ∂1jψ

k
a(x1λ, ∗, xjλ̄, t)〉

k
{∗}(vRλ)1j

+

+

k
∑

i=1

k
∑

j>i

〈1
2Θ†

ij∂ij [1 + Pxixj
]ψk

a(∗, xi, xj , t)〉
k
v1x2...xk

,

де використано позначення

riλ ≡ ri − λR, rjλ̄ ≡ ri + [1 − λ]R, (115)

xiλ ≡ {riλ,vi}, xjλ̄ ≡ {rjλ̄,vj}, (116)

аналогiчнi до позначень (67), i введено скорочення позначень в се-
реднiх:

〈. . .〉k{∗}(vRλ)ij
≡ 〈. . .〉k{∗}vivj(Rλ)ij

,

яке ми вживатимемо, коли це не викликатиме двозначного тракту-
вання.

Подiбно до викладеного, для останньої суми k + 1-частинкових
середнiх виразу (109) одержимо:

k
∑

i=1

〈Θ†
i,k+1ψ

k
a(xk, t)〉k+1

v1x2...xk+1
= (117)

= ∇1 ·〈
1
2RΘ

†
φ(R)· ∂1qψ

k
a(x1λ, x2 . . . xk, t)〉

q

{∗}(vRλ)1q
+

+

k
∑

i=1

〈1
2Θ†

iq∂iq[1 + Pxixq
]ψk

a(xk, t)〉qv1x2...xkxq

∣

∣

q=k+1
.
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Кiнцевий вигляд

Пiдставляючи кiнцевi результати (114) та (117) у вираз (109), а його
— в стартове спiввiдношення (105), можемо записати рiвняння пере-
носу для локальної величини ak у такому виглядi:

∂tak + ∇1 ·
[

Jk,1
ak

+

k
∑

j=2

Jφ,1j
ak

+ Jφ,1q
ak

]

= (118)

= st
ak

+
k

∑

i=1

[sr,i
ak

+ sU,i
ak

] +
k

∑

i=1

k
∑

j>i

sφ,ij
ak

+
k

∑

i=1

sφ,iq
ak

∣

∣

q=k+1
.

Нижче ми подаємо розшифрування позначень, аналогiчних до вве-
дених у § 4:

Jk,1
ak

(r1, t)
df
= 〈v1ψ

k
a(xk, t)〉kv1x2...xk

, (119)

Jφ,1j
ak

(r1, t)
df
= 〈− 1

2RΘ
†
φ(R)· ∂1jψ

k
a(x1λ, ∗, xjλ̄, t)〉

k
{∗}(vRλ)1j

, (120)

Jφ,1q
ak

(r1, t)
df
= 〈− 1

2RΘ
†
φ(R)· ∂1qψ

k
a(x1λ, x2 . . . xk, t)〉

q

{∗}(vRλ)1q
, (121)

st
ak

(r1, t)
df
= 〈∂tψ

k
a(xk, t)〉kv1x2...xk

, (122)

sr,i
ak

(r1, t)
df
= 〈−L0

iψ
k
a(xk, t)〉kv1x2...xk

, (123)

sU,i
ak

(r1, t)
df
= 〈LU†

i ψk
a(xk, t)〉kv1x2...xk

, (124)

sφ,ij
ak

(r1, t)
df
= 〈1

2Θ†
ij [1 + Pxixj

]ψk
a(xk, t)〉kv1x2...xk

, (125)

sφ,iq
ak

(r1, t)
df
= 〈1

2Θ†
iq[1 + Pxixq

]ψk
a(xk, t)〉qv1x2...xkxq

. (126)

Тут у виразах (121) i (126) слiд покласти q = k + 1. Подiбно, як у
п. 4.4, з виразiв (119)– (126) можна означити молекулярнi характе-
ристики для цих потокiв i джерел. Серед введених величин лише
потоки потенцiального типу Jφ

ak
є нелокальними середнiми, всi iншi

— середнi того ж типу, що й ak.
У скорочених позначеннях рiвняння (118) набуває форми:

∂tak + ∇1 ·J
k+φ
ak

= st+r+U+φ
ak

, (127)

де однотипнi сумарнi внески виглядають так:

Jφ
ak

≡

k
∑

j=2

Jφ,1j
ak

+ Jφ,1 k+1
ak

, (128)

ICMP–06–24U 27

sr
ak

≡

k
∑

i=1

sr,i
ak
, sU

ak
≡

k
∑

i=1

sU,i
ak
, (129)

sφ
ak

≡

k
∑

i=1

k
∑

j>i

sφ,ij
ak

+

k
∑

i=1

sφ,i k+1
ak

. (130)

Як i в § 4, у поданому виведеннi використано припущення про пове-
дiнку функцiй розподiлу на нескiнченностi i не накладено суттєвих
обмежень на молекулярну характеристику ψk

a .
Далi розгляньмо два пiдвипадки, коли k-частинкова молекуляр-

на характеристика ψk
a залежить лише вiд швидкостей або лише вiд

просторових координат. У першому випадку, ψk
a(vk), можна провес-

ти аналiз, подiбний до поданого для одночастинкових величин. Тодi
в нуль перетворяться внески st

ak
та sr,i

ak
й рiвняння переносу виглядає

так:
∂tak + ∇1 ·J

k+φ
ak

= sU+φ
ak

. (131)

Коли ж є залежнiсть лише вiд координат, ψk
a(rk), то у нуль пере-

творяться члени з операторами, що мiстять похiднi по швидкостях:
Jφ,1j

ak
, Jφ,1 k+1

ak
, sU,i

ak
, sφ,ij

ak
та sφ,i k+1

ak
. У цьому частковому випадку рiв-

няння переносу має таку форму:

∂tak + ∇1 · J
k
ak

= sr
ak
. (132)

Видно, що воно не мiстить внескiв нелокального типу в потiк. Од-
ночасно, це рiвняння не мiстить членiв, означених через наступну
функцiю розподiлу fk+1. Отже, щоб знати явний вигляд його по-
токiв i джерел, достатньо мати лише fk. Це означає, що рiвняння
переносу для локальних величин, молекулярнi характеристики яких
залежать лише вiд просторових координат, не зачiпляють наступної
частинкової функцiї розподiлу. Один з наслiдкiв цього факту буде
продемонстровано на прикладi рiняння переносу для густини потен-
цiальної енергiї взаємодiї у наступному пiдпараграфi.

Рiвняння (131) i (132) показують, як фактор залежности ψk
a вiд

{rk} чи {vk} впливає на присутнiсть тих чи iнших внескiв у потiк та
джерело, i як це далi вiдбивається на структурi рiвняння переносу
для ak.
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5.2. Двочастинкова локальна густина

Розгляньмо, як виглядає виведене рiвняння для двочастинкової ве-
личини:

a2(r1, t)
df
= 〈ψ2

a(x1, x2, t)〉
2
v1x2

≡

∫

dv1dx2f2(x1, x2, t)ψ
2
a(x1, x2, t).

(133)
Кладучи k = 2 у рiвняннi (118) отримуємо:

∂ta2 + ∇1 ·
[

Jk,1
a2

+ Jφ,12
a2

+ Jφ,13
a2

]

= (134)

= st
a2

+

2
∑

i=1

[sr,i
a2

+ sU,i
a2

] + sφ,12
a2

+

2
∑

i=1

sφ,i3
a2

.

Внески до потоку i джерела означуються згiдно виразiв (119)–(126).
Якщо молекулярна характеристика залежить лише вiд коорди-

нат, ψ2
a(r1, r2), то рiвняння переносу набуде згiдно (132) такої форми:

∂ta2 + ∇1 ·J
k,1
a2

= sr,1
a2

+ sr,2
a2
. (135)

Застосуймо цей здобуток до рiвняння переносу для густини по-
тенцiальної енергiї мiжчастинкової взаємодiї, яка має двочастинкове
представлення з ψ2

ep(r1, r2) = 1
2φ(r12), як вказано у виразi (42). У

згодi з рiвнянням (135) дiстаємо:

∂te
p + ∇1 ·J

k,1
ep = sr,1

ep + sr,2
ep , (136)

де J
k,1
ep = 〈1

2v1φ(r12)〉
2
v1x2

sr,i
ep = 〈1

2vi · ∇iφ(r12)〉
2
v1x2

, вiдповiдно до
означень (119), (123). Використавши для суми джерел рiвнiсть (33),
яка пов’язує градiєнти потенцiала взаємодiї по координатах рiзних
частинок, рiвняння (136) можна подати так:

∂te
p + ∇1 · J

k,1
ep = 〈1

2 [v1 − v2]·∇1φ(r12)〉
2
v1x2

. (137)

Його ми використаємо у наступному параграфi щоб записати рiв-
няння переносу для повної енергiї.

5.3. Рiвняння переносу звичайної гiдродинамiки

Тепер можна з’ясувати, яке мiсце у викладенiй схемi займають рiв-
няння переносу звичайної гiдродинамiки. Отже, ми розглянемо рiв-
няння для густин маси ρ, iмпульсу p та енергiї e, тобто для густин
величин, що зберiгаються у вiдсутностi зовнiшнього поля.
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Густина енергiї мiстить три внески:

e = ek + eU + ep, (138)

причому, потенцiальний внесок є двочастинковою величиною, а пер-
шi два — одночастинковi. Повторiмо тут рiвняння переносу для них:
(98), (101):

∂te
k + ∇1 · J

k+φ

ek = sU+φ

ek , (139)

∂te
U + ∇1 · J

k
eU = sr

eU . (140)

Внески до джерел sφ,12
ek i sr,1+2

ep скомпенсовують один одного, ос-
кiльки є рiвнi мiж собою з точнiстю до знаку. У цьому можна пе-
реконатися, пiдставивши вираз для функцiї Θ

†
φ(r21), поданий пiсля

формули (54) у вираз (100) для sφ,12
ek :

sφ,12
ek = 〈1

2φ
′(r21) r̂21 · [v1 − v2]〉

2
v1x2

. (141)

Розписавши ґрадiєнт у правiй частинi виразу (137) згiдно першого
спiввiдношення (34), отримаємо рiвнiсть

sφ,12
ek = −sr,1+2

ep , (142)

де sr,1+2
ep = sr,1

ep +sr,2
ep . Вона у рамках викладеної схеми виведення має

нетривiальне тлумачення, а саме:
1) скомпенсовуються внески у джерела одночастинкової ek i дво-

частинкової ep величин;
2) цi внески зумовленi рiзними факторами; для ek джерело зу-

мовлене нелiнiйною залежнiстю вiдповiдної молекулярної характе-
ристики вiд швидкости, що у свою чергу породжує внесок, пропор-
цiйний φ′(r21); для ep джерело зумовлене залежнiстю молекулярної
характеристики ψ2

ep вiд координат;
3) причому сама можливiсть iснування спiввiдношення (142) за-

вдячує тому, що ψ2
ep = 1

2φ(r12) зележить вiд модуля вектора вiднос-
ного розмiщення частинок 1 i 2, iншими словами тому, що потенцiал
взаємодiї є сферично-симетричний; для iнших потенцiалiв слiд очi-
кувати ускладнення картини завдяки залежностi потенцiала, напри-
клад, вiд вiдносних кутових координат частинок.

Спiввiдношення (142) є другим прикладом, коли скомпенсовую-
ться внески до джерел енергiї. Його аналог було нами одержано в
роботi [11] для модельного багатосходинкового потенцiала.
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Тепер, додавши рiвняння (139), (140) та (136), як у сумi (138),
отримаємо рiвняння для повної енергiї:

∂te+ ∇1 · Je = 0, (143)

де

Je = J
k+φ

ek + Jk
eU + Jk

ep , (144)

se = (sU
ek + sr

eU ) + (sφ

ek + sr
ep) = 0. (145)

У виразi (145) використано компенсацiйнi рiвностi (104) та (142).
Коли цiкавитися рiвнянням переносу для суми ek + ep без враху-

вання потенцiальної енергiї eU в зовнiшньому полi, то рiвняння (143)
трансформується в таке:

∂te
k+p + ∇1 · Jek+p = sU

ek , (146)

де Jek+p = J
k+φ

ek + Jk
ep , sU

ek = FU
1 · p.

Насамкiнець можна подати розгорнутий вигляд рiвнянь переносу
для густин збережувальних величин, якi становлять систему рiвнянь
звичайної гiдродинамiки:

∂tρ + ∇1 · 〈mv1〉
1
v1

= 0, (147)

∂tp + ∇1 · [〈mv1v1〉
1
v1

+ 〈− 1
2RΘ

†
φ(R)m〉2(vRλ)12

] = ρFU
1 , (148)

∂te
k+p + ∇1 · [〈

1
2mv2

1v1〉
1
v1

+ 〈− 1
2RΘ

†
φ(R)·mv1〉

2
(vRλ)12

+ (149)

+ 〈1
2v1φ(r12)〉

2
v1x2

] = FU
1 · p.

У присутностi зовнiшнього потенцiального поля, рiвняння перено-
су для густини iмпульсу мiстить джерело, а вигляд рiвняння для
енергiї залежить вiд того, чи вiдносимо ми потенцiальну енергiю в
зовнiшньому полi до густини повної енергiї системи чи нi. Оскiль-
ки eU повнiстю визначається через густину числа частинок n, то її
зазвичай не враховують в густинi повної енергiї.

Одержанi рiвняння виведено на базi сформульованого загального
пiдходу i збiгаються з тими, якi наведено в лiтературi як для мак-
роскопiчних густин, що описують класичну просту рiдину [2], так i
для їхнiх мiкроскопiчних вiдповiдникiв [12, 13].

6. Нелокальна двочастинкова густина

Важко безпомилково передбачити, який вигляд матиме серднє для
k-частинкової нелокальної величини, щоб мати змогу вести розгляд
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для загального випадку, тому розгляньмо виведення рiвняння пере-
носу для найпростiшого — двочастинкового — випадку. Потоки Jφ

p

та J
φ

ek є першими (i можливо) найпростiшими представниками таких
нелокальних величин, тому ми вiзьмемо за основу їхнє вираження
через f2, ввiвши мiнiмальне узагальнення вiдносно швидкiсної за-
лежности.

Нехай ã2 — скалярна двочастинкова величина, що має нелокальне
представлення. Вважатимемо, що її молекулярна характеристика ψ2

ã

може залежати вiд r1, координати вiдносного розташування двох
частинок R, швидкостей, i часу t:

ψ2
ã = ψ2

ã(r1,R,v1,v2, t). (150)

Залежнiсть ψ2
ã вiд r1 i t ми надалi не вказуватимемо.

ã2(r1, t)
df
= 〈ψ2

ã〉
2
(vRλ)12

≡

1
∫

0

dλ
∫

dRdv1dv2ψ
2
ã2

(R,v2)f2(x1λ, x2λ̄),

(151)
В розгорнутому виглядi права частина виглядає так:

1
∫

0

dλ
∫

dRdv1dv2 ψ
2
ã2

(R,v2)f2(r1 − λR,v1, r1 + [1 − λ]R,v2). (152)

Загальна схема виведення рiвняння переносу для нелокальної вели-
чини ã2 подiбна до випадку локальних величин a1 чи ak, однак тут
є особливi моменти завдяки нелокальнiй формi залежности.

6.1. Друге рiвняння ланцюжка

Як i ранiше, можемо записати:

∂tã2(r1, t) = 〈∂tψ
2
ã(R,v2)〉2(vRλ)12

+ 〈ψ2
ã(R,v2)〉∂tf2

(vRλ)12
, (153)

де

〈ψ2
ã(R,v2)〉∂tf2

(vRλ)12
≡

1
∫

0

dλ
∫

dRdv1dv2ψ
2
ã2

(R,v2) ∂tf2(x1λ, x2λ̄).

У правiй частинi цього виразу слiд використати друге рiвняння лан-
цюжка, але у дещо змiненiй формi, яка одержується зi звичайної

∂tf2(x1λ, x2λ̄) = [L0
1λ + L0

2λ̄
+ LU

1λ + LU
2λ̄

+ Θ1λ,2λ̄]f2(x1λ, x2λ̄) +

+

∫

dx3 [Θ1λ,3 + Θ2λ̄,3]f3(x1λ, x2λ̄, x3), (154)
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якщо у нiй перейти до змiнних {r1,R}, оскiльки тут всi операто-
ри стосуються просторових координат частинок r1λ = r1 − λR та
r2λ̄ = r1 + [1 − λ]R. Цей перехiд обґрунтовується тим, що нам по-
трiбно отримати рiвняння переносу величини ã2 у точцi r1. Тобто усi
величини — потоки, джерела i особливо дiверґенцiї потокiв — мають
стосуватися саме цiєї точки. Такий перехiд не зачiпає змiнних v1, v2,
вiд яких залежать f2 та f3.

Формули (67) можна записати у виглядi
(

r1λ

r2λ̄

)

= M1R

(

r1

R

)

, M1R
df
=

[

1 −λ
1 1 − λ

]

(155)

i тлумачити як перехiд до змiнних {r1,R} з матрицею переходу M1R

. Звiдси легко знаходимо зворотнє перетворення:
(

r1

R

)

= M1λ,2λ̄

(

r1λ

r2λ̄

)

, M1λ,2λ̄
df
=

[

1 − λ λ
−1 1

]

. (156)

Введенi матрицi переходу M1R i M1λ,2λ̄ взаємнооберненi.
Виходячи з рiвности

∇1λF · dr1λ + ∇2λ̄F · dr2λ̄ = ∇1F · dr1 + ∇RF · dR

для довiльної функцiї F змiнних {r1λ, r2λ̄} знаходимо зв’язок мiж
ґрадiєнтами:

(

∇1λ

∇2λ̄

)

=
[

M1λ,2λ̄

]T
(

∇1

∇R

)

, (157)

де верхнiй iндекс “T” позначає операцiю транспонування. У резуль-
татi, для суми операторiв L0

i отримаємо:

L0
1λ + L0

2λ̄
= −v1 ·∇1λ − v2 ·∇2λ̄ = L0

u1 + L0
uR, (158)

де

L0
u1

df
= −u1 ·∇1,

L0
uR

df
= −uR ·∇R,

(

u1

uR

)

= M1λ,2λ̄ ·

(

v1

v2

)

. (159)

Використавши результат (158) у другому рiвняннi ланцюжка у
виглядi (154), отримаємо шукану форму:

∂tf2(x1λ, x2λ̄) =
[

∑

i=1,R

L0
ui +

∑

i=1λ,2λ̄

LU
i + Θ1λ,2λ̄

]

f2(x1λ, x2λ̄) +

+

∫

dx3 [Θ1λ,3 + Θ2λ̄,3]f3(x1λ, x2λ̄, x3). (160)
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Пiдставмо її у другий доданок правої частини виразу (153), записав-
ши результат через скалянi добутки:

〈ψ2
ã(R,v2)〉∂tf2

(vRλ)12
=

(

ψ2
ã,

[

∑

i=1,R

L0
ui +

∑

i=1λ,2λ̄

LU
i + Θ1λ,2λ̄

]

f2

)

(vRλ)12
+

+
(

ψ2
ã, [Θ1λ,3 + Θ2λ̄,3] f3

)

(vRλ)12x3

. (161)

До представлення через спряженi оператори переходимо так само,
як у пп. 4.1 та 5.1:

〈ψ2
ã(R,v2)〉∂tf2

(vRλ)12
= −∇1 ·〈u1ψ

2
ã〉

2
(vRλ)12

+ (162)

+
∑

i=1,R

〈−L0
uiψ

2
ã〉

2
(vRλ)12

+
∑

i=1λ,2λ̄

〈LU†
i ψ2

ã〉
2
(vRλ)12

+

+ 〈Θ†

1λ,2λ̄
ψ2

ã〉
2
(vRλ)12

+
∑

l=1λ,2λ̄

〈Θ†
l3ψ

2
ã〉

3
(vRλ)12x3

,

де опущено доданок, подiбний до першого доданка правої частини,
∫ 1

0

dλ
∫

dR [−∇R · 〈uRψ
2
ã 〉

2
v1v2

],

який перетворюється в нуль.
Останнi два доданки виразу (162) треба симетризувати.

6.2. Симетризацiя двочастинкового внеску

Перший з них пiсля перепозначень v1
→

←
v2, iнверсiї вiдносної коорди-

нати R → − R, використання симетрiї функцiї f2 i взяття пiвсуми,
запишеться так:

1
2

∫ 1

0

dλ
∫

dRdv1dv2Θ
†
φ(R) · (163)

·
{

[∂12ψ
2
ã(R,v1,v2)]f2(r1 − λR,v1, r1 + [1 − λ]R,v2)+

+ [∂12ψ
2
ã(−R,v2,v1, )]f2(r1 − [1 − λ]R,v1, r1 + λR,v2)

}

.

Вiд першого доданка вiднiмаємо, а до другого додаємо комбiнацiю

[∂12ψ
2
ã(R,v1,v2)]f2(r1 − [1 − λ]R,v1, r1 + λR,v2),

отримуючи:

1
2

∫ 1

0

dλ
∫

dRdv1dv2Θ
†
φ(R) ·

(

[∂12ψ
2
ã(R,v1,v2)] × (164)
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× {f2(r1λ,v1, r2λ̄,v2) − f2(r1 − [1 − λ]R,v1, r1 + λR,v2)} +

+ [∂12ψ
2
ã(−R,v2,v1) + ∂12ψ

2
ã(R,v1,v2)] ×

× f2(r1 − [1 − λ]R,v1, r1 + λR,v2)
)

.

Другий добуток типу [∂12ψ
2
ã + ∂12ψ

2
ã]f2 у круглих дужках пiсля

повторних перепозначень v1
→

←
v2 та iнверсiї R → −R можна звести

до вигляду:

〈1
2Θ

†
φ(R) · ∂12[1 + PR−

v1v2
]ψ2

ã(R,v1,v2)〉
2
(vRλ)12

. (165)

Символ PR−
v1v2

означає переставляння змiнних v1 i v2 та iнверсiю
вiдносної координати R → − R.

Розгляньмо тепер перший добуток у круглих дужках виразу
(164), котрий мiстить рiзницю функцiй f2. Можна зауважити, що
вiдповiднi просторовi координати частинок — арґументи цих функ-
цiй — вiдрiзняються на вектор

R1 = [1 − 2λ]R. (166)

Цiлком подiбно, як було у випадку локальної густини, перший добу-
ток можемо подати так:

1
2

∫ 1

0

dλ
∫

dRdv1dv2Θ
†
φ(R) · [∂12ψ

2
ã(R,v1,v2)] × (167)

×

∫

dx
{

δ(x − r1λ) − δ(x − [r1λ − R1])
}

f2(x,v1,x + R,v2).

Для рiзницi δ-функцiй, яку можна переписати як

δ(x′
λ − r1) − δ(x′

λ − [r1 − R1]), (168)

де x′
λ ≡ x+λR, використовуємо формулу (64), яка дасть у результатi:

∇1 · R1

∫ 1

0

dλ1 δ(x − [r1 − λ1R1 − λR]). (169)

Тодi розглядуваний вираз (167) можна подати як дiверґенцiю:

∇1 ·

∫ 1

0

dλdλ1

∫

dRdv1dv2
1
2R1Θ

†
φ(R)· [∂12ψ

2
ã(R,v1,v2)] × (170)

× f2(r1λλ1
,v1, r2λ̄λ1

,v2),

ICMP–06–24U 35

де

r1λλ1
≡ r1λ − λ1R1 = r1 − λR − λ1R1, (171)

r2λ̄λ1
≡ r2λ̄ − λ1R1 = r1 + [1 − λ]R − λ1R1, (172)

R1 = [1 − 2λ]R.

Скорочено формулу (170) запишемо так:

∇1 ·〈
1
2 [1 − 2λ]RΘ

†
φ(R)· ∂12ψ

2
ã(R,v2)〉2v1v2((Rλ)12λ1)1λ,2λ̄

. (173)

Спосiб позначення усереднення подiбний до введеного ранiше. Вiн
означає, що тут ми маємо iнтеґрування по однiй вiдноснiй координатi
R i по двох неперервних параметрах λ i λ1.

Врештi, об’єднавши кiнцевi результати (165) i (173), запишiмо
остаточний вираз для доданка з оператором Θ†

1λ,2λ̄
виразу (162):

〈Θ†

1λ,2λ̄
ψ2

ã(R,v2)〉2(vRλ)12
= (174)

= −∇1 ·〈−
1
2 [1 − 2λ]RΘ

†
φ(R)· ∂12ψ

2
ã(R,v2)〉2((vRλ)12λ1)1λ,2λ̄

+

+ 〈1
2Θ

†
φ(R) · ∂12[1 + PR−

v1v2
]ψ2

ã(R,v1,v2)〉
2
(vRλ)12

.

6.3. Результат симетризацiї тричастинкових внескiв

Тричастинковi внески пiд останньою сумою у виразi (162) симетри-
зуються подiбно. Рiзниця полягає у тому, що в них оператор Θ†

l3

стосується пар iндексiв (1λ, 3) або (2λ̄, 3):

〈Θ†
l3ψ

2
ã〉

3
(vRλ)12x3

=

∫ 1

0

dλ
∫

dRdv1dv2dx3 f3(x1λ, x2λ̄, x3)Θ
†
l3ψ

2
ã(R,v2).

(175)
Симетризацiя здiйснюється по iндексах (l, 3), а вiдносна координата
R1, до якої треба перейти, має сенс r3−r1λ чи r3−r2λ̄. Дiючи подiбно
до попереднього пiдпараграфа можна одержати:

〈Θ†
1λ,3ψ

2
ã(R,v2)〉3(vRλ)12x3

= (176)

= −∇1 ·〈−
1
2R1Θ

†
φ(R1)· ∂13ψ

2
ã(R,v2)〉3v1v2v3(Rλ)12(R1λ1)1λ,3

+

+ 〈1
2Θ†

1λ,3[1 + Pv1v3
]ψ2

ã(R,v1,v2)〉
3
(vRλ)12x3

,

〈Θ†

2λ̄,3
ψ2

ã(R,v2)〉3(vRλ)12x3
= (177)

= −∇1 ·〈−
1
2R1Θ

†
φ(R1)· ∂23ψ

2
ã(R,v2)〉3v1v2v3(Rλ)12(R1λ1)2λ̄,3

+

+ 〈1
2Θ†

2λ̄,3
[1 + Pv2v3

]ψ2
ã(R,v1,v2)〉

3
(vRλ)12x3

,
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де символ Pvlv3
позначає операцiю переставляння змiнних vl та v3

у функцiї, що стоїть пiсля нього.

6.4. Об’єднання внескiв

Запишiмо загальне рiвняння переносу для ã2 з молекулярною ха-
рактеристикою ψ2

ã(r1,R,v1,v2, t), вираз (150). Пiдставивши у вираз
(162) одержанi пiсля симетризацiї результати (174), (176), (177), а
його — у початкову фурмулу (153) здобудемо:

∂tã2 + ∇1 ·
[

J
k,12
ã2

+ J
φ,12
ã2

+

2
∑

l=1

J
φ,l3
ã2

]

= (178)

= st
ã2

+
∑

l=1,R

sr,l
ã2

+

2
∑

l=1

sU,l
ã2

+ sφ,12
ã2

+

2
∑

l=1

sφ,l3
ã2

,

де

J
k,12
ã2

df
= 〈u1ψ

2
ã(R,v2)〉2(vRλ)12

, (179)

J
φ,12
ã2

df
= 〈− 1

2 [1 − 2λ]RΘ
†
φ(R)· ∂12ψ

2
ã(R,v2)〉2((vRλ)12λ1)1λ,2λ̄

, (180)

J
φ,l3
ã2

df
= 〈− 1

2R1Θ
†
φ(R1)· ∂l3ψ

2
ã(R,v2)〉3v1v2v3(Rλ)12(R1λ1)l3

, (181)

st
ã2

df
= 〈∂tψ

2
ã(R,v2)〉2(vRλ)12

, (182)

sr,l
ã2

df
= 〈−L0

ulψ
2
ã(R,v2)〉2(vRλ)12

, l = 1 або R, (183)

sU,l
ã2

df
= 〈LU†

l ψ2
ã(R,v2)〉2(vRλ)12

, l = 1λ або 2λ̄, (184)

sφ,12
ã2

df
= 〈1

2Θ
†
φ(R) · ∂12[1 + PR−

v1v2
]ψ2

ã(R,v1,v2)〉
2
(vRλ)12

, (185)

sφ,l3
ã2

df
= 〈1

2Θ†
l3[1 + Pvlv3

]ψ2
ã(R,v1,v2)〉

3
(vRλ)12x3

. (186)

Нагадаймо, що тут u1 = [1 − λ]v1 + λv2, uR = −v1 + v2.
Цими виразами одночасно задаються молекулярнi характеристи-

ки внескiв до потоку i джерела нелокальної величини ã2. З їхнього
вигляду можемо сказати, що J

φ,l3
ã2

та sφ,l3
ã2

є тричастинковi, причому
потiк є двократно нелокальний (по {R, λ} та {R1, λ1}), а джерело —
однократно нелокальне, як i сама ã2. Решта величини двочастинко-
вi, але потiк J

φ,12
ã2

має другу нелокальнiсть по λ1. Також, цей потiк
дає нам приклад нелокальної двочастинкової величини iншого типу,
нiж ã2. А саме — двократно нелокальної двочастинкової величини
з молекулярною характеристикою, що явно залежить вiд першого
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параметра нелокальности λ. У цьому контекстi можна припустити,
що в мiру побудови наступних рiвнянь ланцюжка, рiзноманiтнiсть
нелокальних величин буде проявлятися все бiльше.

Якщо порiвнювати розгорнутий вигляд рiвняння (178) для ã2 з
таким же (134) для локальної двочастинкової величини a2, то вiд-
мiнностi “нелокального” рiвняння такi:

1) внесок Jk
ã2

є дещо iншого типу нiж у локальному випадку,
оскiльки в ньому входить явним чином не тiльки v1, але й v2;

2) є два тричастинковi внески у потiк (замiсть одного в рiвняннi
(134));

3) другий внесок в джерело вiд координатної залежности моле-
кулярної характеристики ψ2

ã зумовлений вiдносною координато R, а
не r2 (134)).

У скорочених позначеннях отримане рiвняння переносу має вже
знайомий вигляд:

∂tã2 + ∇1 · J
k+φ
ã2

= st+r+U+φ
ã2

. (187)

У частковому випадку, коли молекуляна характеристика ψ2
ã за-

лежить лише вiд R, потоки i джерела, що мiстять диференцiальнi
оператори по швидкостях, перетворяться в нуль:

∂tã2 + ∇1 · J
k,12
ã2

= sr,R
ã2

. (188)

Цей результато ми використаємо у наступному параграфi щоб отри-
мати рiвняння переносу для внеску Jφ,12

p до потоку iмпульсу.

6.5. Пiдсумок

В останнiх трьох параграфах (§§ 4, 5, 6) нами одержанi рiвняння пе-
реносу для макроскопiчних густин з рiзними представленнями. Зо-
крема, у § 4 з деталями подано виведення загального рiвняння пе-
реносу для довiльної одночастинкової величини a1(r1, t). Проведено
аналiз отриманих виразiв для внескiв до потоку Ja1

(r1, t) та джерела
sa1

(r1, t), а результати проiлюстровано на прикладi вiдомих ранiше
рiвнянь для густин маси ρ(r1, t), iмпульсу p(r1, t) та кiнетичної ене-
ргiї ek(r1, t).

За тiєю ж схемою у § 5 представлено виведення i кiнцевий ви-
гляд рiвняння переносу довiльної k-частинкової макроскопiчної гус-
тини ak(r1, t), що представляється локальним середнiм. Розглянуто
частковий випадок двочастинкової величини a2(r1, t) i за його до-
помогою продемонстровано, як отримується рiвняння для густини
потенцiальної енергiї взаємодiї ep(r1, t).
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За результатами §§ 4, 5 у пiдпараграфi 5.3 наведено аналiз рi-
внянь звичайної гiдродинамiки для густин збережуваних величин
{ρ,p, e} i показано взаємну зв’язанiсть джерел кiнетичного i потен-
цiального внескiв до густини повної енергiї.

У § 6 наведено аналогiчне виведення для нелокальної двочастин-
кової густини ã2(r1, t), вказано на вiдмiнностi мiж нею та локальним
вiдповiдником a2(r1, t). Розглянуто вигляд рiвняння переносу в од-
ному частковому випадку, що зустрiнемо нижче.

Далi подано нове застосування здобуткiв цих параграфiв [14,15].

7. Перше розширення рiвнянь звичайної гiдроди-

намiки

Результатiв попередньої частини достатньо, щоб вирiшити питання
про те, який вигляд мають рiвняння переносу, що розширюють рiв-
няння звичайної гiдродинамiки, тобто рiвняння для потокiв iмпульсу
Jp та енергiї Je. (У загальному випадку слiд розглядати також рiв-
няння i для джерел, але останнi рiвнi нулю для p та e.)

Нагадаймо вигляд потокiв:

Jp = Jk,1
p + Jφ,12

p , (189)

Je = J
k,1
ek + J

φ,12
ek + J

k,1
ep . (190)

Тут фiгурують локальнi одночастинковi Jk,1
p , J

k,1
ek i двочастинковий

J
k,1
ep внески кiнетичного типу, а також нелокальнi внески Jφ,12

p , J
φ,12
ek

вiд потенцiала взаємодiї. Молекулярнi характеристики для них такi:

ψ1
J
k,1
p

= mv1v1, ψ̃2
J

φ,12
p

= − 1
2RΘ

†
φ(R)m, (191)

ψ1
J
k,1

ek

= 1
2mv

2
1v1, ψ̃

2

J
φ,12

ek
= − 1

2RΘ
†
φ(R)·mv1, (192)

ψ2
J
k,1

ep
= 1

2φ(r12)v1. (193)

Для локальних внескiв (лiвий стовпчик) використовуємо резуль-
тати пiдпараграфiв 4.4 та 5.2, а для нелокальних (справа) — резуль-
тати, отриманi в пiдпараграфi 6.4.

7.1. Рiвняння для потоку iмпульсу

Молекулярна характеристика внеску Jk,1
p (далi Jk

p) залежить лише
вiд швидкости (191). Це вiдповiдає частковому випадковi v), роз-
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глянутому в п. 4.4, тому рiвняння переносу матиме вигляд типу (90)

∂ta1 + ∇1 · J
k+φ
a1

= sU+φ
a1

(194)

з вiдмiнним вiд нуля джерелом:

∂tJ
k
p + ∇1 ·

[

3J
k,1
Jk
p

+ 3J
φ,12
Jk
p

]

= s
U,1
Jk
p

+ s
φ,12
Jk
p

, (195)

де за допомогою конструкцiї 3J позначено тензори третього ранґу.
Явний вигляд внескiв до потоку та джерела легко знайти, користу-
ючись формулами (74), (75), (78), (79):

3J
k,1
Jk
p

df
= 〈mv1v1v1〉

1
v1
, (196)

3J
φ,12
Jk
p

df
= 〈− 1

2RΘ
†
φ(R)·m(Iv1 + I13v1)〉

2
(vRλ)12

, (197)

s
U,1
Jk
p

df
= FU

1 · 〈m(Iv1 + I13v1)〉
1
v1
, (198)

s
φ,12
Jk
p

df
= 〈1

2Θ
†
φ(r21)·m(Iv12 + I13v12)〉

2
v1x2

, (199)

де I ≡ δαβ — одиничний тензор другого ранґу, а за допомогою конст-
рукцiї I13v тут i далi позначено тензор третього ранґу, “дiагональний”
по першому i третьому iндексах:

(I13v)αβγ ≡ δαγvβ ,

δαγ — символ Кронекера.
Отримаймо тепер вiдповiдне рiвняння для внеску Jφ,12

p (далi Jφ
p).

Його молекулярна характеристика залежить лише вiд вектора вiд-
носного розташування, вираз (191), тому можна використати резуль-
тат для часткового випадку, розглянутого у кiнцi пiдпараграфа 6.4,
рiвняння (188):

∂tJ
φ
p + ∇1 · 3J

k,12

J
φ
p

= s
r,R

J
φ
p

, (200)

де згiдно загальних виразiв (179), (183) для потоку i джерела можемо
записати:

3J
k,12

J
φ
p

df
= 〈− 1

2u1RΘ
†
φ(R)m〉2(vRλ)12

, (201)

s
r,R

J
φ
p

df
= 〈− 1

2uR · ∇R[RΘ
†
φ(R)m]〉2(vRλ)12

. (202)

Додавши результати (195) i (200) для двох внескiв отримаємо пер-
ше рiвняння, яке розширює набiр рiвнянь звичайної гiдродинамiки:

∂tJp + ∇1 · 3JJp
= sJp . (203)
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Тут введено позначення для суми внескiв у потiк та джерело:

3JJp
= 3J

k,1
Jk
p

+ 3J
φ,12
Jk
p

+ 3J
k,12

J
φ
p

, (204)

s
Jp

= s
U,1
Jk
p

+ s
φ,12
Jk
p

+ s
r,R

J
φ
p

. (205)

Рiвняння (203) повнiстю вiдповiдає iдеї, сформульованiй у § 2, рiв-
няння (11).

Можна ще подати кiнцевi вирази для потокiв i джерел, дещо пе-
ретворивши їх i виразивши через потенцiал взаємодiї, а не за допо-
могою функцiї Θ

†
φ(R) = 1

m
φ′(R)R̂:

3J
φ,12
Jk
p

= 〈− 1
2φ

′(R)R[R̂v1 + v1R̂] 〉2(vRλ)12
,

3J
k,12

J
φ
p

= 〈− 1
2φ

′(R)u1RR̂〉
2
(vRλ)12

;

s
U,1
Jk
p

= FU
1 p + pFU

1 ,

s
φ,12
Jk
p

= 〈1
2φ

′(r21) [r̂21v12 + v12r̂21] 〉
2
v1x2

,

s
r,R

J
φ
p

= 〈− 1
2

{

φ′(R)uRR̂+ [−φ′(R) +Rφ′′(R)]uR · R̂R̂R̂+

+ φ′(R)R̂uR

}

〉2(vRλ)12
,

де R̂ ≡ R/R — одиничний вектор в напрямку R.

7.2. Потiк енергiї

Тут ми розглянемо по черзi рiвняння переносу для J
k,1
ek , J

φ,12
ek , J

k,1
ep

(далi Jk
ek , J

φ

ek , Jk
ep). Результат для внеску Jk

ek шукаємо так само, як
i для Jk

p, оскiльки ψ1
Jk

ek
теж залежить лише вiд швидкости. Тому

згiдно загального вигляду рiвняння (194) маємо:

∂tJ
k
ek + ∇1 ·

[

J
k,1

Jk

ek

+ J
φ,12

Jk

ek

]

= s
U,1

Jk

ek

+ s
φ,12

Jk

ek

, (206)

де

J
k,1

Jk

ek

= 〈1
2mv

2
1v1v1〉

1
v1
, (207)

J
φ,12

Jk

ek

= 〈− 1
2RΘ

†
φ(R)·m

2 (2v1v1 + v2
1 I)〉

2
(vRλ)12

; (208)

s
U,1

Jk

ek

df
= FU

1 · 〈
m
2 (2v1v1 + v2

1 I)〉
1
v1
, (209)

s
φ,12

Jk

ek

df
= 〈1

2Θ
†
φ(r21)·

m
2 [2(v1v1 − v2v2) + (v2

1 − v2
2)I]〉

2
v1x2

. (210)
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Рiвняння для нелокального внеску J
φ

ek можна отримати, пiдста-
вивши його молекулярну характеристику (192) у загальне рiвняння
переносу (178) для довiльної нелокальної двочастинкової величини
(пiдпараграф 6.4):

∂tJ
φ

ek + ∇1 ·
[

J
k,12

J
φ

ek

+ J
φ,12

J
φ

ek

+ J
φ,13

J
φ

ek

]

= s
r,R

J
φ

ek

+ s
U,1λ

J
φ

ek

. (211)

Тут усi джерела типу s
φ

J
φ

ek

, зумовленi потенцiалом взаємодiї, перетво-

рюються в нуль, бо ψ̃
2

J
φ

ek
(v1,R) є лiнiйною функцiєю v1 (192). Такий

випадок нам вже траплявся при аналiзi джерел одночастинкової ло-
кальної величини (с. 20). У рiвняннi (211) потоковi внески i джерела
мають такий явний вигляд:

J
k,12

J
φ

ek

df
= 〈− 1

2u1RΘ
†
φ(R)·mv1〉

2
(vRλ)12

, (212)

J
φ,12

J
φ

ek

df
= 〈1

4 [1 − 2λ]m[Θ†
φ(R)]2RR〉2((vRλ)12)1λ,2λ̄

, (213)

J
φ,13

J
φ

ek

df
= 〈1

4mΘ
†
φ(R1)·Θ

†
φ(R)R1R〉3v1v2v3(Rλ)12(R1λ1)1λ,3

, (214)

s
r,R

J
φ

ek

df
= 〈− 1

2uR · ∇R

[

RΘ
†
φ(R)

]

·mv1〉
2
(vRλ)12

, (215)

s
U,1λ

J
φ

ek

df
= 〈FU(r1λ) · [− 1

2Θ
†
φ(R)Rm]〉2(vRλ)12

. (216)

Залишилося розглянути рiвняння для (кiнетичного) потоку по-
тенцiальної енергiї Jk

ep . Молекулярна характеристика для нього є
лiнiйною функцiєю v1 i залежить вiд r12. Отже рiвняння має вигляд
згiдно виразу (134):

∂tJ
k
ep + ∇1 ·

[

J
k,1

Jk
ep

+ J
φ,12

Jk
ep

+ J
φ,13

Jk
ep

]

= s
r,1+2

Jk
ep

+ s
U,1

Jk
ep

+ s
φ,13

Jk
ep
, (217)

де

J
k,1

Jk
ep

df
= 〈1

2φ(r12)v1v1〉
1
v1
, (218)

J
φ,12

Jk
ep

df
= 〈− 1

4RΘ
†
φ(R)φ(R)〉2(vRλ)12

, (219)

J
φ,13

Jk
ep

df
= 〈− 1

4RΘ
†
φ(R)φ(r1λ,2)〉

3
(vRλ)13x2

; (220)

s
r,1+2

Jk
ep

≡

2
∑

i=1

s
r,i

Jk
ep

df
= 〈1

2mv1v12 ·Θφ(r12)〉
2
v1x2

, (221)
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s
U,1

Jk
ep

df
= FU

1 · 〈
1
2φ(r12) I 〉2v1x2

, (222)

s
φ,13

Jk
ep

df
= 〈1

2Θ
†
φ(r31)[φ(r12) − φ(r32)]〉

3
v1x2x3

. (223)

Iншi внески у джерело, s
φ,12

Jk
ep

та s
φ,23

Jk
ep

, рiвнi нулю.

Об’єднавши рiвняння (206), (211), (217) для рiзних внескiв до
повного потоку енергiї, маємо:

∂tJe + ∇1 · JJe
= sJe

, (224)

де

JJe
= J

k,1

Jk

ek

+ J
φ,12

Jk

ek

+ (225)

+ J
k,12

J
φ

ek

+ J
φ,12

J
φ

ek

+ J
φ,13

J
φ

ek

+

+ J
k,1

Jk
ep

+ J
φ,12

Jk
ep

+ J
φ,13

Jk
ep
,

sJe
= s

U,1

Jk

ek

+ s
φ,12

Jk

ek

+ s
r,R

J
φ

ek

+ s
U,1λ

J
φ

ek

+ (226)

+ s
r,1+2

Jk
ep

+ s
U,1

Jk
ep

+ s
φ,13

Jk
ep
.

Вирази для цих величин, далi перетворенi i записанi безпосередньо
через потенцiал взаємодiї:

J
φ,12

Jk

ek

= 〈 − 1
4φ

′(R)R[2v1v1 ·R̂+ v2
1R̂] 〉2(vRλ)12

,

J
k,12

J
φ

ek

= 〈 − 1
2φ

′(R)R̂·v1u1R〉2(vRλ)12
,

J
φ,12

J
φ

ek

= 〈 1
4m

[1 − 2λ][φ′(R)]2RR〉2((vRλ)12λ1)1λ,2λ̄
,

J
φ,13

J
φ

ek

= 〈 1
4m
φ′(R1)φ

′(R)R̂1 ·R̂R1R〉3v1v2v3(Rλ)12(R1λ1)1λ,3
,

J
k,1

Jk
ep

= 〈1
2φ(r12)v1v1〉

2
v1x2

,

J
φ,12

Jk
ep

= 〈 − 1
4m
φ(R)φ′(R)RR̂〉2(vRλ)12

,

J
φ,13

Jk
ep

= 〈 − 1
4m
φ(r1λ,2)φ

′(R)RR̂〉3(vRλ)13x2
,

s
U,1

Jk

ek

= FU
1 · J

k
p + ekFU

1 ,

s
φ,12

Jk

ek

= 〈1
4φ

′(r21)[2(v1v1 − v2v2)·r̂21 + (v2
1 − v2

2)r̂21]〉
2
v1x2

,
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s
r,R

J
φ

ek

= 〈 − 1
2

[

φ′(R)uRR̂+ [−φ′(R) +Rφ′′(R)]uR ·R̂R̂R̂+

+ φ′(R)R̂uR

]

·v1〉
2
(vRλ)12

,

s
U,1λ

J
φ

ek

= FU
1 ·

[

J
φ
p

]T
+ s∆FU

J
φ

ek

,

s
r,1+2

Jk
ep

= 〈1
2φ

′(r12)v1v12 ·r̂12〉
2
v1x2

,

s
U,1

Jk
ep

= epFU
1 ,

s
φ,13

Jk
ep

= 〈 1
2m

[φ(r12) − φ(r32)]φ
′(r31)r̂31〉

3
v1x2x3

,

де у виразi для s
U,1λ

J
φ

ek

“залишок” дорiвнює

s∆F
U

J
φ

ek

≡ 〈(FU
1λ − FU

1) · [− 1
2Θ

†
φ(R)Rm]〉2(vRλ)12

.

Сумарний внесок в джерело вiд зовнiшнього поля виражається через
густини енергiї та iмпульсу:

sU
Je

≡ s
U,1

Jk

ek

+ s
U,1λ

J
φ

ek

+ s
U,1

Jk
ep

= ek+pFU
1 + Jp ·F

U
1 + s∆FU

J
φ

ek

.

Рiвняння для Je є другим, поряд з (203), яке розширює набiр
рiвнянь звичайної гiдродинамiки.

Можна порiвняти мiж собою рiвняння переносу для Jp та Je за
кiлькiстю внескiв у потоки та джерела цих величин. Тензор потоку
iмпульсу має лише два внески — локальний i нелокальний, — при-
чому для нелокального ψ̃2

Jp
залежить лише вiд вiдносної координати

R. Тому маємо лише 3 внески в потiк 3JJp
i 3 (2 без поля U) внес-

ки в джерело sJp . Для потоку енергiї ситуацiя ускладнюється тим,
що вiн мiстить вже три внески: локальний, нелокальний i локальний
двочастинковий (190). В останнiх двох молекулярнi характеристики
залежать як вiд координат, так i вiд швидкости v1. Разом це дає
8 внескiв у потiк потоку енергiї JJe

та 7 (4 без поля U) внескiв у
джерело потоку енергiї sJe

, вирази (225), (226).
Обидва цi рiвняння складнi: для потоку iмпульсу — завдяки тен-

зорнiй розмiрностi, а для потоку енергiї — завдяки, грубо кажучи,
бiльшiй кiлькостi доданкiв рiзного походження вiд густин як кiне-
тичної, так i потенцiальної енергiй. Цiкаво також зауважити, що
рiвняння для Jp не мiстить величин, якi усереднюються з тричас-
тинковою функцiєю розподiлу, на вiдмiну вiд рiвняння для потоку
енергiї. Корисно би було проаналiзувати вигляд цих рiвнянь перено-
су в рамках того чи iншого наближення для f2 та f3.



44 Препринт

Цi два рiвняння становлять, так би мовити, перше розширення.
Наступне — друге — розширення полягає у тому, щоб записати рiв-
няння переносу для чотирьох величин, двох потокiв та двох джерел:

3JJp
, sJp ,

JJe
, sJe

(227)

— одного тензора третього ранґу, двох тензорiв другого ранґу й од-
ного вектора.

7.3. Аналогiї з ланцюжком ББГКI

Продовжуючи i так далi отримуємо ланцюжож рiвнянь гiдродина-
мiчного типу, який в термодинамiчнiй границi стає нескiнченним.
Оскiльки його отримано на основi iєрархiї ББГКI, то мабуть вар-
то наголосити на виявлених подiбностях та вiдмiнностях мiж ними.
Спочатку ми перелiчимо основнi особливостi iєрархiї ББГКI, а потiм
те, що їм вiдповiдає у випадку ланцюжка гiдродинамiчних рiвнянь.

Отже:
а) ланцюжок ББГКI записано для скалярних функцiй fs(x

s, t),
якi означуються за допомогою ̺(xN , t); кожна наступна функцiя роз-
подiлу повнiстю визначеє всi молодшi; рiзнi функцiї залежать вiд
рiзної кiлькости арґументiв i тому належать до рiзних класiв функ-
цiй;

б) кожнiй функцiї розподiлу вiдповiдає свiй рiвень опису: одно-
частинковий, двочастинковий i т.д.; зазвичай, тiльки першi два рiвнi
є “фiзично цiкавi” i пiддаються розв’язанню;

в) кожне рiвняння ланцюжка є незамкнуте i зачiпляє одну стар-
шу функцiю розподiлу; всi рiвняння слiдують з рiвняння Лiувiля
i виводяться шляхом вiдiнтеґровування частини ступенiв вiльности
всiєї N -частинкової системи; можна сказати, що рiвняння Лiувiля
нiби “згортається ” до рiвня s-го рiвняння;

г) ланцюжок ББГКI, як i рiвняння Лiувiля, є одночасовим (чи
маркiвським), не мiстячи ефектiв пам’ятi, а всi рiвняння є точними,
поки не зроблено обриву i замикання за допомогою того чи iншого
наближення; залежно вiд характеру останнього в отриманому на-
ближеному описi може з’явитися “немарковiсть”.

В ланцюжку гiдродинамiчних рiвнянь переносу (ГДРП) перелi-
ченим властивостям вiдповiдають такi:

а’) ланцюжок записано для тензорних функцiй, ранґ яких посту-
пово зростає, починаючи для простої рiдини з двох скалярних та

ICMP–06–24U 45

однiєї векторної величин; функцiї означено за допомогою функцiй
розподiлу з використанням молекулярних характеристик, як додат-
кових складникiв гiдродинамiчного ланцюжка; попри рiзний ранґ,
всi тензорнi функцiї, проте, залежать тiльки вiд просторової коор-
динати i (пареметрично) вiд часу;

б’) рiвень опису за допомогою гiдродинамiчних функцiй визнача-
ється як правило повiльнiстю їхньої змiни, починаючи, як вже нераз
згадувано, з густин збережуваних величин, їхнiх поптокiв, потокiв
i джерел цих потокiв i т.д.; на кожному рiвнi з’являються тензорнi
функцiї вищого ранґу;

в’) кожне рiвняння ланцюжка ГДРП для певної величини є неза-
мкнуте i мiстить новi невiдомi функцiї — потiк i джерело, — через якi
може зачiплятися наступна функцiя розподiлу; тут маємо ситуацiю,
що ланцюжок ГДРП нiби розгортається, починаючи з найповiльнi-
ших макроскопiчних густин; кожнi наступнi потоки i джерела роз-
ширюють набiр функцiй; в результатi такої розгортання отримуємо
“природний” набiр змiнних для опису поведiнки системи засобами
функцiй-полiв, залежних вiд (r, t);

г’) рiвняння переносу теж є формально точними i маркiвськи-
ми; обрив i замикання ланцюжка можна здiйснити за допомогою
наближень або для самих вищих потокiв та джерел, або для вищих
функцiй розподiлу, котрi їх означують.

Можна вiдслiдкувати, як мiняється кiлькiсть змiнних опису i от-
же, кiлькiсть рiвнянь для них, якщо рухатися “вверх” по ланцюжку
до вищих рiвнiв опису.

Розгляньмо випадок тривимiрного простору:

• 1-ий рiвень: 2 скаляри i 1 вектор — 3 змiннi, 5 компонент;

• 2-ий рiвень (перше розширення): додалися 1 тензор другого
ранґу i 1 вектор: 2 змiннi, 12 компонент (32 + 3);

• 3-iй рiвень (друге розширення): з’являються 1 тензор третього
ранґу, 2 тензори другого ранґу i 1 вектор, див. (227): 4 змiнних,
48 компонент (33 + 2·32 + 3);

• 4-ий рiвень: буде 1 тензор четвертого ранґу, 3 тензори третьо-
го ранґу, 3 тензори другого ранґу i 1 вектор: 8 змiнних i 192
компоненти;

Тут кiлькiсть змiнних Q та максимальна кiлькiсть компонент
Cmax зростають в показниковiй залежностi вiд номера рiвня L як

Q = 2L−1 та Cmax = 3·4L−1.
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Проте, легко бачити, що тензор потоку iмпульсу є симетричний i то-
му замiсть усiх 9 слiд врахувати лише 6 незалежних його компонент.
Припустивши, що всi наступнi потоки i джерела будуть симетрич-
нi по всiх своїх тензорних iндексах, можемо отримати оцiнку знизу
Cmin для кiлькости незалежних компонент. Симетричний тензор r-го
ранґу у тривимiрному просторi має K3(r) = 1

2 (r+ 1)(r+ 2) незалеж-
них компонент. Тому на другому, третьому i четвертому рiвнях буде
вiдповiдно

2 : 9 = 6 + 3,
3 : 25 = 10 + 2 · 6 + 3,
4 : 66 = 15 + 3 · 10 + 3 · 6 + 3

рiвнянь. Отже, для рiвня L ≥ 2 мiнiмальна кiлькiсть рiвнянь для
незалежних компонент буде дорiвнювати:

Cmin =

L
∑

k=1

Ck−1
L−1K3(k) =

1

2

L
∑

k=1

(L − 1)! (k + 1)(k + 2)

(k − 1)! (L− 1 − (k − 1))!
,

де Cn
m — число комбiнацiй. Дiйсне число незалежних компонент ле-

жить мiж Cmin i Cmax.
I без наведених оцiнок ясно, що кiлькiсть змiнних опису i кiль-

кiсть рiвнянь будуть швидко зростати при переходi до наступних рiв-
нiв гiдродинамiчного опису. (I навiть перевищать за своєю кiлькiстю
6N динамiчних рiвнянь Гамiльтона для iндивiдуальних координат
та iмпульсiв частинок усiєї системи). В застосуваннях, мабуть лише
першi 2 чи 3 рiвнi опису можуть бути корисними.

8. Перехiд до ляґранжевого опису

До цього мiсця всi рiвняння переносу розглядалися у нерухомiй вiд-
носно спостерiгача системi вiдлiку. Це так званий просторовий спосiб
опису, який також називають описом Ейлера [3,4]. З макроскопiчної
точки зору рух кожної молекули можна “розкласти” на двi складо-
вi: конвективну i властиво молекулярну. Перша пов’язана з конвек-
тивним рухом макроскопiчно малого елемента маси як цiлого, що
задається гiдродинамiчною швидкiстю V(r1, t). Другу складову час-
тiше називають тепловою i вона характеризує внесок вiд хаотичного
молекулярного руху на тлi макроскопiчного конвективного. Завдя-
ки такому роздiленню кожну гiдродинамiчну величину, молекуляр-
на характеристика якої мiстить залежнiсть вiд швидкостей, мож-
на iнтерпретувати як суму конвективного та властиво молекулярно-
го внескiв, а також, як буде з’ясовано, i перехресних конвективно-
молекулярних (конвективно-теплових) внескiв.
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Альтернативним є опис Ляґража [3,4], коли гiдродинамiчнi вели-
чини розглядаються у рухомiй системi координат, яка рухається у
данiй точцi простору r1 в момент часу t з гiдродинамiчною швидкiс-
тю V(r1, t). У цьому разi рiвняння переносу записуються лише для
властиво молекулярних внескiв. При переходi вiд опису Ейлера до
опису Ляґража внески, пов’язанi з конвективним рухом, послiдов-
но виключаються з рiвнянь переносу. Зв’язковою ланкою мiж двома
способами опису є гiдродинамiчна швидкiсть V(r1, t), яка тим самим
посiдає особливе мiсце серед iнших гiдродинамiчних величин.

У цьому параграфi подано перехiд до ляґранжевого опису в рiв-
няннях переносу звичайної гiдродинамiки i в рiвняннях переносу для
потокiв iмпульсу та енергiї, якi становлять перше розширення. Але
спочатку ми вiддiлимо конвективнi та властиво молекулярнi вннески
у самих величинах.

8.1. Аналiз гiдродинамiчних величин

Густина маси ρ(r1, t) = 〈m〉1v1
є найпростiшою величиною гiдродина-

мiчного типу, а її молекулярна характеристика ψ1
ρ = m не залежить

нi вiд швидкости v1, нi вiд координати r1. Тому рiвняння переносу
для неї теж має найпростiший вигляд (94).

Густина iмпульсу p(r1, t) = 〈mv1〉
1
v1

є потоком величини ρ(r1, t)
i одночасно служить для означення гiдродинамiчної швидкости за
допомогою спiввiдношення:

V(r1, t)
df
= p(r1, t)/ρ(r1, t).

Тепер кожну величину a, молекулярна характеристика якої зале-
жить вiд швидкостей, можна представити як суму конвективного
aconv та властиво молекулярного amol внескiв. Це здiйснюється за
допомогою пiдстановки

v1 = V + c1 (228)

в означення величини a, де c1 — швидкiсть частинки в локальнiй сис-
темi координат, що рухається зi швидкiстю V(r1, t) (теплова швид-
кiсть).

Далi буде розглянуто густину енергiї e i потоки iмпульсу Jp та
енергiї Je, вводячи для кожної з цих величин нове позначення для
внеску типу amol.

Видiливши в густинi кiнетичної енергiї ek = 〈1
2mv

2
1〉

1
v1

конвектив-
ний внесок ek,conv = 1

2ρV
2 за допомогою пiдстановки (228) отримає-

мо:
ek = 1

2ρV
2 + εk, εk

df
= 〈1

2mc
2
1〉

1
c1
. (229)
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Молекулярна характеристика для густини потенцiальної енергiї
ψ2

ep(r1, r2) = 1
2φ(r12) не залежить вiд швидкостей молекул 1 та 2,

тому ep(r1, t) як i ρ(r1, t) не iнтерпретується в термiнах конвектив-
ного i молекулярного внескiв. В результатi, густина повної енергiї
e(r1, t) запишеться так:

e(r1, t) = 1
2ρV

2 + ε(r1, t), (230)

де

ε(r1, t)
df
= εk(r1, t) + ep(r1, t)

— властиво молекулярний внесок до густини повної енергiї, який є
нiщо iнше, як густина внутрiшньої енергiї.

Потiк iмпульсу Jp має два внески: Jk
p та Jφ

p. Видiливши в Jk
p кон-

вективний внесок ρVV за допомогою пiдстановки (228), одержимо:

Jk
p = ρVV + Pk, Pk df

= 〈mc1c1〉
1
c1
.

Прийнявши позначення Pφ для внеску вiд парної взаємодiї

Pφ ≡ Jφ
p = 〈− 1

2RΘ
†
φ(R)m〉2c1c2(Rλ)12

,

можемо записати:

Jp = ρVV + P, P ≡ P
k+φ, (231)

де P — тензор напружень (властиво молекуляний внесок у тензор
потоку iмпульсу).

За допомогою пiдстановки (228) кожний з трьох внескiв до потоку
енергiї Jk

ek , J
φ

ek , Jk
ep можна подати так:

Jk
ek = J

k,conv
ek + J

k,cm
ek + J

k,mol
ek ≡ ekV + P

k ·V + qk
k, (232)

J
φ

ek = J
φ,cm
ek + J

φ,mol
ek ≡ Pφ ·V + q

φ
k , (233)

Jk
ep = J

k,conv
ep + J

k,mol
ep ≡ epV + qk

p, (234)

де введено позначення для внескiв рiзного типу в потiк тепла q:

qk
k

df
= 〈1

2mc
2
1c1〉

1
c1
, (235)

q
φ
k

df
= 〈− 1

2RΘ
†
φ(R)·mc1〉

2
c1c2(Rλ)12

, (236)

qk
p

df
= 〈c1

1
2φ(r12)〉

2
c1x2

(237)
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Нижнiй iндекс бiля q вказує тип енергiї, а верхнiй — тип самого
внеску. У виразах для Jk

ek та J
φ

ek з’явилися ще й “перехреснi” конвек-
тивно-молекулярнi внески, Pk·V i Pφ·V, вiдповiдно (позначенi верхнiм
iндексом “cm”).

Додавши правi частини виразiв (232)–(234) отримаємо для пото-
ку енергiї:

Je = eV + P·V + q, (238)

де q = qk
k +q

φ
k +qk

p — повний потiк тепла. У попереднiх позначеннях
цi внески до Je в (238) означають вiдповiдно Jconv

e , Jcm
e , Jmol

e . Перехiд
до опису Ляґранжа означає, що замiсть рiвнянь переносу для набору
величин {ρ, p, e, Jp, Je}, якi отримано ранiше, переходять до опису
системи за допомогою рiвнянь для набору

{ ρ,V, ε,P,q }. (239)

8.2. Перетворення рiвнянь переносу

Рiвняння для густин збережувальних величин. У рiвняннях
переносу опису Ляґранжа замiсть частиннної похiдної по часу деко-
ли зручно вживати матерiальну (субстанцiональну) похiдну

dt
df
= ∂t + V·∇.

Записуючи рiвняння переносу для ρ через змiннi набору (239)
одержимо:

∂tρ+ ∇· [ρV] = 0 або dtρ+ ρ∇·V = 0. (240)

Рiвняння для гiдродинамiчної швидкости отримується з рiвняння
переносу для густини iмпульсу, комбiнуючи його з рiвнянням (240)
для ρ:

dtV + ρ−1∇· P = FU . (241)

Це рiвняння можна записати в iншому виглядi, сформувавши у лiвiй
частинi дiверґенцiю потоку:

∂tV + ∇·[VV] = FU + V∇·V − ρ−1∇· P, (242)

де член пiд дiверґенцiєю тлумачиться як внесок конвективного типу
J conv
V до потоку величини V. Вiдповiдно, другий i третiй доданки

правої частини є конвективний i тепловий внески до джерела sV.
Однак, сама гiдродинамiчна швидкiсть не належить до густин ади-
тивних величин. Вдаючись до аналогiї з подiлом термодинамiчних
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величин на адитивнi та iнтенсивнi, V(r1, t) можна охарактеризувати
як iнтенсивну гiдродинамiчну величину. З цiєї причини запис рiв-
няння для неї в термiнах дiверґенцiї потоку та джерела не має такої
безпосередньої iнтерпретацiї, як для густин адитивних величин, i то-
му виглядає можливо дещо штучно.

Рiвняння для густини внутрiшньої енергiї отримується якщо,
згiдно спiввiдношення (230), вiд рiвняння (146) для e, у якому здiйс-
нено пiдстановку (228), вiдняти рiвняння для конвективного внеску
econv. Оскiльки econv = 1

2p·V, то рiвняння для неї отримується шля-
хом комбiнацiї рiвнянь для p та V з результатом:

∂te
conv + ∇·[econvV] = ρV·FU − V∇ :P. (243)

Тодi для густини внутрiшньої енергiї ε одержуємо рiвняння в термi-
нах конвективного i теплового потокiв та джерела:

∂tε+ ∇·[ εV + q ] = − P : [∇V]T, (244)

де верхнiй iндекс “T” позначає операцiю транспонування. Джерело
у правiй частинi описує незбережуванiсть густини внутрiшньої енер-
гiї завдяки процесам внутрiшнього тертя. Ще зауважмо, що в (244)
нема доданкiв, пов’язаних зi зовнiшнiм полем.

Отриманi рiвняння (241) та (244) для V, ε разом з рiвнянням
(240) для ρ становлянь основу опису Лягранжа в рамках звичайної
гiдродинамiки простої рiдини.

Рiвняння для тензора напружень P . Рiвняння для потокiв,
одержанi в § 7, перетворюються подiбно. З рiвнянь для p та V от-
римуємо рiвняння для конвективного потоку iмпульсу J conv

p :

∂t(ρVV) + ∇· [ρVVV] = [1 + T12] (−V∇· P + ρVFU
1 ). (245)

Тут i далi Tαβ означає операцiю транспонування тензора вiдносно
компонент α та β. (Взявши 1

2 i домноживши скалярно це рiвняння
на : I, отримаємо рiвняння переносу (243) для econv.)

Вiднявши (245) вiд рiвняння для Jp, у якому зроблено пiдстанов-
ку (228), здобудемо рiвняння переносу для тензора напружень:

∂tP + ∇· [VP + 3R] = smol
P

− [1 + T12] (P
T ·∇V). (246)

Тут VP ≡ 3J
conv
P , 3R ≡ 3J

mol
P — конвективний i тепловий внески до

потоку тензора напружень, smol
P

— джерело властиво молекулярного
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типу, а другий доданок правої частини являє собою конвективно-
молекулярний внесок у джерело. Явний вигляд для 3R i smol

P
такий:

3R = 3R
k
k + 3R

φ
k + 3R

k
φ, s

mol
P = s

φ

Pk + s
k
Pφ , (247)

де

3R
k
k

df
= 〈mc1c1c1〉

1
c1
, (248)

3R
φ
k

df
= [1 + T23]〈−

1
2RΘ

†
φ(R)mc1〉

2
(cRλ)12

, (249)

3R
k
φ

df
= 〈− 1

2 (c1 + λc21)RΘ
†
φ(R)m〉2(cRλ)12

, (250)

s
φ

Pk

df
= [1 + T12]〈

1
2Θ

†
φ(r21)mc12〉

2
c1x2

, (251)

sk
Pφ

df
= 〈− 1

2c21 ·∇R[RΘ
†
φ(R)]m〉2(cRλ)12

. (252)

Добре видно, що рiвняння (246) володiє симетрiєю тензора P: внески
в джерело — просто симетричнi тензори, а потоковi внески симет-
ричнi по двох останнiх iндексах. Ще воно, як i рiвняння для густини
внутрiшньої енергiї (244), не мiстить внеску вiд зовнiшнього поля
U(r).

Рiвняння для потоку тепла q. Запишiмо спочатку рiвняння пе-
реносу для внескiв eV та PV ≡ P · V, якi виводяться з рiвнянь для
V й e та зi щойно одержаного рiвняння (246) для P. У результатi
отримуємо:

∂t(eV) + ∇ · [eVV] = − V∇ · [PV + q] − (e/ρ)∇· P + (253)

+ eFU
1 + FU

1 · ρVV,

∂t(PV) + ∇ · [VPV] = − [∇· 3R + P
T ·∇V + [∇V]T · P]·V +

+ smol
P

·V − ρ−1P∇ :P + P·FU
1 . (254)

Вiднявши їх вiд рiвняння переносу для Je, у якому здiйснено пiста-
новку (228), одержуємо рiвняння для теплового потоку q:

∂tq + ∇ · [Vq + Q] = smol
q − q·∇V − T

3 R :∇V + (ε/ρ)∇ · P, (255)

де Q, smol
q — властиво молекулярнi внески у потiк та джерело терло-

вого потоку q. Вони мають вигляд:

Q = Qk
qk

k

+ Q
φ

qk
k

+ Qk
q

φ

k

+ Q
φ

q
φ

k

+ Qk
qk

p
+ Q

φ

qk
p

, (256)

smol
q = s

φ

qk
k

+ sr

q
φ

k

+ s∆FU

q
φ

k

+ sr
qk

p
+ s

φ

qk
p

, (257)
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де явнi вирази для окремих внескiв такi:

Qk
qk

k

df
= 〈1

2mc
2
1c1c1〉

1
c1
,

Q
φ

qk
k

df
= 〈− 1

2RΘ
†
φ(R) · m

2 (2c1c1 + c21I)〉
2
(cRλ)12

,

Qk
q

φ

k

df
= 〈− 1

2 (c1 + λc21)RΘ
†
φ(R)·mc1〉

2
(cRλ)12

,

Q
φ

q
φ

k

df
= J

φ,12

J
φ

ek

+ J
φ,13

J
φ

ek

,

Qk
qk

p

df
= 〈c1c1

1
2φ(r12)〉

2
c1x2

,

Q
φ

qk
p

df
= J

φ,12

Jk
ep

+ J
φ,13

Jk
ep
,

s
φ

qk
k

df
= 〈1

2Θ
†
φ(r21) ·

m
2 [2(c1c1 − c2c2) + (c21 − c22)I]〉

2
c1x2

,

sr

q
φ

k

df
= 〈− 1

2c21 ·∇R[RΘ
†
φ(R)] ·mc1〉

2
(cRλ)12

,

sr
qk

p

df
= 〈1

2c1c12 ·mΘφ(r12)〉
2
c1x2

,

s
φ

qk
p

df
= 〈1

2Θ
†
φ(r31)[φ(r12) − φ(r32)]〉

3
c1x2x3

≡ s
φ,13

Jk
ep
.

Вони повторюють вирази своїх вiдповiдникiв, записаних у нерухомiй
системi вiдлiку, якщо в останнiх зробити замiну v1 → c1. Тi внески,
що не мiстять залежности вiд швидкостей, залишаються незмiнними.
На вiдмiну вiд ε та P, рiвняння для q явно мiстить вплив поля U

через доданок s∆FU

q
φ

k

≡ s∆FU

J
φ

ek

.

8.3. Обговорення рiвнянь опису Ляґранжа

Як видно з рiвнянь для ε, P, q, властиво молекулярнi потоки P,
q, 3R можуть входити у цi рiвняння не тiльки лiнiйно пiд знаком
дiверґенцiї, а також нелiнiйно через добуток з ∇V, котрий не фiгу-
рує самостiйно у рiвняннях переносу опису Ляґранжа, починаючи з
рiвняння для внутрiшньої енергiї. В цьому також проявляється особ-
лива роль гiдродинамiчної швидкости. Можна припустити, що така
особливiсть буде зберiгатися у другому i наступних розширеннях.

Можна ще вiдзначити, що при переходi до опису Ляґранжа вiд-
бувається деяке перегрупування доданкiв. Воно проявляється у по-
явi пропорцiйних до ∇V внескiв конвективно-молекулярного типу
в джерело у правiй частинi рiвнянь для густин ε, P, q, а також у
вiдсутностi внескiв вiд поля U в джерело для ε та P.
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Рiвняння переносу для ε, P, q можна також вивести альтерна-
тивним способом, записавши для них вiдповiднi молекулярнi ха-
рактеристики, що залежать не вiд v1, а вiд теплової швидкости
c1(r1, t) = v1 − V(r1, t) та координати r1 через V i використавши
загальнi рiвняння переносу.

З точки зору застосовности рiвнянь першого розширення, то тут
можливо є деякi труднощi, зокрема при заданнi початкових чи гра-
ничних умов, оскiльки феноменологiчна теорiя цих рiвнянь не має
достатнього розвитку. Наприклад, для того, щоби замкнути ланцю-
жок гiдродинамiчних рiвнянь на другому рiвнi опису (подiбно до
того, як це робиться на першому рiвнi, задаючи явний вигляд для
величин P та q), треба запропонувати певнi функцiональнi спiввiд-
ношення для наступних молекулярних потокiв 3R i Q та джерел smol

P

i smol
q , виразивши їх через функцiї набору (239). Це можна зроби-

ти або на основi феноменологiчних здогадiв чи припущень, або за
допомогою розвитку кiнетичної теорiї в цьому напрямку.

Найпростiше феноменологiчне рiвняння, яке описує процеси зга-
сання внутрiшнiх напружень у рiдинi пiсля того, як повнiстю згасне
конвективний рух, має вигляд звичайного наближення часу релак-
сацiї [16]:

dtP = − 1
τ

P.

Порiвнюючи його з рiвнянням (246), принаймнi видно, якi додан-
ки не враховано зовсiм. Зокрема ∇ · 3R, яке при V = 0 може бути
вiдмiнне вiд нуля. Для джерела зроблено наближення smol

P
≈ −τ−1P.

9. Висновки

Нами розглянуто один з найпростiших випадкiв класичної системи
частинок з поступальними ступенями вiльности, що взаємодiють мiж
собою. Мiжчастинковий потенцiал i внесок зовнiшнiх сил в гамiль-
тонiан теж взято напростiшими з можливих. Для доволi загальних
стартових умов (посилок) сформульовано проблему виведення рiв-
няння переносу для густини довiльної макроскопiчної адитивної ве-
личини, котру вирiшено в доволi загальних припущеннях. Потоки i
джерела, що виникають у виведених рiвняннях, задовольняють свої
рiвняння переносу, якi зрозумiло як отримати у рамках запропоно-
ваної схеми. В результатi ми одержуємо ланцюжок рiвнянь гiдроди-
намiчного типу, який в термодинамiчнiй границi стає нескiнченним.

Оскiльки при виведеннi рiвнянь переносу нiде не конкретизував-
ся i не використовувався такий фактор, як вимiрнiсть простору, то



54 Препринт

можна вважати, що результати годяться як для 3D, так i для 2D
систем.

Розгляд загальної макроскопiчної густини, для якої виводиться
рiвняння переносу, спирається на концепцiю представлення макро-
скопiчних величин за допомогою частинкових функцiй розподiлу,
яка у свою чергу використовує поняття частинкових молекулярних
характеристик даної густини a. Останнi є прямим узагальненням по-
няття зiткненнєвих iнварiантiв, що вводяться при дослiдженнi кiне-
тичного рiвняння Больцмана, одночастинкових за своєю природою.
Також молекулярнi характеристики узагальнюють характеристики
моментiв одночастинкової функцiї розподiлу в моментному методi
Ґреда розв’язування рiвняння Больцмана.

Схему продемонстровано на прикладi набору густин збережува-
них величин, якi використовують для опису простих рiдин чи густих
газiв. З’ясовано деякi деталi виведення рiвнянь звичайної гiдродина-
мiки, на якi ранiше не звертано належної уваги [2] та виведено рiв-
няння для потокiв iмпульсу й енергiї (тензора напружень i вектора
потоку тепла в — ляґранжевому описi), котрi є першим розширенням
рiвнянь переносу для густин маси, iмпульсу та енергiї.

В основi пiдходу використано вiдому iдею про розширення набо-
ру величин, за допомогою яких описується система. В цьому кон-
текстi, можна провести паралелi з деякими iншими методами теорiї
нерiвноважних процесiв, зокрема з методом узагальнених колектив-
них мод [17,18] та моментним методом Ґреда. Перший запроваджено
для дослiдження рiвноважних часових кореляцiйних функцiй i ко-
лективних збуджень у простих рiдинах, який виявився також ефек-
тивним у застосуваннi до полярних i магнiтних рiдин, кулонiвських
систем та iн. В цьому методi до основного набору параметрiв, який
складається з густин збережуваних величин, долучаються їхнi вищi
часовi похiднi.

Набагато тiснiшi аналогiї можна побачити мiж запропонованим
пiдходом i методом Ґреда, розвинутим для кiнетичного рiвняння Бо-
льцмана [19, 20]. Отриманi нами рiвняння переносу годяться як для
низьких, так i для високих густин. При пониженнi густини системи
роль потенцiальних внескiв Jφ у потоки буде зменшуватися, а при
больцманiвських густинах ними можна знехтувати зовсiм. Залиша-
ться лише кiнетичнi частини Jk, якi збiгаються з наступними пiсля
перших моментами, введеними Ґредом. Моментий метод часом за-
стосовують до кiнетичного рiвняння Енскога, уникаючи ускладнень,
пов’язаних iз зiткненнєвим переносом [21–23] i розвиваючи теорiю
тiльки на основi кiнетичних внескiв до потокiв. Отриманi вище ре-
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зультати дещо прояснюють питання про те, як саме цей метод по-
винен бути модифiкований в застосуваннi до густих флюїдiв. Хоча,
детальнiший аналiз стосовно методу Ґреда заслуговує окремої уваги.

Пiдхiд можна узагальнити на випадок класичних систем части-
нок з обертовими ступенями вiльности, або розглянути вплив зов-
нiшнього електричного чи магнiтного поля, вважаючи, що частинки
володiють дипольним чи магнiтним моментами. Також запропоно-
вану схему можна зреалiзувати i для модельних потенцiалiв типу
вiдштовхування твердих кульок, потенцiала прямокутної ями чи ба-
гатосходинкового потенцiала. Деяким з цих питань буде присвячено
наступнi нашi роботи.

Подяки

Автори висловлюють вдячнiсть к.ф.-м.н. В.В.Iгнатюку за спiльне
обговорення деяких питань роботи.
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