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Релаксацiя та термодинамiчнi властивостi моделi протонно-

го скла з суттєвими короткосяжними конкуруючими взає-

модiями

С.I. Сороков, Р.Р. Левицький, А.С. Вдович

Анотацiя. В межах наближення двохчастинкового кластера i в рам-
ках реплiчно-симетричного пiдходу вивчається модель протонного
скла з суттєвими конкуруючими короткосяжними i слабкими да-
лекосяжними взаємодiями. Вивчено вплив випадкових внутрiшнiх
полiв i далекодї на параметри порядку протонного скла, статичну
сприйнятливiсть i фазову дiаграму. В рамках глауберiвського пiдхо-
ду отримано вираз для лiнiйної динамiчної сприйнятливостi моделi.
Показано, що уявна частина сприйнятливостi має низькотемпера-
турний пiк, який вiдповiдає переходу системи в неергодичний стан.
Обговорена можливiсть застосування даної теорiї для опису власти-
востей протонних стекол типу Rb1−x(NH4)xH2PO4.

Relaxation and thermodynamic properties of the proton-glass

model with essential short-range competing interactions

S.I.Sorokov, R.R.Levitskii, A.S.Vdovych

Abstract. Within the two-particle cluster approximation and in the
framework of the replica symmetric approach we study a proton glass
model with essential competing short-range and weak long-range inter-
actions. Influence of random internal fields and long-range interactions
on the order parameters of proton glass, static susceptibility, and phase
diagram of the model is explored. Within the Glauber approach we ob-
tain an expression for the linear dynamic susceptibility of the model. It
is shown that the imaginary part of the susceptibility exhibits a low-
temperature peak which corresponds to the system transition to a non-
ergodic state. We discuss a possibility to apply the present theory to
description of the proton glasses of the Rb1−x(NH4)xH2PO4 type.
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1. Основнi пiдходи в теорiї спiнових i протонних

стекол.

Структурно невпорядкованi системи, якi описуються псевдоспiнови-
ми гамiльтонiанами з конкуруючими взаємодiями, вивчаються бiля
30-ти рокiв [1-4]. При низьких температурах i в певних областях кон-
центрацiй в них можливий перехiд в стан спiнового скла.

Головнi особливостi систем iз спiновим склом можна описати на
основi iзiнго-подiбного гамiльтонiана H з випадковими параметрами
hi i kij

H = −
∑

i

hiSi −
1

2

∑

i,j

kijSiSi (1)

У випадку гратки Браве iндекси i i j позначають вузли гратки.
В моделi Шеррiнгтона-Кiркпатрiка (SK) [2, 3] використовується

гаусовий розподiл для kij , де їхнє середнє значення 〈kij〉 i диспер-
сiя (парний кумулянт)

〈

k2
ij

〉cum
не залежать вiд i, j. Тому ця модель

вiдповiдає системi з далекосяжними взаємодiями. Для цiєї моделi
в рамках реплiчно-симетричного пiдходу отриманi фазова дiагра-
ма, намагнiченнiсть, параметр порядку спiнового скла q, ентропiя
i теплоємнiсть. Проте, обчислена в межах цього пiдходу ентропiя
i теплоємнiсть стають вiд’ємними при низьких температурах. В [4]
запропонований розв’язок з порушенням реплiчної симетрiї для SK
моделi, який є стабiльний при низьких температурах. Пiзнiше пра-
вильнiсть розв’язку з порушенням реплiчної симетрiї пiдтверджена
чисельними моделюваннями.

Модель Едвардса-Андерсона [1] враховує тiльки взаємодiї мiж
найближчими сусiдами kij = k. Для k звичайно використовується га-
усова функцiя розподiлу або розподiл P (k) = (1−c)·δ(k+1)+c·δ(k−1)
(позначення k = (−1, 1)). Таку iзiнгiвську модель зручно вивча-
ти на гратцi Бете, тому що наближення двохчастинкового кластера
для вiльної енергiї на таких гратках є точне. В [5] для гратки Бе-
те отримано iнтегральне рiвняння для функцiї розподiлу R(σ, 1) =
〈δ(σ − ϕ1r)〉conf одного ефективного поля ϕ1r, що дiє на вузол 1 з
боку найближчого вузла r. В [6] аналiтичнi розв’язки (з врахуван-
ням перших гармонiк фур’є розвинення) отриманi для T = 0 i для
координацiйних чисел z =4, 5, 6 i c = 0.5. Цi розв’язки мiстять δ -
функцiї i симетричну неперервну частину i вiдповiдають стану спi-
нового скла. В [7] асиметричнi розв’язки з неперервною частиною
знайденi при T = 0 для z =3, h =0 i довiльного c. Асиметричнi
розв’язки вiдповiдають змiшаному феромагнiтному стану. Необхiд-
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но зазначити, що для гратки Бете для чистої феромагнiтної фази
функцiя R(σ, 1) мiстить тiльки одну δ(σ−ϕ(T )) функцiю, а в чистiй
параелектричнiй фазi ϕ(T ) = 0.

Значно пiзнiше Мезард i Парiзi [8] врахували перший крок пору-
шення реплiчної симетрiї (1RSB) для гратки Бете. Було показано,
що попереднi результати [5-7] вiдповiдають реплiчно-симетричному
(RS). Недавно [9] EA модель для гратки Бете з гаусовим розподiлом
констант взаємодiї вивчалася чисельно на основi алгоритму, запро-
понованого в [8]. Рiзниця мiж вiльною енергiєю в межах RS i RSB
розв’язкiв є менша нiж 4% для z =4, 6. Подiбний висновок зроблений
ранiше для розподiлу k = (−1, 1). Рiзниця мiж RS i 1RSB розв’язка-
ми зростає при зростаннi z .

Ми будемо важати, що для опису систем з конкуруючими корот-
косяжними i далекосяжними взаємодiями, в яких переважаючу роль
у формуваннi стану спiнового скла вiдiграють короткосяжнi взаємо-
дiї, можна використати реплiчно-симетричний пiдхiд. Ми очiкуємо,
що така ситуацiя має мiсце в системi з водневими зв’язками типу
Rbx(NH4)1−xH2PO4 (протонне скло). В цiй сумiшi тетраедри PO4

i їх хаотичне оточення iонами Rb або NH4 вiдiграють вирiшальну
роль у формуваннi енергетичних рiвнiв системи.

Кристали з водневими зв’язками типу Rb1−x(NH4)xH2PO4(Tc ≈
147.6K для RbH2PO4, TN ≈ 148K для NH4H2PO4), в яких при ни-
зьких температурах реалiзується стан протонного скла, iнтенсивно
вивчаються експериментально [10-18] i теоретично [19-28] вже бiль-
ше 20 рокiв. На основi робiт [10-14] була побудована фазова дiа-
грама Rb1−x(NH4)xH2PO4, на якiй область концентрацiй приблиз-
но 0.20 < x < 0.75 вiдповiдає стану протонного скла (нижче пев-
ної Tg(x). Фероелектричний i антифероелектричний фазовi перехо-
ди знайденi при нижчих i вищих концентрацiях вiдповiдно. Пiзнiше
проводились дослiдження рiзноманiтних властивостей змiшаних сег-
нетоелектрикiв з водневими зв’язками даного типу, зокрема дiелект-
ричної проникливостi [15-18]. Була побудована фазова дiаграма для
сумiшей K1−x(NH4)xH2PO4 (Tc ≈ 122.5K для KH2PO4, TN ≈ 148K
для NH4H2PO4) [15, 16] i Rb1−x(NH4)xH2AsO4 (Tc ≈ 110K для
RbH2AsO4, TN ≈ 216K для NH4H2AsO4) [17, 18]. В роботах
[16, 18] проведенi низькотемпературнi дослiдження уявної частини
сприйнятливостi в областi x < 0.2, x > 0.8, що дало можливiсть
встановити областi спiвiснування (нижче лiнiї заморожування) не-
ергодичного анти- i сегнетоелектричног стану з неергодичними про-
тонними станами.

В перших теоретичних роботах [19-21] присвячених сумiшi
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Rb1−x(NH4)xH2PO4 приймалась до уваги енергетична структура
кластера, який складається з тетраедра PO4 i протонiв на водне-
вих зв’язках. В наступних роботах використовують простi спiновi
моделi з безмежним радiусом для середнього значення i дисперсiї
випадкової взаємодiї [22-26]. Для адекватного опису переходу в стан
протонного скла в цих системах необхiдно врахувати внутрiшнi поля
з гаусовою дисперсiєю ∼ x(1 − x). Цi поля викликанi структурним
безладом завдяки рiзницi мiж iонними радiусами iонiв Rb i NH4 [27].
В [22] показано, що в присутностi гаусових випадкових полiв пере-
хiд в протонне скло є розмитий, тобто сприйнятливiсть є згладже-
на, а параметр порядку протонного скла залишається скiнченним
при температурах, вищих вiд номiнальної температури заморожу-
вання (пiк статичної сприйнятливостi). В роботi [25] дослiджується
функцiя розподiлу ефективного поля, що дiє на видiлений водневий
зв’язок i яка при не дуже низьких температурах задовiльно описує
ЕПР спектр T l2+ (замiщує iон Rb) в сполуцi Rb0.52(NH4)0.48H2PO4.
В роботi [26] в рамках глауберiвської динамiки i модельного пiдхо-
ду [22] запропонована теорiя дiелектричних властивостей дейтеро-
ваних сполук типу Rb1−x(ND4)xD2PO4. Однак, в цьому пiдходi не
вдалося отримати перенормування затравочного часу релаксацiї τ0

за рахунок усереднення по концентрацiйних конфiгурацiях, що ма-
ло би призвести до розподiлу часiв релаксацiї i переходу системи в
неергодичний стан при низьких температурах.

Слiд також зауважити, що у всiх згаданих теоретичних роботах
адекватне врахування всiх типiв взаємодiй (як короткосяжних так i
далекосяжних) проведено не було. Ми важаємо, що послiдовна мiк-
роскопiчна теорiя сумiшей типу Rb1−x(NH4)xH2PO4 ще не створена.
Тому доцiльно розвинути математичний пiдхiд i апробувати його на
простих iзiнгiвських моделях.

Метою даної роботи є обчислення в межах репличної симетрiї
термодинамiчних характеристик, частотно залежної дiелектричної
проникливостi i фазових дiаграм iзiнгоподiбних систем з суттєвими
конкуруючими короткосяжними i слабкими далекосяжними взаємо-
дiями.
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2. Термодинамiчнi властивостi моделi протонного

скла в кластерному наближеннi

В наближеннi двохчастинкового кластера вiльну енергiю F можна
записати як

F =
∑

i

F0(hi +
∑

ri

ϕiri
) +

1

2

∑

i,j

[Fcl(hi +
∑

ri 6=j

ϕiri
|hj (2)

+
∑

rj 6=i

ϕjrj
|kij) − F0(hi +

∑

ri 6=j

ϕiri
) − F0(hj +

∑

rj 6=i

ϕjrj
)].

Тут i далi використовуємо позначення

−βF0(x) = ln(2 cosh(βx)) (3)

−βFcl(x1|x2|k) = ln(2(eβk cosh(βx1 + βx2) + e−βk cosh(βx1 − βx2)))

F
(l)
0 (x) =

∂l

∂xl
F0(x) F

(l,m)
cl (x1|x2|k) =

∂l

∂xl
1

∂m

∂xm
2

Fcl(x1|x2|k)

Кластернi поля ϕiri
, ϕjrj

дiють на вузли i, j з боку вузлiв ri, rj

рiзних кординацiйних сфер. Вони задовiльняють рiвнянню

βϕ1r = Arc tanh[tanh(βk1r) · tanh(
∑

k 6=1

βϕrk)] (4)

При врахуваннi M координацiйних сфер i нехтуваннi кореляцiєю
мiж кластерними полями в роботах [28, 29] була отримана систе-
ма M iнтегральних рiвнянь для M функцiй розподiлу Rn(σ, 1) =
〈δ(σ − ϕ1rn

)〉conf . Через них можна записати вираз для середнього
вiд вiльної енергiї (2).

Для випадку, коли взято до уваги тiльки взаємодiю мiж най-
ближчими сусiдами (базисна система з M=1, z = z1) з розподiлом
P (k) = (1− c) · δ(k + 1)+ c · δ(k − 1) в роботi [29] чисельно розв’язано
iнтегральне рiвняння

R(σ, z − 1) =

〈

δ(σ −

z−1
∑

r

ϕ1r)

〉

conf

= (5)

=
1

2π

∫

dζe−iσζ [

∫

dξ
〈

eiζβ−1Arc tanh(tanh βk tanh βξ)
〉

k
R(ξ, z − 1)]z−1

Показано [29], що вже перша iтерацiя (нульове наближення є гау-
совським) дає якiсно правильну структуру спектра для R(σ, z − 1),
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який мiстить при t = T/k ≪ 1 δ -подiбнi пiки зi скiнченою ши-
риною бiля ±(z − 1),±(z − 3), ........ Iтерацiйна процедура швидко
збiгається i при t → 0 чисельнi результати прямують до вiдомих
при t = 0 точних результатiв [15]. Вже при t ∼ 0.1 для парамет-
рiв z = 6, c = 0.5 форма лiнiї для R(σ, z − 1) є дуже близька до
гаусової функцiї (Рис.1). При цiй концентрацiї i температурi сис-
тема є в станi спiнового скла (〈σ〉R(σ,z−1) = 0,

〈

σ2
〉cum

R(σ,z−1)
6= 0).

При t ≥ tg форма лiнiї стане ∼ δ(σ) подiбною i система перейде
в стан парафази. При менших значення z тонка структура спект-
ру зникає при бiльш високiй температурi. Наприклад, для z = 4
функцiя R(σ, z − 1) згладжується при t ≫ 0.1. На Рис.2 система з
z = 4, c = 0.95 при t = 0.1 знаходиться в неоднорiдному фероелект-
ричному станi (〈σ〉R(σ,z−1) 6= 0,

〈

σ2
〉cum

R(σ,z−1)
6= 0).

-6 -4 -2 0 2 4 6
0
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s

Рис. 1. Функцiя розподiлу R(σ, z − 1) для z = 6, c = 0.5 (SG− фаза
спiнового скла): затравочна гаусова функцiя (пунктирна лiнiя) i 5-а
iтерацiя (суцiльна лiнiя) при t = 0.1

В роботi [29] показано, що вiльна енергiя, обчислена з гаусовою
функцiєю розподiлу, що знайдена з умов екстремуму, i вiльна енер-
гiя, обчислена з функцiєю розподiлу, знайденою з iнтегрального рiв-
няння, є близькi.

Для системи зi слабкими далекосяжними взаємодiями вивчено
двопiдграткову модель [29]. Для вiльної F/N енергiї запропонова-



6 Препринт

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

s

R

Рис. 2. Функцiя розподiлу R(σ, z − 1) для z = 4, c = 0.95 (IF− неод-
норiдна фероелектрична фаза): гаусова функцiя (пунктирна лiнiя) i
5-а iтерацiя (суцiльна лiнiя) при t = 0.6.

но наближення двохчастинкового кластера для першої координа-
цiйної сфери i наближення середнього поля для iнших координа-
цiйних сфер з гаусiвськими функцiями розподiлу кластерних полiв.
Це дозволяє описувати систему з допомогою двох параметрiв стану
ϕf , qf (f = 1, 2) для першої координацiйної сфери i двох параметрiв
стану ϕL,f , qL,f (f = 1, 2), якi описують всi iншi координацiйнi сфери

Rf (σ, z) =
1

√

2πzqf

exp

{

−
1

2

(σ − ϕf )
2

zqf

}

,

RL,f (σ, z) =
1

√

2πzqL,f

exp

{

−
1

2

(σ − ϕL,f)
2

zqL,f

}

(6)

ϕL,f =
∑

i≥2

∑

f ′

zi〈ϕi,ff ′ 〉c, QL,f =
∑

i≥2

∑

f ′

zi〈Qi,ff ′〉c,

k̄L,ff ′ =
∑

i≥2

zi〈ki,ff ′〉c

З умови екстремуму F/N знаходимо систему рiвнянь для параметрiв
ϕf , qf ; ϕL,f , qL,f .

ICMP–07–25U 7

У випадку сегнетоелектричного i антисегнетоелектричного впо-
рядкування можна записати:

ϕ1 = ϕ2 = ϕ, ϕL,1 = ϕL,2 = ϕL, q1 = q2 = q,

qL,1 = qL,2 = qL, J = k̄L,11 + k̄L,12, (7)

ϕ1 = −ϕ2 = ϕ, ϕL,1 = −ϕL,2 = ϕL, q1 = q2 = q,

qL,1 = qL,2 = qL, J− = k̄L,11 − k̄L,12.

Чисельнi розрахунки проведенi для випадку нехтування флуктуацi-
ями далекосяжної взаємодiї. Тобто вважається, що стан протонно-
го скла (спiнове скло при врахуваннi флуктуацiй внутрiшнiх полiв)
формується в основному завдяки короткосяжним взаємодiям. На-
приклад, для антисегнетоелектричного впорядкування система рiв-
нянь має вигляд

ϕL =
〈

F
(1)
0 (σ + ϕL)

〉

R(σ,z)
J−,

〈

F
(1)
0 (σ + ϕL)

〉

R(σ,z)
= (8)

=
〈〈

F
(10)
cl (σ1 + ϕL|σ2 − ϕL|k)

〉

k

〉

R(σ1,z−1),R2(σ2,z−1)
〈

F
(2)
0 (σ + ϕ0)

〉

R(σ,z)
=

=
〈〈

F
(20)
cl (σ1 + ϕL|σ2 − ϕL|k)

〉

k

〉

R(σ1,z−1),R2(σ2,z−1)

Вирази для середнього спiна m1 = −m2 i квадрату спiна Q1 = Q2 =

Q =
〈

〈Si〉
2
TERM

〉

conf
наступнi

m1 =
δ

δh

F

N
=
〈

F (1)(σ + zϕ + ϕ0)
〉

R(σ,z)
; (9)

Q1 = Q2 =
〈

[F (1)(σ + zϕ + ϕ0)]
2
〉

R(σ,z)

Врахування дисперсiї для вищих координацiйних сфер буде пред-
метом наступних дослiджень.

На рисунках 3-6 приведенi деякi чисельнi результати з роботи [29]
з функцiєю розподiлу взаємодiї мiж найближчими сусiдами

P (k) = (1 − c) · δ(k + α) + c · δ(k − 1);−→def k = (−α, 1); (10)

Для моделi протонного скла маємо врахувати внутрiшнi випадковi
гаусовi поля з нульовим середнiм значенням i дисперсiєю Qh. Сис-
тема рiвнянь для ϕL, ϕ, q має наступнi розв’язки: ϕL = ϕ = 0, q = 0
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(P – чиста параелектрична фаза), що iснує тiльки при Qh = 0,
ϕL = ϕ = 0, q 6= 0 (SG- фаза спiнового скла), ϕL, ϕ 6= 0, q = 0
(F-pure – чиста сегнетоелектрична фаза), iснуює тiльки при c = 0
або c = 1, ϕL, ϕ 6= 0, q 6= 0 (F- сегнетоелектрична фаза або AF- ан-
тисегнетоелектрична - в залежностi вiд умов (6) i значення вiльної
енергiї).

На рис.3 i рис.4 приведена фазова дiаграма для кубiчної грат-
ки для симетричного k = (−1, 1) i асиметричного розподiлу k =
(−0.5, 1) при рiзних значеннях дисперсiї Qh внутрiшнiх випадко-
вих полiв при невипадковiй малiй додатнiй далекосяжнiй взаємодiї
J(J− = 2/3J).

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

c

T

AF F

Q =0h
Qh=0.1

high temperature SG

low temperature SG

transition

region

Qh=0.5

Рис. 3. Фазова дiаграма для z =6 для розподiлу k = (−1, 1) i при
гаусiвському розподiлi внутрiшнiх полiв з дисперсiєю Qh = 0; 0.1; 0.5
при zJ = 0.225.

Малi внутрiшнi поля призводять до суттєвого розмиття SG фа-
зового переходу. Мiж високотемпературною SG-фазою (вище верх-
ньої штрихової лiнiї на рис.3, 4, q ≪ 1) i низькотемпературною SG-
фазою (нижче найнижчої штрихованої лiнiї на рис. 3, 4), є перехiд-
на область. Ми визначили t− границi перехiдної областi як верхню i
нижню точки перегину в температурнiй залежностi сприйнятливос-
тi (рис.6). В той же час внутрiшнi випадковi поля слабо змiнюють
форму пiка сприйнятливостi при переходi мiж SG фазою i фероелек-
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

c

T

AF F

Q =0h Qh=0.1

k=1, -0.5

high temperature SG

low temperature SG

transition
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Рис. 4. Фазова дiаграма для z =6 для розподiлу k = (−0.5, 1) i при
гаусiвському розподiлi внутрiшнiх полiв з дисперсiєю Qh = 0; 0.1.
при zJ = 0.225.

тричною фазою [29].

3. Глауберiвська динамiка в кластерному набли-

женнi

Кiнетичне рiвняння Глаубера для унарної функцiї 〈S1〉ρ(t) можна за-
писати у виглядi

(

1 + τ
∂

∂t

)

〈S1〉ρ(t) =

〈

F
(1)
0

(

h1 +
∑

r1

k1r1
· Sr1

)〉

ρ(t)

(11)

Для замикання рiвняння (11) в одночастинковому наближеннi про-
водимо замiну

∑

r1

k1r1
· Sr1

≈
∑

r1

ϕ1r1
(t):

(

1 + τ
∂

∂t

)

m1(t) ≈

〈

F
(1)
0

(

h1 +
∑

r1

ϕ1r1

)〉

ρ(t)

= F
(1)
0 (x1(t)) , (12)

Тут в праву частину входять кластернi поля ϕ1r1
, якi дiють на вузол

1 з боку вузлiв r1 . Для їх знаходження потрiбнi додатковi рiвняння.
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0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4
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0.7

0.8

Q

T

Q =0h

Q =0.1h

Q =0.5h

Рис. 5. Температурна залежнiсть середнього квадрату намагнiченос-
тi Q = 〈〈Si〉

2
TERM 〉conf для z=6 для розподiлу k = (−1, 1) i для га-

усового розподiлу внутрiшнiх полiв з дисперсiєю Qh при zJ= 0.225
i c=0.5 (перехiд з високотемпературної SG-фази до низькотемпера-
турної SG-фази).

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

X

T

Q =0h

Q =0.1h

Q =0.5h

inflection points

Рис. 6. Температурна залежнiсть сприйнятливостi χ =
∂
∂h

〈〈Si〉TERM 〉conf для z=6 для розподiлу k = (−1, 1) i для гаусового
розподiлу внутрiшнiх полiв з дисперсiєю Qh при zJ= 0.225 i c=0.5
(перехiд з високотемпературної SG-фази до низькотемпературної
SG-фази).
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В 2-х частинковому наближеннi видiляємо явно два вузла 1 i 2, а
для решти вузлiв використовуємо наближення аналогiчне одночас-
тинковому

(

1 + τ
∂

∂t

)

m1(t) ≈

〈

F
(1)
0



h1 +
∑

r1 6=2

ϕ1r1
(t) + k12 · S2





〉

ρ(t)

= L (y1(t)) + P (y1(t))m2(t) (13)

(

1 + τ
∂

∂t

)

m2(t) ≈

〈

F
(1)
0



h2 +
∑

r2 6=1

ϕ2r2
(t) + k21 · S1





〉

ρ(t)

= L (y2(t)) + P (y2(t))m1(t),

де

xi(t) = hi(t) +
∑

ri

ϕiri
(t); yi(t) = hi(t) +

∑

ri 6=j

ϕiri
(t)

P (y) = P (y; k12) =
sh(2k12)

ch(2y) + ch(2k12)
; (14)

L(y) = L(y; k12) =
sh(2y)

ch(2y) + ch(2k12)

Ми використовуємо тi самi позначення для mi, ϕiri
, як i в 1-

одночастинковому наближеннi. Це дозволяє отримати замкнуту са-
моузгоджену систему рiвнянь для змiнних mi, ϕiri

. Як ми покажемо
нижче, в статичному випадку ця система дає результати наближен-
ня 2-х частинкового кластера, яке можна отримати також на основi
розвинення вiльної енергii системи. Тому ми будемо називати отри-
ману систему рiвнянь наближенням двочастинкового кластера для
рiвняння Глаубера.

З двох останнiх рiвнянь можна отримати одне рiвняння 2-го по-
рядку для m1
{

(1 + τ
∂

∂t
)2−P (y1(t))P (y2(t))−τ

∂P (y1(t))

∂t

1

P (y1(t))
(1+τ

∂

∂t
)

}

m1(t)

= P (y1(t))L(y2(t)) − τ
∂P (y1(t))

∂t

L(y1(t))

P (y1(t))
+ (1 + τ

∂

∂t
)L(y1(t)), (15)

Нас будуть цiкавити статичнi розвязки i лiнiйний вiдгук системи на
зовнiшне частотно-залежне поле. Запишемо mi(t), xi(t), yi(t) у вигля-
дi

m1(t) = m1 + δm1(t); x1(t) = x1 + δx1(t); y1(t) = y1 + δy1(t) (16)
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Тепер з 1-частинкового и 2-частинкового рiвнянь отримаємо систему
для статичних частин

m1 = F
(1)
0 (x1);

m1 =
L(y1; k12) + P (y1; k12)L(y2; k12)

D(y1, y2; k12)
= F

(10)
cl (y1, y2; k12) (17)

D(y1, y2; k12) = 1 − P (y1; k12)P (y2; k12),

де використанi позначення (3).
Систему рiвнянь для динамiчних частин в одно- i двочастинко-

вому наближеннях запишемо в частотному представленнi

χ1(ω) = F (2)(x1)
/

(1 + τiω) · x′
1(ω); (18)

χ1(ω) = Ṽ (y1, y2; k12; ω) · y′
1(ω) + ˜̃V (y1, y2; k12; ω) · y′

2(ω)

χ1(ω) = m′
1(ω) =

δm1(ω)

δh(ω)
; x′

1(ω) =
δx1(ω)

δh(ω)
; y′

1(ω) =
δy1(ω)

δh(ω)
(19)

Ṽ (y1, y2; k12; ω) =

D(y1, y2) · F
20
cl (y1, y2) + [F 20

cl (y1, y2) − P (y1) · F
11
cl (y1, y2)] · τiω

(1 + τiω)2 − P (y1)P (y2)
;

˜̃V (y1, y2; k12; ω) =
D(y1, y2) · F

11
cl (y1, y2)

(1 + τiω)2 − P (y1)P (y2)
. (20)

Надалi ми будемо використовувати гаусiвське наближення для

R(σ, z − 1) =

〈

δ(σ −
z−1
∑

r

ϕ1r)

〉

conf

i тому нам потрiбнi два рiвняння

для визначення статичних параметрiв ϕ, q. Для їх отримання при-
рiвняємо середнi для першого i другого моментiв mi i Qi = 1−m2

i в
одно- i двочастинковому наближеннях. В результатi отримаємо дру-
ге i третє рiвняння з системи (8). У випадку слабо флюктуюючої
далекосяжної взаємодiї врахування всiх координацiйних сфер, почи-
наючи з другої, можно здiйснити в рамках лiнiйних поправок до вi-
льної енергiї [20]. Це приводить до виникнення параметра середньої
далекосяжної взаємодiї k̄L,ff ′ i перенормування зовнiшнього поля
hf → hf +ϕL,f (див. (6). Тодi для параметрiв ϕ, q, ϕL маємо систему
трьох рiвнянь типу (8).

В гаусiвському наближеннi по динамiчних змiнних x′
1(ω), y′

1(ω)
нам потрiбнi додатковi рiвняння для другого моменту

Q1(ω) = 1 − m2
1(ω); (21)

Q′
1(ω) = −2m1(ω) · m′

1(ω) ≈ −2F 10(y1, y2, k12) · χ1(ω).
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Система рiвнянь для Q1(ω) у одно- i двочастинковому наближеннi
запишемо у виглядi

Q′
1(ω) = F (3)(x1, ω) · x′

1(ω); F (n)(x1; ω) = F (n)(x1)/(1 + iωτ)

Q′
1(ω) = ṼQ(y1, y2; ω) · y′

1(ω) + ˜̃V Q(y1, y2; ω) · y′
2(ω)

ṼQ(y1, y2; ω) = −2F 10
12 · Ṽ (y1, y2; ω); (22)

˜̃V Q(y1, y2; ω) = −2F 10
12 · ˜̃V (y1, y2; ω)

Пiсля усереднення рiвняння в 1-частинковому наближеннi мають ви-
гляд

m̄′(ω) =
〈

F (2)(σ; ω)
〉

σ
[1 + zϕ′(ω) + J̄m′(ω)] +

〈

F (3)(σ; ω)
〉

σ
1
2zq′(ω)

Q̄′(ω) =
〈

F (3)(σ; ω)
〉

σ
[1 + zϕ′(ω) + J̄m′(ω)] +

〈

F (4)(σ; ω)
〉

σ
1
2zq′(ω)

(23)
Аналогiчно в рамках двочастинкового наближення отримаємо

m̄′(ω) = 〈V (ω)〉cl · [1 + z1ϕ
′(ω) + J̄m′(ω)] + 〈V ′(ω)〉cl ·

1
2z1q

′(ω)
Q̄′(ω) = 〈VQ(ω)〉

cl
· [1 + z1ϕ

′(ω) + J̄m′(ω)] +
〈

V ′
Q(ω)

〉

cl
· 1

2z1q
′(ω)

(24)
Тут введено позначення для коефiцiєнтiв (з iндексом Q аналогiчно)

〈V (ω)〉cl =
〈〈

Ṽ (h + σ1, h + σ2; ω) + ˜̃V (h + σ1, h + σ2; ω)
〉

k

〉

σ1,σ2

;

〈V ′(ω)〉cl =

=
〈〈

∂
∂σ1

Ṽ (h + σ1, h + σ2y1; ω) + ∂
∂σ2

˜̃V (h + σ1, h + σ2; ω)
〉

k

〉

σ1,σ2

(25)
а також для динамiчних параметрiв

〈x′
1(ω)〉c = zϕ′(ω); 〈x1 · x

′
1(ω)〉

cum
c = zq′(ω)/2.

〈y′
1(ω)〉c = z1ϕ

′(ω); 〈y1 · y
′
1(ω)〉

cum
c = z1q

′(ω)/2.
(26)

З системи рiвнянь (23), (24) ми находимо вираз для m′(ω) (усеред-
неної сприйнятливостi)

−m̄′(ω) = −χ̄(ω) = [D(ω)/B(ω) − βJ̄ ]−1 −→
PGState

[z/〈V (ω)〉 − z1/〈F
(2)(ω)〉 − βJ̄ ]−1 (27)

Де введенi позначення

D(ω) = [z
〈

F (2)(ω)
〉

− z1 〈V (ω)〉][z
〈

F (4)(ω)
〉

− z1

〈

V ′
Q(ω)

〉

] −

−[z
〈

F (3)(ω)
〉

− z1 〈VQ(ω)〉][z
〈

F (3)(ω)
〉

− z1 〈V
′(ω)〉]
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B(ω) =
〈

F (2)(ω)
〉

· 〈V (ω)〉 [z
〈

F (4)(ω)
〉

− z1

〈

V ′
Q(ω)

〉

] + (28)

+z1

〈

F (2)(ω)
〉

〈VQ(ω)〉 〈V ′(ω)〉 − z[
〈

F (3)(ω)
〉

]2 〈V (ω)〉

Проаналiзуємо тепер результати чисельних розрахункiв.
На рис.7-10 представлена температурна залежнiсть сприйнятли-

востi для моделi на кубiчнiй гратцi для симетричного розподiлу
короткодiї k = (−1, 1) i з рiзними розподiлами внутрiшнiх полiв
Qh = 0; 0.1. При c = 0.5 (стан протонного скла при всiх T ) дiйсна
частина сприйнятливостi χ̄′(ω, T ) при ω = 0 (статична сприйнятли-
вiсть) i при малих частотах (ω = 0.01) на рис.7 вiдрiзняються лише
при малих температурах. (χ̄′(ω 6= 0, T → 0) → 0) i мають пiк в точцi
Tg. Пiк уявної частини χ̄′′(ω → 0, T ) вiдповiдає точцi перегину дiйс-
ної частини χ̄′(ω → 0, T ). Малi випадковi поля Qh = 0.1 приводять
до суттєвого згладжування пiку χ̄′(ω, T ), χ̄′′(ω, T ) в околi Tg. Нами
проаналiзована температурна поведiнка ефективного часу релакса-
цiї 〈τeff 〉 при c = 0.5.

〈τeff 〉 = −iχ(0) lim
ω→0

T0
∂

∂ω
χ−1(ω); Re 〈τeff 〉 −→

T→0
τ0 exp(

E

T
) (29)

При високих температурах частотна залежнiсть комплексної сприй-
нятливостi χ̄(ω, T ) близька до дебаєвської форми. При низьких тем-
пературах дебаєвська залежнiсть зникає. При цьому мають мiсце
спiввiдношення

Re 〈τeff 〉 → ∞, Im 〈τeff 〉 → ∞; Im 〈τeff 〉 /Re 〈τeff 〉 ≪ 1 (30)

Чисельний аналiз показує, що в нашiй моделi при T → 0 темпера-
турний хiд Re 〈τeff 〉 описується спiввiдношенням Аренiуса (29)

При c = 0.8 в моделi при пониженнi температури при Tc вiд-
бувається фазовий перехiд з високотемпературної фази протонного
скла (m = 0, Q > 0) до сегнетоелектричної фази (m > 0, Q > 0).
В точцi переходу χ̄′(ω = 0, T ) має розрив (перехiд другого роду), а
χ̄′(ω 6= 0, T ) занулюється (для частоти ω = 0.01 на рис.9 область
занулення не вiдображена). Уявна частина χ̄′′(ω, T ) в точцi Tc має
температурний пiк, значення якого зменшується при збiльшеннi час-
тоти. В реальнiй протонних стеклах типу Rb1−x(NH4)xH2PO4 мож-
ливi вiдхiлення вiд стехiометрiї в по об’єму зразка. Ми змоделювали
цей макроскопiчний концентрацiйний безлад усереднивши комплек-
сну сприйнятливiсть χ̄(ω, T, c) по c з гаусiвським розподiлом з дис-
персiєю qc = 0.004·c(1−c). Як видно з рис.10 незначнi флюктуацiї вiд
заданої концентрацiї c = 0.8 приводять до значного спадання пiкiв в
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Рис. 7. Температурна залежнiсть дiйсної (суцiльна лiнiя) i уявної
(штрихова) частин сприйнятливостi при z = 6 в моделi k = (−1, 1)
при флуктуацiях внутрiшнiх полiв Qh = 0; 0.1 при рiзних частотах
у станi протонного скла. (c = 0.5).
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Рис. 8. Температурна залежнiсть дiйсної i уявної частини ефектив-
ного часу релаксацiї при z = 6 в моделi k = (−1, 1) при флуктуацiях
внутрiшнього поля Qh = 0 у станi протонного скла. (c = 0.5).
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областi переходу як для дiйсної 〈χ̄′(ω, T, c)〉c, так i для уявної частин
〈χ̄′(ω, T, c)〉c сприйнятливостей. При цьому занулення 〈χ̄′(ω, T, c)〉c в
областi фазового переходу вже вiдсутнє, а сама область переходу
суттєво розмивається.
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Рис. 9. Температурна залежнiсть дiйсної (суцiльна лiнiя) i уявної
(штрихова) частин сприйнятливостi при z = 6 в моделi k = (−1, 1)
при флуктуацiї внутрiшнього поля Qh = 0.1 при переходi з високо-
температурного стану протонного скла у сегнетоактивний станного.
(c = 0.8).

На основi чисельних розрахункiв комплексної сприйнятливос-
тi χ̄(ω, T ) нами побудована фазова дiаграма моделi k = (−1, 1)
при z = 6. Низькотемпературнi лiнiї заморожування розрахова-
нi по положенню пiка уявної частини χ̄′′(ω, T ) при низьких часто-
тах ω = 0.01; 0.001. В нашiй моделi при c → 1 лiнiя заморожу-
вання прямує до певного значення, хоча в протонних стеклах типу
Rb1−x(NH4)xH2PO4 лiнiя заморожування прямує до нуля при c → 1.
На нашу думку, це пов’язано з гаусiвським наближенням для функцiї
розподiлу кластерних полiв. Тодi як в реальних протонних стеклах
при низьких температурах ця функцiя розподiлу є двопiкова [24, 25].
Розрахунки статичних i динамiчних характеристик моделi з негау-
сiвськими функцiями розподiлу кластер них полiв будуть проведенi
в окремiй роботi.
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товщенi лiнiї) частин сприйнятливостi при z = 6 в моделi k = (−1, 1)
при флуктуацiях внутрiшнього поля Qh = 0 при частотi ω = 0.01 i
середнiй концентрацiї c = 0.8. Штриховi лiнiї вiдповiдають флукту-
ацiям концентрацiй з дисперсiєю qc = 0.004 · c(1 − c).

4. Висновки

Запропонована модель протонного скла з довiльним радiусом конку-
руючих взаємодiй. В межах наближення двохчастинкового кластера
i репличної симетрiї виведена система M iнтегральних рiвнянь для
функцiй розподiлу кластерних полiв M координацiйних сфер. Чисе-
льно вивчена функцiя розподiлу кластерних полiв для першої коор-
динацiйної сфери (гратка Бете). Запропонована модель протонного
скла з суттєвими короткосяжними взаємодiями (перша координацiй-
на сфера) i слабими далекосяжними взаємодiями (лiнiйне наближен-
ня). Для неї в наближеннї гаусiвських кластерних полiв обчислена
фазова дiаграма, ентропiя, параметри порядку, питома теплоємнiсть
i сприйнятливiсть. Показано, що малi флуктуацiї внутрiшнiх полiв
можуть призвести до суттєвого розмивання областi фазового пере-
ходу в стан протонного скла. В межах глауберiвської динамiки за-
пропоновано кластерне наближення для динамiчної сприйнятливос-
тi. Показано, що в данiй моделi в станi протонного скла динамiка
має характер близький до дебаєвської релаксацiї тiльки при високих
температурах. При цьому в нашiй моделi при T → 0 температур-
ний хiд реальної частини ефективного часу релаксацiї описується
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спiввiдношенням Аренiуса. Уявна частина сприйнятливостi у фазi
протонного скла i у феро- i антиферофазi має низькотемпературний
пiк, який вiдповiдає лiнiї заморожування протонних стекол. В об-
ластi переходу до феростану або антиферовпорядкування продемон-
стровано суттєве згладження температурних пiкiв дiйсної i уявної
частин сприйнятливостi за рахунок малих макроскопiчних флукту-
ацiй концентрацiй конкуруючих взаємодiй. Побудована фазова дiа-
грама моделi з врахуванням лiнiй заморожування . Обговорюються
причини вiдмiнностi в поведiнцi при c → 1 (c → 0) отриманої лi-
нiї заморожування вiд спостережувальної в протонних стеклах типу
Rb1−x(NH4)xH2PO4.
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