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Кiнетична теорiя для систем з багатосходинковим потенцi-
алом взаємодiї: границя гладкого потенцiала

Й.А.Гуменюк, М.В.Токарчук

Анотацiя. Розглянуто граничний перехiд до гладкого неперервного
потенцiала у рiвняннях кiнетичної теорiї сумiшей з багатосходин-
ковим потенцiалом взаємодiї. Виявлено, що в той час як кiнетичне
рiвняння переходить у свiй вiдповiдник кiнетичної теорiї середньо-
го поля (КТСП), граничне рiвняння для густини кiнетичної енергiї
вiдрiзняється вiд рiвняння, запропонованого в КТСП. Щоб з’ясувати
причини цього, проаналiзовано виведення рiвнянь переносу КТСП
i в результатi запропоновано модифiковане рiвняння переносу кiне-
тичної енергiї, яке узгоджується з граничним i зi стандартним ви-
глядом рiвнянь переносу в термiнах потоку i джерела. Показано, що
введена модифiкацiя не впливає на попереднi розрахунки коефiцiєн-
та теплопровiдности в рамках КТСП.

Kinetic theory for systems with multi-step potential of inter-
action: The smooth potential limit

Y.A.Humenyuk, M.V.Tokarchuk

Abstract. A limit to the smooth continuous potential for equations of
the kinetic theory of mixtures with the multi-step interaction potential
is considered. When the kinetic equation reduces to that of the kinetic
mean-field theory (KMFT), the limiting equation for the kinetic energy
density differs from its KMFT counterpart. To elucidate this, the deriva-
tion of the KMFT transport equations is analyzed. As a result, the modi-
fied kinetic energy transport equation is proposed, which is consistent
with the limiting one and with the standard form of transport equations
in terms of a flux and a source. It is shown that the derived modifica-
tion does not influence on previous calculations of the KMFT thermal
conductivity coefficient.
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1. Вступ

У нерiвноважнiй теорiї густих газiв та рiдин пiдхiд кiнетичних рiв-
нянь дозволяє отримувати рiвняння переносу гiдродинамiчних гу-
стин i явнi вирази для коефiцiєнтiв переносу в залежностi вiд ха-
рактеристик молекул та зовнiшнiх макроскопiчних параметрiв (гу-
стини системи, температури, сортового складу у випадку сумiшей
та iн.). Однак, побудова кiнетичної теорiї для звичайних потенцiалiв
при високих густинах суттєво ускладнюється. Є лише кiлька модель-
них систем, для яких вдається ввести належне кiнетичне рiвняння
(i те в наближеннi парних зiткнень) та одержати формули для ко-
ефiцiєнтiв переносу. Це — система твердих кульок [1–5], система з
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потенцiалом прямокутної ями (ППЯ) [6–8] i з багатосходинковим по-
тенцiалом (БСП) [9–13] як узагальнення ППЯ. Перша модельна си-
стема замiняє весь реальний потенцiал на ефективний дiаметр твер-
дої кульки i певний рецепт розрахунку контактного значення парної
функцiї розподiлу. Останнi двi особливi тим, що явно враховують
далекосяжну частину потенцiала, через вiдповiдний необоротний iн-
теґрал зiткнень.

В iнших моделях, за основу переважно береться кiнетична тео-
рiя Енскога або її виправлений варiант (RET) [4, 5], а далекосяжна
взаємодiя враховується непрямо. Зокрема, Райс i Олнет [14] додали
до енскогiвського iнтеґрала зiткнень внесок типу Фокера-Планка:
частинки мiж зiткненнями на твердiй серцевинi нiби зазнають бро-
унiвського руху, зумовленого далекосяжною частиною потенцiала.
Завдяки такому наближенню, результати для зсувної в’язкости i те-
плопровiдности сильно вiдрiзняються [15] вiд даних молекулярної
динамiки.

На основi пiдходу максимiзацiї ентропiї з деякими в’язями, для
потенцiала “твердi кульки + плавний хвiст” було запропоновано кiль-
ка кiнетичних теорiй типу середнього поля (КТСП) [16–18], якi опо-
середковано через термодинамiчнi параметри i вiдповiдний iнтеґрал
зiткнень враховують притягальну взаємодiю. У [19] розглянуто ва-
рiант для сумiшей i дослiджено поведiнку теорiї в границi Каца.
Недавня робота [20] порiвнює передбачення КТСП для коефiцiєнтiв
самодифузiї, зсувної та об’ємної в’язкости з результатами iнших не-
прямих пiдходiв — стохастичної кiнетичної теорiї та перенормованої
теорiї Кiрквуда. Серед iнших недавнiх робiт, що застосовують на-
пiвфеноменологiчнi способи врахувати притягальну взаємодiю, мо-
жна назвати роботу [21], де введено усереднений перерiз розсiяння
для в’язкости. Також запропоновано кiнетичну теорiю для системи
частинок з потенцiалом “твердi кульки + обрiзаний хвiст” [22], яка
фактично поєднує кiнетичну теорiю для ППЯ-систем та КТСП, да-
ючи добрий збiг розрахованих коефiцiєнтiв переносу з результатами
комп’ютерних моделювань та експерименту.

Багатосходинковий потенцiал має деяку перевагу перед прямоку-
тною ямою, оскiльки дозволяє краще апроксимувати реальну взає-
модiю. Однак, перепона для подальшого збiльшення кiлькости схо-
динок i точнiшого апроксимування походить вiд наближення типу
парних зiткнень, прийнятого в кiнетичнiй теорiї БСП. Тим не мен-
ше, можна поцiкавитися, що вiдбувається з теорiєю в границi, коли
БСП шляхом збiльшення кiлькости сходинок переходить у деякий
плавний потенцiал наперед заданої форми. Це питання стосовно са-
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мого кiнетичного рiвняння розглядалося ранiше [9,11], але у випадку
такої форми замикання [6] для двочастинкової функцiї розподiлу, ко-
ли рiвняння для густини потенцiальної енергiї не бралося до уваги
нi на кiнетичному, нi на гiдродинамiчному рiвнях опису. Було з’я-
совано, що у границi гладкого потенцiала кiнетичне рiвняння для
БСП-систем переходить у кiнетичне рiвняння КТСП.

Тут ми розглядаємо це ж питання про граничну поведiнку кiне-
тичної теорiї, але для сумiшi частинок з БСП взаємодiї, проаналiзу-
вавши її як на кiнетичному рiвнi, так i в рiвняннях гiдродинамiчного
рiвня опису. У §2 наводяться рiвняння кiнетичного рiвня опису для
БСП-сумiшi й умова замикання, а також рiвняння гiдродинамiки,
що з них слiдують [23, 24]. У §3 розглядається граничний перехiд
на кiнетичному та гiдродинамiчному рiвнях опису. Далi, у §4, ко-
ротко описано засади, на яких базується формулювання кiнетичної
теорiї середнього поля i вказано на неузгодженостi у формi рiвня-
ння переносу для густини кiнетичної енергiї, яке з неї слiдує, для
односортного i багатосортного випадкiв. У наступному §5 наведено
загальну схему розрахунку внескiв вiд iнтеґрала зiткнень КТСП у
гiдродинамiчнi рiвняння переносу. В останньому параграфi (§6) пiд-
бито пiдсумки.

2. Кiнетичний опис i рiвняння гiдродинамiки

Розгляньмо M -сортну модельну систему класичних частинок, якi
взаємодiють за допомогою парних багатосходинкових потенцiалiв.
Приблизно повторюючи хiд реалiстичного потенцiала, багатосходин-
ковий φMSP

ij складається з твердої серцевини та системи вiдштов-
хувальних i притягальних стiнок скiнченної висоти. Геометрiя БС
потенцiала визначається такими параметрами [9–13, 23, 24]: σ0

ij , σ
rl
ij ,

σal
ij — розташування нескiнченно високої стiнки твердої серцевини,

вiдштовхувальних (r) i притягальних (a) стiнок скiнченної висоти,
вiдповiдно; Kr

ij та Ka
ij — кiлькостi вiдштовхувальних i притягальних

стiнок. Параметри εrlij , ε
al
ij позначають значення БС потенцiала мiж

стiнками, а

∆εrlij = εrlij − εr,l+1
ij , ∆εal

ij = εal
ij − εa,l−1

ij (1)

характеризують висоти стiнок. Їх означено так, що ∆εrlij , ∆εal
ij > 0.

Плато потенцiала нумеруються в бiк зростання мiжчастнкової вiд-
станi: для вiдштовхувальної частини — починаючи вiд стiнки твердої
серцевини, для притягальної — вiд першої притягальної стiнки.
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У кiнетичнiй теорiї систем iз притяганням — наприклад, типу по-
тенцiала прямокутної ями чи багатосходинкового потенцiала — про-
цеси взаємодiї на вiдстанi (тобто, не при контактi твердих серцевин)
враховуються необоротнiм чином. До того ж, при помiрних i висо-
ких густинах вже не можна нехтувати внеском вiд взаємодiї у гу-
стину енергiї. Тому на кiнетичному рiвнi опису, кiнетичне рiвняння
для одночастинкової функцiї розподiлу треба доповнювати рiвнян-
ням переносу для густини потенцiальної енергiї взаємодiї [7,8,22,25].
Цей момент якiсно мiняє картину кiнетичного етапу еволюцiї порiв-
няно зi системою твердих кульок i, зокрема, має враховуватись при
побудовi кiнетичної теорiї густих систем iз реалiстичною плавною
взаємодiєю [26–28].

Кiнетичне рiвняння для одночастинкової функцiї розподiлу f i
1

частинок сорту i у випадку сумiшi має вигляд [23, 24]:

[∂t + vi · ∇] f i
1(r,vi, t) = IE+MSP

i [f2] ≡
M∑

j=1

{

IE
ij [f

ij
2 ] + IMSP

ij [f ij
2 ]

}

, (2)

де ∂t ≡ ∂
∂t , ∇ ≡ ∂

∂r
, f ij

2 — двочастинковi функцiї розподiлу, спiввiдно-
шення замикання для яких наведено нижче. Iнтеґрали зiткнень IE

ij

(енскогiвського типу) та IMSP
ij враховують парнi процеси на твердiй

серцевинi та на стiнках скiнченної висоти.

IE
ij [f

ij
2 ] = (σ0

ij)
2

∫

dvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ)× (3)

× [f ij
2 (r,v′

i, r + σ
0
ij ,v

′
j)

+ − f ij
2 (r,vi, r − σ

0
ij ,vj)

+],

де vi, vj та v′
i, v′

j — швидкостi частинок до i пiсля зiткнення при
контактi твердих серцевин, σ̂ — одиничний вектор, напрямлений у
прямому зiткненнi (vi,vj) → (v′

i,v
′
j) вiд центра частинки i до центра

частинки j, σ0
ij = σ0

ij σ̂, vjiσ = (vj −vi)· σ̂. Закони парного зiткнення
на твердiй серцевинi мають вигляд:

v′
i = vi + 2Mjivji · σ̂σ̂, v′

j = vj − 2Mijvji · σ̂σ̂, (4)

де, наприклад, Mji = mj/(mi +mj). f
ij
2 розривна в координатному

просторi у точках розриву потенцiала φMSP
ij . Через f ij

2 (.)± будемо
позначати її правi (+) чи лiвi (−) граничнi значення:

f ij
2 (r, ., r + σ, .)± = lim

δ→0+
f ij
2 (r, ., r + (σ ± δ)σ̂, .). (5)
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Внесок IMSP
ij можна записати компактно, ввiвши [23, 24] параме-

три типу стiнки q i типу процесу p на нiй: q = ‘r’ для вiдштовхуваль-
ної i q = ‘a’ для притягальної. Можливi три типи (ij)-процесiв на
стiнцi, залежно вiд спiввiдношення мiж значенням кiнетичної енер-
гiї вiдносного руху частинок та висоти стiнки, а також вiд характеру
взаємного руху (зближення чи вiддалення): опускання p = ⊕, пiдйом

p = 	 та вiдбиття p = ⊗ вiд стiнки. Отже,

IMSP
ij [f ij

2 ] =
∑

q=r,a

Kq

ij∑

l=1

∑

p=⊕,	,⊗

Iqlp
ij [f ij

2 ]. (6)

Приписавши для зручности символьним “значенням” параметрiв q
та p формальнi числовi значення

q =

(
r
a

)

=

(
−1
+1

)

, p =





⊕ опускання
	 пiдйом
⊗ вiдбиття



 =





+1
−1
0



 , (7)

можемо записати iнтеґрали зiткнень для процесу вiдбиття

Iql⊗
ij [f ij

2 ] = (σql
ij )

2

∫

dvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ) θ(vql
ij − vjiσ)× (8)

× [f ij
2 (r,v′

i, r− qσql
ij ,v

′
j)

−q − f ij
2 (r,vi, r + qσql

ij ,vj)
−q]

i процесiв опускання чи пiдйому на стiнцi {q, l}:

Iqlp
ij [f ij

2 ] = (σql
ij )

2

∫

dvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ + p−1
2 vql

ij )× (9)

× [f ij
2 (r,vqp

il , r + qpσql
ij ,v

qp
jl )−qp − f ij

2 (r,vi, r − qpσql
ij ,vj)

+qp].

Тут числовi значення параметрiв p та q використовуються для ви-
значення точки розташування частинки j у функцiй f ij

2 , в арґументi
θ-функцiї виразу (9) та для визначення правого чи лiвого гранично-
го значення функцiї f ij

2 у виразах (8) i (9). У всiх iнших мiсцях,
параметри q i p слiд вважати символами.

Iншi позначення: σ
ql
ij= σql

ij σ̂, v′
i, v′

j — швидкостi частинок i та j
пiсля процесу вiдбиття вiд стiнки {q, l}, якi визначаються зi спiввiд-
ношень (4); v

qp
il , v

qp
jl — швидкостi пiсля процесiв p = ⊕,	 на стiнцi

{q, l}, якi визначаються зi законiв парних зiткнень для цих процесiв:

v
qp
il = vi +Mji[vjiσ −

√

v2
jiσ + p(vql

ij )
2] σ̂, (10)

v
qp
jl = vj −Mij [vjiσ −

√

v2
jiσ + p(vql

ij )
2] σ̂,
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де vql
ij = (2∆εql

ij/µij)
1/2 — висота стiнки в одиницях швидкости, µij =

mimj/(mi +mj) — приведена маса.
Замикання для кiнетичного рiвняння (2) вибираємо, слiдуючи ро-

ботi [7], коли нехтуються кореляцiї в просторi швидкостей,

f ij
2 (xi, xj , t) ≈ f̄ ij

2 (xi, xj , t) = fi(xi, t)fj(xj , t) g
ij
2 (ri, rj , t), (11)

а gij
2 функцiонально залежить вiд густин числа частинок nk(r, t) та

вiд оберненої потенцiальної квазiтемператури βp(r, t)

gij
2 (ri, rj , t) = gij

2 (ri, rj |{nk}, βp) (12)

так, що gij
2 має такий самий кластерний розклад (n-вузли, f -зв’язки),

як у рiвновазi. Однак, у нерiвноважному випадку nk(r, t) замiняє
nk, а βp

ij(ri, rj , t) = 1
2 [βp(ri, t) + βp(rj , t)] замiняє 1/kBT на кожному

зв’язку. βp(r, t) є множником Ляґранжа, спряженим до густини по-
тенцiальної енергiї ep(r, t) [7, 25–28]. Рiвняння еволюцiї для βp(r, t)
можна отримати, стартуючи з рiвняння для ep(r, t). Функцiонал gij

2

розривний у точках розриву БСП i задовольняє спiввiдношення:

gij
2 (r, r ± σ

ql
ij , t)

−qp = epβp

ij
∆εql

ijgij
2 (r, r ± σ

ql
ij , t)

qp. (13)

Вiдомi й iншi способи замикання, запропонованi для випадку одно-
сортної системи з потенцiалом прямокутної ями, коли замiсть (12)
береться рiвноважна парна функцiя розподiлу однорiдної системи [6]
або ghs

2 системи твердих кульок у станi неоднорiдної рiвноваги, що
характеризується дiйсною концентрацiєю n(r, t) [18] (для цього за-
микання доведено H-теорему).

Миттєвi процеси на стiнках БС потенцiала в деякiй мiрi вiдповiд-
ають незавершеним траєкторiям розсiяння в областi плавної змiни
мiжмолекулярного потенцiала реальної густої системи. Замiсть того,
щоб враховувати складнi внески вiд цих незавершених розсiянь, ми
ефективно замiняємо їх на миттєвi процеси на сходинках.

Введене кiнетичне рiвняння може застосовуватися тiльки в обла-
стi високих густин, коли внесками вiд послiдовних процесiв на 2-х
i бiльше сусiднiх сходинках [29, 30] можна знехтувати (наближення
парних зiткнень стосовно кожної сходинки). Для односортної систе-
ми це наближення зумовлює таке обмеження [11, 13]:

∆σ

σ0
� 1

4
√

2 π nσ3
0 g2(σ

+
0 )
, (14)

яке залишається справедливим i для сумiшей. Тут ∆σ — найменша
вiдстань мiж стiнками, n — густина, g2(σ

+
0 ) — контактне значення

парної функцiї розподiлу.
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Далi розглядаються гiдродинамiчнi густини, тому введiмо позна-
чення для усереднень iз f i

1 та f ij
2 :

〈ψ1,i〉1,i
vi

df
=

∫

dvi f
i
1(r,vi, t)ψ

1,i(r,vi, t), (15)

〈ψ2,ij〉2,ij
vixj

df
=

∫

dvidxj f
ij
2 (r,vi, xj , t)ψ

2,ij(r,vi, xj , t). (16)

У верхньому iндексi знака усереднення вказано тип функцiї та сорти,
а в нижньому — змiннi, по яких iнтеґрується.

Рiвняння переносу для густини потенцiальної енергiї взаємодiї

ep(r, t)
df
=

M∑

i,j=1

〈1
2φ

MSP
ij (rij)〉2,ij

vixj

∣
∣
ri→r

(17)

має розглядатися на кiнетичному рiвнi опису поряд iз рiвнянням для
f i
1. Його можна вивести з другого рiвняння ланцюжка ББГКI, запи-

саного для системи з БС потенцiалом. Ми провели [24] евристичне
виведення цього рiвняння на основi уявлень про кiлькiсть прямих i
зворотнiх зiткнень. Воно має вигляд:

∂te
p + ∇· [epV + qp] = sp, (18)

де V(r, t) — гiдродинамiчна швидкiсть, введена пiсля виразу (22),

qp(r, t) =

M∑

i,j=1

〈1
2ciφ

MSP
ij (rij)〉2,ij

vixj

∣
∣
ri→r

, (19)

sp(r, t) = −
M∑

i,j=1

∑

q=r,a

Kq

ij∑

l=1

∑

p=±1

1
2p∆εql

ij(σ
ql
ij )

2× (20)

×
∫

dvidvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ + p−1
2 vql

ij )f
ij
2 (r,vi, r − qpσql

ij ,vj)
qp

— потiк (у локальнiй системi вiдлiку) та джерело потенцiальної ене-
ргiї; ci ≡ vi − V — теплова швидкiсть. Умова замикання, задана
виразами (11) i (12) має застосовуватися й до рiвняння (18). Це рiв-
няння — аналог вiдповiдного рiвняння для систем iз потенцiалом
прямокутної ями [7, 8, 22].

На гiдродинамiчному рiвнi система описується рiвняннями пе-
реносу для густин збережуваних величин — маси ρ, iмпульсу p та
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енергiї e. З кiнетичного рiвняння (2) виводяться рiвняння лише для
ρ i p й густини кiнетичної енергiї ek:





ρ(r, t)
p(r, t)
ek(r, t)



 =
M∑

i=1

〈





mi

mivi
1
2miv

2
i



〉1,i
vi
. (21)

Рiвняння переносу для них у випадку M -сортiв отримано у [23, 24]:

∂t





ρ
p

εk + 1
2ρV

2



 + ∇·





p

Vp + P

(εk + 1
2ρV

2)V + P·V + qk



 =





0
0
sk



 , (22)

де V(r, t)
df
= p(r, t)/ρ(r, t) — гiдродинамiчна швидкiсть, а в ek видi-

лено конвективний внесок 1
2ρV

2, ввiвши густину внутрiшньої кiне-

тичної енергiї εk
df
= ek − 1

2ρV
2. Тензор напружень P i тепловий потiк

кiнетичної енергiї qk мiстять внески кiнетичного типу (k), вiд зiтк-
нень на твердiй серцевинi (c), що походять вiд iнтеґрала зiткнень IE

i ,
та вiд процесiв на сходинках (MSP):

[
P

qk

]

=

[
P

k + P
c + P

MSP

qk
k + qc

k + qMSP
k

]

, де

[
P

MSP

qMSP
k

]

=

[
P
⊗ + P

⊕ + P
	

q⊗
k + q⊕

k + q	
k

]

.

Явнi вирази для цих внескiв такi [23, 24]:

(
P

qk

)k

=
M∑

i=1

〈
(
micici
1
2miv2

i

)

〉1,i
vi
, (23)

(
P

qk

)c

=
∑

ij

1
2 (σ0

ij)
3

∫

dvidvjdσ̂ vjiσ θ(vjiσ) σ̂

1∫

0

dλ× (24)

×
(
mi[c

′
i − ci]

mi

2 [c′2i − c2i ]

)

f ij
2 (r + λσ0

ij ,vi, r − [1 − λ]σ0
ij ,vj)

+,

(
P

qk

)⊗

=
∑

ij

∑

q=r,a

(−q)
Kq

ij∑

l

1
2 (σql

ij )
3

∫

dvidvjdσ̂ vjiσ × (25)

× θ(vjiσ) θ(vql
ij − vjiσ) σ̂

1∫

0

dλ

(
mi[c

′
i − ci]

1
2mi[c′2i − c2i ]

)

×

× f ij
2 (r − λqσql

ij ,vi, r + [1 − λ]qσql
ij ,vj)

−q,
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(
P

qk

)⊕+	

=
∑

ij

∑

q=r,a

Kq

ij∑

l

∑

p=±1

qp
2 (σql

ij )
3

∫

dvidvjdσ̂ vjiσ × (26)

× θ(vjiσ + p−1
2 vql

ij ) σ̂

1∫

0

dλ

(
mi[c

qp
il − ci]

1
2mi[(c

qp
il )2 − c2i ]

)

×

× f ij
2 (r + λqpσql

ij ,vi, r− [1 − λ]qpσql
ij ,vj)

qp.

Джерело sk у правiй частинi рiвняння (22) для ek отримується таке,
що тотожно sk = −sp, див. вираз (20). Через це рiвняння для повної
енергiї e = ek + ep не має джерела, як i повинно бути для густини
збережуваної величини.

3. Граничний перехiд в кiнетичнiй теорiї БСП

Якщо збiльшувати кiлькiсть сходинок i одночасно зменшувати вiд-
станi мiж ними [9], то можна добитися того, що розривний БС по-
тенцiал все краще апроксимуватиме неперервну криву будь-якого
наперед заданого потенцiала φ̃ij(r). Такий граничний перехiд буде-
мо умовно позначати так:

lim
{∆ε

ql

ij
}→0

{∆σ
ql

ij
}→0

(. . .) ≡ lim
φMSP→φ̃

(. . .). (27)

В ролi граничного потенцiала φ̃ij(r) можна розглянути:

• довiльний плавний потенцiал φsmooth
ij (r), наприклад, типу Ле-

нарда-Джонса чи м’якої серцевини ∼ r−n;

• модельний потенцiал у виглядi суми вiдштовхування твердих
кульок i деякого плавного хвоста:

φhs+t
ij (r) = φhs

ij (r) + φt
ij(r). (28)

У першому випадку, нескiнченно висока стiнка вiдштовхування твер-
дих кульок при граничному переходi вiдсувається в область все мен-
ших мiжчастинкових вiдстаней r i вищих кiнетичних енергiй вiдно-
сного руху. Завдяки цьому, енскогiвський внесок IE

i , що вiдповiдає
твердiй стiнцi в iнтеґралi зiткнень кiнетичного рiвняння (2), перетво-
рюється в нуль. У другому випадку IE

i не мiняється, а змiни зазнає
лише IMSP

i , який мiстить сходинки скiнченної висоти.
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Наступнi перетворення iдейно подiбнi до тих, якi застосовуються
при виведеннi кiнетичного рiвняння Ландау з рiвняння Больцмана
[31], i використовують розклади у ряд по малiй величинi переданого
iмпульсу в парних зiткненнях.

3.1. Границя кiнетичного рiвняння

При збiльшеннi числа сходинок порушується умова застосовности
(14) кiнетичного рiвняння (2). Тим не менше, граничний перехiд мо-
жна здiйснити формально i проаналiзувати, що отримується в ре-
зультатi.

Слiдуючи роботi [9], вiдшукаймо граничний вигляд для IMSP
ij , ви-

рази (6), (8), (9), розклавши в ньому

f̄ ij
2 (xqp

il , x
qp
jl , t) ≡ f i

1(ri,v
qp
il , t) f

j
1 (rj ,v

qp
jl , t) g

ij
2 (ri, rj |{nk}, βp) (29)

у ряд бiля vi й vj , де f̄ ij
2 позначає прийняте для f ij

2 замикання (11) i
(12), включно з виглядом функцiональної залежности gij

2 вiд n(r, t)
i βp(r, t).

У границi малих висот сходинок {∆εql
ij} → 0, корiнь у законi пар-

них зiткнень (10) для обмiнних процесiв можна розкласти в ряд i
обмежитися лiнiйною по ∆εql

ij поправкою:

[

v
qp
il

v
qp
jl

]

=

[
vi

vj

] −
+

[
Mji

Mij

]

× 1
2p

2∆εql
ij

µijvjiσ
σ̂. (30)

Для внескiв Iql⊕
ij чи Iql	

ij це дає:

f̄ ij
2 (r,vqp

il , r + qpσql
ij ,v

qp
jl )−qp = (31)

=
[

1 + p
∆εql

ij

vjiσ
σ̂ ·

(

− ∂i

mi
+

∂j

mj

)

+ . . .
]

f̄ ij
2 (r,vi, r + qpσql

ij ,vj)
−qp,

де, наприклад, ∂i ≡ ∂/∂vi. У границi внесок Iql⊗
ij описує процеси

вiдбиття вiд стiнки з дуже малою висотою. Завдяки другiй θ-функцiї
в Iql⊗

ij проекцiя вiдносної швидкости vjiσ обмежена зверху, 0 ≤ vjiσ ≤
(2∆εql

ij/µij)
1/2, тому v′

i,v
′
j близькi до vi,vj :

f̄ ij
2 (r,v′

i, r− qσql
ij ,v

′
j)

−q = (32)

=
[

1 + 2µijvjiσ σ̂ ·
(

− ∂i

mi
+

∂j

mj

)

+ . . .
]

f̄ ij
2 (r,vi, r − qσql

ij ,vj)
−q.
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Пiдставивши виписанi розклади у вирази для iнтегралiв зiткнень,
легко побачити, що внески ∼1 у квадратних дужках вiд процесiв ⊕
i ⊗ знищаться iз внеском вiд процесу 	.

Розгляньмо тепер поправки. Можна показати, що в Iql⊗
ij перша

поправка ∼vjiσ дає в результатi обмежену пiдiнтеґральну функцiю,
що iнтеґрується по промiжку проекцiї вiдносної швидкости, який у
границi стягується в точку. У результатi цей внесок пропадає.

Поправки ∼∆εql
ij у розкладi (31) дають ненульовий внесок. Запи-

савши явно доданки вiд процесiв ⊕ i 	 для, наприклад, вiдштовху-
вальної стiнки, отримаємо:

Kr
ij∑

l=1

∆εrlij(σ
rl
ij)

2

∫

dσ̂σ̂ ·
{

θ(vjiσ)
(

− ∂i

mi
+

∂j

mj

)

f̄ ij
2 (r,vi, r− σ

rl
ij ,vj)

+− (33)

− θ(vjiσ − vrl
ij)

(

− ∂i

mi
+

∂j

mj

)

f̄ ij
2 (r,vi, r + σ

rl
ij ,vj)

−
}

.

Подаймо тут кiлька загальних зауважень, якi стосуються здiйс-
нення граничного переходу:

• При збiльшеннi кiлькости сходинок i зменшеннi вiдстанi мiж

ними, сума по дискретнiй змiннiй l, що нумерує сходинки,
Kq

ij∑

l=1

,

переходить в iнтеґрал по неперервнiй вiдноснiй вiдстанi R. На-
приклад, для вiдштовхувальних сходинок:

Kr
ij∑

l=1

∆σr;l,l+1
ij

∆εrlij

∆σr;l,l+1
ij

−→
∫

φ̃′
ij

<0

dR
(

− ∂φ̃ij

∂R

)

, (34)

причому, їм вiдповiдає область з φ̃′ij(R) < 0, а притягальним

сходинкам — область iз φ̃′ij(R) > 0;

•
∫

dσ̂ перепозначається як iнтеґрал по орiєнтацiях R̂ вектора
вiдносного розташування R.

• Для неперервного граничного потенцiала φ̃ij граничнi значення
справа i злiва для двочастинкової функцiї розподiлу рiвнi мiж
собою: f̄ ij

2 (.)+ = f̄ ij
2 (.)−.

В доданках отриманих виразiв, де є залежнiсть f̄ ij
2 вiд r − R,

переходимо до змiнної R̂′ = −R̂. Далi, враховуючи, що ∂φ̃ij(R)
∂R R̂ =
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∂φ̃ij(R)
∂R

, а також рiвнiсть лiвих i правих граничних значень f̄ ij
2 для

гладкої частини потенцiала, отримуємо, що IMSP
i перейде в

M∑

j=1

∫

dvjdR
∂φ̃ij(R)

∂R
·
(

− ∂i

mi
+

∂j

mj

)

f̄ ij
2 (r,vi, r + R,vj). (35)

Iнтеґруванням за частинами можна показати, що доданок iз ∂jf
ij
2

перетворюється в нуль, оскiльки f̄ ij
2

∣
∣
|vj |→+∞

→ 0. Далi, пiдставивши

вираз (29) для f̄ ij
2 , де знехтувано кореляцiями у просторi швидкос-

тей, можна провести iнтеґрування по dvj . Тодi отримаємо:

− 1
m i

M∑

j=1

∫

dRnj(r+R, t) gij
2 (r, r+R|{nk}, βp)

∂φ̃ij(R)
∂R

·∂i f
i
1(r,vi). (36)

Це кiнцевий вираз. Вiн збiгається з iнтеґралом зiткнень кiнетичної
теорiї середнього поля в тому її варiантi, коли для gij

2 допускається
функцiональна залежнiсть ще й вiд оберненої квазiтемператури βp

(це так званий варiант KVT-III, про який пiде мова у наступному
параграфi). На цьому важливо наголосити, оскiльки вiдповiдна гра-
нична система рiвнянь для f i

1 незамкнена, i стає замкненою тiльки
тодi, коли βp(r, t) — вiдома функцiя або ж для неї записано рiвняння
еволюцiї. Його слiд отримати з граничного рiвняння переносу для гу-
стини потенцiальної енергiї ep(r, t), яке розглянуто пiсля наступного
зауваження.

Якщо би ми перетворювали не кiнетичне рiвняння для f i
1, а перше

рiвняння ланцюжка ББГКI для БСП-сумiшi, у якому не використо-
вується замикання, тобто замiсть f̄ ij

2 стояла би повна 2-частинкова
функцiя розподiлу f ij

2 , то у границi ми б також одержали вираз (35)
з тiєю вiдмiннiстю, що у ньому стояла би f ij

2 :

M∑

j=1

∫

dvjdR
∂φ̃ij(R)

∂R
·
(

− ∂i

mi
+

∂j

mj

)

f ij
2 (r,vi, r + R,vj). (37)

Ця гранична форма виразу збiгається з iнтеґральним членом першо-
го рiвняння ланцюжка ББГКI для сумiшi плинiв з плавними мiж-
частинковим потенцiалами φ̃ij = φsmooth

ij . Iншими словами, оператор
парних зiткнень в iнтеґральному членi, який вiдповiдає БС потенцi-
алу, в границi переходить у диференцiальний оператор, котрий вiд-
повiдає плавному потенцiалу взаємодiї. Коли ж граничний потенцiал
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має вигляд φhs
ij +φt

ij , то крiм доданка (37) буде ще внесок вiд твердих
кульок, аналогiчний до IE

ij , вираз (3).
Ввiвши функцiю двочастинкових кореляцiй

Gij
2 (xi, xj , t)

df
=

fij

2
(xi, xj ,t)

fi
1
(xi,t)f

j

1
(xj,t)

, (38)

вираз (37) запишемо так:

− 1
mi

M∑

j=1

∫

dvjdR
∂φ̃ij(R)

∂R
· ∂i

[

f i
1(r,vi)G

ij
2 (r,vi, rj ,vj)

]

f j
1 (rj ,vj), (39)

де rj ≡ r + R. Тепер, якщо знехтувати кореляцiями у просторi шви-
дкостей, поклавши

Gij
2 (r,vi, rj ,vj) ≈ gij

2 (r, rj , t),

що те саме, що й (11), то стає можливо проiнтеґрувати по dvj i ми
приходимо до загального виразу (36), що нагадує iнтеґрал зiткнень
теорiї середнього поля. Конкретний його вигляд отримується, якщо
ввести гiпотезу про функцiональну залежнiсть парної координатної
функцiї розподiлу gij

2 (ri, rj , t).

3.2. Границя рiвняння для ep

Розгляньмо граничний перехiд у рiвняннi для густини потенцiальної
енергiї БСП-системи, яке доповнює рiвняння для f1

i на кiнетично-
му рiвнi опису. Вигляд рiвняння залишиться такий же (18), а змiн
зазнають лише величини, якi в ньому фiгурують. ep та qp безпосере-
дньо мiстять багатосходинковий потенцiал φMSP

ij i згiдно виразiв (17)
та (19) у границi перейдуть у

[
ẽp

q̃p

]

df
=

M∑

i,j=1

〈1
2

[
1

ci

]

φ̃ij(rij)〉2,ij
vixj

∣
∣
ri→r

. (40)

Джерело sp не мiстить φMSP
ij безпосередньо, проте залежить вiд

параметрiв потенцiала, описуючи процеси обмiнного типу на стiн-
ках. f ij

2 у ньому враховує двочастинковi конфiґурацiї у фазовому
просторi лише до процесу на стiнцi. Розпишiмо у виразi (20) для sp
внески вiд процесiв ⊕ та 	 у явному виглядi:

M∑

i,j=1

∑

q=r,a

Kq

ij∑

l=1

1
2∆εql

ij(σ
ql
ij )

2

∫

dvidvjdσ̂ vjiσ × (41)
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×
{

θ(−vjiσ)f ij
2 (r,vi, r + qσql

ij ,vj)
q +

+ θ(vjiσ − vql
ij )f

ij
2 (r,vi, r + qσql

ij ,vj)
−q

}

,

де в доданку p = ⊕ було здiйснено замiну змiнної σ̂′ = −σ̂.
Далi перетворення можна продовжувати як для f ij

2 , так i для f̄ ij
2 ,

використавши в другому випадку умову замикання (11), (12) i спiв-
вiдношення (13) для правих i лiвих граничних значень просторової
парної функцiї розподiлу в розривних точках потенцiала φMSP

ij :

gij
2 (r, r + qσql

ij , t)
−q = [1 + βp

ij∆ε
ql
ij + . . .] gij

2 (r, r + qσql
ij , t)

q, (42)

де експоненту розкладено у ряд для {∆εql
ij} → 0. Оскiльки сам ви-

раз (41) вже мiстить множник ∆εql
ij , то для першого варiанту можна

знехтувати рiзницею в лiвих i правих значеннях f ij
2 , бо в границi ма-

лих висот вони стають рiвнi. Для варiанту iз замиканням це означає
вiдкинути всi члени ряду (42) крiм першого.

Провiвши в доданку з q = −1 отриманого виразу замiну σ̂′ = −σ̂,
знову формуємо конструкцiї з тими ж правилами переходу:

Kq

ij∑

l=1

∆σq;l,l+1
ij

∆εql
ij

∆σq;l,l+1
ij

−→
∫

φ̃′
ij

>

<
0

dR
(

± ∂φ̃ij

∂R

)

.

Двi θ-функцiї у виразi (41) забезпечують iнтеґрування по всiй обла-
стi змiни vjiσ , за винятком промiжку з розмiром ∼(∆εql

ij)
1/2, котрий

у границi прямує до нуля. Переходячи вiд суми до iнтеґрала по вiд-
носнiй вiдстанi, отримаємо результат

s̃p(r, t) =

M∑

i,j=1

〈1
2vji ·

∂φ̃ij(rij)

∂rji
〉2,ij
vixj

∣
∣
ri→r

, (43)

справедливий як для усереднення iз f ij
2 , так i з f̄ ij

2 . Цей граничний
вираз для s̃p збiгається зi своїм аналогом для системи з плавною вза-
ємодiєю, який можна вивести [32], виходячи безпосередньо з означе-
ння ep(r, t) i другого рiвняння ланцюжка ББГКI.

3.3. Границя рiвнянь для одночастинкових густин

Форма рiвнянь переносу для ρ, p й ek не змiниться при граничному
переходi — змiняться лише вирази для внескiв вiд взаємодiї до P i
qk. Змiниться ще sk, але так само, як i sp, вираз (43).
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Тому, розгляньмо граничний вигляд для внескiв до тензора на-
пружень i потоку тепла, зумовлених процесами на стiнках скiнченної
висоти. Внески P

⊗ i q⊗
k дуже швидко прямують до нуля при зменшу-

ваннi висот сходинок: по-перше, завдяки добутку θ(vjiσ) θ(vql
ij − vjiσ)

розмiр промiжку iнтеґрування по vijσ прямує до 0; по-друге, завдяки
θ(vql

ij − vjiσ) самi пiдiнтеґральнi функцiї через множники mi(c
′
i − ci)

та 1
2mi[c

′2
i − c2i ] прямують до 0, оскiльки mi|c′i − ci| та 1

2mi[c
′2
i − c2i ]

обмеженi зверху й поводяться як ∼(∆εql
ij)

1/2.
Внески обмiнного типу залежать вiд висот сходинок через рiзни-

цi, для яких при малих {∆εql
ij} можна записати, аналогiчно до виразу

(30):
[

c
qp
il − ci

(cqp
il )2 − c2i

]

= −
[ 1

2

1

]

pMji

(vql
ij )

2

cjiσ

[
σ̂

ci ·σ̂

]

. (44)

Пiдставивши цi наближенi спiввiдношення у формулу (26) i пере-
йшовши до неперервної змiнної вектора вiдносного розташування R,
як це було зроблено ранiше для IMSP

ij отримуємо:
[

P̃

q̃k

]⊕+	

= − 1
2

M∑

i,j=1

∫

dvi dvj

[
1

ci·

]∫

drji r̂jirjiφ̃
′
ij(rij) × (45)

×
∫ 1

0

dλf̄ ij
2 (r − λrji,vi, r + [1 − λ]rji,vj).

Для P̃
⊕+	 можна провести iнтеґрування по швидкостях:

P̃
⊕+	 = − 1

2

M∑

i,j=1

∫

drji rjir̂jiφ̃
′
ij(rij)

∫ 1

0

dλ n̄ij
2 (r − λrji, r + [1 − λ]rji, t),

(46)
де, очевидно,

n̄ij
2 (ri, rj , t)

df
=

∫

dvidvj f̄
ij
2 (xi, xj , t). (47)

У випадку повнiстю гладкого потенцiала φsmooth
ij отриманi вирази

(45), (46) i аналог (43) для sk збiгаються зi загальними виразами, що
виводяться з першого рiвняння ланцюжка ББГКI [32]. Для випадку
потенцiала φhs

ij + φt
ij формула (46) збiгається з виразом для внеску

до тензора напружень P
t вiд плавного хвоста φt

ij в кiнетичнiй теорiї
середнього поля [16], тодi як отриманий граничний тепловий потiк
q̃⊕+	

k не має такого вiдповiдника у КТСП. Про iншi неузгодженостi
отриманих результатiв з КТСП буде сказано у наступному парагра-
фi.
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3.4. Пiдсумок

Отже, виходячи з кiнетичного рiвняння для БСП-системи (у якому
вже використано наближення нехтування кореляцiй i введено гiпо-
тезу про функцiональну залежнiсть gij

2 ), за допомогою граничного
переходу отримується кiнетичне рiвняння, яке за виглядом повнiстю
збiгається з рiвнянням кiнетичної варiацiйної теорiї варiанту KVT-
III. Стосовно цього граничного переходу виявлено також, що перше
рiвняння ланцюжка ББГКI для системи з БС потенцiалом перехо-
дить у вiдповiдне перше рiвняння ланцюжка ББГКI для системи з
неперервним потенцiалом φ̃ij . У випадку граничного потенцiала ти-
пу φhs+t

ij , вираз (28), нехтуючи кореляцiями в просторi швидкостей

i вводячи функцiональну гiпотезу для gij
2 теж отримується iнтеґрал

зiткнень КТСП.
Причини неузгоджености граничного рiвняння для густини кiне-

тичної енергiї з вiдповiдним рiвнянням КТСП розглянуто у насту-
пних двох параграфах.

Ще зауважмо, що граничнi вирази отримано з порушенням умови
застосовности кiнетичного рiвняння для БСП-систем, оскiльки саме
кiнетичне рiвняння записане в наближеннi парних зiткнень, коли по-
слiдовнi процеси на двох i бiльше сусiднiх стiнках не враховуються,
тому можна говорити лише про вигляд отриманих рiвнянь. Послi-
довний пiдхiд — це виходити зi загальнiшого кiнетичного рiвняння
для БС потенцiала, використавши розклад оператора еволюцiї у ряд
по парних зiткненнях i при переходi до неперервної змiнної шукати
границю всього ряду. Однак, таке завдання з математичної точки
зору дещо складнiше, нiж тут розглянуте.

Якщо не приймати умови замикання, то граничний перехiд вiд
першого рiвняння ланцюжка ББГКI для БСП-систем до його вiд-
повiдника для плавного потенцiала проведено абсолютно строго. Те
саме стосується i рiвняння для ep.

4. Кiнетична теорiя середнього поля

На основi методу, що ґрунтується на принципi максимiзацiї ентро-
пiї з певними в’язями, у роботах [16–19] було запропоновано кiлька
спорiднених кiнетичних теорiй типу середнього поля для системи
з модельним потенцiалом “твердi кульки + плавний хвiст” вигля-
ду (28). Метою цих теорiй було врахувати далекосяжну взаємодiю
мiж частинками у реальних системах чи модельних типу ленерд-
джонсiвського плину, беручи за основу кiнетичну теорiю Енскога для
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системи твердих кульок.
У роботi [16] представлено найпростiший варiант — кiнетичну ва-

рiацiйну теорiю (КВТ)1, отримано рiвняння гiдродинамiки для неї,
розглянуто зв’язок iз термодинамiкою i проведено розрахунок ко-
ефiцiєнтiв зсувної в’язкости i теплопровiдности декiлькох простих
рiдин в областi кривої насичення. У роботi [18] подано виведення кi-
нетичного рiвняння КВТ (та деяких iнших) за допомогою згаданого
методу, представлено функцiонал ентропiї i доведеноH-теорему. Пи-
тання про те, якi результати дає принцип максимiзацiї ентропiї при
використаннi рiзного типу в’язей, проаналiзовано в роботi [17]. Наре-
штi, у [19] розглянуто варiант КВТ для сумiшей i подано його аналiз
у границi Каца (нескiнченно слабкого i нескiнченно далекосяжного
потенцiала).

Суть пропозицiй КВТ полягає у виборi форми функцiональної
залежности N -частинкової функцiї розподiлу, котра максимiзує iн-
формацiйну ентропiю при певних додаткових умовах (в’язях) [17,18].
Формально ж, кiнетичне рiвняння КВТ отримується з першого рiв-
няння ланцюжка ББГКI для розглядуваного модельного потенцiала
(28), якщо знехтувати парними кореляцiями у просторi швидкостей
(11)

f ij
2 (x1, x2, t) ≈ f i

1(x1, t)f
j
1 (x2, t) g

ij
2 (r1, r2, t), (48)

а для просторової парної функцiї розподiлу gij
2 запропонувати певну

функцiональну гiпотезу. Зокрема, якщо gij
2 замiнити на вiдповiдну

gij,hs
2 системи твердих кульок у станi неоднорiдної рiвноваги з дiй-

сними густинами {nk(r, t)},

gij
2 (r1, r2, t) ≈ gij,hs

2 (r1, r2|{nk}), (49)

то одержимо найпростiший варiант КВТ, який отримав назву KVT-I.
Головна його в’язь у принципi максимiзацiї ентропiї — це непрони-
кнiсть твердих серцевин.

Якщо замiсть цього вимагати правильне вiдтворення середньої

енергiї взаємодiї на одну частинку за допомогою N -частинкової фу-
нкцiї розподiлу, то в наближеннi (48) на мiсцi gij

2 фiгуруватиме

gij
2 (r1, r2, t) ≈ gij,hs+t

2 (r1, r2|{nk}), (50)

1Iнший варiант, запропонований у [16] — кiнетична теорiя зi системою вiд-
лiку (kinetic reference theory), у якiй кореляцiї швидкостей у системi враховую-

ться наближено за допомогою точної кореляцiйної функцiї G
ij,hs

2
(r1, v1, r2,v2, t)

системи твердих кульок — не виводиться з принципу максимiзацiї ентропiї, а
формулюється як безпосереднє узагальнення КВТ.
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тобто функцiя розподiлу, яка характеризує систему з повним потен-
цiалом взаємодiї φhs

ij + φt
ij , яка також функцiонально залежить вiд

густин {nk(r, t)}. Це наближення KVT-II.
Умова правильного вiдтворення локальної густини енергiї вза-

ємодiї ep(r1, t) дає через принцип максимiзацiї ентропiї просторову
парну функцiю розподiлу системи з повним потенцiалом

gij
2 (r1, r2, t) ≈ gij,hs+t

2 (r1, r2|{nk}, βp) (51)

з додатковою залежнiстю вiд оберненої потенцiальної квазiтемпера-
тури βp. Тут функцiональна залежнiсть gij,hs+t

2 вiд {nk} i βp фор-
мулюється через кластерний розклад так само, як i у випадку БС
потенцiала (12). Це наближення називають KVT-III.

У роботi [22] поєднано iдеї кiнетичної теорiї для систем iз по-
тенцiалом прямокутної ями i КТСП, розглянувши потенцiал “твердi
кульки + обрiзаний хвiст”. Вигляд функцiональної гiпотези для gij

2

такий же самий, як i для KVT-III.
Для кожного з наведених наближень вiдповiдний iнтеґрал зiтк-

нень складається з енскогiвського внеска, присутнього в кiнетичному
рiвняннi (2), та лiнiйного за далекосяжною взаємодiєю доданка ти-
пу середнього поля. У випадку сумiшi цей iнтеґрал зiткнень набирає
форми [19]:

IE+KVT
i [f1, f1] ≡

M∑

j=1

{
IE
ij [f

i
1, f

j
1 ] + IKVT

ij [f i
1, nj ]

}
,

де IE
ij задається виразом (3), а

IKVT
ij [f i

1, nj ] = (52)

=
1

mi

∫

r12>σ0
ij

dr2 g
ij
2 (r1, r2, t)nj(r2, t)[∇1φ

t
ij(r12)]· ∂1f

i
1(x1, t)

— внесок вiд плавного хвоста. Для кожного варiанту КВТ вiдповiдне
наближення (49), (50) чи (51) пiдставляється в обидва внески: IE

ij та
IKVT
ij .

У виразi для IKVT
ij iнтеґрується сила, яка дiє на частинку 1 сор-

ту i з боку частинки 2 сорту j, зважена парним розподiлом gij
2 у

вiдповiдному наближеннi i дiйсною концентрацiєю частинок сорту j.
Похiдна вiд f i

1 стоїть поза iнтеґралом. При отриманнi IKVT
ij здiйснено

iнтеґрування по dv2. Це можна зробити, лише тодi, коли залежнiсть
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вiд v1 i v2 роздiляється, iншими словами, коли знехтувати кореля-
цiями у просторi швидкостей (48).

Автори КВТ скористалися спрощенним виглядом середньопольо-
вого члена IKVT

i , котрий зумовлений замиканням (48) i вивели до-
сить специфiчне, як в одно- [16], так i в багатосортному [19] випадках,
рiвняння переносу для густини кiнетичної енергiї. У їхнiй iнтерпре-
тацiї правi частини рiвнянь переносу для густин маси, iмпульсу та
кiнетичної енергiї, що походять вiд IE+KVT

i , мають вигляд:




0
−∇·

(
P

c + P
t
)

−∇·
(
P

c · V + qc
k

)
− V·

(
∇· Pt

)
+ ∆t

ek



 , (53)

де P
c та qc

k задаються виразами (24), враховуючи (49) чи (50), а

P
t(r1, t)

df
= − 1

2

M∑

i,j=1

∫

ds s
∂φt

ij(s)

∂s

1∫

0

dλ n̄ij
2 (r1 − λs, r1 + [1 − λ]s|{nk})

(54)
— внесок у тензор напружень вiд IKVT

i ; тут

n̄ij
2 (r1, r2|{nk}) df

= ni(r1, t)nj(r2, t) g
ij,hs(+t)
2 (r1, r2|{nk})

а для gij
2 використано одне зi згаданих наближень. У роботi [19] ви-

гляд залишку ∆t
ek подано у границi Каца. Його неважко вiдтворити

у загальному випадку:

∆t
ek(r1, t) =

M∑

i,j=1

[Vi − V] ·
∫

dr21 n̄
ij
2 (r1, r2|{nk})φt′

ij(r12) r̂21, (55)

де Vi(r1, t) — середня швидкiсть сорту i.
Для густини маси й iмпульсу отриманi правi частини (53) мають

звичний вигляд. А от для густини кiнетичної енергiї видно особли-
востi:

• внесок з P
t не має стандартної форми −∇· (Pt ·V), як внесок з

P
c;

• немає внеску qt
k вiд IKVT

i у потiк тепла;

• присутнiй член ∆t
ek , що не стоїть пiд знаком дiверґенцiї i тому

має тип джерела; в односортному випадку вiн зникає2.
2Ще можемо додати, що вигляд цього рiвняння не збiгається з граничним

виглядом рiвняння переносу для густини кiнетичної енергiї, отриманим у попе-
редньому параграфi, в той час, як для iнтеґралiв зiткнень такий збiг має мiсце,
вираз (36).
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Як бачимо, сорт i дає внесок у ∆t
ek завдяки руховi на тлi регуляр-

ного руху системи з гiдродинамiчною швидкiстю V(r1, t) i, отже,
має дифузiйну природу. Така форма, як буде показано далi, пов’яза-
на з вибраним у роботi [19] способом симетризацiї внеску вiд IKVT

i у
рiвняння для ek. У наступному параграфi ми подаємо детальне виве-
дення цього внеску в рiвняння переносу, звiдки слiдує, що видiлення
залишку у запропонованiй формi є доволi вимушеним i не вiдповiдає
стандартному вигляду рiвнянь переносу в термiнах потоку i джере-
ла.

Пiсля виключення конвективних внескiв, рiвняння переносу для
густини внутрiшньої кiнетичної енергiї εk для випадку (53) матиме
вигляд [16, 19]:

∂tε
k + ∇· [Vεk + qk+E

k ] + P
k+E :∇V = ∆t

ek . (56)

У це рiвняння не входить P
t, i плавна частина потенцiала φt

ij не
дає нiякого внеску в тепловий потiк, входячи лише в джерело. В 1-
сортному випадку φt

ij взагалi нiяк не проявляється у цьому рiвняннi
[16]. Цей факт авторами згаданих робiт не пояснено.

Стосовно густини потенцiальної енергiї, то рiвняння переносу для
неї вводиться лише в роботi [19], присвяченiй кiлькасортним систе-
мам, причому, в рамках наближень (49) чи (50), коли

ep(r1, t) = 1
2

M∑

i,j=1

ni(r1, t)

∫

dr2 g
ij,hs(+t)
2 (r1, r2|{nk})nj(r2, t)φ

t
ij(r12)

(57)
є функцiоналом лише густин числа частинок. Показано, що в гра-

ницi Каца густина повної внутрiшньої енергiї εk + ep з точнiстю

до других ґрадiєнтiв задовольняє правильне рiвняння переносу без
залишкових членiв. У кiнцi наступного параграфа ми розглянемо
виведення цього рiвняння стартуючи з рiвняння для f ij

2 .

5. КВТ: внески у рiвняння переносу

Неузгодженiсть рiвняння переносу КВТ для ek з вiдповiдним грани-
чним рiвнянням кiнетичної теорiї БСП та зi стандартним виглядом
рiвнянь переносу в термiнах потоку i джерела [32, 33] спонукає до
детального аналiзу цiєї ситуацiї i виведення внеску вiд iнтеґрала зi-
ткнень типу IKVT

i у загальнiй формi, не конкретизуючи, для якої
гiдродинамiчної величини це робиться. Тут ми подаємо таке виведе-
ння для довiльної одночастинкової величини, розглядаючи випадки
односортної та кiлькасортної систем.
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5.1. Односортна система

Позначмо через ψ1
a(r1,v1, t) молекулярну характеристику довiльної

одночастинкової гiдродинамiчної густини a1(r1, t), див. (15). В 1-
сортному випадку IKVT, вираз (52), дає такий внесок у її рiвняння
переносу:

1

m

∫

dv1[∂1f1(x1, t)]ψ
1
a(x1, t)·

∫

r12>σ0

dr2 g2(r1, r2, t)n(r2, t)φ
t′(r12)r̂12.

(58)
Форма функцiональної залежностi g2 при виведеннi не вiдiграє нiякої
ролi, тому ми вживаємо загальне g2(r1, r2, t). Iнтеґруючи в першому
iнтеґралi за частинами, одержимо:

Wa(r1, t) ·
∫

r12>σ0

dr2 g2(r1, r2, t)n(r2, t)φ
t′(r12)r̂12, (59)

де

Wa(r1, t)
df
= 〈− 1

m
∂1ψ

1
a(x1, t)〉1v1

= − n(r1, t)





0

I

V(r1, t)



 . (60)

Пiсля знака рiвности наведено значення Wa для густин маси, iм-
пульсу й кiнетичної енергiї, I — одиничний тензор.

Далi потрiбно провести процедуру симетризацiї виразу (59), ви-
дiливши дiверґенцiю деякого потоку. Ми сформулюємо i доведемо
доволi загальну теорему, на основi якої подамо детальний аналiз цiєї
симетризацiї. Спочатку введiмо таке очевидне

Означення. Область простору Ω називатимемо симетричною з цен-

тром у точцi x, якщо ∀y ∈ Ω ⇒ (2x− y) ∈ Ω.

Теорема 1. Iнтеґрал

B(r1) =

∫

Ω

dr2 S(r1, r2)N (r1, r2) ≡ 〈N (r1, r2)〉Sr2
, (61)

де Ω — симетрична область з центром у т. r1, S(r1, r2) = S(r2, r1) —
симетрична, а N (r1, r2) 6= N (r2, r1) — несиметрична частини пiдiн-
теґральної функцiї, представляється у виглядi

B(r1) = −∇1 · JB(r1) + sB(r1), (62)
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де

JB(r1)
df
= − 1

2

∫

Ω

ds s

∫ 1

0

dλS(r1λ, r2λ̄)N (r1λ, r2λ̄), (63)

sB(r1)
df
= 1

2

∫

Ω

dr21 S(r1, r2) [N (r1, r2) + N (r2, r1)], (64)

r1λ ≡ r1 − λs, r2λ̄ ≡ r1 + [1 − λ]s.

Доведення теореми подано у додатку A.
Видiлiмо два важливi її наслiдки.

Наслiдок 1.1. Якщо N (r2, r1) = −N (r1, r2), тобто є антисиметри-
чною, то sB(r1) ≡ 0.
Наслiдок 1.2. Якщо N (r1, r2) = 1, тобто, пiдiнтеґральна функцiя є
повнiстю симетрична, то JB(r1) ≡ 0. (Слiдує з виразу (90)).

Тепер можна застосувати доведену теорему до потреб симетриза-
цiї. Найперше зауважмо, що вираз (59), який треба симетризувати,
мiстить в загальному випадку деяку функцiю вiд r1 перед iнтеґра-
лом, а симетризацiї зазнає лише сам iнтеґрал. Оскiльки результат
симетризацiї залежить вiд симетрiї пiдiнтеґральної функцiї, то вно-
сячи пiд iнтеґрал рiзнi функцiї вiд r1, ми отримуватимемо рiзнi ре-
зультати. Тому, перед тим, як симетризувати, було б добре прийня-
ти якийсь критерiй, який би визначав спосiб вибору пiдiнтеґральної
функцiї, не конкретизуючи величини, для якої виводиться рiвняння
переносу (тобто, прийняти загальний критерiй). Ми, однак, вкажемо
три найпростiшi варiанти такого критерiю, наведемо кiнцевi вирази,
якi отримуються пiсля застосування доведеної теореми, i апробуємо
їх у випадку густин збережуваних величин:

а) не вносити функцiю Wa пiд iнтеґрал;
б) сформувати пiд iнтеґралом функцiю з “максимально можли-

вою симетрiєю”; це вiдповiдає внесенню пiд iнтеґрал густини числа
частинок n(r1, t); пiдiнтеґральна функцiя стає при цьому антисиме-

тричною (дiє наслiдок 1.1.);
в) повнiстю внести Wa пiд iнтеґрал.

Застосовуючи теорему 1, отримаємо для виразу (59):

а) Wa(r1) ·
[
−∇1 · 〈1

2sŝφ
t′(s)n(r2λ̄)〉g2

(sλ)12

]
+

+ Wa(r1) · 〈1
2φ

t′(r12) r̂12
[
n(r2) − n(r1)

]
〉g2
r2
,

б)
Wa(r1)

n(r1)
·
[
−∇1 · 〈1

2sŝφ
t′(s)〉n2

(sλ)12

]
,
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в) −∇1 · 〈1
2sŝφ

t′(s) · Wa(r1λ)

n(r1λ)
〉n2

(sλ)12
+

+ 〈1
2φ

t′(r12) r̂12 ·
[Wa(r1)

n(r1)
− Wa(r2)

n(r2)

]

〉n2
r2
,

де введено позначення для нового типу усереднення, наприклад:

〈ψ(. . .)〉S(sλ)12
≡

∫

ds
∫ 1

0

dλS(r1λ, r2λ̄)ψ(. . .).

Конкретизуймо Wa для випадку густин iмпульсу p(r1, t) та кi-
нетичної енергiї ek(r1, t), використавши вираз (60). Тодi внески вiд
IKVT у праву частину рiвнянь переносу для p i ek для трьох перелi-
чених варiантiв критерiю матимуть вигляд:

p . а) n(r1)∇1 · 〈1
2sŝφ

t′(s)n(r2λ̄)〉g2

(sλ)12
−

− n(r1)〈1
2φ

t′(r12) r̂12
[
n(r2) − n(r1)

]
〉g2
r2
,

p . б) ∇1 · 〈1
2sŝφ

t′(s)〉n2

(sλ)12
,

p . в) ∇1 · 〈1
2sŝφ

t′(s)〉n2

(sλ)12
,

ek. а) n(r1)V(r1) ·
[
∇1 · 〈1

2sŝφ
t′(s)n(r2λ̄)〉g2

(sλ)12

]
−

− n(r1)V(r1)· 〈1
2φ

t′(r12) r̂12
[
n(r2) − n(r1)

]
〉g2
r2
,

ek. б) V(r1) ·
[
∇1 · 〈1

2sŝφ
t′(s)〉n2

(sλ)12

]
,

ek. в) ∇1 · 〈1
2sŝφ

t′(s) · V(r1λ)〉n2

(sλ)12
−

− 〈1
2φ

t′(r12) r̂12 ·
[
V(r1) − V(r2)

]
〉n2
r2
.

Видно, що варiанти б) i в) дають тотожнi результати у випадку гу-
стини iмпульсу, й рiзнi — для густини кiнетичної енергiї. Результати
кожного варiанту симетризацiї рiвнi мiж собою, однак вiдрiзняються
формою запису i, як наслiдок, рiзними виразами для потокiв. Тому
вони даватимуть рiзнi внески у коефiцiєнти переносу.

Оскiльки рiвняння переносу для густини iмпульсу не має джере-
ла, а вираз (p.а) мiстить доданок такого типу, то критерiй симетри-
зацiї (а) не пiдходить. Аналогiчно, оскiльки кiнетична енергiя не є
збережуваною величиною, то рiвняння переносу для її густини му-

сить мiстити джерело. Варiант симетризацiї (б) дає вираз (ek.б)
без джерела, тому також не пiдходить.

Лише варiант (в) подає внески вiд IKVT у стандартнiй формi “дi-
верґенцiя потоку + джерело”,

−∇1 ·Jφt

a (r1, t) + sφt

a (r1, t),



24 Препринт

якщо ввести позначення:

J
φt

p (r1, t)
df
= 〈− 1

2sŝ φ
t′(s)〉n2

(sλ)12
, (65)

J
φt

ek (r1, t)
df
= 〈− 1

2sŝ φ
t′(s) ·V(r1λ)〉n2

(sλ)12
, (66)

sφt

ek(r1, t)
df
= 〈− 1

2φ
t′(r12) r̂12 ·

[
V(r1) − V(r2)

]
〉n2
r2
. (67)

Вiн узгоджується зi загальним виглядом рiвнянь переносу для гу-
стин збережуваних величин, в той час як у двох iнших варiантах
дiверґенцiя iнколи домножується на певну гiдродинамiчну величи-
ну. Результати варiанту симетризацiї (в) отримуються також iз то-
чних рiвнянь балансу [32], виведених з ланцюжка ББГКI, якщо в
цих рiвняннях знехтувати кореляцiями (48).

Зауважмо, що в оригiнальних роботах [16, 19] авторiв кiнетичної
теорiї середнього поля для симетризацiї обрано варант (б).

Видiливши у в J
φt

ek внесок, пов’язаний iз конвективним рухом J
φt

p ·
V, одержимо вираз для вiдповiдного внеску в потiк тепла:

q
φt

k (r1, t)
df
= 〈− 1

2sŝ φ
t′(s) · [V(r1λ) − V(r1)]〉n2

(sλ)12
. (68)

5.2. Кiлькасортна сумiш.

Розгляньмо тепер внесок у рiвняння переносу довiльної одночасти-
нкової густини a1,i(r1, t) сорту i

M∑

i,j=1

∫

dv1I
KVT
ij [f i

1, nj ]ψ
1,i
a (r1,v1, t), (69)

який дає середньопольовий член IKVT
i у випадку сумiшi; ψ1,i

a (x1, t)
— сортова молекулярна характеристика. Спосiб подальшого пере-
творення такий же, як i в односортному випадку. Знову не вказуємо
форми функцiональної залежности для gij

2 . Пiсля iнтеґрування ви-
разу (69) по v1 за частинами отримуємо:

M∑

i=1

Wi
a(r1, t) ·

M∑

j=1

∫

r12>σ0
ij

dr2 g
ij
2 (r1, r2, t)nj(r2, t)φ

t′
ij(r12)r̂12, (70)

де

Wi
a(r1, t)

df
= 〈− 1

mi
∂1ψ

1,i
a (x1, t)〉1,i

v1
= − ni(r1, t)





0

I

Vi(r1, t)



 ,

(71)
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Vi(r1, t)
df
= 〈v1〉1,i

v1
/ni — середня (масова) швидкiсть сорту i.

Процедура симетризацiї виразу (70) проводиться одночасно по
координатах i по сортах. У роботi [19], однак, вибирають варiант
симетризацiї (б) i, зокрема, для випадку густини кiнетичної енер-
гiї множник Vi(r1, t) залишають поза iнтеґралом, замiняючи його
на V(r1, t), звiдки й випливає залишок у формi (55). Ми вибираємо
варiант (в), вносячи всю функцiю Wi

a пiд iнтеґрал.
Зручно сформулювати вiдповiдну теорему.

Теорема 2. Нехай дано вираз

B(r1) =

M∑

i=1

M∑

j=1

Bij(r1) =

M∑

i,j=1

∫

Ωij

dr2 Sij(r1, r2)Nij(r1, r2),

у якому для кожної пари iндексiв область Ωij переходить в Ωji при
перетвореннi симетрiї з центром у т. r1, Sij(r1, r2) = Sji(r2, r1) —
симетрична, а Nij(r1, r2) 6= Nji(r2, r1) — несиметрична частини пi-
дiнтеґральної функцiї. Тодi цей вираз представляється у виглядi

B(r1) = −∇1 · JB(r1) + sB(r1),

де

JB(r1)
df
= − 1

2

M∑

i,j=1

∫

Ωij

ds s

∫ 1

0

dλSij(r1λ, r2λ̄)Nij(r1λ, r2λ̄), (72)

sB(r1)
df
= 1

2

M∑

i,j=1

∫

Ωij

dr2 Sij(r1, r2) [Nij(r1, r2) + Nji(r2, r1)], (73)

r1λ й r2λ̄ такi ж, як i в теоремi 1, стор. 22.

За доведенням див. додаток B.
Наслiдки теж аналогiчнi до односортного випадку.

Наслiдок 2.1. Якщо Nji(r2, r1) = −Nij(r1, r2), тобто є антисиме-
тричною вiдносно одночасної перестановки координат та iндексiв,
то sB(r1) ≡ 0.
Наслiдок 2.2. Якщо пiдiнтеґральна функцiя повнiстю симетрична,
тобто Nij(r1, r2) = 1, для всiх i та j, то JB(r1) ≡ 0. (Слiдує з виразу

(92)).

Проведiмо симетризацiю виразу (70), внiсши функцiю Wi
a(r1, t)

пiд iнтеґрал:
M∑

i,j=1

∫

r12>σ0
ij

dr2 n̄
ij
2 (r1, r2, t)φ

t′
ij(r12) r̂12 ·

Wi
a(r1, t)

ni(r1, t)
, (74)
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де n̄ij
2 (r1, r2, t) ≡ ni(r1, t)nj(r2, t) g

ij
2 (r1, r2, t). За теоремою 2 його

представляємо у виглядi

−∇1 · Jφt

a (r1, t) + sφt

a (r1, t),

де

Jφt

a (r1, t)
df
=

M∑

i,j=1

〈1
2 sŝ φt′

ij(s) ·
Wi

a(r1λ, t)

ni(r1λ, t)
〉n2,ij
(sλ)12

, (75)

sφt

a (r1, t)
df
=

M∑

i,j=1

〈1
2 φ

t′
ij(r12)r̂12 ·

[Wi
a(r1, t)

ni(r1, t)
− Wj

a(r2, t)

nj(r2, t)

]

〉n2,ij
r2

.(76)

Одержанi вирази справедливi для довiльної функцiональної фор-
ми gij

2 (r1, r2, t) при повному нехтуваннi кореляцiй у просторi швидко-
стей. Зокрема, якщо усереднювати з n̄ij

2 (r1, r2|{nk}), то отримуються
результати KVT-I чи KVT-II. Запишiмо кiнцевi вирази для внескiв
до потокiв i джерел, що входять у рiвняння переносу для густин iм-
пульсу й кiнетичної енергiї. Використовуючи результат (71) для Wi

a,
отримуємо:

J
φt

[ p

ek

](r1, t)
df
=

M∑

i,j=1

〈− 1
2 sŝ φt′

ij(s) ·
[

I

Vi(r1λ, t)

]

〉n2,ij
(sλ)12

, (77)

sφt

[ p

ek

](r1, t)
df
=

M∑

i,j=1

〈− 1
2 φ

t′
ij(r12)r̂12 ·

[
0

Vi(r1) − Vj(r2)

]

〉n2,ij
r2

. (78)

Видiляючи у J
φt

ek внесок вiд конвективного руху

J
φt

ek (r1) = J
φt

p (r1)·V(r1, t) + q
φt

k (r1), (79)

одержуємо вираз для внеску в потiк тепла вiд IKVT
i :

q
φt

k (r1, t)
df
=

M∑

i,j=1

〈− 1
2 sŝ φt′

ij(s) · [Vi(r1λ) − V(r1)]〉n2,ij
(sλ)12

. (80)

Далi, вiднявши i додавши Vi(r1) у квадратних дужках, можна видi-

лити в q
φt

k суто дифузiйний внесок:

q
φt

k (r1) =
M∑

i,j=1

J
φt

p,ij ·Vd
i (r1)+

M∑

i,j=1

〈− 1
2 sŝ φt′

ij(s) · [Vi(r1λ)−Vi(r1)]〉n2,ij
(sλ)12

,

(81)
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де J
φt

p,ij
df
= 〈− 1

2 sŝ φt′
ij(s)〉n2,ij

(sλ)12
— мiжсортовий внесок у потiк iмпульсу,

Vd
i (r1) ≡ Vi(r1) − V(r1) — дифузiйна швидкiсть сорту i.
Запропонований варiант симетризацiї внеску вiд IKVT

i дає дода-
нок у потiк кiнетичної енергiї, зумовлений далекосяжною частиною
потенцiала φt

ij , а також внесок у джерело, котрий описує обмiннi
процеси мiж густинами кiнетичної i потенцiальної енергiй. Обидва цi
внески присутнi як в односортному, так i в багатосортному випадках
i мають прозору фiзичну iнтерпретацiю, на вiдмiну вiд дифузiйного
залишку типу (55). Бiльше того, в жоднiй з робiт по кiнетичнiй теорiї
середнього поля не згадується про обмiн мiж густинами кiнетичної
та потенцiальної енергiй, приписуючи таку характерну особливiсть
лише кiнетичним теорiям систем з розривними потенцiалами [22].

Ще раз зауважмо, що хоч обидва кiнцевi результати

−∇1 · Jφt

ek + sφt

ek i − V· (∇·Pt) + ∆t
ek

рiвнi мiж собою, бо виводяться з того ж самого початкового вира-
зу, однак питання, яке ми розглядали, не є лише питанням форми,
оскiльки член J

φt

ek може у першому порядку по ґрадiєнтах давати
свiй внесок у коефiцiєнт теплопровiдности. У додатку C розгляну-
то цю можливiсть на прикладi односортної системи i показано, що
насправдi q

φt

k не дає такого внеску. Те саме має мiсце i для кiлькох
сортiв: перший доданок виразу (81), завдяки дифузiйнiй швидко-
стi, у наближеннi локальної рiвноваги дорiвнює нулю, а в першому
наближеннi по ґрадiєнтах пропорцiйний до ∇1ni. Другий доданок,
завдяки рiзницi Vi(r1λ) − Vi(r1), не має внеску в нульовому набли-
женнi, а в першому перетворюється в нуль з тих же причин, що i його
односортний вiдповiдник. Як висновок, маємо, що в багатосортному
випадку внесок вiд IKVT

i у потiк тепла в наближеннi нехтування ко-
реляцiй швидкостей дає лише дифузiйний доданок i теж не впливає
на коефiцiєнт теплопровiдности.

Як показано у наступному пiдпараграфi, потiк потенцiальної ене-
ргiї в рамках КВТ теж не дає внеску в потiк тепла. Це означає, що
всi числовi результати КВТ для коефiцiєнта теплопровiдности, отри-
манi базуючись на нестандартному записi рiвняння переносу для гу-
стини кiнетичної енергiї, правильнi. Однак вони мають стосуватися
рiвняння переносу для густини повної внутрiшньої енергiї, а не самої
лише кiнетичної.
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5.3. Рiвняння для густини потенцiальної енергiї

Тут ми розглянемо яким чином густина потенцiальної енергiї взає-
модiї має входити в кiнетичну теорiю середнього поля для модель-
ного потенцiала (28). Задля простоти викладу розгляньмо спочатку
односортну систему. Лише плавний хвiст дає внесок у густину по-
тенцiальної енергiї:

ep(r1, t)
df
= 〈1

2φ
t(r12)〉2v1x2

= 〈1
2φ

t(r12)〉n2
r2
. (82)

Пiсля другого знака рiвности вказано, що для визначення ep доста-
тньо лише двочастинкової координатної функцiї розподiлу n2.

У роботi [19] при виведеннi рiвняння для ep сумiшi (в грани-
цi Каца) використано наближення KVT-I (49). В результатi, густи-
на потенцiальної енергiї є функцiоналом густини числа частинок
ep(r1, t) = ep(r1|n) i при виведеннi рiвняння переносу для неї викори-
стовується рiвняння неперервности. Такий шлях не є загальним, бо
в наближеннi KVT-III, вираз (51), ep стає функцiонально залежати
також i вiд βp, ep(r1, t) = ep(r1|n, βp), рiвняння для якого не вiдоме.
Навпаки, рiвняння для βp має виводитися з рiвняння переносу для
ep з використанням спiввiдношення:

∂te
p(r1, t) =

∫

dr′
[
δep(r1|n, βp)

δn(r′, t)
∂tn(r′, t) +

δep(r1|n, βp)

δβp(r′, t)
∂tβ

p(r′, t)

]

.

(83)
Тому послiдовнiше стартувати з означення ep i з рiвняння для f2

(чи n2), а ту чи iншу функцiональну гiпотезу використовувати вже
у кiнцевому рiвняннi. У випадку потенцiала φhs + φt, рiвняння для
f2 має вигляд:

∂tf2(x1, x2) = [L0
1 + L0

2 + T−(12) + Θ12] f2(x1, x2) + (84)

+

∫

dx3 [T−(13) + Θ13 + T−(23) + Θ23] f3(x1, x2, x3),

де L0
i = −vi ·∇i, а оператори T− i Θ походять вiд взаємодiй φhs та φt,

вiдповiдно [32,33]. Можна показати [3,32,33], що кiнцевий результат
має вигляд:

∂te
p + ∇1 ·Jk

ep = sr
ep , (85)

де Jk
ep(r1, t)

df
= 〈v1

1
2φ

t(r12)〉2v1x2
— кiнетичний потiк ep, а sr

ep(r1, t)
df
=

〈v12 · r̂12 1
2φ

t′(r12)〉2v1x2
— джерело густини потенцiальної енергiї, яке

виникає лише завдяки тому, що молекулярна характеристика густи-
ни ep, тобто 1

2φ
t(r12), залежить вiд просторових координат (це вiд-

значено верхнiм iндексом r у позначеннi цього джерела). Як бачимо,
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обидвi цi величини виражаються через f2, а саме рiвняння (85) —
точне.

При нехтуваннi кореляцiями швидкостей (48) потiк стає суто кон-
вективним Jk

ep = Vep i не дає внеску в повний потiк тепла, а отже i
в коефiцiєнт теплопровiдности [22]; джерело виражається через n̄2:

sr
ep(r1, t) = 〈[V(r1, t) − V(r2, t)]·r̂12 1

2φ
t′(r12)〉n̄2

r2
.

Порiвнюючи з результатом (67) бачимо, що джерела густин кiнети-

чної та потенцiальної енергiй компенсують одне одного3: sr
ep = −sφt

ek .
Як наслiдок, рiвняння для повної енергiї не має джерела у правiй
частинi

∂te
k+p + ∇·[Jk+c+φt

ek + Jk
ep ] = 0, (86)

а для внутрiшньої енергiї воно набуває стандартного вигляду:

∂tε
k+p + ∇·[Vεk+p + q

k+c+φt

k ] = − P
k+c+φt

:∇V†.

У багатосортному випадку, при виведеннi рiвняння для

ep(r1, t)
df
=

M∑

i,j=1

〈1
2φ

t
ij(r12)〉2,ij

v1x2
, (87)

слiд використовувати рiвняння ланцюжка ББГКI для двочастинко-
вих сортових функцiй розподiлу:

∂tf
ij
2 (x1, x2) = [L0i

1 + L0j
2 + T

ij

− (12) + Θij
12] f

ij
2 (x1, x2) +

+
M∑

k=1

∫

dx3 [T
ik

− (13) + Θik
13 + T

jk

− (23) + Θjk
23] f

ijk
3 (x1, x2, x3),

де, для прикладу, L0i
1 = −v1·∇1. Тут i нижче координати i швидкостi

з iндексом 1 стосуються частинок сорту i, а з iндексом 2 — сорту j.
Аналогiчно до односортного випадку, лише оператори L0

1 дають
внесок у рiвняння переносу:

∂te
p + ∇1 ·Jk

ep = sr
ep , (88)

де

Jk
ep

df
=

M∑

i,j=1

〈v1
1
2φ

t
ij(r12)〉2,ij

v1x2
, sr

ep

df
=

M∑

i,j=1

〈v12 ·r̂12 1
2φ

t′
ij(r12)〉2,ij

v1x2

3Це саме має мiсце i для точних виразiв для цих джерел, коли не прийнято
жодних наближень [3, 32].
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— сумарнi потiк та джерело. У наближеннi, коли нехтуються коре-
ляцiї швидкостей (48), потiк можна подати у виглядi конвективної
та дифузiйної частин:

Jk
ep = Vep + qk

p, qk
p =

M∑

i,j=1

Vd
i e

p
ij , (89)

де epij
df
= 〈1

2φ
t
ij(r12)〉2,ij

v1x2
, а джерело з точнiстю до знаку тотожне дже-

релу кiнетичної енергiї (78). У результатi, рiвняння для густини пов-
ної енергiї збiгається за формою з односортним вiдповiдником (86), а
для густини внутрiшньої енергiї воно має додатковий внесок вiд те-
плового потоку потенцiальної енергiї qk

p, зумовленого мiжсортовим
рухом:

∂tε
k+p + ∇·[Vεk+p + q

k+c+φt

k + qk
p] = − P

k+c+φt

:∇V†.

У першому наближеннi по ґрадiєнтах внесок qk
p, вираз (89), завдя-

ки своїй дифузiйнiй природi, може мiстити тiльки доданки ∼∇ni,
а доданкiв, пропорцiйних до ґрадiєнта температури, не має. Таким
чином, вiн не дає внеску в коефiцiєнт теплопровiдности.

Наближення KVT-III, завдяки появi параметра βp, якiсно мiняє
систему рiвнянь кiнетичної варiацiйної теорiї, порiвняно з попереднi-
ми наближеннями. Воно додатково вимагає рiвняння для βp, яке би
замикало кiнетичнi рiвняння для одночастинкових функцiй розпо-
дiлу f i

1. Для цiєї мети слiд використовувати рiвняння переносу для
густини потенцiальної енергiї ep i спiввiдношення (83). Цими фор-
мальними ознаками KVT-III схожа на кiнетичну теорiю систем з по-
тенцiалом прямокутної ями чи з БС потенцiалом. Однак реалiзацiя
цiєї схеми для неперервного потенцiала дещо складнiша, оскiльки
у станi локальної рiвноваги при нехтуваннi кореляцiями швидкос-
тей sr(0)

ep тотожно рiвне нулю, не даючи нiякого спiввiдношення для
βp(0), як це є у випадку розривних модельних потенцiалiв. Тому для
забезпечення обмiну мiж кiнетичною i потенцiальною енергiями у
роботi [22] теорiю розвинуто для обрiзаного плавного потенцiала.

Для наближень KVT-I i KVT-II рiвняння для ep очевидно також
дає свiй внесок у рiвняння для повної енергiї, але в цьому випадку,
воно нiяк не зв’язує кiнетичнi рiвняння для f i

1.

6. Пiдсумки

Ми дослiдили поведiнку кiнетичної теорiї для сумiшей з багатосхо-
динковим потенцiалом взаємодiї у границi гладкого потенцiала. По-
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рiвняно з попереднiм розглядом цього питання для односортного
плину [9], ми додатково знайшли граничний вигляд рiвнянь для гi-
дродинамiчних величин: густин потенцiальної енергiї, iмпульсу й кi-
нетичної енергiї. Як i в роботах [9,11], виявлено, що iнтеґрал зiткнень
IMSP
i переходить у середньопольовий iнтеґральний член наближен-

ня KVT-III. Додатково з’ясовано, що граничний вигляд рiвняння
переносу для густини кiнетичної енергiї не збiгається з вiдповiдним
рiвнянням кiнетичної варiацiйної теорiї як для одно-, так i для кiль-
касортних плинiв.

Через це переглянуто виведення цього рiвняння переносу КВТ i
за допомогою аналiзу процедури симетризацiї отримано iнший ви-
гляд рiвняння переносу, який узгоджується з граничним. Також у
рамках кiнетичної теорiї середнього поля запропоновано включити
рiвняння переносу для густини потенцiальної енергiї в загальну схе-
му теорiї. Це вiдносить КТСП в наближеннi KVT-III до тих теорiй,
якi оперують поняттям оберненої потенцiальної квазiтемператури.
Хоч, як з’ясувалося, нi потiк потенцiальної енергiї, нi внесок першо-
го порядку по ґрадiєнтах вiд φt у потiк кiнетичної енергiї не впли-
вають на коефiцiєнт теплопровiдности, а тому не змiнюють статусу
числових розрахункiв цього коефiцiєнта, отриманих у попереднiх ро-
ботах [16, 20, 22].

A. Доведення теореми 1 (про симетризацiю)

Розбивши функцiю N на антисиметричну

NA(r1, r2) = 1
2 [N (r1, r2) −N (r2, r1)] (90)

i симетризовану

N S(r1, r2) = 1
2 [N (r1, r2) + N (r2, r1)]

частини, вихiдний iнтеґрал (61) запишеться вiдповiдно як B = BA +
BS. Симетризований внесок BS дає джерело sB (64).

Запишiмо внесок BA, ввiвши вектор вiдносної вiдстанi s = r21:

BA = 1
2

∫

Ω

dsS(r1, r1 + s) [N (r1, r1 + s) −N (r1 + s, r1)].

Далi, в його другому доданку перейдiмо до нової змiнної s′ = −s

(при цьому, завдяки своїй симетрiї, область Ω переходить сама в
себе). Вводячи δ-функцiї результат запишемо так:

BA = 1
2

∫

Ω

ds
∫

dx
{

δ(x − r1) − δ(x − [r1 − s])
}

S(x,x + s)N (x,x + s),
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де було також використано симетричнiсть функцiї S. Рiзницю двох
δ-функцiй подаємо як дiверґенцiю вiд iнтеґрала по параметру:

δ(x − r1) − δ(x − [r1 − s]) = ∇1 · s
∫ 1

0

dλ δ(x − [r1 − λs]). (91)

Пiдставляючи це спiввiдношення у вираз для BA й iнтеґруючи по
dx приходимо до вигляду (62)–(64).

B. Доведення теореми 2 (кiлькасортна система)

Як i в односортному випадку, розбиваємо функцiю Nij на антисиме-
тричну i симетризовану частини, Nij = NA

ij + N S
ij :

NA
ij (r1, r2) = 1

2 [Nij(r1, r2) −Nji(r2, r1)], (92)

N S
ij(r1, r2) = 1

2 [Nij(r1, r2) + Nji(r2, r1)].

Тодi, вiдповiдно, iнтеґрал Bij = BA
ij + BS

ij . Сума симетризованих
внескiв BS

ij дає джерело sB (73).
Вiдповiдно до розбиття (92), розбиймо BA

ij на двi частини

BA
ij(r1) =

∫

Ωij

dr2 Sij(r1, r2)NA
ij (r1, r2) ≡ BA,1

ij (r1) +BA,2
ij (r1),

i замiсть r2 введiмо вектор вiдносної вiдстанi s = r21. Тодi

BA,1
ij (r1) = 1

2

∫

Ωij

dsSij(r1, r1 + s)Nij(r1, r1 + s), (93)

BA,2
ij (r1) = − 1

2

∫

Ωij

dsSij(r1, r1 + s)Nji(r1 + s, r1).

Далi внесок BA
ij зручнiше розглянути разом iз внеском з переставле-

ними iндексами BA
ji. Перегрупуймо у них доданки з верхнiми iнде-

ксами (A,1) i (A,2):

BA
ij +BA

ji = [BA,1
ij +BA,2

ji ]
︸ ︷︷ ︸

BA∗
ij

+ [BA,1
ji +BA,2

ij ]
︸ ︷︷ ︸

BA∗
ji

,

де для перегрупованих внескiв уведено позначення BA∗. Очевидно,
що:

BA(r1) =

M∑

i,j=1

BA
ij(r1) =

M∑

i,j=1

BA∗
ij (r1).
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У доданках BA,2
ji i BA,2

ij переходимо до нової змiнної s′ = −s,
наприклад:

BA,2
ji (r1) = − 1

2

∫

Ωij

ds′ Sji(r1, r1 − s′)Nij(r1 − s′, r1). (94)

При цьому переходi область iнтеґрування Ωji у BA,2
ji переходить в

область Ωij , яка фiгурує в BA,1
ij . (Те саме має мiсце i при манiпуля-

цiях з другим внеском BA∗
ji .) Переставмо у (94) бiля Sji арґументи й

iндекси, використовуючи її симетричнiсть. Тодi

BA,2
ji (r1) = − 1

2

∫

Ωij

dsSij(r1 − s, r1)Nij(r1 − s, r1).

Об’єднуючи його з виразом (93) i, вводячи δ-функцiї, результат
для BA∗

ij запишемо так:

BA∗
ij = 1

2

∫

Ωij

ds
∫

dx
{

δ(x−r1)−δ(x− [r1−s])
}

Sij(x,x+s)Nij(x,x+s).

За допомогою виразу (91) i наступного iнтеґрування отримаємо:

BA∗
ij (r1) = ∇1 · 1

2

∫

Ωij

ds s

∫ 1

0

dλSij(r1λ, r2λ̄)Nij(r1λ, r2λ̄).

Аналогiчно i для BA∗
ji . У сумi отримаємо −∇1 · JB, вираз (72).

C. Розрахунок q
φt(1)
k

У виразi (68) для q
φt

k проводиться усереднення лише по просторових
конфiґурацiях, тому при розкладi по ґрадiєнтах у методi Чепмена-
Енскога [2,3] вираз для q

φt

k розкладається лише по нелокальностi (з
формальним параметром δ):

q
φt

k = δq
φt(1)
k + δ2q

φt(2)
k + . . .

Завдяки рiзницi V(r1λ)−V(r1) у виразi (68) для q
φt

k слiдує, що вiн не

має нульового внеску: q
φt(0)
k ≡ 0. q

φt(1)
k визначає внесок у коефiцiєнт

теплопровiдности.
Шукаючи його, у розкладi для n2 по нелокальностi

n2(r1λ, r2λ̄, t) = n
(0)
2 + δn

(1)
2 + . . . = n(r1)n(r1)g

(0)
2 (r12) + . . .
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слiд, завдяки тiй же рiзницi, залишити лише головний внесок n
(0)
2 ,

а внески з ґрадiєнтами — вiдкинути. Пiдставляючи його i розклад
для V(r1λ, t)

V(r1 − λs, t) = V(r1, t) + δ(−λs)·∇1V(r1, t) + . . . ,

отримаємо:

q
φt(1)
k = − 1

2

∫

s>σ0

ds sŝ φt′(s)n
(0)
2 (s) ·

∫ 1

0

dλ(−λs)·∇1V(r1, t)

= − 1
2 (− 1

2 )

∫

s>σ0

dsn(0)
2 (s)φt′(s) sŝs :∇1V(r1, t) =

= 0.

Нуль отримується пiсля iнтеґрування по орiєнтацiях dŝ завдяки не-
парностi по ŝ пiдiнтеґральної функцiї.
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G. Röpke, Rostock; I. Stasyuk (Associate Editor), Lviv; M. Tokarchuk,
Lviv; I. Vakarchuk, Lviv; M. Vavrukh, Lviv; A. Zagorodny, Kyiv

CONTACT INFORMATION:
Institute for Condensed Matter Physics
of the National Academy of Sciences of Ukraine
1 Svientsitskii Str., 79011 Lviv, Ukraine
Tel: +38(032)2760908; Fax: +38(032)2761978
E-mail: cmp@icmp.lviv.ua http://www.icmp.lviv.ua


