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Анотацiя. Наведено дослiдження систем класичних взаємодiючих
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рiвноваги методом НСО Зубарєва. Розглянуто задачу про релакса-
цiю нерiвноважного стану системи до стану молекулярної гiдродина-
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1. Вступ

Дослiдженням нерiвноважних процесiв у класичних та квантових
системах, далеких вiд рiвноваги, нерiвноважнi стани яких мають
власнi часи життя (часи релаксацiї), є актуальними в сучаснiй те-
орiї нерiвноважних процесiв [1–9]. У таких дослiдженнях успiшно
застосовується метод нерiвноважного статистичного оператора Зу-
барєва [10, 11] з певними модифiкацiями [1, 2, 12]. Так, зокрема, в
роботi [4] описується нова iнтерпретацiя цього методу, згiдно якої
видiлення iнварiантної частини НСО трактується як усереднення
квазiрiвноважного статистичного оператора з розподiлом за часами
життя системи

%(t) =

∫ t

−∞

pq(t − t′)%q(t
′)dt′, (1.1)

де pq(y) — функцiя розподiлу за часами життя системи. Оскiльки
в методi НСО Зубарєва враховується вплив минулого системи на її
теперiшнiй стан, у [9] автор також зазначає, що при описi реальних
станiв у нерiвноважних системах, зокрема кiнетичного, гiдродинамi-
чного та iнших, слiд використовувати гамма-розподiл порядку k за
часами життя:

pq(y) =
ε(εy)k−1

Γ(k)
e−εy, (1.2)

Γ(k) — гамма-функцiя. Гамма розподiл застосовується до систем,
еволюцiя яких вiдбувається в декiлька етапiв, i кiлькiсть цих етапiв
вiдповiдає порядку гамма розподiлу. При k = 1 отримуємо експо-
ненцiйний розподiл за часами життя pq(y) = εe−εy, що був викори-
станий Зубарєвим, i який справедливий для великих часiв. Зазвичай
нерiвноважнi процеси вiдбуваються у декiлька етапiв, кожний з яких
характеризується своїм часовим масштабом. При розглядi релаксацiї
системи до стану молекулярної гiдродинамiки, еволюцiя дiйсно вiд-
бувається у два етапи, тому, враховуючи сказане вище, функцiю роз-
подiлу за часами життя (чи "вагову функцiю"в термiнологiї [3,7,8])
слiд вибрати у формi

pq(y) = ε2ye−εy (1.3)

гамма розподiлу при k = 2. У цьому випадку розподiл спiвпадає з
розподiлом Ерланга другого порядку.
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2. Метод нерiвноважного статистичного оператора

в узагальненiй гiдродинамiцi

В основi молекулярної гiдродинамiки простих рiдин [13–16] лежать
лiнiйнi рiвняння переносу для середнiх значень колективних гiдро-
динамiчних змiнних густин числа частинок n̂(~r), iмпульсу ~̂(~r) та
повної енергiї ε̂(~r). Такi рiвняння можуть бути отриманi методом
проекцiйних операторiв Морi [13,17], або ж методом нерiвноважного
статистичного оператора Зубарєва [10, 11].

У методi нерiвноважного статистичного оператора рiвняння пере-
носу для середнiх значень 〈P̂n〉

t вибраного набору динамiчних змiн-
них скороченого опису P̂n отримуються з допомогою нерiвноважної
функцiї розподiлу %(xN ; t), яка знаходиться як розв’язок рiвняння
Лiувiля з граничною умовою, що вiдповiдає iдеї скороченого опи-
су нерiвноважного стану системи. Тут 〈. . .〉t =

∫

dΓN (. . .)%(xN ; t),

dΓN = (dx)N

N ! , x = {~p,~r} — координати фазового простору частинок.
%(xN ; t) — нормована:

∫

dΓN%(xN ; t) = 1. (2.1)

Розв’язок рiвняння Лiувiля для %(xN ; t) може бути записаний у
виглядi [10]:

%(xN ; t) = ε

∫ t

−∞

eε(t′−t)eiLN (t′−t)%q(x
N ; t′)dt′,

%(xN ; t) = %q(x
N ; t) −

∫ t

−∞

eε(t′−t)eiLN (t′−t)

(

∂

∂t′
+ iLN

)

%q(x
N ; t′)dt′,

або з врахуванням проектування, яке виключає часовi похiднi вiд
%q(x

N ; t):

%(xN ; t) = %q(x
N ; t) −

∫ t

−∞

eε(t′−t)Tq(t, t
′) (1 − Pq(t

′)) iLN%q(x
N ; t′)dt′,

(2.2)
де ε → +0 пiсля термодинамiчного граничного переходу. Розподiл
εeε(t′−t) описує рiвномiрне прямування розподiлiв %(xN ; t) з часом
до стану системи з %q(x

N ; t), в якому немає часiв релаксацiї. %(xN ; t)
у виглядi (2.2) задовольняє рiвняння Лiувiля з нескiнченно малим
джерелом
(

∂

∂t
+ (1 − Pq(t)) iLN + ε

)

∆%(xN ; t) = −(1 − Pq(t))iLN%q(x
N ; t),

(2.3)
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що вiдбирає запiзнюючi розв’язки, де ∆%(xN ; t) = %(xN ; t)−%q(x
N ; t),

iLN =

N
∑

j=1

~pj

m
·

∂

∂~rj

−
1

2

N
∑

l,j(l 6=j)

∂

∂~rl

Φ(|~rlj |)

(

∂

∂~pl

−
∂

∂~pj

)

(2.4)

— оператор Лiувiля взаємодiючих атомiв масою m з координатами
~rj , iмпульсами ~pj та парним потенцiалом взаємодiї Φ(|~rlj |). Tq(t, t

′)
— оператор еволюцiї у часi з врахуванням проектування:

Tq(t, t
′) = exp+

{

−

∫ t

t′
(1 − Pq(t

′′))iLNdt′′
}

, (2.5)

Pq(t) — проекцiйний оператор Кавасакi-Гантона, що входить у рiвня-
ння (2.3) i визначається структурою квазiрiвноважної функцiї роз-
подiлу %q(x

N ; t) та дiє на функцiї розподiлу за правилом:

Pq(t)%
′ =

{

%q(x
N ; t) −

∑

n

δ%q(x
N ; t)

δ〈P̂n〉t
〈P̂n〉

t
}

∫

%′dΓN

+
∑

n

δ%q(x
N ; t)

δ〈P̂n〉t

∫

P̂n%′dΓN (2.6)

i володiє наступними властивостями Pq(t)%(xN ; t) = %q(x
N ; t),

Pq(t)%q(x
N ; t) = %q(x

N ; t), Pq(t)Pq(t
′) = Pq(t). %q(x

N ; t) в методi
НСО [10, 11] знаходиться за Гiбсом з екстремуму функцiоналу ен-
тропiї при фiксованих значеннях середнiх 〈P̂n〉

t та умовi нормуван-
ня
∫

%q(x
N ; t)dΓN = 1. У цьому випадку квазiрiвноважна функцiя

розподiлу має наступний вигляд

%q(x
N ; t) = exp

{

−Φ(t) −
∑

n

Fn(t)P̂n

}

, (2.7)

Φ(t) = ln

∫

exp
{

−
∑

n

Fn(t)P̂n

}

dΓN (2.8)

— функцiонал Масьє-Планка, де Fn(t) — множники Лагранжа, що
визначаються з умов самоузгодження:

〈P̂n〉
t = 〈P̂n〉

t
q, (2.9)

〈. . .〉tq =
∫

(. . .)%q(x
N ; t)dΓN . Для опису гiдродинамiчного стану про-

стої рiдини як близького, так i далекого вiд стану рiвноваги параме-
трами скороченого опису є середнi значення густин числа частинок



4 Препринт

〈n̂(~r)〉t, iмпульсу 〈̂~(~r)〉t та повної енергiї 〈ε̂(~r)〉t. При фiксованих зна-
ченнях цих параметрiв i умовi нормування %q(x

N ; t) iз екстремуму
функцiоналу ентропiї [10,11] отримаємо вираз для %q(x

N ; t) у вигля-
дi:

%q(x
N ; t) = exp

{

−Φ(t) −

∫

d~rβ(~r; t) (ε̂′(~r) − µ(~r; t)n̂(~r))
}

, (2.10)

де

Φ(t) = ln

∫

dΓNexp
{

−

∫

d~rβ(~r; t) (ε̂′(~r) − µ(~r; t)n̂(~r))
}

, (2.11)

множники Лагранжа β(~r; t) та µ(~r; t) знаходяться з умов самоузго-
дження:

〈ε̂′(~r)〉t = 〈ε̂′(~r)〉tq , (2.12)

〈n̂(~r)〉t = 〈n̂(~r)〉tq, (2.13)

а їх фiзичний змiст визначається з нерiвноважних термодинамiчних
спiввiдношень [11]:

δS(t)

δ〈ε̂′(~r)〉tq
= β(~r; t),

δS(t)

δ〈n̂(~r)〉tq
= −β(~r; t)µ(~r; t), (2.14)

δΦ(t)

δβ(~r; t)
= 〈ε̂′(~r)〉tq,

δΦ(t)

δβ(~r; t)µ(~r; t)
= −〈n̂(~r)〉tq. (2.15)

З врахуванням умов самоузгодження (2.12), (2.13) випливає, що
β(~r; t) — обернена нерiвноважна локальна температура, µ(~r; t) — не-
рiвноважний локальний хiмiчний потенцiал атомiв простої рiдини.
S(t) — нерiвноважна ентропiя гiдродинамiчного стану системи ви-
значена за Гiбсом:

S(t) = −〈ln %q(x
N ; t)〉tq

= Φ(t) +

∫

d~rβ(~r; t)〈ε̂′(~r)〉tq −

∫

d~rβ(~r; t)µ(~r; t)〈n̂(~r)〉tq,

або з врахуванням умов самоузгодження (2.12), (2.13):

S(t) = Φ(t) +

∫

d~rβ(~r; t)〈ε̂′(~r)〉t −

∫

d~rβ(~r; t)µ(~r; t)〈n̂(~r)〉t. (2.16)

ε̂′(~r) = ε̂(~r) − ~v(~r; t)̂~(~r) +
m

2
v2(~r; t)n̂(~r) (2.17)

— локальне значення густини повної енергiї у супроводжуючiй си-
стемi вiдлiку, що рухається з середньою масовою швидкiстю ~v(~r; t)
руху рiдини.
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Враховуючи явну структуру квазiрiвноважної функцiї розподiлу
%q(x

N ; t) (2.10), нерiвноважну функцiю розподiлу згiдно рiвняння
(2.2), пiсля розкриття дiї операторiв iLN , (1 − Pq(t)) на %q(x

N ; t),
представимо у виглядi:

%(xN ; t) = %q(x
N ; t) +

∫

d~r

∫ t

−∞

eε(t′−t)Tq(t, t
′) (2.18)

×
(

Îε(~r; t
′)β(~r; t′) − ~̂Ij(~r; t

′)β(~r; t′)~v(~r; t′)
)

%q(x
N ; t′)dt′,

де
Îε(~r; t

′) = (1 − P (t))iLN ε̂(~r), (2.19)

~̂Ij(~r; t
′) = (1 − P (t))iLN~̂(~r), (2.20)

— узагальненi потоки з врахуванням узагальненого проектування
Морi P (t). P (t) дiє на динамiчнi змiннi за правилом:

P (t)Â = 〈Â〉tq +

∫

d~r
δ〈Â〉tq

δ〈ε̂(~r)〉tq

(

ε̂(~r) − 〈ε̂(~r)〉t
)

+

∫

d~r
δ〈Â〉tq

δ〈̂~(~r)〉tq

(

~̂(~r) − 〈̂~(~r)〉t
)

+

∫

d~r
δ〈Â〉tq

δ〈n̂(~r)〉tq

(

n̂(~r) − 〈n̂(~r)〉t
)

(2.21)

з властивостями:

P (t)n̂(~r) = n̂(~r), P (t)̂~(~r) = ~̂(~r),

P (t)ε̂(~r) = ε̂(~r), (2.22)

P (t)P (t′) = P (t), P (t)(1 − P (t)) = 0.

У (2.17) враховано те, що (1−P (t))iLN n̂(~r) = 0. За структурою (2.18)
нерiвноважна функцiя розподiлу є функцiоналом вибраного набору
динамiчних змiнних n̂(~r), ~̂(~r), ε̂(~r) та їх узагальнених потокiв Îε(~r; t)

(2.19), ~̂Ij(~r; t) (2.20), де iLN ε̂(~r) = − ∂
∂~r

· ~̂ε(~r), iLN~̂(~r) = − ∂
∂~r

:
↔

T

(~r), ~̂ε(~r) — густина потоку повної енергiї,
↔

T (~r) — густина тензора
в’язких напружень для простої рiдини.

За допомогою нерiвноважної функцiї розподiлу (2.18) для пара-
метрiв скороченого опису отримуються узагальненi рiвняння гiдро-
динамiки:

∂

∂t
〈n̂(~r)〉t = 〈 ˙̂n(~r)〉t = −

1

m

∂

∂~r
· 〈̂~(~r)〉t, (2.23)

∂

∂t
〈̂~(~r)〉t = 〈

˙̂
~(~r)〉t (2.24)
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−

∫

d~r′
∫ t

−∞

eε(t′−t)ϕjj(~r, ~r
′; t, t′)β(~r′; t′)~v(~r′; t′)dt′

+

∫

d~r′
∫ t

−∞

eε(t′−t)ϕjε(~r, ~r
′; t, t′)β(~r′; t′)dt′,

∂

∂t
〈ε̂(~r)〉t = 〈 ˙̂ε(~r)〉t (2.25)

−

∫

d~r′
∫ t

−∞

eε(t′−t)ϕεj(~r, ~r
′; t, t′)β(~r′; t′)~v(~r′; t′)dt′

+

∫

d~r′
∫ t

−∞

eε(t′−t)ϕεε(~r, ~r
′; t, t′)β(~r′; t′)dt′,

де

ϕjj(~r, ~r
′; t, t′) = 〈~̂Ij(~r; t)Tq(t, t

′)~̂Ij(~r
′; t′)〉tq ,

ϕjε(~r, ~r
′; t, t′) = 〈~̂Ij(~r; t)Tq(t, t

′)Îε(~r
′; t′)〉tq, (2.26)

ϕεj(~r, ~r
′; t, t′) = 〈Îε(~r; t)Tq(t, t

′)~̂Ij(~r
′; t′)〉tq,

ϕεε(~r, ~r
′; t, t′) = 〈Îε(~r; t)Tq(t, t

′)Îε(~r
′; t′)〉tq

— узагальненi ядра переносу, що описують немаркiвськi нерiвнова-
жнi процеси переносу iмпульсу та енергiї i зв’язанi з узагальненими
коефiцiєнтами переносу в’язкостi, теплопровiдностi та перехресни-
ми коефiцiєнтами переносу, зумовленими динамiчними кореляцiями
мiж в’язкими та теплопровiдними процесами. (2.23)-(2.25) — неза-
мкнута система рiвнянь нелiнiйної гiдродинамiки, у якiй нерiвно-
важнi значення термодинамiчних параметрiв β(~r; t), ~v(~r; t), µ(~r; t)
визначаються за допомогою умов самоузгодження (2.12), (2.13).
Для слабо нерiвноважних гiдродинамiчних процесiв система рiвнянь
(2.23)-(2.25) значно спрощується i стає замкнутою.

3. Узагальненi рiвняння гiдродинамiки для слабо

нерiвноважних процесiв

У випадку слабо нерiвноважних систем, коли значення нерiвнова-
жних термодинамiчних параметрiв Fn(t) = {β(~r; t), ~v(~r; t), µ(~r; t)}
мало вiдрiзняються вiд своїх рiвноважних значень Fn(0) = {β, µ}, в
лiнiйному наближеннi за δFn(t) = Fn(t)−Fn(0), виключаючи δFn(t)
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за допомогою умов самоузгодження (2.9) ((2.12), (2.13)), для квазi-
рiвноважної функцiї розподiлу (2.7) будемо мати

%q(x
N ; t) = %0(x

N )

(

1 +
∑

n,m

δP̂n

(

P̂ |P̂
)−1

nm
〈δP̂m〉t

)

, (3.1)

де %0(x
N ) = exp{−Φ(0) −

∑

n Fn(0)P̂n} — рiвноважна функцiя роз-
подiлу з параметрами Fn(0), Φ(0) = ln

∫

dΓN exp{−
∑

n Fn(0)P̂n}.
(P̂ |P̂ )−1

nm — елементи матрицi (P̂ |P̂ )−1, що є оберненою до матрицi
(P̂ |P̂ ), елементами якої є статичнi кореляцiйнi функцiї:

〈δP̂nδP̂m〉0 =

∫

dΓN δP̂nδP̂m%0(x
N ). (3.2)

У випадку гiдродинамiчних змiнних (3.1) має наступний вигляд:

%q(x
N ; t) = %0(x

N )
(

1 +
∑

~k

〈n̂~k
〉t〈n̂~k

n̂
−~k

〉−1
0 n̂

−~k

+〈̂~~k〉
t 〈̂~~k~̂−~k

〉−1
0 ~̂

−~k
+ 〈ĥ~k

〉t〈ĥ~k
ĥ
−~k

〉−1
0 ĥ

−~k

)

, (3.3)

де n̂~k
, ~̂~k — Фур’є-компоненти вiдповiдних гiдродинамiчних змiнних

n̂(~r), ~̂(~r):

n̂~k
=

N
∑

j=1

e−i~k~rj , ~̂~k =

N
∑

j=1

~pje
−i~k~rj , (3.4)

~k — хвильовий вектор, ĥ~k
— Фур’є-компонента густини узагальненої

ентальпiї
ĥ~k

= ε̂~k
− 〈ε̂~k

n̂
−~k

〉0〈n̂~k
n̂
−~k

〉−1
0 n̂~k

, (3.5)

Пiдставляючи (3.1) у (2.2), пiсля розкриття дiї операторiв iLN , Pq(t)
на %q(x

N ; t), для нерiвноважної функцiї розподiлу %(xN ; t) отримає-
мо:

%(xN ; t) = %0(x
N )
(

1 +
∑

n,m

δP̂n(P̂ |P̂ )−1
nm〈δP̂m〉t

−
∑

n,m

∫ t

−∞

eε(t′−t)T H
0 (t, t′)În(P̂ |P̂ )−1

nm〈δP̂m〉t
′

)

, (3.6)

де
În = (1 − P )iLN P̂n (3.7)
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— узагальненi потоки, P — проекцiйний оператор Морi [11,13,14,17],
що побудований на змiнних P̂n = {n̂~k

, ~̂~k, ĥ~k
} i має таку структуру:

P . . . =
∑

n,m

〈. . . δP̂n〉(P̂ |P̂ )−1
nmδP̂m (3.8)

з властивостями PP = P , P (1 − P ) = 0, PP̂m = P̂m. Оператор ево-
люцiї у цьому наближеннi має наступний вигляд:

T H
0 (t, t′) = exp{−(t − t′)(1 − P )iLN}. (3.9)

За внутрiшньою структурою нерiвноважний статистичний оператор
(3.6) є функцiєю динамiчних змiнних P̂l та узагальнених потокiв
Îl = (1 − P )iLN P̂l i для набору основних гiдродинамiчних змiнних
n̂~k

, ~̂~k, ĥ~k
%(xN ; t) має вигляд

%(xN ; t) = %H(xN ; t) = %0(x
N )
(

1 +
∑

~k

〈n̂~k
〉t〈n̂~k

n̂
−~k

〉−1
0 n̂

−~k

+〈̂~~k〉
t〈̂~~k~̂−~k

〉−1
0 ~̂

−~k
+ 〈ĥ~k

〉t〈ĥ~k
ĥ
−~k

〉−1
0 ĥ

−~k

)

(3.10)

−
∑

~k

∫ t

−∞

eε(t′−t)T H
0 (t, t′)

×
(

~̂Ij(−~k)〈̂~~k~̂−~k
〉−1
0 〈̂~~k〉

t + Îh(−~k)〈ĥ~k
ĥ
−~k

〉−1
0 〈ĥ~k

〉t
)

,

де
~̂Ij = (1 − P )iLN~̂~k, (3.11)

Îh = (1 − P )iLN ĥ~k
(3.12)

— узагальненi потоки густини iмпульсу та густини ентальпiї. У на-
ближеннi (3.10) рiвняння узагальненої гiдродинамiки (2.23)-(2.25)
переходять у вiдому систему рiвнянь молекулярної гiдродинамi-
ки [13, 18, 19], яку представимо у матричному виглядi:

∂

∂t
〈ã~k

〉t − iΩ̃H(~k)〈ã~k
〉t +

t
∫

−∞

eε(t′−t)ϕ̃H(~k, t, t′)〈ã~k
〉t

′

dt′ = 0, (3.13)

де
ã~k

= col(n̂~k
, ~̂~k, ĥ~k

) (3.14)
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— вектор стовпчик;

iΩ̃H(~k) = 〈iLN ã~k
· ã

(+)

−~k
〉0〈ã~k

· ã
(+)

−~k
〉−1
0

=







0 iΩnj(~k) 0

iΩjn(~k) 0 iΩjh(~k)

0 iΩhj(~k) 0






(3.15)

— частотна матриця з елементами

iΩnj(~k) = 〈iLN n̂~k
~̂
−~k

〉0〈̂~~k · ~̂
−~k

〉−1
0 , (3.16)

iΩjn(~k) = 〈iLN~̂~kn̂
−~k

〉0〈n̂~k
n̂
−~k

〉−1
0 , (3.17)

iΩhj(~k) = 〈iLN ĥ~k
~̂
−~k

〉0〈̂~~k · ~̂
−~k

〉−1
0 , (3.18)

iΩjh(~k) = 〈iLN~̂~kĥ
−~k

〉0〈ĥ~k
ĥ
−~k

〉−1
0 , (3.19)

ã
(+)
~k

= (n̂~k
, ~̂~k, ĥ~k

) — вектор-рядок, (ã~k
· ã

(+)

−~k
) — скалярний добуток

векторiв;

ϕ̃H(~k; t, t′) =





0 0 0
0 ϕH

jj ϕH
jh

0 ϕH
hj ϕH

hh





(~k;t,t′),

(3.20)

— матриця функцiй пам’ятi:

ϕH
jj(

~k; t′) = 〈(1−PH)iLN~̂~kT0(t, t
′)(1−PH)iLN~̂

−~k
〉0〈̂~~k~̂−~k

〉−1
0 , (3.21)

ϕH
jh(~k; t′) = 〈(1 − PH)iLN~̂~kT0(t, t

′)(1 − PH)iLN ĥ
−~k

〉0〈ĥ~k
ĥ
−~k

〉−1
0 ,
(3.22)

ϕH
hj(

~k; t′) = 〈(1−PH)iLN ĥ~k
T0(t, t

′)(1−PH)iLN~̂
−~k

〉0〈̂~~k~̂−~k
〉−1
0 , (3.23)

ϕH
hh(~k; t′) = 〈(1 − PH)iLN ĥ~k

T0(t, t
′)(1 − PH)iLN ĥ

−~k
〉0〈ĥ~k

ĥ
−~k

〉−1
0 ,
(3.24)

у яких "гiдродинамiчний"проекцiйний оператор PH проектує ди-
намiчнi змiннi на простiр ортогональних гiдродинамiчних змiнних
n̂~k

, ~̂~k, ĥ~k
i має таку структуру:

PH . . . =
∑

~k

(

〈. . . n̂
−~k

〉0〈n̂~k
n̂
−~k

〉−1
0 n̂~k

+〈. . . ~̂
−~k

〉0〈̂~~k~̂−~k
〉−1
0 ~̂~k + 〈. . . ĥ

−~k
〉0〈ĥ~k

ĥ
−~k

〉−1
0 ĥ~k

)

. (3.25)
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PH задовольняє властивостям (1−PH)PH = 0, PH n̂~k
= n̂~k

, PH~̂~k =

~̂~k, PH ĥ~k
= ĥ~k

. Гiдродинамiчнi змiннi n̂~k
, ~̂~k, ĥ~k

є ортогональними у

розумiннi рiвностей 〈n̂~k
~̂
−~k

〉0 = 〈n̂~k
ĥ
−~k

〉0 = 〈̂~~kĥ
−~k

〉0 = 0.
Функцiї пам’ятi (3.21)-(3.24) визначають узагальненi коефiцiєнти

в’язкостi, теплопровiдностi та перехреснi коефiцiєнти, що описують
в’язко-тепловi динамiчнi кореляцiї.

4. Релаксацiя до стану молекулярної гiдро-

динамiки

Розгляд слабо нерiвноважних процесiв, якi характеризуються мали-
ми вiдхиленнями нерiвноважних термодинамiчних параметрiв вiд їх
рiвноважних значень, приводить до системи рiвнянь переносу моле-
кулярної гiдродинамiки. Iнтенсивнi дослiдження такої системи рiв-
нянь дали можливiсть обчислити колективнi моди, часовi кореляцiй-
нi функцiї, узагальненi коефiцiєнти переносу для моделi Леннарда-
Джонса простих рiдин [15,16]. Зважаючи на той факт, що стану мо-
лекулярної гiдродинамiки вiдповiдає свiй нерiвноважний статисти-
чний оператор (3.6) чи (3.10) в явному виглядi для набору гiдро-
динамiчних змiнних, постає питання про вихiд за межi молекуляр-
ної гiдродинамiки. В даному роздiлi ми спробуємо дослiдити його,
розглянувши релаксацiю нерiвноважного стану системи i скористав-
шись методом НСО.

Для того, щоб отримати узагальненi релаксацiйнi рiвняння тако-
го процесу, необхiдно отримати нерiвноважний статистичний опера-
тор як функцiонал вiд середнiх значень динамiчних змiнних. Моди-
фiковане рiвняння Лiувiля мiстить джерело, яке порушує симетрiю
рiвняння вiдносно часу i здiйснює вiдбiр необхiдних запiзнюючих
розв’язкiв

(

∂

∂t
+ iLN

)

%(t) = −ε
(

%(t) − %H(t)
)

, (4.1)

ε−1 = 〈Γ〉 пов’язане iз часом життя системи у певному нерiвнова-
жному станi, який описується вiдповiдним набором параметрiв ско-
роченого опису. Слiдуючи звичнiй схемi методу НСО Зубарєва, ста-
тистичний оператор системи представимо у виглядi суми

%(t) = %H(t) + ∆%(t). (4.2)

Тодi пiдстановка (4.2) в (4.1) приводить до рiвняння для ∆%(t)
(

∂

∂t
+ iLN + ε

)

∆%(t) = −

(

∂

∂t
+ iLN

)

%H(t). (4.3)
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При виключеннi з рiвняння похiдної за часом ∂%H(t)/∂t слiд врахо-
вувати не тiльки залежнiсть %H(t) вiд часу через середнi значення
динамiчних змiнних, але i її явну залежнiсть вiд часу [20]

∂%H(t)

∂t
=
∑

l

∂%H(t)

∂〈â
l,~k
〉t

d〈â
l,~k
〉t

dt
+

(

∂%H(t)

∂t

)

expl

. (4.4)

d〈â
l,~k
〉t

dt
= Tr

{dâ
l,~k

dt
%(t)

}

= −Tr
{

â
l,~k

iLN%(t)
}

,

де Tr{. . . %(t)} =
∫

. . . %(t)dΓN .
Отримаємо

∂%H(t)

∂t
= −PH

R (t)iLN%(t) +

(

∂%H(t)

∂t

)

expl

, (4.5)

де

PH
R (t)%′(t) =

∑

l

∂%H(t)

∂〈â
l,~k
〉t

Tr
{

â
l,~k

%′(t)
}

(4.6)

— проекцiйний оператор Робертсона,

PH
R (t)%′(t) = %0

∑

~k

∑

l,m

(

â
l,−~k

− Îl(−~k; t)
)

Φ−1
l,m(~k)Tr

{

â
m,~k

%′(t)
}

.

(4.7)
Продиференцiювавши %H(t) за часом

(

∂%H(t)

∂t

)

expl

= −%0

∑

~k

∑

l,m

Îl(−~k)Φ−1
l,m(~k)〈â

m,~k
〉t

+ε%0

∑

~k

∑

l,m

∫ t

−∞

eε(t′−t)T0(t, t
′)Îl(−~k)Φ−1

lm(~k)〈â
m,~k

〉t
′

dt′ (4.8)

+(1 − PH)iLN%0

∑

~k

∑

l,m

∫ t

−∞

eε(t′−t)T0(t, t
′)Îl(−~k)Φ−1

lm (~k)〈â
m,~k

〉t
′

dt′,

бачимо, що, знехтувавши доданками у другому рядку формули (4.8),
можемо отримати просте представлення

(

∂%H(t)

∂t

)

expl

= −(1 − PH)iLN%H(t). (4.9)
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У свою чергу, дiю проекцiйного оператора Робертсона на iLN%H(t)
можна представити у виглядi

PH
R (t)iLN%H(t) = P̄H(t)iLN%H(t), (4.10)

де P̄H(t) — новий
”
проекцiйний“оператор, що складається з двох

частин

P̄H(t) . . . =
∑

~k

∑

lm

〈. . . â
l,~k
〉0Φ

−1
lm(~k)

(

â
m,−~k

− Îm(−~k; t)
)

. (4.11)

P̄H(t) = PH − P ′(t), (4.12)

де P ′(t) . . . =
∑

~k

∑

lm〈. . . â
l,~k
〉0Φ

−1
lm Îm(−~k; t), i дiє на гiдродинамiчнi

змiннi.
Пiдставивши отриманi результати у (4.3) отримаємо остаточний

вигляд рiвняння для ∆%(t)

(

∂

∂t
+ [1 − PH

R (t)]iLN + ε

)

∆%(t) = −P ′(t)iLN%H(t). (4.13)

Проiнтегрувавши його формально отримаємо розв’язок у виглядi

∆%(t) = −

∫ t

−∞

dt′eε(t′−t)T H
R (t, t′)P ′(t′)iLN%H(t′), (4.14)

де оператор еволюцiї з врахуванням проектування Робертсона зада-
ється виразом

T H
R (t, t′) = exp+

(

−

∫ t

t′
dτ [1 − PH

R (τ)]iLN

)

. (4.15)

Тепер обчислимо дiю оператора P ′(t′) на iLN%H(t′)

P ′(t′)iLN%H(t) = −%0

∑

~k

∑

l,m,n

Îl(−~k; t′)Φ−1
lm (~k)

{

iΩmn(~k)〈â
n,~k

〉t
′

−

∫ t′

−∞

dt′′eε(t′′−t′)ϕH
mn(~k; t′, t′′)〈â

n,~k
〉t

′′

dt′′
}

. (4.16)

Отже, нерiвноважний статистичний оператор (4.14), а отже i %(t),
з врахуванням (4.16) є функцiоналом вiд спостережуваних i може
описувати релаксацiю нерiвноважного стану системи до стану моле-
кулярної гiдродинамiки. Використовуючи його, можемо побудувати
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вiдповiднi релаксацiйнi рiвняння. Для цього скористаємося спiввiд-
ношенням

d〈â
m,~k

〉t

dt
= Tr

{dâ
m,~k

dt
%(t)

}

. (4.17)

I оскiльки, доданок Tr
{

(PHdâ
m,~k

/dt)∆%(t)
}

вкладу у рiвняння не
дає, можемо записати

d〈â
m,~k

〉t

dt
=
〈dâ

m,~k

dt

〉t

H
+ Tr{Îm(~k; t)∆%(t)

}

. (4.18)

Тепер, використовуючи дане спiввiдношення, систему рiвнянь пе-
реносу представимо у загальному виглядi

∂

∂t
〈â

l,~k
〉t = 〈 ˙̂a

l,~k
〉tH +

∑

m,n

∫ t

−∞

dt′eε(t′−t)ϕRH
lm (~k; t, t′)

×
{

iΩmn(~k)〈â
n,~k

〉t
′

−

∫ t′

−∞

dt′′eε(t′′−t′)ϕH
mn(~k; t′, t′′)〈â

n,~k
〉t

′′

}

. (4.19)

У цих рiвняннях вклад молекулярної гiдродинамiки 〈 ˙̂a
l,~k
〉tH є добре

вiдомим, тому:
∂

∂t
〈â

l,~k
〉t =

∑

m

iΩlm(~k)〈â
m,~k

〉t

−
∑

m

∫ t

−∞

dt′eε(t′−t)ϕH
lm(~k; t, t′)〈â

m,~k
〉t

′

+
∑

m,n

∫ t

−∞

dt′eε(t′−t)ϕRH
lm (~k; t, t′)

×
{

iΩmn(~k)〈â
n,~k

〉t
′

−

∫ t′

−∞

dt′′eε(t′′−t′)ϕH
mn(~k; t′, t′′)〈â

n,~k
〉t

′′

}

. (4.20)

Отримана система рiвнянь є складною за своєю структурою,
оскiльки мiстить другий порядок за функцiями пам’ятi. Цiкавим та-
кож є те, що еволюцiя параметрiв скороченого опису, окрiм iншого,
визначається вкладами молекулярної гiдродинамiки як у реальний
момент часу, так i в попереднi моменти часу з iсторiї системи. В цих
рiвняннях ядра переносу ϕH

lm(~k; t, t′) визначаються виразами (3.21)-
(3.24), а новi ядра переносу ϕRH

lm (~k; t, t′) мають подiбну структуру

ϕRH
lm (~k; t, t′) = 〈Îl(~k)T H

R (t, t′)Îm(−~k; t′)〉0Φ
−1
mm(~k), (4.21)

але у них еволюцiя задається оператором T H
R (t, t′) (4.15) з врахува-

нням проектування Робертсона (4.7):

ϕRH
lm (~k; t, t′) = 〈(1 − PH)iLN â

l,~k
exp+

{

−

∫ t

t′
(1 − PH

R (τ))iLNdτ
}
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×

∫ t′

−∞

eε(t′′−t′)T H
0 (t′, t′′)(1 − PH)iLN â

m,−~k
dt′′〉0Φ

−1
mm(~k). (4.22)

Оскiльки функцiї пам’ятi (4.22) мають складну структуру, важливо
правильно виконати граничний перехiд t → ∞, k → 0. Тодi систему
рiвнянь (4.20) можна буде використати для дослiдження колектив-
них збуджень та часових кореляцiйних функцiй системи, нерiвнова-
жний стан якої релаксує до стану молекулярної гiдродинамiки, що
буде зроблено у наступних роботах.
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