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Основнi стани моделей ґраткового газу на трикутнiй i ше-
стикутнiй ґратках: чортова сходинка i квазикристали

Ю.I. Дубленич

Анотацiя. Запропоновано метод пошуку основних станiв моделей
ґраткового газу (або Iзингових моделей). Метод дає змогу знайти
усi типи основних станiв, у тому числi хаотизованi, а також впо-
рядкованi неперiодичнi, й iдентифiкувати фазовi переходи першого
роду мiж ними. За допомогою цього методу ми довели iснування не-
скiнченної послiдовности фаз за нульової температури (так званої
"чортової сходинки") в моделi ґраткового газу на трикутнiй ґратцi
зi взаємодiєю перших, других i третiх сусiдiв i дослiдили вплив на
цю послiдовнiсть парних взаємодiй аж до 19-го рангу включно. Це,
здається, другий приклад нультемпературної чортової сходинки в
моделях ґраткового газу з одним сортом частинок.

Ground-states of lattice gas models on the triangular and hon-
eycomb lattices: devil’s step and quasicrystals

Yu.I. Dublenych

Abstract. We propose a method for determination of the ground states
of lattice gas (or Ising) models. The method permits to find all types
of ground states, including chaotic and ordered-but-aperiodic ones, and
to identify the first order phase transitions between them. Using this
method we prove the existence of an infinite series of ground states (the
so-called "devil’s step") in the lattice gas model on the triangular lattice
with up to the third nearest neighbor interactions and we study the
effect of the interactions up to the 19-th neighbors on this series. To
our best knowledge, it is the second example of the devil’s step at zero
temperature in the lattice gas models with one kind of particles.
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1. Вступ

Починаючи зi знаменитої роботи Ваньє [1], моделi ґраткового газу,
зокрема, на трикутнiй i шестикутнiй ґратках, (або еквiвалентнi їм
Iзинговi моделi) вивчали дуже iнтесивно й рiзноманiтними метода-
ми. Широкий iнтерес до цих моделей був зумовлений тим, що вони
описують низку фiзичних систем i явищ, зокрема, адсорбцiю части-
нок на поверхнi кристалiв, а також систему частинок, впроваджених
в мiжатомнi пустоти деяких сполук (так званi iнтеркальованi криста-
ли). Багато робiт було присвячено дослiдженню основних станiв, якi
дають уявлення про низькотемпературну поведiнку моделей. Основ-
нi стани найпростiшої моделi Iзинга на трикутнiй ґратцi (зi взає-
модiєю найближчих сусiдiв i без поля) дослiдив ще Ваньє. Однак
iнтенсивне вивчення основних станiв складних моделей ґраткового
газу почалося аж пiсля того, як у 1966 роцi Канаморi запропонував
метод геометричних нерiвностей [2]. Пiсля того було запропоновано
й iншi методи, деякi з яких виникли у зв’язку з проблемою пошу-
ку основних станiв квантової моделi Фалiкова-Кiмбала. Та хоча з
часу появи пiонерської роботи Канаморi минуло бiльше сорока ро-
кiв, проте ефективного алгоритму пошуку основних станiв моделей
ґраткового газу немає й досi.

Нещодавно в журналi "Nature" було опублiковано роботу, в якiй
йдеться про експерименти над системою нового типу — пожолобле-
них моношарах немагнiтних колоїдних частинок [3]. Показано, що ця
система в багатьох аспектах описується моделлю Iзинга на трикутнiй
ґратцi з антиферомагнетними взаємодiями, можна навiть сказати,
вiзуалiзує її. В роботi, зокрема, дослiджено основнi стани такої си-
стеми колоїдних частинок. Автори спостерiгали утворення цiкавих
стрiчкових i зиґзаґуватих структур. Ця робота ще раз пiдкреслює
важливiсть розробки ефективних методiв пошуку основних станiв
моделей Iзинга або еквiвалентних їм моделей ґраткового газу.

Значну частину нашої роботи буде присвячено дослiдженню
основних станiв моделi ґраткового газу на трикутнiй ґратцi зi вза-
ємодiєю перших i других сусiдiв. Це може здатися дивним, бо цю
проблему розглядали вже не в однiй роботi. Вперше основнi стани
такої моделi обчислив Меткаф у 1974 роцi [4]. За допомогою методу
Монте Карло вiн знайшов шiсть упорядкованих структур. У цьому
ж роцi їх строго визначили Кабураґi й Канаморi, використавши свiй
метод геометричних нерiвностей [5]. Вони виявили iще одну стру-
ктуру, яку Меткаф упустив. У 1986 роцi Брандт i Штольце за до-
помогою методу, подiбного до методу геометричних нерiвностей Ка-
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наморi, повторили результати попереднiх дослiджень [6]. Здавалось
би, проблема основних станiв цiєї моделi давно вичерпана. Проте, як
не парадоксально, це не так. У цiй роботi ми розвиваємо й застосо-
вуємо до цiєї старої задачi пiдхiд, значно загальнiший вiд простого
пiдходу, який ми використали в [7]. Запропонований метод дає цiл-
ком повну картину основних станiв. Крiм того, вiн дає змогу доволi
легко iдентифiкувати фазовi переходи першого роду.

Використовуючи новий пiдхiд, ми показуємо, що додаткова як
завгодно мала вiдштовхувальна взаємодiя третiх сусiдiв породжує
нескiнченну послiдовнiсть структур iз як завгодно великою елемен-
тарною комiркою. Фазовi переходи мiж ними є переходами першого
роду. Це приклад так званої "чортової сходинки" за нульової темпе-
ратури. Поняття "(верхньої) чортової сходинки" як частини повних
чортових сходiв увiв Фiшер. А iснування чортової сходинки за ну-
льової температури вперше довiв Канаморi. Вiн виявив аж три такi
сходинки в моделi ґраткового газу зi взаємодiєю перших, других i
третiх сусiдiв на шестикутнiй ґратцi.

Проблема iснування чортових сходинок цiкава, окрiм iншого, ще
й тим, що вона тiсно пов’язана з проблемою так званої нескiнченної
адаптативности, яку в 1973 роцi експериментально виявив Андерсон
в групi кристалiчних матерiялiв (див. [8] i цитовану там лiтературу).
У 1978 роцi Кiттель припустив, що до нескiнченної адаптативности
призводять далекосяжнi вiдштовхувальнi взаємодiї. Канаморi довiв,
що ранг таких взаємодiй не мусить бути великий. Однак приклад
Канаморi — це, здається, єдиний вiдомий на сьогоднi приклад чор-
тової сходинки за нульової температури в моделях ґраткового газу з
одним сортом частинок.

Ми дослiдили вплив на чортову сходинку парних взаємодiй аж до
дев’ятнадцятих сусiдiв включно i показали, що взаємодiї одних ран-
гiв сприяють формуванню чортової сходинки лише у випадку вiд-
штовхування (як взаємодiя третiх сусiдiв), iнших — лише у випадку
притягання, а ще iнших — нi в одному, нi в другому випадку.

Наш метод дає змогу яскраво продемонструвати вплив тополо-
гiї ґратки на формування структур основного стану. Для цього ми
розглянули основнi стани моделi ґраткового газу ще на шестикутнiй
ґратцi зi взаємодiєю перших i других сусiдiв у випадку притягальної
взаємодiї перших сусiдiв i показали можливiсть формування упоряд-
кованих структур без трансляцiйної симетрiї — двовимiрних квази-
кристалiв, а також частково хаотизованих структур.

Будова статтi така: у другому роздiлi на прикладi моделi ґратко-
вого газу на трикутнiй ґратцi зi взаємодiєю перших i других сусiдiв
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описано метод пошуку основних станiв; у третьому роздiлi розгляну-
то цю ж модель на шестикутнiй ґратцi (лише у випадку притягаль-
ної взаємодiї перших сусiдiв) й знайдено основнi стани квазикри-
сталiчного типу; в четвертому роздiлi показано, як iдентифiкувати
фазовi переходи першого роду мiж основними станами, й доведе-
но iснування чортової сходинки за нульової температури в моделi
ґраткового газу на трикутнiй ґратцi зi взаємодiєю перших, других i
третiх сусiдiв; у п’ятому роздiлi дослiджено вплив на чортову схо-
динку парної взаємодiї аж до дев’ятнадцятого рангу i знайдено деякi
необхiднi умови iснування чортової сходинки; в шостому роздiлi на-
ведено найважливiшi висновки.

2. Метод побудови основних станiв

Метод пошуку основних станiв пояснимо на прикладi моделi ґратко-
вого газу на трикутнiй ґратцi зi взаємодiєю перших i других сусiдiв.
Ось Гамiльтонiян цiєї моделi:

Hlg = I1

∑

nn

cicj + I2

∑

nnn

cicj − µlg

∑

i

ci. (2.1)

Тут ci — число заповнення i-го вузла (ci = 1, якщо на вузлi є ча-
стинка, i ci = 0, якщо вузол порожнiй); I1 i I2 — взаємодiя перших i
других сусiдiв, вiдповiдно; µlg — хемiчний потенцiял частинок. nn i
nnn означають, що пiдсумовування ведеться за першими i другими
сусiдами, вiдповiдно.

Як вiдомо, ця модель математично еквiвалентна спiновiй моделi

HI = J1

∑

nn

σiσj + J2

∑

nnn

σiσj − h
∑

i

σi (2.2)

зi взаємодiями J1 = I1
4 , J2 = I2

4 i зовнiшнiм полем h =
µlg

2 −6(J1+J2),
де σi = 2ci−1 = ±1 — спiновi змiннi. Позаяк фазова дiяграма остан-
ньої симетрична вiдносно iнверсiї поля h ↔ −h, то будуватимемо
дiяграми основного стану саме для неї, хоча задля бiльшої ясности
говоритимемо на "мовi частинок а не спiнiв.

Наш метод пошуку основних станiв ґрунтується, окрiм iншого,
на тому, що вони однаковi не лише для Гамiльтонiянiв (2.1) i (2.2), а
й для цiлої сiм’ї Гамiльтонiянiв

H = V1

∑

nn

(a1σi + b1)(a1σj + b1) + V2

∑

nnn

(a2σi + b2)(a2σj + b2)

−µ
∑

i

(a0σi + b0), (2.3)
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у яких взаємодiї i "хемiчний потенцiял" пов’язанi з параметрами
моделi (2.2) таким чином:

V1 =
J1

a2
1

, V2 =
J2

a2
2

, µ =
1

a0
(h + 6(a1b1V1 + a2b2V2)) , (2.4)

де ai 6= 0 i bi — довiльнi незалежнi вiд спiнових змiнних величини.
Розгляньмо на трикутнiй ґратцi чотиривузловi кластери у формi

вiтрячка. Гамiльтонiян (2.3) можна записати у виглядi єдиної суми
за усiма можливими такими вiтрячками:

H =
∑

i

Hi =
∑

i

{

V1

2
σ1

i0

(

σ1
i1 + σ1

i2 + σ1
i3

)

+
V2

2

(

σ2
i1σ

2
i2 + σ2

i2σ
2
i3 + σ2

i3σ
2
i1

)

(2.5)

−
µ

2(α1 + 3α2)

[

α1σ
0
i0 + α2

(

σ0
i1 + σ0

i2 + σ0
i3

)]

}

,

де запроваджено такi позначення:

σk
ij = akσij + bk, k = 0, 1, 2. (2.6)

Перший iндекс при спiнових змiнних σij позначає номер вiтрячка-
"господаря а другий — номер вузла в цьому вiтрячку (центральний
вузол — нульовий). Внесок кожного зв’язку мiж першими або други-
ми сусiдами враховується в цiй сумi двiчi, бо такий зв’язок входить
у два вiтрячки, — звiдси й коефiцiєнти 1

2 у першому й другому чле-
нах. Внесок кожного вузла враховується вiсiм разiв: два рази — як
центрального i шiсть — як бiчного. Цi внески можна брати з рiзни-
ми вагами, що й зроблено за допомогою довiльних коефiцiєнтiв α1 i
α2 (α1 6= −3α2 й принаймнi один з них вiдмiнний вiд нуля). Заува-
жмо, що Гамiльтонiян H не залежить вiд α1 i α2, хоча локальний
Гамiльтонiян Hi вiд них залежить. Як буде показано далi, запис Га-
мiльтонiяну в такому виглядi дає змогу побудувати повну дiяграму
основних станiв для випадку J1 < 0.

Знаходження основних станiв ґрунтується на такому твердженнi:
якщо в певнiй точцi простору (V1, V2, µ) параметрiв Гамiльтонiяну
(2.5) можна знайти такий набiр величин ak, bk i αk, що тi чи тi кон-
фiгурацiї (одна або бiльше) вiтрячка матимуть однакову й меншу
порiвняно з рештою конфiгурацiй енергiю Hi i цими конфiгурацiя-

ми можна заповнити ґратку, то вони генерують усю сукупнiсть
основних станiв у цiй точцi. (Точнiше, усю сукупнiсть нерозшаро-
ваних основних станiв без дефектiв, тобто таких основних станiв,
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де нема навiть нескiнченно малої кiлькости конфiгурацiй з бiльшою
енергiєю.) Не втрачаючи загальности, коефiцiєнти ak можна вважа-
ти рiвними, наприклад, 1

2 .
Методи пошуку основних станiв моделей ґраткового газу, що

ґрунтується на записi Гамiльтонiяну у виглядi єдиної суми за певни-
ми кластерами, вiдомi з 80-х рокiв минулого столiття. В лiтературi
їх називають методами m-потенцiялу [9]. Цi методи використовували
для знаходження основних станiв моделi Фалiкова-Кiмбала [10, 11].
Однак наш метод вiдрiзняється вiд вiдомих способом побудови та-
ких m-потенцiялiв. До того ж ми шукаємо m-потенцiяли не для цiлих
областей дiяграми основного стану, а лише для так званих "особли-
вих" точок, в тому числi "нескiнченних"(нескiнченно вiддалених вiд
початку координат), i розглядаємо не тiльки перiодичнi структури,
а й хаотизованi та упорядкованi, однак неперiодичнi.

Будуватимемо дiяграму основних станiв нашої моделi у площи-

нi
(

h
|J1|

, J2

|J1|

)

. Позаяк кожна область дiяграми, що вiдповiдає певнiй

структурi, мусить бути опуклою, то досить знайти точки, в яких
сходяться областi, й основнi стани в тих точках. Однак деякi обла-
стi сходяться на нескiнченностi, тому треба ще розглянути точки,
нескiнченно вiддаленi вiд початку координат. Точки, в яких сходя-
ться областi на двовимiрнiй дiяграмi основного стану називатимемо
особливими.

"Нескiнченних" особливих точок є чотири. Якщо J2 → +∞,
α1 = 0, а решта параметрiв фiксованi й довiльнi, то найменшу (й
однакову!) енергiю мають такi конфiгурацiї вiтрячка: , ,

i (чорний кружечок означає, що на вузлi є частинка, бiлий
— що частинки нема). Цi конфiгурацiї i визначають основний стан
у точцi, нескiнченно вiддаленiй в додатному напрямку осi ординат.
Основним станом там буде будь-яка конфiгурацiя трикутної ґратки,
в якiй нема iнших конфiгурацiй вiтрячка, окрiм цих чотирьох. Якщо
ж J2 → −∞, α1 = 0, то найменшу енергiю мають конфiгурацiї ,

, i . Вони визначають основний стан у точцi, нескiнчен-
но вiддаленiй у вiд’ємному напрямку осi ординат. Ще двi симетричнi
вiдносно iнверсiї поля нескiнченнi особливi точки одержуємо, спря-
мувавши до нескiнченностi одночасно h i J2. Якщо J2 = h

6 → −∞,
α1 = 0, то найменшу енергiю мають конфiгурацiї , , i

. В симетричнiй точцi основний стан творять конфiгурацiї, якi
одержуємо з наведених замiною бiлих кружечкiв на чорнi, i навпа-
ки.

У випадку J1 < 0 маємо лише три "скiнченнi" особливi точки.
Якщо h = 0, J2 = −J1

2 , b1 = 0, α1 = 0, то при J1 < 0 найменшу
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енергiю мають такi конфiгурацiї вiтрячка: , , i .
Вони й визначають основнi стани в точцi h

|J1|
= 0, J2

|J1|
= 1

2 для

J1 < 0. В точцi h
|J1|

= −2, J2

|J1|
= 1 основний стан при J1 < 0 творять

конфiгурацiї , , i . Вони мають найменшу енергiю
при α1 = 0, b1 = a1

3 . Основний стан в симетричнiй точцi h
|J1|

= 2,
J2

|J1|
= 1 творять конфiгурацiї, якi одержуємо з наведених замiною

бiлих кружечкiв на чорнi, i навпаки.

Рис. 1. Дiяграма основного стану моделi Iзинга на трикутнiй ґратцi
зi взаємодiєю перших i других сусiдiв у випадку J1 < 0. Вказано кон-
фiгурацiї вiтрячка для трьох нескiнченних i двох скiнченних точок
(A i B), а також для рiзних областей. Потовщена червона лiнiя — це
лiнiя фазових переходiв першого роду.

На рис. 1 показано дiяграму основних станiв для J1 < 0. Для
її побудови досить було знайти основнi стани в трьох скiнченних i
чотирьох нескiнченних точках. На лiнiї, що з’єднують будь-якi двi
точки, основнi стани творять тi конфiгурацiї вiтрячка, котрi є спiль-
нi для обох тих точок, а в трикутнику мiж трьома точками — тi,
котрi є спiльнi для усiх трьох точок. Так конфiгурацiї i ,
що є спiльними для усiх трьох скiнченних точок i однiєї нескiнченної,
творять стрiчкову структуру, зображену на рис. 1 (структура (a)). А
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з конфiгурацiй i , якi є спiльними для точки A i двох нескiн-
ченних точок, можна утворити не одну, а двi (i лише двi!) структури
(рис. 1, структури (b) i (c)). Тобто маємо двократне виродження,
яке, до речi, не усуває жодна парна iзотропна взаємодiя [6]. Отож у
випадку J1 < 0, h < 0, крiм "порожньої маємо ще три структури.

Розгляньмо тепер випадок J1 > 0. Як стане зрозумiло пiзнiше,
У цьому випадку при h ≤ 0 iснує чотири скiнченнi точки. Однак
лише у двох iз них основний стан можна побудувати з вiтрячкiв.
У точцi h

J1
= −4, J2

J1
= 1 при J1 > 0 мiнiмальну енергiю мають

конфiгурацiї , , i (α1 = 0, b1 = a1

3 ), а у точцi
h
J1

= −6, J2

J1

= 0 — конфiгурацiї , , , i (b1 =
a1). Щоби побудувати основнi стани у ще двох особливих точках,
потрiбно розглянути бiльший кластер, наприклад, кластер у формi
"квiтки" (шестикутник з центральним вузлом). Такий кластер дає
змогу знайти всi особливi точки й побудувати в них основнi стани
як у випадку J1 > 0, так i у випадку J1 < 0. Запишiмо Гамiльтонiян
(2.3) як єдину суму за "квiтками":

H =
∑

i

Hi

=
∑

i

{

V1

2(β1 + β2)

[

β1σ
1
i0

(

σ1
i1 + σ1

i2 + σ1
i3 + σ1

i4 + σ1
i5 + σ1

i6

)

+β2

(

σ1
i1σ

1
i2 + σ1

i2σ
1
i3 + σ1

i3σ
1
i4 + σ1

i4σ
1
i5 + σ1

i5σ
1
i6 + σ1

i6σ
1
i1

)]

+
V2

2

(

σ2
i1σ

2
i3 + σ2

i3σ
2
i5 + σ2

i5σ
2
i1 + σ2

i2σ
2
i4 + σ2

i4σ
2
i6 + σ2

i6σ
2
i2

)

(2.7)

−
µ

α1 + 6α2

[

α1σ
0
i0 + α2

(

σ0
i1 + σ0

i2 + σ0
i3 + σ0

i4 + σ0
i5 + σ0

i6

)]

}

,

де запроваджено такi позначення:

σ1
ij = a1σij + b1, σ2

ij = a2σij + b2, σ0
ij = a0σij + b0. (2.8)

Тут, як i у випадку вiтрячкiв, перший iндекс — це номер квiтки-
господаря, а другий — номер вузла в квiтцi (центральний вузол —
нульовий). За допомогою довiльних величин α1 i α2 враховано те, що
кожен вузол входить в одну квiтку як центральний i в шiсть квiток
як бiчний. Аналогiчним чином довiльнi величини β1 i β2 врахову-
ють те, що кожен зв’язок мiж найближчими сусiдами входить у двi
квiтки як радiяльний й у двi квiтки як бiчний.

Якщо h = − 12J1

5 , J2 = J1

5 , b1 = a1

3 , α1 = 0, β2 = 2β1

3 , то при J1 > 0
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найменшу енергiю мають такi конфiгурацiї квiтки: , , ,
, , i .

Якщо h = 0, J2 = 0, b1 = 0, β2 = β1

2 , то при J1 > 0 найменшу
енергiю мають конфiгурацiї квiтки , , , , ,

, , , i .
Тепер маємо повний набiр особливих точок для побудови дiягра-

ми основного стану у випадку J1 > 0. Її показано на рис. 2, де також
зображено три новi структури, що виникають у цьому випадку.

Рис. 2. Дiяграма основного стану моделi Iзинга на трикутнiй ґратцi
зi взаємодiєю перших i других сусiдiв у випадку J1 > 0. Вказано
конфiгурацiї вiтрячка i квiтки для особливих точок i рiзних обла-
стей. Зображено три новi структури [(e), (f) i (g)], що виникають у
цьому випадку. Потовщенi червонi лiнiї — це лiнiї фазових переходiв
першого роду, а потовщенi голубi лiнiї — лiнiї багатофазних точок.

Для повноти картини нам залишилося побудувати дiяграму
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основного стану у випадку J1 = 0. Це легко зробити, бо, крiм вже
знайдених нескiнченних особливих точок, у цьому випадку iснує ли-
ше одна скiнченна особлива точка. Це — початок координат. У цiй
точцi основний стан творять усi можливi конфiгурацiї вiтрячка або ж
квiтки, тобто будь-який стан є основним. Дiяграму основного стану
для J1 = 0 показано на рис. 3.

Рис. 3. Дiяграма основного стану моделi Iзинга на трикутнiй ґратцi
зi взаємодiєю перших i других сусiдiв у випадку J1 = 0. Вказано
конфiгурацiї вiтрячка для нескiнченних особливих точок i рiзних
областей. Потовщена голуба лiнiя — лiнiя багатофазних точок.

3. Роль топологiї ґратки: порiвняння основних ста-
нiв моделей ґраткового газу (моделей Iзинга) зi
взаємодiєю перших i других сусiдiв на трикутнiй
i шестикутнiй ґратках

Як бачимо, задачу знаходження основних станiв моделей ґраткового
газу можна розбити на двi пов’язанi мiж собою пiдзадачi: алгебричну
(знаходження конфiгурацiй кластера, якi мають мiнiмальну енергiю)
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й топологiчну чи комбiнаторно-геометричну (заповнення ґратки зна-
йденими наборами конфiгурацiй кластера). Щоби продемонструвати
роль топологiї ґратки у формуваннi основних станiв, знайдiмо основ-
нi стани Гамiльтонiяну (2.2) ще на шестикутнiй ґратцi. Обмежмося
випадком J1 < 0.

Рис. 4. Дiяграма основного стану моделi Iзинга на шестикутнiй ґра-
тцi зi взаємодiєю перших i других сусiдiв у випадку J1 < 0. Вказано
конфiгурацiї вiтрячка для особливих точок i рiзних областей. Потов-
щена червона лiнiя — це лiнiя фазових переходiв першого роду.

Так само, як i для трикутної ґратки, розгляньмо сiм’ю Гамiль-
тонiянiв з однаковими основними станами й запишiмо їх у виглядi
єдиної суми за вiтрячками:

H =
∑

i

Hi

=
∑

i

{

V1

2
σ1

i0

(

σ1
i1 + σ1

i2 + σ1
i3

)

+ V2

(

σ1
i1σ

1
i2 + σ1

i2σ
1
i3 + σ1

i3σ
1
i1

)

−
µ

α1 + 3α2

[

α1σ
0
i0 + α2

(

σ0
i1 + σ0

i2 + σ0
i3

)]

}

, (3.1)
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де
σk

ij = akσij + bk, k = 0, 1, 2. (3.2)

Перейти вiд цих Гамiльтонiянiв до Гамiльтонiяну Iзинга можна за
такими формулами:

V1 =
J1

a2
1

, V2 =
J2

a2
2

, µ =
1

a0
(h + 3a1b1V1 + 6a2b2V2) . (3.3)

Рис. 5. Структури основного стану моделi Iзинга на шестикутнiй
ґратцi зi взаємодiєю перших i других сусiдiв у випадку J1 < 0.

Дiяграму основного стану моделi Iзинга на шестикутнiй ґратцi зi
взаємодiєю перших i других сусiдiв у випадку J1 < 0 будуємо так са-
мо, як i для трикутної ґратки. Цю дiяграму зображено на рис. 4. Як
бачимо, вона майже така сама, як i вiдповiдна дiяграма для трику-
тної ґратки. Вiдмiннiсть лише в тому, що координати точок A i B для
шестикутної ґратки у два рази бiльшi. Однак, будуючи зi знайдених
конфiгурацiй структури основного стану для шестикутної ґратки,
ми виявимо разючу вiдмiннiсть вiд того, що мали для ґратки три-
кутної. Так конфiгурацiї вiтрячка i на шестикутнiй ґратцi
творять вже не двi, а лише одну структуру. Зате конфiгурацiї i

, якi на трикутнй ґратцi давали єдину структуру, на шестикутнiй
творять нескiнченну кiлькiсть структур. Це структури, зображенi на
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рис. 5 (b) i (c) i їх сумiш у довiльнiй пропорцiї (рис. 6). Бiльше того,
цi конфiгурацiї вiтрячка на шестикутнiй ґратцi творять двi шестидо-
меннi структури з нульовою енергiєю формування доменних стiнок
(рис. 7). Вони виникають у тому випадку, якщо утворюється замкну-
тий ланцюжок — кiльце з частинок. Цi впорядкованi структури по-
дiбнi до квазикристалiчних, бо не мають глобальної трансляцiйної
симетрiї. Вони не змiшуються нi мiж собою, нi з попереднiми стру-
ктурами.

Рис. 6. Сумiш двох останнiх структур, зображених на попередньому
рисунку.

Попри те, що квазикристали iнтенсивно вивчають уже бiльше
двадцяти рокiв, чiткого розумiння, чому вони утворюються, немає й
досi (див. [12] i цитовану там лiтературу, а також [13]). Хоча стру-
ктури квазикристалiчного типу, якi ми одержали, нестiйкi — навiть
нескiнченно мала взаємодiя третiх сусiдiв їх зруйнує, — нашi дослi-
дження можуть сприяти розумiнню механiзму утворення квазикри-
сталiчних i хаотизованих структур, зокрема, на двовимiрних ґра-
тках [14, 15]. Як i автори [12], ми показуємо, що локальнi взаємодiї
призводять до утворення впорядкованої структури без глобальної
трансляцiйної симетрiї.

Ми розглядаємо ґратковi моделi, однак, вiдiйшовши вiд обме-
жень, нав’язаних ґраткою, можна поставити питання такого типу:
якi структури можна утворити, наприклад, з блокiв i ?
Зрозумiло, що вiдповiдь на це питання така: "трикутну" структуру
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Рис. 7. Шестидоменнi структури основного стану в моделi ґраткового
газу на шестикутнiй ґратцi зi взаємодiєю перших i других сусiдiв.

(a), а також "шестикутнi" структури, зображенi на рис. 6 та рис. 7.
Гiбриднi "трикутно-шестикутнi" структури утворитися не можуть.

4. Фазовi переходи першого роду i чортова сходин-
ка

Щоби можна було вiдповiсти на питання, якi структури матимуть
найменшу енергiю, якщо задати концентрацiю частинок, треба ще
розглянути основнi стани на межах областей. До того ж це дасть нам
змогу знайти фазовi переходи першого роду за хемiчним потенцiялом
в моделi ґраткового газу, або за полем в моделi Iзинга.

На межi "порожньої" фази (d) i фази (a) виникає хаотизована
фаза, утворена конфiгурацiями , i . Це сумiш обох цих
фаз у довiльнiй пропорцiї (рис. 8). На межi "порожньої" i "цiлком
заповненої" фаз основнi стани творять лише двi конфiгурацiї: i

. Цi конфiгурацiї несумiснi, iншими словами, незмiшуванi, — з
них можна утворити лише двi фази (з кожної по однiй): "порожню"
i "цiлком заповнену". На межi мiж цими фазами нема промiжних
основних станiв без дефектiв, а є лише розшарованi. Отже фазовий
перехiд за хемiчним потенцiялом (за полем у моделi Iзинга) мiж цими
фазами — першого роду.

На межi "порожньої" фази i фази (f) маємо двократне вироджен-
ня, тому що конфiгурацiя i множина конфiгурацiй { , },
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що генерує фазу (f), — несумiснi. Така сама ситуацiя на межi фази
(f) i симетричної до неї фази (симетрiя частинка-дiрка), бо множи-
ни конфiгурацiй { , } i { , } також несумiснi. Отже,
якщо взаємодiя мiж другими сусiдами притягальна (J2 < 0), усi пе-
реходи мiж фазами є переходами першого роду. Це узгоджується з
результатами числових розрахункiв методом Монте Карло за вiд-
мiнної вiд нуля температури [16]. Однак фазовий перехiд першого
роду є й мiж фазами (e) та (f), коли обидвi взаємодiї вiдштовхуваль-
нi (J1 > 0 i 0 < J2 < J1

5 ), бо сукупностi конфiгурацiй { , } i
{ , } несумiснi. Й справдi, розрахунки методом Монте Карло
дають у цiй областi фазовий перехiд першого роду (вiрнiше, розша-
рування фаз) [17].

Розгляньмо ще межу мiж областями (a) i (b)[(c)]. Осно-
вi стани на нiй творить сукупнiсть конфiгурацiй вiтрячка
{ , , } або еквiвалентна сукупнiсть конфiгурацiй квiтки
{ , , , , , , , }. Останнi двi конфiгу-
рацiї не можуть зреалiзуватися в такiй сукупности, а конфiгура-
цiя може входити лише в дводоменну структуру, зображену
на рис. 8. Ця структура цiлком упорядкована, але не має повної
трансляцiйної симетрiї, тому її можна вважати структурою квази-
кристалiчного типу. Решта конфiгурацiй, окрiм структур (a), (b) i
(c), творить ще нескiнченну кiлькiсть структур, якi є сумiшшю фаз
(a) i (b) у довiльнiй пропорцiї (рис. 8). Отже одна з вироджених не-
змiшуваних мiж собою фаз (b) i (c), а саме фаза (b), змiшувана з
фазою (a), iнша — незмiшувана.

Розгляньмо нарештi, якi фази виникають на межi областей
(b)[(c)] i (e). Їх творить така сукупнiсть конфiгурацiй вiтрячка:
{ , , }, або еквiвалентна сукупнiсть конфiгурацiй квiтки:
{ , , , , , }. Якщо стартувати з конфiгурацiї

, то одержимо лише структуру (b). Та решта конфiгурацiй тво-
рять нескiнченну послiдовнiсть структур, якi нумеруватимемо чи-
слом m = 0 ÷ ∞ i позначатиммо Sm. Член S0 цiєї послiдовности —
це структура (e); наступнi три члени зображено на рис. 9.

У системi позначень Кабураґi й Канаморi (див. [18]) кожнiй стру-
ктурi вiдповiдає послiдовнiсть чисел

p0, p1, p2, p3, ..., (4.1)

де число p0 — це кiлькiсть частинок на один вузол (для структур з
нескiнченної послiдовности Sm воно змiнюється в промiжку вiд 1

4 для
m = 0 до 1

3 для m = ∞), а p1, p2, p3 i т. д. — кiлькiсть пар частинок,
що є першими, другими i т. д. сусiдами, вiдповiдно, на одну частинку
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Рис. 8. Хаотизована сумiш фаз (a) i (d), дводоменна структура на
межi фаз (a) i (b)[(c)] та хаотизована сумiш фаз (a) i (b).

Рис. 9. Структури S1, S2 i S3 з нескiнченної послiдовности Sm.
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(чорний кружечок). Сукупнiсть структур з однаковими числами pi

позначатимемо як
S (p0; p1, p2, p3, ...) . (4.2)

Знаючи числа p0, p1, p2 i т. д., можна обчислити густину енергiї
структури. На один вузол припадає енергiя

E =
∑

i

p0piIi − p0µlg, i = 1, 2, ... (4.3)

Тут Ii i µlg — параметри взаємодiї i хемiчний потенцiял Гамiльто-
нiяну ґраткового газу. До параметрiв Гамiльтонiяну Iзинга можна
перейти за формулами:

Ii = 4Ji, µlg = 2h + 2
∑

k

ziJi, (4.4)

де zi — координацiйне число i-их сусiдiв (див. рис. 10).

zi =

{

6 для i = k2 + k − 1, i = k2 + k, i = k2 + 2k (k = 1, 2, 3, ...)
12 для усiх решти начень i.

(4.5)
Для структур Sm ми обчислили числа p0, p1, p2 i т. д. аж до дев’я-

тнадцятих сусiдiв включно (спосiб обчислення pi описано в Додатку
1):

p0 =
3m2 + 3m + 1

(3m + 2)2
, p1 =

3m2

3m2 + 3m + 1
,

p2 = 0, p3 =
3(m + 1)2

3m2 + 3m + 1
,

p4 =
6m(m + 1)

3m2 + 3m + 1
, p5 =

3m(3m + 1)

3m2 + 3m + 1
,

p6 =
3(m + 1)

3m2 + 3m + 1
, p7 =

6m(m − 1)

3m2 + 3m + 1
,

p8 =







3 для m = 0,

3(m2 − 2m + 2)

3m2 + 3m + 1
,

p9 =
6m(m + 3)

3m2 + 3m + 1
,
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p10 =
6m

3m2 + 3m + 1
, p11 =







0 для m = 0,

3(m2 + 4m + 2)

3m2 + 3m + 1
,

p12 =
3m(3m − 1)

3m2 + 3m + 1
, p13 =







6 для m = 0,

6(m2 − 1)

3m2 + 3m + 1
,

p14 =







0 для m = 0,

6(m2 + 2m − 2)

3m2 + 3m + 1
,

p15 =







3 для m = 0,

3(3m2 − m − 1)

3m2 + 3m + 1
,

p16 =







0 для m = 0,

6(m2 − 3m + 4)

3m2 + 3m + 1
,

p17 =







0 для m = 0,
12(m + 1)

3m2 + 3m + 1
,

p18 =







0 для m = 0, 1,
6m(m − 2)

3m2 + 3m + 1
,

p19 =







0 для m = 0,

3(m2 − 4m + 8)

3m2 + 3m + 1
.

(4.6)

Рис. 10. Сусiди на трикутнiй ґратцi. Червоним кольором видiлено
сусiди з координацiйним числом 6.

Структури, зображенi на рис. 9 знайшли з зовсiм iнших мiрку-
вань Наканiшi й Шiба й назвали їх трикутними доменними стру-
ктурами [19]. В моделi зi взаємодiєю лише перших i других сусiдiв
такi структури виникають на межi мiж першою (S0) й останньою
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(граничною) структурами цiєї послiдовности й iнших нерозшарова-
них структур на цiй межi немає. Вони несумiснi або ж незмiшуванi.
Вiдмiнна вiд нуля температура усуває виродження й цi структури
утворюють "(верхню) чортову сходинку" [19, 20], тобто нескiнченну
послiдовнiсть фаз зi щораз бiльшою елементарною комiркою. Однак
виродження усуває не лише температура, а й вiдштовхувальна вза-

ємодiя третiх сусiдiв, i при J3 > 0 маємо чортову сходинку навiть
за нульової температури (див. рис. 11).

Рис. 11. Областi в площинi
(

h
J1

, J2

J1

)

, якi вiдповiдають нескiнченнiй

послiдовностi структур Sm при J3 = 0.1J1 й досить великому вiд’-
ємному h0

J1

. Рисунок одержано шляхом порiвняння енергiй структур
Sm. h0 уведено тому, що ми не можемо знайти тi значення h, де
закiнчуються межi мiж фазами Sm (крiм межi мiж S0 i S1).

Тут треба пояснити, як на двовимiрнiй дiяграмi основного стану
в певних координатах виникають новi областi (фази), коли вмикає-
мо нову взаємодiю, тобто вносимо новий член в Гамiльтонiян. Якщо
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нова взаємодiя досить мала, то новi областi можуть виростати ли-
ше з меж мiж областями, де вони вже були й ранiше. Iнакше пору-
шувався б принцип опуклости областей. Новi структури утворитись
не можуть. Може лише усунутися виродження i збiльшитися роз-
мiрнiсть областi, яка вiдповiдає тiй чи тiй структурi (фазi), тобто
з нульвимiрної чи одновимiрної вона стає двовимiрною. Зникати ж
старi структури можуть i тодi, коли нова взаємодiя як завгодно ма-
ла, однак знову ж таки лише на межах областей або у тих областях,
де є виродження.

Зi сказаного випливає, що, якi б додатковi взаємодiї ми не ввели в
Гамiльтонiян (2.2), мiж фазою (e) i фазою (c) (якщо вони, звичайно,
iснують) за достатньо великих вiд’ємних h не може бути iнших фаз,
окрiм тих, якi є на границi мiж ними в моделi зi взаємодiєю перших
i других сусiдiв. Виродженi фази (b) i (c) iснують завжди в площинi
(

h
|J1|

, J2

|J1|

)

, якими б не були iзотропнi парнi взаємодiї Ji (i ≥ 3), бо цi

фази утворенi конфiгурацiями вiтрячка i , що є спiльними
для двох нескiнченних точок. Якщо в Гамiльтонiян ввести взаємодiю
якогось iншого типу, наприклад, тричастинкову, то одна зi структур
(b) i (c) може зникнути, залишившись однак на "лiнiї" мiж двома
нескiнченними точками.

Для дослiдження умов iснування чортової сходинки при J3 6= 0,
введiмо пiд знак суми в Гамiльтонiян (2.7) ще член, який описує
взаємодiю третiх сусiдiв:

V3

(

σ3
i1σ

3
i4 + σ3

i2σ
3
i5 + σ3

i3σ
3
i6

)

, (4.7)

де запроваджено позначення

σ3
ij = a3σij + b3. (4.8)

Формули переходу до простої спiнової моделi тепер будуть таки-
ми:

V1 =
J1

a2
1

, V2 =
J2

a2
2

, V3 =
J3

a2
3

, µ =
1

a0
(h + 6(a1b1V1 + a2b2V2 + a3b3V3)) .

(4.9)
Якi б додатковi взаємодiї ми не вводили в Гамiльтонiян, нескiн-

ченнi особливi точки в площинi
(

h
|J1|

, J2

|J1|

)

будуть тi ж самi, що й

ранiше; змiнюватимуться лише скiнченнi особливi точки. Таке твер-
дження випливає з самого означення нескiнченних особливих точок.
Знайдiмо кiлька корисних для дослiдження умов iснування чортової
сходинки скiнченних особливих точок у випадку вiдмiнної вiд нуля



20 Препринт

взаємодiї третiх сусiдiв. У перелiку конфiгурацiй для цих точок до
крапки з комою йдуть тi, якi реалiзуються на лiнiї мiж вказаною
точкою i нескiнченно вiддаленою точкою J2 = h

6 → −∞.
Якщо J2 = 0, h = −6J1 − 6J3, то при J1 > 0, J3 > 0 (α1 = 0,

β1 = 0) найменшу енергiю мають конфiгурацiї , , ;
, , , i , однак останнi три не можуть

зреалiзуватися в такiй сукупностi.
Якщо J2 = 2J3, h = −6J1 − 4J3, то при 0 < J3 < J1

4 (α1 = 0, β1 =
J1−2J3

2J3
β2, b1 = 3J1−8J3

3(J1−2J3)
a1) найменшу енергiю мають конфiгурацiї

, , ; i (остання не може зреалiзуватися в
такiй сукупностi).

Якщо J2 = J1 − 4J3, h = −4J1, то при 0 < J3 < J1

6 (α1 = 0, β1 =
J1−2J3

2J3

β2, b1 = J1

3(J1−2J3)
a1) найменшу енергiю мають конфiгурацiї

, , , ; i (остання не може зреалiзуватися
в такiй сукупностi). Якщо J3 = J1

6 , то до цих конфiгурацiй додаються
ще конфiгурацiї i .

Якщо J2 = 2J3, h = 2J1 − 36J3, то при J1

6 < J3 < J1

4 (α1 = 0, β1 =
J1−2J3

2J3
β2, b1 = J1

3(J1−2J3)
a1) найменшу енергiю мають конфiгурацiї

, , , ; . Якщо J3 = J1

4 , то до цих конфiгурацiй
додається ще конфiгурацiя .

Якщо J2 = J1 − 2J3, h = −4J1 + 2J3, то при 0 < J3 < J1

4 (α1 =

0, β1 = J1−2J3

2J3
β2, b1 = a1

3 ) найменшу енергiю мають конфiгурацiї
, , , , ; i , однак остання

не може зреалiзуватися в такiй сукупностi. Якщо J3 = J1

4 , то до цих
конфiгурацiй додаються ще конфiгурацiї , i (остання
не реалiзується).

Якщо J2 = 2J3, h = 2J1 − 22J3, то при J1

4 < J3 < J1

2 (α1 = 0,
β1 = J1−2J3

2J3
β2, b1 = a1

3 ) найменшу енергiю мають конфiгурацiї ,
, , , ; i (остання не може зреалiзуватися

в такiй сукупностi). Якщо J3 = J1

2 , то до цих конфiгурацiй додається
ще конфiгурацiя .

Якщо J2 = 1
2J1, h = − 11

2 J1 − 6J3, то при 0 < J1

4 < J3 (α1 = 0,
β1 = β2, b1 = 2

3a1) найменшу енергiю мають конфiгурацiї ,
, , ; .

Якщо J2 = 2J3, h = −5J1 − 8J3, то при J1

4 < J3 < J1

2 (α1 =

0, β1 = J1−2J3

2J3
β2, b1 = 2

3a1) найменшу енергiю мають конфiгурацiї
, , , ; .

Якщо J2 = J1, h = −6J1−6J3, то при 0 < J1

2 < J3 (α1 = 0, β1 = 0),
найменшу енергiю мають конфiгурацiї , , , ; i

(остання не може зреалiзуватися в такiй сукупностi).
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Якщо J2 = 2J3, h = −4J1 − 10J3, то при 0 < J1

2 < J3 (α1 = 0,
β1 = J1−2J3

2J3

β2, b1 = a1

3 ), найменшу енергiю мають конфiгурацiї ,
, , , ; i (остання не може зреалiзуватися

в такiй сукупностi).
Здобутi особливi точки дають змогу знайти послiдовнiсть обла-

стей (фаз) на дiяграмi основного стану в площинi
(

h
|J1|

, J2

|J1|

)

при

0 < J3 < J1

4 , якi сходяться в нескiнченно вiддаленiй особливiй то-
чцi J2 = h

6 → −∞ i, окрiм двох крайнiх, мають вигляд паралельних
смуг. Це така послiдовнiсть фаз: "порожня" фаза, фаза S(1

7 ; 0, 0, 0)
(рис. 12), утворена конфiгурацiями i , нескiнченна послi-
довнiсть фаз Sm (m = 0 ÷∞).

У випадку J1

4 < J3 < J1

2 фази S0 немає: пiсля фази S(1
7 ; 0, 0, 0)

йде фаза S(1
5 ; 1

2 , 0, 0), утворена конфiгурацiями , i
(рис. 12). Як видно з рисунка, ця фаза хаотизована. До речi,

в статтi [18], де дослiджено основнi стани ґраткового газу на три-
кутнiй ґратцi зi взаємодiєю до третiх сусiдiв, нiчого не сказано про
хаотизацiю фаз, хоча велика частина знайдених у цiй статтi фаз — це
хаотизованi фази. Причина, певно, в тому, що використаний автора-
ми метод геометричних нерiвностей, на вiдмiну вiд запропонованого
нами, не дає змогу легко дослiджувати хаотизацiю. Фаза, яка йде
за фазою S(1

5 ; 1
2 , 0, 0), має бути утворена з конфiгурацiй ,

, i . Цi конфiгурацiї утворюють нескiнченну кiлькiсть
структур, якi реалiзуються на межi фази S(1

5 ; 1
2 , 0, 0). За нею ж

йде не фаза S(1
4 ; 1

2 , 0, 1), як випливає з даних статтi [18] (вона є
лише на межi), а хаотизована фаза S( 4

15 ; 1
2 , 0, 5

4 ) (рис. 13, 14). При
J3 = 9

26J1 ця фаза цiлком витiсняє фазу S1. Мiж цими двома фазами
немає фазового переходу першого роду (див. Додаток 2).

Рис. 12. Фаза S(1
7 ; 0, 0, 0) i хаотизована фаза S(1

5 ; 1
2 , 0, 0). Для

першої показано елементарну комiрку, для другої — мотив.

Чи виникають новi фази, коли взаємодiя J3 зростає й далi, ми
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Рис. 13. Структура S(1
4 ; 1

2 , 0, 1) та хаотизована фаза S( 4
15 ; 1

2 , 0, 5
4 )

(видiлено мотив).

не знаємо, тому що для вiдповiдi на це питання наш метод вимагає
розгляду щораз бiльших кластерiв. Якщо не враховувати симетрiю
кластера, то кiлькiсть його станiв дорiвнює 2n, де n — кiлькiсть ву-
злiв у кластерi, тому обсяг обчислювальної роботи стрiмко зростає
з ростом n. Проте ми можемо стверджувати, що остаточно чортова
сходинка зникає аж при J3 = J1

2 , бо лише тодi з граничної лiнiї не-
скiнченної послiдовности фаз починає виростати нова фаза. Справ-
дi, граничною лiнiєю нескiнченної послiдовности фаз (4.6) є лiнiя
J2 = −h

6 + 1
3J1 −

5
3J3, яка простягається вiд J2 = max(2J3, J1 − 2J3)

в нескiнченнiсть. Якщо 0 < J3 < J1

2 , то основний стан на цiй лi-
нiї (структури (b) i (c)) творять конфiгурацiї , , ,

i . Якщо ж J3 = J1

2 , то до цих конфiгурацiй долучається
ще конфiгурацiя i дальше зростання J3 призводить до появи
нової фази S

(

1
4 ; 1, 0, 0

)

, яка виростає з граничної лiнiї нескiнченної
послiдовности фаз. Це хаотизована фаза, утворена конфiгурацiями

, i (рис. 15).
Отож ми довели iснування нультемпературної чортової сходинки

в моделi ґраткового газу на трикутнiй ґратцi зi взаємодiєю перших,
других i третiх сусiдiв або у вiдповiднiй моделi Iзинга за умов J1 > 0,
0 < J3 < J2

2 .
Вперше чортову сходинку за нульової температури (точнiше, аж

три такi сходинки) вiдкрив Канаморi в моделi ґраткового газу на
шестикутнiй ґратцi зi взаємодiєю перших, других, або ще й третiх
сусiдiв [21]. Дотепер це був, здається, єдиний приклад нультемпера-
турної чортової сходинки в моделях ґраткового газу з одним сортом
частинок. Хоча Канаморi разом з Кабураґi й дослiджували основнi
стани моделi ґраткового газу на трикутнiй ґратцi зi взаємодiєю пер-
ших, других i третiх сусiдiв [18], чортової сходинки вони на трику-
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Рис. 14. Ще один спосiб хаотизацiї фази S( 4
15 ; 1

2 , 0, 5
4 ) (видiлено

мотив).

тнiй ґратцi не виявили. Правда, в 1990 роцi вони разом з Тонеґавою
знайшли нескiнченну послiдовнiсть упорядкованих структур в моде-
лi ґраткового газу з двома сортами частинок на трикутнiй ґратцi зi
взаємодiєю перших i других сусiдiв [22]. Проте наявнiсть не одного,
а саме двох сортiв частинок там дуже суттєва.

Повнi чортовi сходи, а також верхня чортова сходинка як їх ча-
стина — не лише один з найцiкавiших об’єктiв теоретичної фiзики.
Вони iснують в реальних фiзичних системах [23]. Так нещодавно
чортовi сходи було вiдкрито в системi атомiв свинцю, адсорбованих
на поверхнi кристалу кремнiю, Pb/Si(111) [24]. Вони, за словами ав-
торiв [24], свiдчать про "високий ступiнь самоорганiзацiї, зумовленої
далекосяжними вiдштовхувальними взаємодiями мiж адсорбовани-
ми атомами".

Iснування чортової сходинки означає, що навiть скiнченного ран-
гу взаємодiї (у двовимiрних i тривимiрних моделях) можуть поро-
джувати нескiнченну кiлькiсть областей на дiяграмi основного ста-
ну. А ще чортову сходинку пов’язують з проблемою нескiнченної
адаптативности, яку в 1973 роцi експериментально вiдкрив Андер-
сон (див. [8] i цитовану там лiтературу). Вона полягає в тому, що
кожному можливому складу (взятому в певних межах), вiдповiдає
своя, єдина й цiлком упорядкована кристалiчна структура без де-
фектiв. Нультемпературна чортова сходинка якраз i є прикладом
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Рис. 15. Хаотизована фаза S
(

1
4 ; 1, 0, 0

)

(видiлено мотив).

нескiнченної адаптативности. У 1978 роцi Кiттель припустив, що
до нескiнченної адаптативности призводять далекосяжнi вiдштов-
хувальнi взаємодiї. Наш приклад, як i приклад Канаморi, показує,
що ранг цих взаємодiй не мусить бути дуже великий, тим паче не-
скiнченний. А в наступному роздiлi буде показано, що цi взаємодiї
навiть не мусять бути чисто вiдштовхувальними.

5. Вплив на чортову сходинку парної взаємодiї су-
сiдiв вiд четвертого до дев’ятнадцятого рангу

Чи усувають виродження на лiнiї мiж крайнiми структурами до-
слiджуваної нескiнченної послiдовности (S0 i S∞) парнi взаємодiї
рангу вищого вiд трьох, породжуючи чортову сходинку? Маючи ви-
рази (4.6), це не важко дослiдити. Вважаючи, що J1 > 0, i занулю-
ючи усi взаємодiї рангу r ≥ 3, окрiм дослiджуваної, приходимо до
такого результату: взаємодiї рангу r = 6, 7, 8, 12, 16, 18, 19 породжу-
ють чортову сходинку у випадку вiдштовхування, а взаємодiї рангу
r = 4, 5, 9, 10, 14 — у випадку притягання. Нi вiдштовхувальна, нi
притягальна взаємодiя сусiдiв рангу r = 11, 13, 15, 17 не породжують
чортової сходинки. Взаємодiя одинадцятих, тринадцятих, п’ятнадця-
тих i сiмнадцятих сусiдiв породжують лише фазу S1 (одинадцятих i
сiмнадцятих — у випадку притягання, тринадцятих i п’ятнадцятих
— у випадку вiдштовхування).

Щоби пояснити, чому парнi взаємодiї одних рангiв породжують
чортову сходинку у випадку притягання, iнших рангiв — у випадку
вiдштовхування, а ще iнших — не породжують її нi в одному, нi в
другому випадку, розгляньмо вираз для енергiї m-тої структури з
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нескiнченної послiдовности структур:

Em = 2p0(m)

[

∑

i

(2pi(m) − zi)Ji − h

]

. (5.1)

Запишiмо рiвняння межi мiж фазами Sm i Sm+1:

Em+1 − Em = 2p0(m + 1)

[

∑

i

(2pi(m + 1) − zi)Ji − h

]

−2p0(m)

[

∑

i

(2pi(m) − zi)Ji − h

]

= 0, (5.2)

або

h =
2

∑

i [p0(m + 1)pi(m + 1) − p0(m)pi(m)] Ji

p0(m + 1) − p0(m)
−

∑

i

ziJi. (5.3)

Кiлькiсть i-тих сусiдiв на одну частинку для структури Sm має
вигляд

pi(m) =
ai(m)m2 + bi(m)m + ci(m)

3m2 + 3m + 1
. (5.4)

Якщо ранг взаємодiї скiнченний, то iснує таке натуральне число m0,
що для всiх m ≥ m0 коефiцiєнти в чисельнику вже не залежать вiд
m:

ai(m) = ai(m0) = ai(∞) = ai,

bi(m) = bi(m0) = bi(∞) = bi, (5.5)

ci(m) = ci(m0) = ci(∞) = ci.

Перейшовши в (5.3) до границi m → ∞, одержимо рiвняння межi
нескiнченної послiдовности фаз:

h =
∑

i

8ai − 6bi − 3zi

3
Ji. (5.6)

Якщо максимальний ранг взаємодiї дорiвнює 19, то рiвняння межi
має вигляд

h = 2J1 − 6J2 − 10J3 − 8J4 + 12J5 − 12J6 + 16J7

+14J8 − 32J9 − 24J10 − 22J11 + 24J12 + 4J13

−20J14 + 24J15 + 40J16 − 36J17 + 28J18 + 26J19. (5.7)
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Ми не можемо знайти умови iснування чортової сходинки для
великих рангiв парної взаємодiї, однак можемо записати "внутрi-
шнi" (у межах множини фаз нескiнченної послiдовности Sm) умови
iснування чортової сходинки (не обов’язково повної). Вони мають
вигляд:

E∞ < Em для h = h(∞), m = 0, 1, 2, ..., (5.8)

де

h(∞) = lim
m→∞

h(m) =
∑

i

8ai − 6bi − 3zi

3
Ji. (5.9)

Цi умови рiвносильнi таким:
∑

i

[

3m2 (ai(∞) − ai(m)) + 3m (bi(∞) − bi(m)) + bi(∞) − 3ci(m)
]

Ji < 0.

(5.10)
Вони стають однаковими, починаючи з m = m0, про яке йшлося
вище:

∑

i

bi − 3ci

3
Ji < 0. (5.11)

Якщо максимальний ранг взаємодiї дорiвнює дев’ятнадцять, то ма-
ємо три "внутрiшнi" умови iснування чортової сходинки:

−J3 + 2J4 + J5 − 2J6 − 2J7 − 8J8 + 6J9 + 2J10

−2J11 − J12 + 6J13 + 16J14 + 2J15

−30J16 − 8J17 − 4J18 − 28J19 < 0 (для m > 1), (5.12)

−J3 + 2J4 + J5 − 2J6 − 2J7 − 8J8 + 6J9 + 2J10

−2J11 − J12 + 6J13 + 16J14 + 2J15

−30J16 − 8J17 − 10J18 − 28J19 < 0 (для m = 1), (5.13)

−J3 + 2J4 + J5 − 2J6 − 2J7 − 5J8 + 6J9 + 2J10

+4J11 − J12 − 6J13 + 4J14 − 4J15

−6J16 + 4J17 − 4J18 − 4J19 < 0 (для m = 0). (5.14)

Ми знайшли лише необхiднi, "внутрiшнi умови iснування чорто-
вої сходинки у випадку парної взаємодiї до дев’ятнадцятого рангу
включно. Якщо коефiцiєнт при Ji вiд’ємний в усiх трьох умовах, то
вiдповiдна взаємодiя сприяє утворенню чортової сходинки у випадку
вiдштовхування, якщо додатнiй — у випадку притягання, якщо ж в
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одних умовах додатнiй, а в iнших вiд’ємний, то вiдповiдна взаємодiя
в жодному випадку не сприяє утворенню чортової сходинки.

Достатнi умови знайти складно, тому ми обмежимося взаємодiєю
до четвертих сусiдiв включно. Розгляньмо кластер з десяти вузлiв,
зображений на рис. 16, i запишiмо Гамiльтонiян у виглядi єдиної
суми за такими кластерами:

Рис. 16. Нумерацiя вузлiв у великому трикутному кластерi.

H =
∑

i

Hi =
∑

i

{

V1

2(2β1 + β2 + β3 + 2β4)

×
[

β1σ
1
i0

(

σ1
i1 + σ1

i2 + σ1
i3 + σ1

i4 + σ1
i5 + σ1

i6

)

+β2

(
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i1σ

1
i2 + σ1

i3σ
1
i4 + σ1

i5σ
1
i6

)

+ β3

(
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i2σ

1
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i4σ
1
i5 + σ1

i6σ
1
i1

)

+β4

(

σ1
i7(σ

1
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1
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1
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)]

+
V2
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[

γ1

(

σ2
i1σ

2
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i3σ
2
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i5σ
2
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i2σ
2
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i4σ
2
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+σ2
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2
i2

)

+ γ2σ
2
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(

σ2
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i8 + σ2
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)]

+
V3

2(δ1 + 2δ2)

[

δ1

(

σ3
i1σ

3
i4 + σ3

i2σ
3
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i3σ
3
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3
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3
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+
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2

[

σ4
i7(σ

4
i3 + σ4

i4) + σ4
i8(σ

4
i5 + σ4

i6) + σ4
i9(σ

4
i1 + σ4

i2)
]

+
V5

2

[

σ5
i7σ

5
i8 + σ5

i8σ
5
i9 + σ5

i9σ
5
i7

]

−
µ

2(α1 + 6α2 + 3α3)

[

α1σ
0
i0 + α2

(

σ0
i1 + σ0
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i5 + σ0

i6

)

+α3

(

σ0
i7 + σ0

i8 + σ0
i9

)]}

, (5.15)
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Рис. 17. Дводоменна структура на межi нескiнченної послiдовности
фаз Sm.

де запроваджено позначення

σ4
ij = a4σij + b4, σ5

ij = a5σij + b5. (5.16)

Позаяк кожен вузол має дванадцять четвертих сусiдiв i шiсть п’ятих,
формули переходу до простої спiнової моделi такi:

Vi =
Ji

a2
i

, i = 1 ÷ 5,

µ =
1

a0
(h + 6(a1b1V1 + a2b2V2 + a3b3V3 + 2a4b4V4 + a5b5V5)) .

Як видно з наведених вище формул, кластер у виглядi велико-
го трикутника дає змогу розглядати взаємодiї до п’ятого рангу, та
ми обмежимося четвертим рангом (J5 = 0). Кiлькiсть конфiгурацiй
великого трикутника з урахуванням симетрiї дорiвнює 208. Тому в
цьому випадку, та й навiть у випадку квiтки, кiлькiсть конфiгурацiй
якої дорiвнює 26, неможливо обiйтися без допомоги комп’ютерних
програм аналiтичних обчислень.

Умови iснування нескiнченної послiдовности фаз Sm у площинi
(

h
|J1|

, J2

|J1|

)

тотожнi умовам iснування на межi цiєї послiдовности дво-

доменної структури, зображеної на рис. 17. Дводоменну структуру
творять конфiгурацiї квiтки , , i , або конфiгу-
рацiї великого трикутника, показанi на рис. 18.

Якщо −J3+2J4 < 0, −J1+2J3−2J4 < 0, −J1+2J3+4J4 < 0, то мо-
жна так вибрати "вiльнi коефiцiєнти" в (5.15), що на межi нескiнчен-
ної послiдовности фаз h = 2J1−6J2−10J3−8J4, починаючи з певного
значення J2, мiнiмальну енергiю матимуть конфiгурацiї трикутни-
ка, зображенi на рис. 18. Цi коефiцiєнти можуть бути, наприклад,
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Рис. 18. Злiва: Конфiгурацiї великого трикутника, з яких утворена
дводоменна структура (першi три стрiчки) та структура (b) (остан-
ня стрiчка). Справа: Конфiгурацiї великого трикутника, що мають
на межi нескiнченної послiдовности фаз ту саму енергiю, що й кон-
фiгурацiї, з яких утворена дводоменна структура та структура (b).

такими: α1 = 0, α2 = α3, β1 = J1−2J3+2J4

2J4
β4, β2 = β3 = J3−2J4

J4
β4,

γ1 = γ2, δ1 = J3−2J4

J4
δ2, ai = 1

2 , b2 = −2J1+J2+4J3−4J4

2J2
, b1 = b4 = 1

2 ,

b3 = −J1−J3+13J4

6(J3−3J4)
. Правда, таку саму енергiю мають ще десять кон-

фiгурацiй великого трикутника (рис. 18), та вони не можуть бути
зреалiзованi у цiй сукупностi. Це легко перевiрити безпосередньо, та
потреби в цьому нема, тому що нi в одну з цих конфiгурацiй велико-
го трикутника не входить жодна iнша квiтка, крiм тих, якi творять
дводоменну структуру та структуру (b).

Отож, маємо достатнi умови iснування нескiнченної послiдовно-
сти фаз у моделi зi взаємодiєю до четвертого рангу включно. Запи-
шiмо їх iще раз:

−J3 + 2J4 < 0, −J1 + 2J3 − 2J4 < 0, −J1 + 2J3 + 4J4 < 0. (5.17)

Цi умови задають областi, якi зображено на рис. 19. Як бачимо, якщо
ранг взаємодiї бiльший вiд трьох, то чортова сходинка може iснува-
ти й у випадку притягальної взаємодiї мiж найближчими сусiдами
(J1 < 0). Перша з цих умов є водночас i необхiдною, бо це умова
(5.12). Друга (третя) умова не є необхiдною, бо коли вона виконує-
ться, то на межi нескiнченної послiдовности фаз, окрiм конфiгурацiй
великого трикутника, зображених на рис. 18, найменшу енергiю має
лише перша (друга) конфiгурацiя, яку показано на рис. 19. Проте
вона не дає нових структур. Щоби знайти всю область iснування
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Рис. 19. Частина области iснування чортової сходинки для J1 < 0
i J1 > 0 у випадку парної взаємодiї до четвертого рангу включно,
а також додатковi конфiгурацiї великого трикутника, якi реалiзую-
ться на межах областей. Червоною лiнiєю вказано справжню межу
области.

чортової сходинки у випадку парної взаємодiї до четвертого рангу
включно, треба розглядати бiльшi кластери.

6. Висновки

За допомогою запропонованого методу можна побудувати повну дi-
яграму основних станiв для багатьох моделей ґраткового газу або
еквiвалентних їм спiнових моделей. Метод особливо ефективний для
дослiдження виродження, що виникає на межах областей у просторi
параметрiв Гамiльтонiяну. Це дозволяє iдентифiкувати фазовi пере-
ходи першого роду, а також виявити нескiнченнi послiдовностi фаз —
так званi нультемпературнi чортовi сходинки. На вiдмiну вiд методу,
запропонованого Брандтом i Штольце, наш метод дає змогу знахо-
дити хаотизованi фази, а також упорядкованi, однак неперiодичнi
структури (в тому числi квазикристалiчнi).

Використовуючи наш метод, ми знайшли основнi стани в будь-
якiй точцi простору параметрiв Гамiльтонiяну моделi ґраткового га-
зу (моделi Iзинга) на трикутнiй ґратцi зi взаємодiєю перших i других
сусiдiв й iдентифiкували фазовi переходи першого роду. Ми довели,
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що вмикання вiдштовхувальної взаємодiї третiх сусiдiв призводить
до виникнення нультемпературної чортової сходинки. Це — найва-
жливiший результат роботи. Щодо дальших сусiдiв, то взаємодiя
одних сприяє виникненню чортової сходинки у випадку вiдштовху-
вання, iнших — у випадку притягання, а ще iнших — не сприяє нi
в одному, нi в другому випадку. Ми також показали, що в моделi
зi взаємодiєю до четвертих сусiдiв включно чортова сходинка може
iснувати й у випадку притягальної взаємодiї найближчих сусiдiв.

Насамкiнець треба зауважити, що наш метод побудови основних
станiв моделей ґраткового газу застосовний i для моделей з багатьма
сортами частинок (або для спiнових моделей зi спiном бiльшим однi-
єї другої). Однак, попри цiкавi результати, одержанi за допомогою
цього методу, вiн усе-таки не вирiшує до кiнця проблему знаходже-
ння основних станiв складних моделей ґраткового газу i потребує
подальшого розвитку i вдосконалення.

Автор вдячний Стасюку I. В., Мриглодовi I. М., Верхоляку Т. М.
i Держковi В. О. за кориснi поради й обговорення результатiв.
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Додаток 1. Обчислення виразiв для pi

Вираз для pi (i = 1, 2, ...), що вiдповiдає структурi номер m, почина-
ючи з певного m, має вигляд

pi =
aim

2 + bim + ci

3m2 + 3m + 1
, (6.1)

де коефiцiєнти ai, bi i ci не залежать вiд m. Коефiцiєнт ai — це три
другi вiд кiлькости i-тих сусiдiв частинки у граничнiй структурi не-
скiнченної послiдовности структур, тобто в структурi (c). Коефiцiєнт
bi визначаємо таким чином:

bi = 3(∆0 + ∆1 + ∆2 + ... + ∆k) − (6k + 1)ai, (6.2)

∆0 — кiлькiсть i-тих сусiдiв вiддаленої вiд вершини частинки на межi
мiж трикутними доменами,
∆l (l = 1, 2, ..., k) — кiлькiсть i-тих сусiдiв вiддаленої вiд вершини
трiйки частинок l-го шару трiйок,
k — кiлькiсть шарiв трiйок (по один бiк доменної стiнки), з якими
взаємодiє частинка доменної стiнки.
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Приклад: для восьмих сусiдiв a8 = 3, k = 1, ∆0 = 1, ∆1 = 4,
b8 = 3(1 + 4) − (6 + 1)3 = −6.

Додаток 2. Доведення вiдсутности фазового пере-
ходу першого роду мiж двома фазами

Нехай маємо сумiш двох фаз: S(p1
0; p1

1, p1
2, p1

3, ...) з вагою
ε i S(p2

0; p2
1, p2

2, p2
3, ...) з вагою 1 − ε, якi утворюють фазу

S(p0; p1, p2, p3, ...). Якщо границя i взаємодiя мiж однаковими мо-
тивами така сама, як i мiж рiзними, тобто якщо доменна стiнка мiж
доменами рiзних фаз має нульову енергiю утворення, то для p0 i pi

матимемо:

p0 =
εp1

0 + δ(1 − ε)p2
0

ε + δ(1 − ε)
,

pi =
εp1

i p
1
0 + δ(1 − ε)p2

i p
2
0

εp1
0 + δ(1 − ε)p2

0

(i = 1, 2, 3, ...). (6.3)

Тут δ — вiдношення кiлькости вузлiв у мотивi другої фази до кiль-
кости вузлiв у мотивi першої фази.

Сумiш фази S( 4
15 ; 1

2 , 0, 5
4 ) з вагою ε i фази S( 7

25 ; 3
7 , 0, 12

7 ) з
вагою 1 − ε — це фаза S( 7−3ε

5(5−2ε) ;
3−ε
7−3ε

, 0, 12−7ε
7−3ε

) (див. рис. 20). На

лiнiї J2 = − 4
3J1+ 8

3J3−
1
6h, тобто на межi мiж фазами S( 4

15 ; 1
2 , 0, 5

4 ) i
S( 7

25 ; 3
7 , 0, 12

7 ) усi можливi сумiшi цих фаз мають однакову енергiю.
Тому фазового переходу першого роду мiж цими фазами нема.
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Рис. 20. Одна з можливих конфiгурацiй на межi фаз S( 4
15 ; 1

2 , 0, 5
4 )

та S( 7
25 ; 3

7 , 0, 12
7 ). Червонi вузли — це заповненi вузли доменних

стiнок мiж фазами.
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