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Дослiдження термодинамiчних та динамiчних властивостей
кристалу сегнетової солi в рамках моделi Мiцуї iз п’єзоеле-
ктричною взаємодiєю та поперечним полем

Р.Р.Левицький, А.Я.Андрусик, I.Р.Зачек

Анотацiя. В рамках моделi Мiцуї iз п’єзоелектричною взаємодiєю та
поперечним полем розраховано дiелектричнi (статичнi i динамiчнi),
п’єзоелектричнi та пружнi характеристики сегнетоелектрикiв з дво-
мiнiмумним асиметричним потенцiалом. Запропоновану теорiю було
використано для опису вiдповiдних характеристик сегнетової солi
(Rs), для якої також було дослiджено п’єзоелектричний резонанс та
поглинання звуку. Було одержано оптимальний набiр параметрiв те-
орiї, який дозволив досягнути кращої згоди теорiї з експериментом,
порiвняно iз моделлю, що не враховує поперечного поля.

Study of Rochelle salt thermodynamic and dynamic properti-
es within the Mitsui model taking into account piezoelectric
interaction and transverse field

R.R.Levitskii, A.Ya.Andrusyk, I.R.Zachek

Abstract. Within the Mitsui model, which takes into account piezo-
electric interaction and transverse field, dielectric (static and dynamic),
piezoelectric and elastic characteristics of ferroelectric with asymmet-
ric double-well potential were studied. Developed model was applied to
Rochelle salt (Rs) crystal, in respect of which also the piezoelectric reso-
nance and sound attenuation phenomena were studied. The optimal set
of parameters was derived allowing for better agreement between theory
and experiment as compared to the model without transverse field.

Подається в Condensed Matter Physics

Submitted to Condensed Matter Physics

c© Iнститут фiзики конденсованих систем 2009
Institute for Condensed Matter Physics 2009

ICMP–09–01U 1

Вступ

Сегнетоактивнi кристали типу лад-безлад з асиметричним двомiнi-
мумним потенцiалом володiють цiлим рядом незвичайних власти-
востей. Яскравим прикладом таких сполук є подвiйний тартрат
натрiю-калiю NaKC4H4O6·4H2O (сегнетова сiль, Rs).

Структура сегнетової солi, основнi фiзичнi властивостi та уявле-
ння про можливий механiзм фазових переходiв у нiй описанi в [1,2].
Коротко згадаємо найважливiшi фiзичнi характеристики сегнетової
солi. Кристал Rs зазнає два сегнетоелектричних фазових переходи
другого роду: при T=255 K iз параелектричної фази у сегнетоеле-
тричну i при T =297 K знову у параелектричну фазу. Кристалiчна
структура сегнетоелектричної фази є моноклiнною i належить до
просторової групи C2

2 −P21; в низькотемпературнiй та високотемпе-
ратурнiй параелектричних фазах Rs описується ромбiчною просто-
ровою групою D3

2 − P212121 [3]. Спонтанна поляризацiя сегнетової
солi напрямлена вздовж x-осi i супроводжується спонтанною дефор-
мацiєю ε4. Елементарна комiрка мiстить чотири формульнi одиницi.
Характерною рисою цих кристалiв є наявнiсть в них нескiнченних
спiральних ланцюжкiв водневих зв’язкiв O-H...O мiж молекулами
кристалiзацiйної води та анiонами кисню.

Перша спроба пояснити фiзичнi властивостi сегнетової солi була
здiйснена в роботi [4], де було висловлено припущення, що фазо-
вi переходи в нiй вiдбуваються за рахунок упорядкування водневих
зв’язкiв мiж атомами кисню O1 i O10, якi, за випадковим збiгом, ви-
явилися розташованими вздовж x-осi. Невдовзi це припущення було
вiдкинуто (див. [5]); натомiсть на пiдставi структурних даних було
зроблено висновок про важливу роль атомiв водню з гiдроксильних
груп сформованих киснем O5 (надалi називатимемо їх просто гiдро-
ксильнi групи OH5), що належить тартратному комплексу (див. [6]).

Роботи Фрейзера [5, 6] лягли в основу усталеного погляду на фi-
зику фазових переходiв у сегнетовiй солi, згiдно з яким фазовi пе-
реходи у сегнетовiй солi є типу лад-безлад. Спонтанна поляризацiя
пов’язується iз обертальним рухом гiдроксильних груп комплексiв
тартрату OH5 мiж двома положеннями рiвноваги (див. [1, 2]). Еле-
ментарна комiрка мiстить чотири диполi; двомiнiмумний потенцiал,
в якому рухаються диполi, є асиметричним. Цi диполi формують двi
взаємопроникаючi пiдгратки з локальними потенцiалами, що є дзер-
кальними вiдображеннями одна одної. В результатi, навiть якщо в
кожнiй пiдгратцi диполi є повнiстю впорядкованi (наявна пiдгратко-
ва поляризацiя), сумарна поляризацiя в кристалi буде рiвною нулю.
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Цi положення лягли в основу моделi Мiцуї [7], яку зазвичай викори-
стовують при теоретичному дослiдженнi сегнетової солi.

Проте останнi структурнi дослiдження сегнетової солi суттєво
змiнили уявлення про фазовий перехiд у сегнетовiй солi i показа-
ли, що механiзм фазового переходу є складнiшим. Результати ней-
тронного розсiяння [8, 9] засвiдчили, що гiдроксильнi групи OH5 не
здiйснюють орiєнтацiйного руху i в результатi вiдiграють малу роль
у фазовому переходi, принаймнi для дейтерованої сегнетової солi.
Згiдно з експериментами щодо рентгенiвського розсiяння [10], спон-
танна поляризацiя у сегнетовiй солi виникає внаслiдок одночасного
змiщення молекул тартрату i молекул води в оточеннi iонiв K та Na.
Виконанi у 90-их роках структурнi роботи [3,9–11] чiтко встановили,
що найбiльших змiщень, iндукованих фазовим переходом зазнають
молекули води сформованi киснями O8, O9 i O10. Цi данi пiдтвердив
Кульда та iн. [12]: базуючись на своїх даних з дифракцiї рентгенiв-
ських променiв вiн зробив висновок, що вiдповiдальними за фазовi
переходи у сегнетовiй солi, як i за спонтанну поляризацiю є упоряд-
кування киснiв (або вiдповiдних молекул води, сформованих цими
киснями) O9 i O10, що зв’язанi один з одним коливними змiщеннями
кисню O8. Тим не менше у iнших деталях структурнi моделi досi сут-
тєво вiдрiзняються одна вiд одної. Наприклад данi щодо рентгенiв-
ського розсiяння у монодоменному зразку [10] ймовiрно свiдчать про
додаткове змiщення карбоксильних груп O3-C4-O4. Структурнi данi
останнiх дослiджень щодо рентгенiвської дифракцiї на порошку [3]
показали неочiкувано велике змiщення також i атомiв вуглецю C1,
що з необхiднiстю привело до висновку про поворот цiлої молекули
тартрату.

Отже, проведенi до цього часу структурнi дослiдження почасти
заперечують одне одного i не можуть дати остаточну вiдповiдь на
питання про мiкроскопiчну природу фазових переходiв в кристалi
Rs.

Сучасне уявлення про динамiку параметра порядку в кристалi
Rs теж не виглядає однозначним. Спочатку за рахунок спостере-
жуваного критичного сповiльнення дебаївської релаксацiйної моди
у ГГц-дiапазонi в околi точок Кюрi фазовий перехiд у сегнетовiй
солi було вiднесено до типу лад-безлад [13–15]. Пiзнiше дiелектри-
чнi вимiрювання у субмiлiметровому дiапазонi виявили резонансну
граткову моду поблизу 22 см−1, яка пом’якшується i передемпфову-
ється при наближеннi до фазового переходу знизу [16], що свiдчить
про характер фазового переходу суто типу змiщення. Наступнi дiеле-
ктричнi вимiрювання у ГГц-дiапазонi [17] встановили спiвiснування
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м’якої моди iз релаксацiйною модою у широкому температурному
дiапазонi (принаймнi у дiапазонi 100 K–300 K, див. наприклад [18]).
Цi результати показали, що передемпфований вiдгук граткової мо-
ди не тотожний спостережуванiй ранiше дебаївськiй релаксацiї. Та-
ка ситуацiя, коли м’яка мода доповнюється релаксацiйною модою
є притаманною для систем, що мають механiзм фазового переходу
промiжного типу мiж лад-безлад i типу змiщення.

Данi щодо розсiяння нейтронiв [19] пов’язали виявлену у параеле-
ктричнiй фазi м’яку моду iз скорельованим рухом трьох з чотирьох
молекул води (з тими самими, якi найсильнiше змiщуються при се-
гнетоелектричному фазовому переходi). Було показано, що в м’якiй
модi коливання з найбiльшими амплiтудами вздовж x-осi здiйсню-
ють протифазнi коливання молекул води O8 та O10, тодi як най-
бiльшi амплiтуди вздовж y-осi мають протифазнi коливання молекул
води O9 та O10. Вiдноснi статичнi змiщення iонiв iнiцiюють виникне-
ння дипольних моментiв в елементарних комiрках, а разом iз ними
i фазовий перехiд у сегнетоелектричну фазу.

Однак такi змiщення можна також проiнтерпретувати i як змi-
ну (з рiвноiмовiрного на нерiвноiмовiрне) заселення двох можливих
положень невпорядкованої параелектричної структури (виявленої у
структурних дослiдженнях [20,21]). Iснування двох атомних позицiй
було пiдтверджено даними щодо дифракцiї нейтронiв [9]; цей факт
було взято за основу при побудовi так званої моделi розщепленого
атома (split-atom model) для кристала Rs [9].

Механiзм фазового переходу лад-безлад було покладено в осно-
ву згаданої вище напiвмiкроскопiчної моделi Мiцуї. Незважаючи на
простоту ця модель успiшно пояснила наявнiсть у сегнетової солi
двох точок Кюрi а також поведiнку цiлого ряду iнших фiзичних ха-
рактеристик.

Дослiдження моделi Мiцуї, сформульованої у термiнах псевдоспi-
нових операторiв [13, 22], виявило, що вона може мати кiлька типiв
температурної поведiнки. В залежностi вiд параметрiв теорiї у систе-
мi, що описується моделлю Мiцуї, може вiдбуватися один фазовий
перехiд другого роду iз сегнето- у параелектричну фазу (як це спо-
стерiгається у RbHSO4), два фазових переходи другого роду (Rs,
dRs), один низькотемпературний перехiд першого роду i один висо-
котемпературний фазовий перехiд другого роду1 (NH4HSO4), i т.д. В
роботах [22–25] в рамках моделi Мiцуї в наближеннi молекулярного
поля (НМП) були розрахованi i дослiдженi спонтанна поляризацiя,

1щоб одержати таку послiдовнiсть фазових переходiв слiд припустити, що
параметри теорiї залежать вiд температури [26]
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дiелектрична проникнiсть та iншi термодинамiчнi характеристики
згаданих вище кристалiв.

Релаксацiйна динамiка кристалiв Rs, dRs та RbHSO4 в рамках
моделi Мiцуї вивчалась в роботах Жекша [22,27], Морi [25], а також
Левицького i спiвробiтникiв [28–31]. В цих роботах було розраховано
температурну залежнiсть часiв релаксацiї i динамiчну проникнiсть
кристалiв. Для сегнетової солi, зокрема, було одержано, що час рела-
ксацiї зазнає критичного сповiльнення в точках фазових переходiв.
Експеримент [13] зi свого боку показав, що час релаксацiї в цих то-
чках є хоч i великий, проте скiнченний. Отже, теоретично розрахова-
на та експериментальна статична дiелектрична проникнiсть принци-
пово вiдрiзнялися: теоретична розбiгалася в точках фазового пере-
ходу, а експериментальна залишалася скiнченною. Було зрозумiло,
що причина такої невiдповiдностi теорiї та експерименту полягає або
в недосконалостi моделi, або в недостатностi використаного набли-
ження. В роботах [22,27] модель Мiцуї була доповнена врахуванням
ефектiв тунелювання. А в роботi [32] модель Мiцуї розглядалася у
вищому за молекулярне поле наближеннi двочастинкового кластера.
Жоден з цих крокiв не дозволив одержати правильну температурну
залежнiсть часу релаксацiї в точках фазових переходiв.

Слiд зауважити, що в згаданих вище теоретичних роботах основ-
ну увагу було зосереджено на з’ясуваннi можливостi опису моделлю
Мiцуї лише окремих фiзичних характеристик Rs i dRs. При цьому,
досягнувши вибором параметрiв теорiї для вибраних фiзичних хара-
ктеристик хорошої згоди теорiї з експериментом, не були розрахова-
нi iншi фiзичнi характеристики. Такий пiдхiд не дозволив впевнено
стверджувати, що модель Мiцуї адекватна кристалам Rs та dRs.

Ступiнь згоди теорiї з експериментом, а разом iз нею i успiх в
описi фiзичних характеристик кристалiв типу Rs на основi моделi
Мiцуї, в значнiй мiрi залежить вiд вибраних модельних параметрiв
теорiї. Вибiр параметрiв теорiї, адекватних дослiджуваним криста-
лам, в свою чергу, в значнiй мiрi впирається в проблему загального
вивчення фазових переходiв у моделi Мiцуї i їх залежнiсть вiд пара-
метрiв теорiї. Вакс в роботi [23] здiйснив першу спробу дослiдження
можливих фазових переходiв моделi Мiцуї. В цiй роботi наведено
дiаграму областей сегнетофази. Проте, одержана дiаграма є доволi
приблизною i не враховує поперечне поле. Вакс зазначив, що його ре-
зультат є не повним, а також вказав на необхiднiсть бiльш детально-
го дослiдження фазових переходiв моделi Мiцуї. Повну i правильну
фазову дiаграму нещодавно було побудовано Дубленичем [33].

Успiшне вирiшення проблеми некоректної поведiнки часу рела-
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ксацiї та дiелектричної проникностi сегнетової солi в точках фазово-
го переходу було знайдено пiсля порiвняння цих фiзичних властиво-
стей кристалiв Rs та RbHSO4. Виявилося, що для кристала RbHSO4,
який також описується моделлю Мiцуї, вiдсутня зазначена проблема:
як теорiя так i експеримент виявляють особливiсть в точцi фазового
переходу для часу релаксацiї та статичної дiелектричної проникно-
стi [30, 34–36].

В роботi [37] було висловлено iдею, що джерелом вiдмiнностi у
температурнiй поведiнцi часу релаксацiї сегнетової солi i RbHSO4

є п’єзоелектричнi властивостi сегнетової солi (кристал RbHSO4 не
є п’єзоелектричним). В цiй роботi модель Мiцуї було модифiковано
врахуванням п’єзоелектричної взаємодiї псевдоспiнової пiдсистеми iз
деформацiєю гратки i в рамках розширеної моделi було теоретично
одержано скiнченнi значення часу релаксацiї в точках фазових пе-
реходiв для затиснутого кристала сегнетової солi. Запропонований в
роботi [37] пiдхiд також дозволив пояснити вiдмiнностi дiелектри-
чних проникностей, вимiряних у режимах затиснутого i вiльного
кристала. Загалом для часу релаксацiї i дiелектричних проникно-
стей вiльного i затиснутого кристала було одержано хорошу згоду
теорiї з експериментом. Крiм того, у цiй роботi вперше було одержа-
но єдиний набiр параметрiв теорiї, який забезпечив добру згоду те-
орiї з експериментом для багатьох вiдомих фiзичних характеристик
сегнетової солi: пружних, поздовжнiх дiелектричних i п’єзоелектри-
чних.

В роботi [37] окрiм статичних були дослiдженнi i динамiчнi хара-
ктеристики сегнетової солi. В рамках методу Ґлаубера була розрахо-
вана динамiчна проникнiсть сегнетової солi i було описано спостере-
жувану на експериментi дисперсiю в мiкрохвильовiй областi частот.
Розрахунки показали, що основний вклад в дисперсiю дає одна ре-
лаксацiйна мода, i це пiдтверджується експериментом.

Пiсля побудови моделi, що враховує п’єзоефект, з’явилася можли-
вiсть дослiдити динамiку в областi частот 104–108 Гц, де має мiсце
п’єзорезонанс. В роботi [38] модель Мiцуї iз п’єзоелектричною вза-
ємодiєю було доповнено врахуванням динамiки зсувної деформацiї
ε4 i в наближеннi молекулярного поля одержано вираз для динамi-
чної сприйнятливостi. Цей вираз у високочастотнiй границi перед-
бачає затискання кристала частотою. При ω → ∞ вiн спiвпадає iз
сприйнятливiстю затиснутого кристала, а в статичнiй границi спiв-
падає iз сприйнятливiстю вiльного кристала, одержаними в [37]. В
рамках цiєї ж моделi в роботi [38] було розраховано швидкiсть поши-
рення та коефiцiєнт поглинання звуку i дослiджено їх температурнi
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та частотнi залежностi. Слiд вiдзначити, що в цiй роботi вперше було
здiйснено модельний розрахунок коефiцiєнта поглинання для кри-
стала Rs. До її появи теоретичний опис цього явища обмежувався
запропонованим Ландау i Халатнiковим пiдходом, що грунтується
на розкладi термодинамiчного потенцiалу за степенями параметра
порядку.

Робота [37] спонукала по-новому теоретично розглянути такi пи-
тання, як вплив на фiзичнi властивостi сегнетової солi зовнiшнiх чин-
никiв: наприклад, поля [39], гiдростатичного [40] i одновiсного σ4 [41]
тискiв. В рамках нової моделi було дослiджено частково дейтерованi
сполуки сегнетової солi [42]. Щодо експериментальних робiт, то слiд
вiдзначити роботу Сливки з спiвавторами [43], в якiй було дослiдже-
но вплив вологостi, вiдпалу, зовнiшнього тиску i електричного поля
на фiзичнi властивостi сегнетової солi. Сучаснi методи експерименту,
використанi в цiй роботi, оновили одержанi ранiше експериментальнi
данi для сегнетової солi.

Незважаючи на значний поступ, якого було досягнуто в робо-
тi [37] i тих, що з’явилися слiдом за нею, деякi проблеми теорети-
чного пояснення фiзичних властивостей сегнетової солi залишаються
досi не розв’язаними. Так, розрахована теоретично спонтанна поля-
ризацiя є вiдчутно нижчою за експериментальну в усьому темпера-
турному iнтервалi. Крiм того розрахована теоретично дiйсна частина
динамiчної дiелектричної проникностi при температурах, нижчих за
температуру нижнього фазового переходу є значно вищою за експе-
риментальну в мiкрохвильовому частотному дiапазонi.

Можемо зазначити кiлька шляхiв вирiшення iснуючих проблем.
Наприклад, модель може бути доповнена врахуванням електростри-
кцiї, може бути доповнена врахуванням поперечного поля, може
бути розширена з типу лад-безлад до змiшаного: типу змiщення i
лад-безлад (явно враховуючи зчеплення псевдоспiнових мод iз тими
гратковими модами змiщення, чиї власнi вектори пов’язанi iз ви-
никненням спонтанної поляризацiї). Крiм того, приймаючи до ува-
ги реальну структуру кристала сегнетової солi, слiд дослiджувати
не двопiдграткову модель Мiцуї, а бiльш точну, чотирипiдграткову,
розвинену в [44] на основi роботи [45]2. Для вирiшення iснуючих про-
блем у теорiї фiзичних властивостей сегнетової солi також доцiльно
використати вищi наближення, наприклад, кластерне наближення.

Зрозумiло, що практично дослiдити максимально адекватну се-

2Зауважимо, що за вiдсутностi зовнiшнiх поперечних електричних полiв тер-
модинамiка чотирипiдграткової моделi як в [45], так i в [44] є еквiвалентною
термодинамiцi двопiдграткової моделi Мiцуї.
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гнетовiй солi модель (таку, що враховуватиме всi приведенi вище
доповнення) на даному етапi неможливо. Проте можна дослiдити
вплив на модель кожного з доповнень зокрема i з’ясувати, для яких
фiзичних характеристик кожне конкретне доповнення є важливим,
а для яких нi.

В данiй роботi для дослiдження фiзичних властивостей сегне-
тової солi ми доповнили розширену п’єзоелектричною взаємодiєю
модель Мiцуї [37] врахуванням поперечного поля. Аргументом на
користь можливої присутностi у модельному гамiльтонiанi додан-
кiв типу поперечного поля можуть служити наступнi мiркування. З
однiєї сторони, вище було згадано, що останнi спектроскопiчнi дослi-
дження проведенi для кристала Rs показали одночасне спiвiснуван-
ня резонансної граткової моди, яка пом’якшується при наближеннi
до точки Кюрi знизу i релаксацiйної моди, яка виявляє дисперсiю
у мiкрохвильовому дiапазонi [17–19]. Фазовий перехiд в такiй систе-
мi є змiшаного типу (лад-безлад i типу змiщення). З iншої сторони,
якщо в гамiльтонiан типу Iзiнга ввести додатковий член, пов’язаний
iз поперечним полем, то система, яка описується таким гамiльтонi-
аном i фазовий перехiд в нiй вже не будуть суто типу лад-безлад
(за рахунок недiагональностi гамiльтонiана) а теж будуть змiшано-
го типу. Крiм того, в такiй системi як i в реальному кристалi Rs
буде присутня резонансна мода, яка буде тим яскравiше виражена,
чим бiльшим буде поперечне поле. Ця вiдповiднiсть дозволяє припу-
стити, що модель iз поперечним полем краще вiдповiдатиме реаль-
ному кристалу. На даному етапi ми не з’ясовуватимемо можливий
мiкроскопiчний механiзм появи такого доданка iз поперечним полем
у гамiльтонiанi, залишивши це питання предметом майбутнiх дослi-
джень. Також у данiй роботi залишимо поза розглядом динамiку у
субмiлiметровому дiапазонi, в якому проявляє себе резонансна мо-
да. Вiдповiдне дослiдження ми також плануємо провести в однiй з
наступних робiт.

Дана робота є не першою, в якiй для дослiдження фiзичних вла-
стивостей сегнетової солi розглядається модель Мiцуї, доповнена по-
перечним полем (тут можна згадати роботи Жекша [27], Каленi-
ка [24], Вакса [23], Морi [25]), проте всi попереднi роботи не вра-
ховували важливу для теоретичного опису фiзичних властивостей
сегнетової солi п’єзоелектричну взаємодiю i крiм того обмежувалися
дослiдженням однiєї-двох фiзичних характеристик.

Пiсля того, як в роботi [36] було зроблено суттєвий поступ у по-
будовi фазової дiаграми моделi Мiцуї у наближеннi молекулярного
поля, а в роботi [33] завершено її побудову (також i з поперечним по-



8 Препринт

лем), з’явилася можливiсть вичерпного дослiдження сегнетової солi
в рамках моделi Мiцуї. Зокрема, стало можливим вибрати оптималь-
ний набiр параметрiв теорiї для опису одночасно багатьох фiзичних
характеристик сегнетової солi.

З допомогою фазової дiаграми для моделi Мiцуї з поперечним
полем нами в данiй роботi було одержано оптимальний набiр мо-
дельних параметрiв теорiї i на його основi розраховано дiелектричнi
(статичнi та динамiчнi), п’єзоелектричнi, пружнi та тепловi характе-
ристики сегнетової солi.

Врахувавши поперечне поле в моделi Мiцуї ми спробували з’ясу-
вати, яким чином поперечне поле впливає на температурну поведiн-
ку спонтанної поляризацiї та на низькотемпературну поведiнку дiй-
сної частини динамiчної дiелектричної проникностi сегнетової солi в
мiкрохвильовому дiапазонi; чи забезпечить запропоноване розшире-
ння моделi кращу згоду теорiї з експериментом для цих характери-
стик. Крiм цього ми дослiдили загалом вплив поперечного поля на
фiзичнi характеристики сегнетової солi. Зокрема було вивчено вплив
поперечного поля на явище п’єзоелектричного резонансу та на поши-
рення та поглинання звука в кристалi Rs. Всi результати порiвняно
iз результатами одержаними в рамках моделi, що не враховує попе-
речне поле.

На завершення слiд сказати, що модель Мiцуї окрiм сегнетової
солi використовується для опису i iнших сполук. Так модель Мiцуї
застосовується при вивченнi деяких властивостей високотемператур-
них надпровiдникiв типу YBa2Cu3O7−x. Наприклад, в роботi [46] для
дослiдження цiєї сполуки було розглянуто модель Мiцуї у випадко-
вому поздовжньому полi, зумовленому вакансiями атомiв кисню. В
роботi [47] було дослiджено рiвноважнi стани псевдоспiн-електронної
моделi з псевдоспiновою частиною гамiльтонiана, яку можна звести
до моделi Мiцуї, та отримано набiр фазових дiаграм, зокрема, i при
вiдсутностi псевдоспiн-електронної взаємодiї. Пiзнiше [48] було вста-
новлено, що статсуму псевдоспiн-електронної моделi (без поперечно-
го поля та перенесення електронiв) легко звести до статсуми моделi
Мiцуї з залежним вiд температури параметром асиметрiї. З огляду
на це, грунтовне дослiдження моделi Мiцуї та її модифiкацiй пред-
ставляє i самостiйний iнтерес.
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1. Дiелектричнi, пружнi, п’єзоелектричнi i тепловi

властивостi сегнетоелектрикiв, що описуються

моделлю Мiцуї iз врахуванням поперечного по-

ля та п’єзоелектричної взаємодiї

Будемо вивчати поведiнку сегнетоелектрикiв типу лад-безлад з аси-
метричним двомiнiмумним потенцiалом, для опису яких врахуємо
поперечне поле а також п’єзоелектричнi взаємодiї. Вважатимемо,
що поляризацiя напрямлена вздовж осi x i виникає за рахунок впо-
рядкування елементiв структури в одному з двох можливих поло-
жень рiвноваги. Вважатимемо, що компонента тензора деформацiї
ε4 впливає на енергiї цих положень. Саме така ситуацiя має мiсце
для кристалу сегнетової солi. Для дослiдження цiєї системи ми ви-
користаємо модифiковану модель Мiцуї, запропоновану в роботi [37]
i доповнену врахуванням поперечного поля:

H =
∑

q

[

1

2
vcE0

44 ε4
2 − ve014E1qε4 −

1

2
vχε0

11E
2
1q

]

−

−
∑

q,q′

[

1

2
Jqq′(Sz

q1S
z
q′1 + Sz

q2S
z
q′2) +Kqq′Sz

q1S
z
q′2

]

− (1.1)

−
∑

qf

[

ΩSx
qf + (∆f − 2ψ4ε4 + µE1q)S

z
qf

]

.

У гамiльтонiанi (1.1) величини cE0
44 , e

0
14, χ

ε0
11 у першiй сумi — “за-

травочнi” пружна стала, коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги i дi-
електрична сприйнятливiсть, v — об’єм комiрки, що мiстить пару
псевдоспiнiв (диполiв) з одного вузла q i рiзних пiдграток f = 1, 2
(надалi ми називатимемо її елементарною комiркою3). Друга сума
описує пряму взаємодiю мiж УЕС (упорядковуючими елементами
структури): Jqq′ = Jq′q — потенцiал взаємодiї мiж УЕС, що нале-
жать до однакових пiдграток (Jqq = 0), а Kqq′ = Kq′q — потенцiал
взаємодiї мiж УЕС, що належать до рiзних пiдграток. У третiй сумi
перший доданок є впливом поперечного поля, яке може виникати за
рахунок обертання УЕС; другий доданок описує a) енергiю, пов’я-
зану з асиметрiєю потенцiалу (∆f — параметр асиметрiї потенцiалу,
в якому рухаються УЕС: ∆1 = −∆2 = ∆), b) взаємодiю iз полем,
створеним за рахунок п’єзоелектричної деформацiї (ψ4 — параметр
п’єзоелектричної взаємодiї), c) взаємодiю iз зовнiшнiм електричним

3Справжня елементарна комiрка сегнетової солi мiстить двi пари псевдоспiнiв
з двох вузлiв i рiзних пiдграток; вiдповiдно її об’єм є вдвiчi бiльшим.
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полем E1q (µ — ефективний дипольний електричний момент яким
володiє елементарна комiрка).

Дослiдження будемо проводити у наближеннi молекулярного по-
ля. Здiйснивши тотожне перетворення псевдоспiнових операторiв

Sz
qf =

〈

Sz
qf

〉

+ ∆Sz
qf (1.2)

i, знехтувавши квадратичними флуктуацiями, представимо вихiдний
гамiльтонiан (1.1) у виглядi:

H =
∑

q

[

1

2
vcE0

44 ε4
2 − ve014E1qε4 −

1

2
vχε0

11E
2
1q

]

+

+
∑

qq′

[

1

2
Jqq′
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〉
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〉 〈
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q′2

〉)
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+Kqq′

〈

Sz
q1

〉 〈

Sz
q′2

〉

]

−
∑

qf

HqfSqf

(1.3)

де Hqf — молекулярне поле, що дiє на псевдоспiн Sqf

Hx
qf = Ω, Hy

qf = 0, Hz
qf = εqf , (1.4)

εq1 =
∑

q′

[

Jqq′

〈

Sz
q′1

〉

+Kqq′

〈

Sz
q′2

〉]

+ ∆ − 2ψ4ε4 + µE1q,

εq2 =
∑

q′

[

Jqq′

〈

Sz
q′2

〉

+Kqq′

〈

Sz
q′1

〉]

− ∆ − 2ψ4ε4 + µE1q (1.5)

Гамiльтонiан (1.3) дiагоналiзується унiтарним перетворенням
H ′ = U+HU де

U =
∏

qf

Uqf (1.6)

i

Uqf =









εqf + λqf
√

2λqf (λqf + εqf )

εqf − λqf
√

2λqf (λqf − εqf )
Ω

√

2λqf (λqf + εqf )

Ω
√

2λqf (λqf − εqf )









, (1.7)

λqf =
√

εqf
2 + Ω2, (1.8)

що дає змогу обчислити рiвноважнi середнi значення псевдоспiнових
операторiв:

〈Sqf 〉 =
SpSqf e−

H
kB T

Sp e−
H

kB T

=
SpS′

qf e−
H′

kB T

Sp e−
H′

kBT

, (1.9)
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де S′
qf = U+SqfU , а kB — стала Больцмана. В результатi розрахун-

кiв отримаємо, що

〈Sqf 〉 =
1

2

Hqf

Hqf

tanh

( Hqf

2kBT

)

, (1.10)

де Hqf ≡ |Hqf | = λqf .
Вiльна енергiя кристала

F (4) = −kBT ln Sp e−
H

kB T

у наближеннi молекулярного поля матиме наступний вигляд:

F (4) =
∑

q

[

1

2
vcE0

44 ε4
2 − ve014E1qε4 −

1

2
vχε0

11E
2
1q

]

+

+
∑

qq′

[

1

2
Jqq′

(〈

Sz
q1

〉 〈

Sz
q′1

〉

+
〈

Sz
q2

〉 〈

Sz
q′2

〉)

+

+ Kqq′

〈

Sz
q1

〉 〈

Sz
q′2

〉

]

− kBT
∑

qf

ln

(

2 cosh
λqf

2kBT

)

.

(1.11)

У однорiдному зовнiшньому полi система 6N рiвнянь (1.10) (де N
— кiлькiсть вузлiв) серед iнших розв’язкiв має однорiдний розв’язок:
〈Sqf 〉 ≡ 〈Sqf 〉0 6= f(q). Для кристала сегнетової солi Jqq′ ,Kqq′ > 0 i
саме однорiдний розв’язок реалiзує мiнiмум вiльної енергiї. У цьому
випадку система рiвнянь (1.10) набуде вигляд:

〈Sqf 〉0 =
1

2

H
(0)
f

H(0)
f

tanh

(

H(0)
f

2kBT

)

, (1.12)

iз молекулярним полем H
(0)
f :

H(0)x
f = Ω, H(0)y

f = 0, H(0)z
f = εf , (1.13)

ε1 = J0

〈

Sz
q1

〉

0
+K0

〈

Sz
q2

〉

0
+ ∆ − 2ψ4ε4 + µE1,

ε2 = J0

〈

Sz
q2

〉

0
+K0

〈

Sz
q1

〉

0
− ∆ − 2ψ4ε4 + µE1, (1.14)

де

J0 =
∑

q′

Jqq′ , K0 =
∑

q′

Kqq′ ;

H(0)
f ≡

∣

∣

∣H
(0)
f

∣

∣

∣ = λf , λf =
√

Ω2 + ε2f . (1.15)
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z-компонента цiєї системи рiвнянь складає систему двох рiвнянь (f =

1, 2) для визначення величин
〈

Sz
qf

〉

0
:

〈

Sz
qf

〉

0
=

εf

2λf

tanh
λf

2kBT
. (1.16)

Введемо новi змiннi

ξ = 〈Sq1〉0 + 〈Sq2〉0 , σ = 〈Sq1〉0 − 〈Sq2〉0 . (1.17)

де ξz i σz вiдiграють роль сегнетоелектричного i антисегнетоелектри-
чного параметрiв порядку. В цих змiнних система рiвнянь (1.16) пе-
репишеться у виглядi:



















ξz =
1

2

[ ε̃1

λ̃1

tanh
λ̃1

2T
+
ε̃2

λ̃2

tanh
λ̃2

2T

]

,

σz =
1

2

[ ε̃1

λ̃1

tanh
λ̃1

2T
− ε̃2

λ̃2

tanh
λ̃2

2T

]

,

(1.18)

з якої величини ξz i σz визначаються при вiдомих T , E1, ε4. У системi
рiвнянь (1.18) використано наступнi позначення:

ε̃f = εf/kB,

ε̃1 = R̃+ξz + R̃−σz + ∆̃ − 2ψ̃4ε4 + µ̃E1,

ε̃2 = R̃+ξz − R̃−σz − ∆̃ − 2ψ̃4ε4 + µ̃E1.

(1.19)

Тут

Ω̃ = Ω/kB, ∆̃ = ∆/kB, ψ̃4 = ψ4/kB, µ̃ = µ/kB,

R̃± =
J̃0 ± K̃0

2
, J̃0 =

J0

kB

, K̃0 =
K0

kB

.
(1.20)

Отримана система (1.18) є системою двох рiвнянь для визначення
величин ξz та σz.

При вiдомих ξz i σz величини ξx i σx визначаються iз (1.12), (1.13),
(1.17) наступним чином:

ξx =
1

2

[ Ω̃

λ̃1

tanh
λ̃1

2T
+

Ω̃

λ̃2

tanh
λ̃2

2T

]

, (1.21)

σx =
1

2

[ Ω̃

λ̃1

tanh
λ̃1

2T
− Ω̃

λ̃2

tanh
λ̃2

2T

]

; (1.22)
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величини ξy , σy в данiй моделi рiвнi нулю.
Вираз для вiльної енергiї кристала сегнетової солi, що припадає

на елементарну комiрку (два псевдоспiни) f(4) = F (4)/(kBN) у змiн-
них ξz та σz записується наступним чином:

f(4) =
1

2
ṽcE0

44 ε4
2 − ṽe014ε4E1 −

1

2
ṽχε0

11E1
2+

+
1

2

[

R̃+(ξz)2 + R̃−(σz)2
]

− T
∑

f

ln

(

2 cosh
λ̃f

2T

)

,

(1.23)

де ṽ =
v

kB

. Диференцiюючи вiльну енергiю можна одержати п’єзо-

електричнi, пружнi i дiелектричнi характеристики сегнетової солi.
З умов термодинамiчної рiвноваги

1

ṽ

(

∂f(4)

∂ε4

)

E1,T

= σ4,
1

ṽ

(

∂f(4)

∂E1

)

ε4,T

= −P1

отримуємо вирази для напруги σ4 та поляризацiї P1:

σ4 = cE0
44 ε4 − e014E1 +

2ψ̃4

ṽ
ξz , (1.24)

P1 = e014ε4 + χε0
11E1 +

µ̃

ṽ
ξz . (1.25)

Незалежною змiнною є напруга а не деформацiя, тому при розв’язку
системи рiвнянь (1.18) необхiдно виражати локальнi поля через на-
пругу σ4. Скориставшись спiввiдношенням (1.24) можемо записати:

ε4 =
σ4

cE0
44

+
e014
cE0
44

E1 −
2ψ̃4

ṽcE0
44

ξz . (1.26)

На основi (1.26) для локальних полiв отримаємо наступнi вирази:

ε̃1 = R̃′+ξz + R̃−σz + ∆̃ + δ̃,

ε̃2 = R̃′+ξz − R̃−σz − ∆̃ + δ̃,

δ̃ = −2ψ̃4

cE0
44

σ4 + µ̃′E1,

(1.27)

де R̃′+ та µ̃′ записуються наступним чином:

R̃′+ = R̃+ +
4ψ̃4

2

ṽcE0
44

, µ̃′ = µ̃− 2ψ̃4e
0
14

cE0
44

. (1.28)
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Система (1.18), де локальнi поля виражаються як (1.27) при
σ4 = 0, E1 = 0 має розв’язки двох типiв: iз ξz = 0 i ξz 6= 0. Який саме
розв’язок реалiзується при кожнiй конкретнiй температурi визнача-
ється iз умови мiнiмуму вiльної енергiї (1.23). Перший тип розв’язкiв
описує параелектричну фазу, тодi як другий описує сегнетоелектри-
чну фазу. У параелектричнiй фазi також маємо σx = 0.

На основi виразу (1.25) розрахуємо статичну дiелектричну
сприйнятливiсть дослiджуваної системи вздовж а-осi у випадку ме-
ханiчно затиснутого кристала:

χε
11 =

(

∂P1

∂E1

)

ε4

= χε0
11 +

µ̃

ṽ

(

∂ξz

∂E1

)

ε4

. (1.29)

Тут i надалi, якщо не вказано протилежне, похiднi беруться при
постiйнiй температурi T .

Величина
(

∂ξz

∂E1

)

ε4

визначається диференцiюванням системи рiв-

нянь (1.18). Здiйснивши необхiднi розрахунки одержимо:

χε
11 = χε0

11 +
µ̃2

ṽ
f1(ξ

z , σz), (1.30)

де

f1(ξ
z , σz) =

e1 − R̃−(e1
2 − e2

2)

1 − e1(R̃+ + R̃−) + R̃+R̃−(e12 − e22)
(1.31)

i використано такi позначення:

e1 =
a1 + a2

4T
+

Ω̃2(b1 + b2)

2
, e2 =

a1 − a2

4T
+

Ω̃2(b1 − b2)

2
,

ai =
ε̃2i
λ̃2

i

− ηi
2, bi =

ηi

ε̃iλ̃2
i

, i = 1, 2;

η1 = ξz + σz , η2 = ξz − σz. (1.32)

Для вiльного кристала розрахунок статичної дiелектричної
сприйнятливостi вздовж а-осi

χσ
11 =

(

∂P1

∂E1

)

σ4

= χσ0
11 +

µ̃′

ṽ

(

∂ξz

∂E1

)

σ4

приводить до наступного виразу:

χσ
11 = χσ0

11 +
µ̃′2

ṽ
f2(ξ

z , σz), (1.33)
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де

χσ0
11 = χε0

11 +
(e014)

2

cE0
44

, (1.34)

величина f2(ξz, σz) є наступною

f2(ξ
z, σz) =

e1 − R̃−(e1
2 − e2

2)

1 − e1(R̃′+ + R̃−) + R̃′+R̃−(e12 − e22)
, (1.35)

а µ̃′ та R̃′+ представлено у (1.28).
У парафазi вирази для сприйнятливостей матимуть наступний

вигляд:

χε
11 = χε0

11 +
µ̃2

ṽ

1

T 2ε̃λ̃2

ε̃3(1−(σz)2)+Ω̃2σ(2T−σz ε̃)
− R̃+

, (1.36)

χσ
11 = χσ0

11 +
µ̃′2

ṽ

1

T 2ε̃λ̃2

ε̃3(1−(σz)2)+Ω̃2σz(2T−σz ε̃)
− R̃′+

, (1.37)

де

λ̃ =
√

ε̃2 + Ω̃2, ε̃ = R̃−σz + ∆̃, (1.38)

а σz визначається iз розв’язку рiвняння

σz =
ε̃

λ̃
tanh

λ̃

2T
. (1.39)

Вираз (1.37) дозволяє знайти температури фазових переходiв.
Прирiвнявши знаменник у (1.37) до нуля, i прийнявши до уваги ви-
раз (1.39), можна записати наступну систему рiвнянь для визначення
температур фазових переходiв:















Tc

2ε̃λ̃2

ε̃3(1 − (σz)2) + Ω̃2σz(2Tc − σz ε̃)
− R̃′+ = 0,

σz =
ε̃

λ̃
tanh

λ̃

2Tc

,

(1.40)

де ε̃, λ̃ приведено у (1.38).
Для коефiцiєнта п’єзоелектричної напруги одержуємо наступний

вираз:

e14 =

(

∂P1

∂ε4

)

E1

= e014 −
2µ̃ψ̃4

ṽ
f1(ξ

z , σz). (1.41)
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Обчислення пружної сталої при постiйному полi приводять до на-
ступного виразу:

cE44 =

(

∂σ4

∂ε4

)

E1

= cE0
44 − 4ψ̃2

4

ṽ
f1(ξ

z , σz). (1.42)

Коефiцiєнт п’єзоелектричної деформацiї наступний:

d14 =

(

∂P1

∂σ4

)

E1

= d0
14 −

2µ̃′ψ̃4

ṽcE0
44

f2(ξ
z , σz), (1.43)

де

d0
14 =

e014
cE0
44

. (1.44)

Величини χσ
11, d14 також можна виразити через e14, cE44 i χε

11:

χσ
11 = χε

11 +
(e14)

2

cE44
, d14 =

e14
cE44

. (1.45)

Молярна ентропiя, що обумовлена псевдоспiновою пiдсистемою
для розглядуваної моделi має наступний вигляд:

S = −R
2

(

∂f(4)

∂T

)

E1,ε4

=

=
R

2

{

∑

f

[

ln

(

2 cosh
λ̃f

2T

)

− λ̃f

2T
tanh

λ̃f

2T

]}

,

(1.46)

де R — унiверсальна газова стала.
Молярну теплоємнiсть, обумовлену псевдоспiновою пiдсистемою,

при постiйних напрузi та зовнiшньому полi зручно обчислювати чи-
сельним диференцiюванням ентропiї:

∆CσE = T

(

∂S

∂T

)

σ4,E1

. (1.47)

В данiй роботi розрахунок термодинамiчних характеристик про-
водився при вiдсутностi зовнiшнiх впливiв: σ4 = 0, E1 = 0.

Слiд зауважити, що якщо покласти Ω̃ = 0, то всi результати
узгоджуються iз отриманими ранiше результатами роботи [37]. Усi
результати для термодинамiчних характеристик, одержанi в рамках
моделi Мiцуї, що не враховує п’єзоелектричну взаємодiю та враховує
поперечне поле спiвпадають iз приведеними у роботi [23].
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2. Динамiчнi властивостi. Затиснутий кристал

Динамiчнi властивостi системи, що описується гамiльтонiаном (1.1)
ми будемо вивчати в рамках методу рiвнянь Блоха. Метод рiвнянь
Блоха є розширенням наближення хаотичних фаз (НХФ), при якому
враховується затухання i рух псевдоспiну у напрямку молекулярного
поля.

Рiвняння руху Гейзенберга для середнiх значень псевдоспiнових
операторiв мають вигляд:

i~
d〈Sqf 〉t
dt

= 〈[Sqf , H ]〉t, (2.1)

В рамках НХФ, яке є прямим узагальненням наближення молеку-
лярного поля на випадок задач iз часовою залежнiстю, в рiвняннi
Гейзенберга гамiльтонiан беремо у виглядi (1.3). Пiсля обчислення
комутатора рiвняння Гейзенберга набувають вигляду

~
d〈Sqf 〉t
dt

= 〈Sqf 〉t × Hqf (t), (2.2)

де Hqf (t) — миттєвi значення молекулярних полiв:

Hx
qf (t) = Ω, Hy

qf = 0, Hz
qf (t) = εqf (t),

εq1(t) =
∑

q′

[

Jqq′

〈

Sz
q′1

〉

t
+Kqq′

〈

Sz
q′2

〉

t

]

+ ∆ − 2ψ4ε4(t) + µE1q(t),

εq2(t) =
∑

q′

[

Jqq′

〈

Sz
q′2

〉

t
+Kqq′

〈

Sz
q′1

〉

t

]

− ∆ − 2ψ4ε4(t) + µE1q(t) (2.3)

В даному роздiлi розглядається випадок високих частот, коли вiдбу-
вається “затискання” кристала частотою [37]: спонтанна деформацiя
кристала ε4 не встигає реагувати на змiну зовнiшнього поля i, отже,
є незалежною вiд часу.

Будуючи рiвняння руху, слiд прийняти до уваги, що псевдоспiни
релаксують до залежної вiд часу квазiрiвноваги, яка визначається
миттєвим значенням молекулярного поля. Вважаючи, що поздовжня
миттєвому молекулярному полю компонента псевдоспiну (〈Sqf 〉t‖)
релаксує до свого квазiрiвноважного значення за час релаксацiї T1,
а поперечна (〈Sqf 〉t⊥) — за час T2, можемо записати рiвняння руху
Блоха:

~
d〈Sqf 〉t
dt

= 〈Sqf 〉t×Hqf (t)− ~

T1

[

〈Sqf 〉t‖−〈Sqf 〉t
]

− ~

T2
〈Sqf 〉t⊥. (2.4)
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Квазiрiвноважнi середнi 〈Sqf 〉t визначаються наступним чином
(див. (1.10)):

〈Sqf 〉t =
1

2

Hqf (t)

Hqf (t)
tanh

[

1

2
βHqf (t)

]

. (2.5)

Оскiльки нас цiкавить лiнiйний вiдгук системи на мале зовнiшнє
електричне поле

δE1q(t) (E1q(t) = E1 + δE1q(t)) , (2.6)

то можемо представити 〈Sqf 〉t у виглядi суми постiйного доданку
〈Sqf 〉0 (рiвноважне середнє значення, розраховане у наближеннi мо-
лекулярного поля при наявностi зовнiшнього статичного однорiдно-
го поля E1 i напруги σ4) i залежного вiд часу малого вiдхилення
δ 〈Sqf 〉t:

〈Sqf 〉t = 〈Sqf 〉0 + δ 〈Sqf 〉t . (2.7)

Аналогiчно:

Hqf (t) = H
(0)
f + δHqf (t) (2.8)

〈Sqf 〉t = 〈Sqf 〉0 + δ〈Sqf 〉t. (2.9)

Рiвняння руху (2.4) тепер можуть бути лiнеаризованi, якщо залиши-
ти лише члени, лiнiйнi по вiдхиленнях δ 〈Sqf 〉t, δHqf (t), δ〈Sqf 〉t:

~
dδ〈Sqf 〉t

dt
= δ〈Sqf 〉t × H

(0)
f + 〈Sqf 〉0 × δHqf (t) −

− ~

T1

[

δ〈Sqf 〉t‖ − δ〈Sqf 〉t‖
]

−

− ~

T2

[

δ〈Sqf 〉t⊥ − δ〈Sqf 〉t⊥
]

, (2.10)

де

δHx
qf (t) = 0, δHy

qf (t) = 0,

δHz
q1(t) =

∑

q′

Jqq′δ〈Sz
q′1〉t +

∑

q′

Kqq′δ〈Sz
q′2〉t + µδE1q(t),

δHz
q2(t) =

∑

q′

Kqq′δ〈Sz
q′1〉t +

∑

q′

Jqq′δ〈Sz
q′2〉t + µδE1q(t).

Пiсля приведення рiвняння (2.10) до вигляду, в якому фiгурує ли-
ше невiдома величина δ 〈Sqf 〉t, наступного виконання перетворення
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Фур’є

δU qf (t) =
1√
N

∑

k

δUkf (t) eikq, Mqq′ =
1

N

∑

k

Mk eik(q−q′)

(де δU qf (t) є δ 〈Sqf 〉t або δE1q(t), а Mqq′ є Jqq′ або Kqq′ ), замiни
змiнних

δ 〈Sk1〉t =
δξk(t) + δσk(t)

2
, δ 〈Sk2〉t =

δξk(t) − δσk(t)

2
, (2.11)

i введення параметрiв

R̃+
k =

J̃k + K̃k

2
, R̃−

k =
J̃k − K̃k

2
(J̃k = Jk/kB, K̃k = Kk/kB) (2.12)

рiвняння Блоха (2.10) записуються у матричному виглядi

~

kB

dxk(t)

dt
= Akxk(t) − µ̃ · δE1k(t) · b, (2.13)

де

Ak =































a11 a12 −Ω̃ 0 a15 a16

a21 a22 0 −Ω̃ a16 a15

a31 a32 − 1
T ′

2

0 a35 a36

a41 a42 0 − 1
T ′

2

a36 a35

a51 a52 −a35 −a36 a55 a56

a61 a62 −a36 −a35 a56 a55































, (2.14)

xk(t) =































δξz
k(t)

δσz
k(t)

δξy
k (t)

δσy
k(t)

δξx
k (t)

δσx
k (t)































, b =































b1

b2

ξx

σx

b5

b6































. (2.15)
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Компоненти матрицi Ak:

a11 = −1/T ′
2 + U1 + R̃+

k (Q1 +G1); a12 = U2 + R̃−
k (Q2 +G2);

a15 = V1; a16 = V2;

a21 = U2 + R̃+
k (Q2 +G2); a22 = −1/T ′

2 + U1 + R̃−
k (Q1 +G1);

a31 = Ω̃ − R̃+
k ξ

x; a32 = −R̃−
k σ

x;

a35 = −
[

R̃+
0 ξ

z − 2ψ̃4ε4

]

; a36 = −
[

R̃−
0 σ

z + ∆̃
]

;

(2.16)

a41 = −R̃+
k σ

x; a42 = Ω̃ − R̃−
k ξ

x;

a51 = V1 + R̃+
k H1; a52 = V2 + R̃−

k H2;

a55 = −1/T ′
2 +W1; a56 = W2;

a61 = V2 + R̃+
k H2; a62 = V1 + R̃−

k H1;

компоненти вектора b:

b1 = −(Q1 +G1), b2 = −(Q2 +G2), b5 = −H1, b6 = −H2, (2.17)

де використано наступнi позначення:

Q1,2 =
1

2T ′
2

(

ξz + σz

ε̃1
± ξz − σz

ε̃2

)

, U1,2 =
1

2

(

1

T ′
2

− 1

T ′
1

)

(

ε̃21
λ̃2

1

± ε̃22
λ̃2

2

)

,

V1,2 =
1

2

(

1

T ′
2

− 1

T ′
1

)

(

Ω̃ε̃1

λ̃2
1

± Ω̃ε̃2

λ̃2
2

)

, G1,2 = K1
ε̃21

λ̃2
1

±K2
ε̃22

λ̃2
2

,

W1,2 =
1

2

(

1

T ′
2

− 1

T ′
1

)

(

Ω̃2

λ̃2
1

± Ω̃2

λ̃2
2

)

, H1,2 = K1
Ω̃ε̃1

λ̃2
1

±K2
Ω̃ε̃2

λ̃2
2

,

K1,2 =
1

T ′
1

1

4T cosh2 λ̃1,2

2T

− 1

2T ′
2

ξz ± σz

ε̃1,2
. (2.18)

Часи релаксацiї T ′
1 i T ′

2 мають наступний вигляд:

T ′
1 =

kB

~
T1, T ′

2 =
kB

~
T2. (2.19)
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Здiйснивши перетворення Фур’є

c(t) =

∫ ∞

−∞

c(ω) eiωt dω

де пiд c(t) ми розумiємо xk(t) або δE1k(t), рiвняння (2.13) приведемо
до вигляду

(

Ak − i ~

kB
ω · I

)

xk(ω) = µ̃ · δE1k(ω) · b, (2.20)

де символом I позначено одиничну матрицю. Розв’язок рiвнян-
ня (2.20) зручно подати у виглядi

xk(ω) = µ̃ · δE1k(ω)

[

(

Ak − i ~

kB
ω · I

)−1

b

]

, (2.21)

де
(

Ak − i ~

kB
ω · I

)−1

позначає матрицю обернену до
(

Ak − i ~

kB
ω · I

)

.

Подавши розв’язок у виглядi (2.21) ми знехтували незалежним вiд
поля розв’язком рiвняння (2.13). Нас не цiкавить ця частина розв’яз-
ку, оскiльки вона пов’язана iз початковими умовами i затухає iз ча-
сом (це можна побачити iз властивостей розв’язку, приведених ниж-
че), а ми розглядаємо усталений в часi процес незалежний вiд поча-
ткових умов.

Записавши у спiввiдношеннi (1.25) всi змiннi величини як суму
постiйного (рiвноважного) внеску та малого вiдхилення, одержимо,
що

δP1k(ω)|δε4=0 = χε0
11 · δE1k(ω) +

µ̃

ṽ
· δξz

k(ω). (2.22)

Приймемо до уваги, що δξz
k(ω) є першою компонентою вектора xk(ω)

(2.21), тодi вираз для динамiчної сприйнятливостi затиснутого кри-
стала

χε
11(k, ω) =

(

δP1k(ω)

δE1k(ω)

)

δε4=0

запишеться:

χε
11(k, ω) = χε0

11 +
µ̃2

ṽ
F1(k, iω), (2.23)

де

F1(k, iω) =

[

(

Ak − i ~

kB
ω · I

)−1

b

]

1

, (2.24)

а iндекс “1” знизу означає першу компоненту вектора, що одержує-

ться при множеннi матрицi
(

Ak − i ~

kB
ω · I

)−1

на вектор b.
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Аналiз показує, що F1(0, 0) = f1(ξ
z, σz) при будь-яких значеннях

часiв релаксацiї T1 i T2. Отже сприйнятливiсть χε
11(0, 0) спiвпадає

iз статичною сприйнятливiстю χε
11 (1.30). Якщо покласти поперечне

поле рiвним нулю i ототожнити час релаксацiї T1 iз параметром α,
який є характерним часом змiни псевдоспiнами свого стану в моделi
Глаубера, то для динамiчної сприйнятливостi отримаємо результат,
що спiвпадає iз результатом роботи [37].

Легко бачити, що функцiя F1(k, iω) є правильним рацiональним
дробом вiд γ

γ = i
~

kB

ω

чисельник якого є полiномом по γ не вище 5-го степеня, а знамен-
ник є полiномом по γ 6-го степеня. Тому функцiю F1(k, iω) можна
представити у виглядi суми простих дробiв, i у випадку невиродже-
ного спектру матрицi Ak вона матиме лише простi полюси. В цьому
випадку функцiя F1(k, iω) матиме наступний вигляд:

F1(k, iω) =

n
∑

i=1

kiτi
1 + iωτi

+

m
∑

j=n+1

(

qj
iω − λj

+
q∗j

iω − λ∗j

)

. (2.25)

Тут величини ki, τi є дiйснi числа, qj , λj — комплекснi, n — кiлькiсть
дiйсних (рiвних −1/τi), а 2(m− n) — кiлькiсть комплексних (рiвних
λj , λ∗j ) власних значень матрицi Ak. Зрозумiло, що загалом матри-
ця Ak має 6 власних значень i, як наслiдок, функцiя F1(k, iω) має 6
простих полюсiв. Слiд зауважити, що iз самого способу побудови рiв-
нянь Блоха випливає, що при скiнченних T1, T2 всi τi будуть завжди
додатнi, а величини λj завжди матимуть вiд’ємну дiйсну частину.
Перша сума у виразi (2.25) є вкладом дебаївських (релаксацiйних)
мод у динамiчну дiелектричну сприйнятливiсть.

У параелектричнiй фазi вираз для динамiчної дiелектричної
сприйнятливостi можна записати наступним чином:

χ
ε(0)
11 (k, ω) = χε0

11 +
µ̃2

ṽ
F

(0)
1 (k, iω), (2.26)

F
(0)
1 (k, iω) =

[

(

A
(0)
k − i ~

kB
ω · I

)−1

b
(0)

]

1

. (2.27)
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Тут матриця A(0)
k та вектор b(0) мають вигляд4:

A
(0)
k =





a11 −Ω̃ a16

a31 − 1
T ′

2

a36

a61 −a36 a55



 , b(0) =





b1
b3
b6



 , (2.28)

де

a11 = −1/T ′
2 + U + R̃+

k (Q+G); a16 = V ; a31 = Ω̃ − R̃+
k ξ

x;

a36 = −
[

R̃−
0 σ

z + ∆̃
]

; a61 = V + R̃+
k H ; a55 = −1/T ′

2 +W ; (2.29)

компоненти вектора b(0):

b1 = −(Q+G), b3 = ξx, b6 = −H, (2.30)

i використано наступнi позначення:

Q =
1

T ′
2

σz

ε̃
, U =

(

1

T ′
2

− 1

T ′
1

)

ε̃2

λ̃2
, V =

(

1

T ′
2

− 1

T ′
1

)

Ω̃ε̃

λ̃2
,

W =

(

1

T ′
2

− 1

T ′
1

)

Ω̃2

λ̃2
, G = 2K

ε̃2

λ̃2
, H = 2K

Ω̃ε̃

λ̃2

K =
1

T ′
1

1

4T cosh2 λ̃
2T

− 1

2T ′
2

σz

ε̃
,

λ̃ =
√

Ω̃2 + ε̃2, ε̃ = R̃−σz + ∆̃. (2.31)

Отже, динамiка у парафазi описується лише трьома модами. В зале-
жностi вiд власних значень матрицi A(0)

k моди можуть бути або всi
релаксацiйними (всi власнi значення дiйснi i вiд’ємнi), або одна рела-
ксацiйною, а iншi двi мiститимуть резонансну складову (комплексно
спряженi власнi значення iз вiд’ємною дiйсною частиною).

В роботi [27] для моделi Мiцуї iз поперечним полем, проте без
п’єзоелектричної взаємодiї, в рамках методу рiвнянь Блоха, що не-
хтує затуханням поперечної компоненти псевдоспiну (1/T2 = 0) було
одержано вираз для часу релаксацiї у парафазi, який, як стверджу-
ють автори, є пропорцiйним до часу одночастинкової релаксацiї T1.
Аналiз отриманих нами результатiв показує, що насправдi ця зале-
жнiсть є складнiшою i, отже, результат роботи [27] є хибним.

В данiй роботi всi розрахунки проводилися при k=0.
4У параелектричнiй фазi маємо ξz = 0 i σx = 0. Вiдповiдно матриця Ak

(2.13) у парафазi має два iнварiантнi пiдпростори розмiрностi 3 за рахунок чого
флуктуацiї δξz

k
(ω) визначаються дiєю цiєї матрицi лише в одному з пiдпросторiв,

а саме матрицею A
(0)
k

.
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3. Динамiчнi властивостi вiльного кристала. П’єзо-

електричний резонанс

Динамiчнi властивостi у випадку вiльного кристала будемо вивчати,
як i ранiше, в рамках методу рiвнянь Блоха (2.4) iз молекулярними
полями у формi (2.3). Проте, на вiдмiну вiд попереднього випадку,
тут розгляд ведеться на нижчих частотах (104–107 Гц), недостатнiх
для затискання кристала. Тому деформацiї ε4 є залежними вiд часу.
Низькi частоти дозволяють нам розглядати задачу у довгохвильово-
му наближеннi, в якому кристал вважатимемо суцiльним середови-
щем. З одного боку ми вважатимемо, що всi величини не залежать
вiд вузла гратки q, а з другого вважатимемо їх залежними вiд про-
сторових координат.

Записавши ε4(t) аналогiчно (2.6), (2.7), (2.8), (2.9) у виглядi суми
постiйного доданка i малого вiдхилення

ε4(t) = ε
(0)
4 + δε4(t) (3.1)

рiвняння Блоха пiсля лiнеаризацiї знов набудуть аналогiчного
до (2.10) вигляду

~
dδ〈Sqf 〉t

dt
= δ〈Sqf 〉t × H

(0)
f + 〈Sqf 〉0 × δHf (t) −

− ~

T1

[

δ〈Sqf 〉t‖ − δ〈Sqf 〉t‖
]

−

− ~

T2

[

δ〈Sqf 〉t⊥ − δ〈Sqf 〉t⊥
]

, (3.2)

проте iз вiдхиленнями молекулярних полiв вiд рiвноваги у формi

δHx
f (t) = 0, δHy

f (t) = 0,

δHz
1(t) = J0δ〈Sz

q1〉t +K0δ〈Sz
q2〉t − 2ψ4δε4(t) + µδE1(t),

δHz
2(t) = K0δ〈Sz

q1〉t + J0δ〈Sz
q2〉t − 2ψ4δε4(t) + µδE1(t).

Пiсля замiни змiнних

δ 〈Sq1〉t =
δξ(t) + δσ(t)

2
, δ 〈Sq2〉t =

δξ(t) − δσ(t)

2
, (3.3)

рiвняння Блоха (3.2) записуються у виглядi

~

kB

dx(t)

dt
= A0x(t) + [2ψ̃4δε4(t) − µ̃ · δE1k(t)] · b, (3.4)
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де матриця A0 та вектори x(t), b визначаються виразами (2.14) та
(2.15) при k=0.

Динамiку компоненти ε4 тензора деформацiй будемо описувати
класичними (ньютонiвськими) рiвняннями руху

ρ
∂2ui

∂t2
=
∑

j

∂σij

∂xj

(3.5)

де ρ = 1.767 г/см3 є густина кристала, ui є i-компонента поля змi-
щень, i σij є ij-компонента тензора деформацiй (σyz = σ4).

Розглянемо в рамках запропонованого методу вiдгук тонкої ква-
дратної пластинки l × l, вирiзаної у (100)-площинi, на зовнiшнє еле-
ктричне поле E1(t). Електричне поле та механiчна напруга iндуку-
ють деформацiю ε4(t), яка визначається з поля змiщень як

ε4(t) =
∂uy

∂z
+
∂uz

∂y
. (3.6)

Обмежимося розглядом випадку, коли всi компоненти тензора де-
формацiй εij , окрiм ε4, рiвнi нулю. Цим ми дещо спрощуємо задачу,
оскiльки у сегнетоелектричнiй фазi за рахунок ненульових вiдпо-
вiдних пружних сталих при наявнiй напрузi σ4 повиннi бути прису-
тнi також i деформацiї ε1,2,3. Внаслiдок запропонованого спрощення,
рiвняння руху (3.4), пiсля розкладу величин на суму рiвноважної та
флуктуацiйної частин uy,z(t) = u

(0)
y,z + δuy,z(t), σ4(t) = σ

(0)
4 + δσ4(t),

запишуться у виглядi:

ρ
∂2δuy(t, z)

∂t2
=
∂δσ4(t, y, z)

∂z

ρ
∂2δuz(t, y)

∂t2
=
∂δσ4(t, y, z)

∂y
,

(3.7)

де враховано, що ε2 =
∂uy

∂y
= 0, ε3 = ∂uz

∂z
= 0 i, отже, uy 6=

f(y), uz 6= f(z), рiвноважнi змiщення u
(0)
y,z i зовнiшня напруга σ(0)

4

вiдсутнi, а також враховано незалежнiсть фiзичних величин вiд ко-
ординати x.

На основi виразу (1.24) для флуктуацiї напруги можемо записати

δσ4 = cE0
44 δε4 + 2

ψ̃4

ṽ
δξz − e014δE1. (3.8)

Прийнявши до уваги, що

δε4 =
∂δuy

∂z
+
∂δuz

∂y
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i пiдставивши (3.8) у (3.7) отримаємо рiвняння руху у виглядi

ρ
∂2δuy(t, z)

∂t2
= cE0

44

∂2δuy(t, z)

∂z2
+ 2

ψ̃4

ṽ

∂δξz(t)

∂z
− e014

∂δE1(t)

∂z

ρ
∂2δuz(t, y)

∂t2
= cE0

44

∂2δuz(t, y)

∂y2
+ 2

ψ̃4

ṽ

∂δξz(t)

∂y
− e014

∂δE1(t)

∂y



















(3.9)

де виключено iз розгляду флуктуацiї напруження δσ4. Обмежив-
шись розглядом безградiєнтних полiв випишемо всю систему, яку
слiд розв’язати:

~

kB

dx(t)

dt
= A0x(t) + [2ψ̃4δε4(t, y, z) − µ̃ · δE1(t)] · b

δε4(t, y, z) =
∂δuy(z, t)

∂z
+
∂δuz(y, t)

∂y

ρ
∂2δuy(t, z)

∂t2
= cE0

44

∂2δuy(t, z)

∂z2
+ 2

ψ̃4

ṽ

∂δξz(t)

∂z

ρ
∂2δuz(t, y)

∂t2
= cE0

44

∂2δuz(t, y)

∂y2
+ 2

ψ̃4

ṽ

∂δξz(t)

∂y
.























































(3.10)

Здiйснивши часове перетворення Фур’є можна розв’язати перше
рiвняння системи (3.10) вiдносно δξz(ω):

δξz(ω) = [µ̃ · δE1(ω) − 2ψ̃4δε4(y, z, ω)] · F1(0, iω). (3.11)

Пiдставивши сюди замiсть δε4 його вираз через δuy i δuz (друге рiв-
няння системи (3.10)) i пiдставивши одержаний результат у третє i
четверте рiвняння системи (3.10), зменшимо кiлькiсть рiвнянь i не-
вiдомих до двох:

∂2δuy(ω, z)

∂z2
+ k2δuy(ω, z) = 0,

∂2δuz(ω, y)

∂y2
+ k2δuz(ω, y) = 0,



















(3.12)

де k залежить вiд ω згiдно наступного закону дисперсiї

k = ω

√

ρ

cE44(ω)
(3.13)

i

cE44(ω) = cE0
44 − 4ψ̃2

4

ṽ
F1(0, iω) (3.14)
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є динамiчною пружною сталою, яка у граничному випадку ω → 0
спiвпадає iз статичною (1.42).

Розв’язавши рiвняння (3.12), розрахувавши iз розв’язку дефор-
мацiю та наклавши на неї граничнi умови у виглядi

δε4(ω, 0, 0) = δε4(ω, 0, l) = δε4(ω, l, 0) = δε4(ω, l, l) = δε
(0)
4 (ω) (3.15)

одержимо, що флуктуацiя деформацiї записується у виглядi

δε4(ω, y, z) = δε
(0)
4 (ω)f(ω, y, z), (3.16)

f(ω, y, z) =
1

1 + α

[

cos kz + α cos ky + tan
kl

2
(sin kz + α sin ky)

]

, (3.17)

де α визначається додатковими умовами коливного процесу i є фун-
кцiєю частоти.

Iз умови термодинамiчної рiвноваги (3.8) можемо виключити ва-
рiацiю δξz . Скориставшись розв’язком (3.11), одержимо

δσ4 = cE44(ω)δε4 − e14(ω)δE1(ω), (3.18)

де cE44(ω) визначається згiдно (3.14), а динамiчний коефiцiєнт п’єзо-
електричної напруги e14(ω) є таким:

e14(ω) = e014 −
2µ̃ψ̃4

ṽ
F1(0, iω). (3.19)

Приймемо до уваги, що розглядається динамiка вiльного кристала,
i, отже, покладемо у виразi (3.18) на границi кристала δσ4 = 0. Тепер
одразу можемо знайти δε(0)4 :

δε
(0)
4 (ω) =

e14(ω)

cE44(ω)
δE1(ω). (3.20)

Щоб знайти динамiчну сприйнятливiсть вiльного кристала, за-
пишемо вираз для варiацiї поляризацiї, який одержується iз умови
термодинамiчної рiвноваги (1.25):

δP1(ω) = e014δε4(ω) + χε0
11δE1(ω) +

µ̃

ṽ
δξz(ω), (3.21)

де всi варiацiї, крiм варiацiї поля, залежать вiд просторових коорди-
нат y, z. Виключивши, як ранiше, варiацiю δξz(ω), одержимо:

δP1(ω, y, z) = e14(ω)δε4(ω, y, z) + χε
11(ω)δE1(ω), (3.22)
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де e14(ω) приведено у (3.19), а χε
11(ω) є динамiчною сприйнятливi-

стю затиснутого кристала (2.23) при k = 0. Перепишемо ще раз
вираз (3.22), врахувавши, що варiацiя деформацiї має вигляд (3.16)
iз позначенням (3.20):

δP1(ω, y, z) =

[

e214(ω)

cE44(ω)
f(ω, y, z) + χε

11(ω)

]

δE1(ω). (3.23)

Спостережувана динамiчна сприйнятливiсть рiвна вiдношенню
середньої варiацiї поляризацiї, розрахованої по всьому об’єму кри-
стала до варiацiї поля:

χ̃σ
11(ω) =

1

l2
1

δE1(ω)

∫ l

0

dy

∫ l

0

dzδP1(ω, y, z). (3.24)

Розрахунок iнтеграла приводить до наступного результату для ди-
намiчної сприйнятливостi вiльного кристала:

χ̃σ
11(ω) = χε

11(ω) + T (ω) [χσ
11(ω) − χε

11(ω)] . (3.25)

Тут

T (ω) =
2

kl
tan

kl

2
, (3.26)

χσ
11(ω) = χε

11(ω) +
e214(ω)

cE44(ω)
. (3.27)

Величина k визначається дисперсiйним спiввiдношенням (3.13), а
χσ

11(ω) — частотнозалежний аналог величини χσ
11 (див. (1.45)), що

спiвпадає iз нею у границi ω → 0. Необхiдно також зауважити, що
динамiчна сприйнятливiсть вiльного кристала χ̃σ

11(ω) не залежить
вiд величини α, що фiгурує у виразi для f(ω, y, z).

Проаналiзуємо одержаний результат. У статичнiй границi ω → 0
маємо T (ω) → 1, i, отже, динамiчна сприйнятливiсть вiльного кри-
стала спiвпадає iз статичною. У високочастотнiй границi маємо
T (ω) → 0, тобто одержуємо статичну сприйнятливiсть затиснутого
кристала, яка має дисперсiю у мiкрохвильовiй областi.

У промiжнiй областi частот динамiчна сприйнятливiсть має чи-
сленнi резонанснi пiки на частотах, якi, приблизно, можна визна-
чити iз рiвностi Re[1/T (ωn)] = 0 або Re[knl/2] = π(2n + 1)/2. За-
лежнiсть динамiчної пружної сталої cE44(ω) вiд частоти є вiдчутною
лише в областi мiкрохвильової дисперсiї дiелектричної сприйнятли-
востi 109 ∼ 1012 Гц. Нижче цiєї частоти величина cE44(ω) майже не
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залежить вiд ω i ї ї можна вважати такою, що спiвпадає iз стати-
чною пружною сталою (1.42). Ми проводитимемо розрахунки для
пластинки кристала розмiрами 1см×1см, для якої очiкуємо виявити
резонанс на частотах 104–108 Гц, що є значно нижче областi диспер-
сiї. Це дозволяє записати розв’язок рiвняння для резонансних частот
у явному виглядi:

ωn =
π(2n+ 1)

l

√

cE44
ρ
. (3.28)

З останнього виразу видно, що перша частота, на якiй спостерi-
гається резонанс рiвна

ω0 = (π/l)
√

cE44/ρ. (3.29)

Цей результат спiвпадає iз результатом роботи [38], одержаним в
рамках аналогiчної моделi без поперечного поля. Вiн також узго-
джується iз результатом роботи [49], де дослiдження проводилося
для випадку кристала iз п’єзоелектричним зчепленням поля E1 та
деформацiї ε15. Iснує також i максимальна резонансна частота, яку,
однак, не можна визначити iз рiвностi (3.28). Це пояснюється зро-
станням релаксацiйної складової в законi дисперсiї при наближеннi
частоти до мiкрохвильової областi, де останнiй вираз для резонан-
сних частот стає не дiйсний.

4. Поширення та поглинання ультразвуку

Потужним методом дослiдження динамiчних властивостей криста-
лiв є вивчення проходження через них ультразвукових хвиль. При
проходженнi звукових хвиль у кристалi виникають осциляцiї дефор-
мацiї, якi в свою чергу викликають осциляцiї параметра порядку.
Проте дальнiй порядок не може встановитися миттєво, тому миттєве
значення параметра порядку вiдрiзняється вiд рiвноважного. Рела-
ксацiя, що виникає, спричиняє поглинання i дисперсiю звука. Iснує i
iнше джерело поглинання ультразвуку, а саме взаємодiя акустичних
хвиль iз термiчними флуктуацiями параметра порядку. Дослiджую-
чи теоретично дисперсiю та поглинання ультразвуку ми не врахову-
ватимемо останнiй механiзм поглинання ультразвуку, оскiльки його
внесок у загальну картину явища є малий.

5Таке зчеплення є причиною того, що у виразi для першої резонансної частоти
роботи [49] фiгурує не поздовжнiй розмiр пластинки l, а її товщина t.
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Нехай вздовж напрямку [001] поширюється поперечна звукова
хвиля, поляризована вздовж напрямку [010]6. Усi динамiчнi змiннi
(елементарнi змiщення, параметр порядку, тощо) залежать лише вiд
координати вздовж напрямку поширення хвилi.

Система рiвнянь динамiки (3.10), побудована у попередньому роз-
дiлi залишається справедливою i тут. Ця система була зведена до
двох незалежних хвильових рiвнянь (3.12). Нас цiкавитиме розв’я-
зок залежний лише вiд координати z, тому iз другого рiвняння си-
стеми (3.12) одержуємо, що δuz(ω, y) = 0. Вираз для флуктуацiї де-
формацiї запишеться у виглядi (3.16) iз позначенням (3.17), проте
тепер параметр α є визначений i рiвний нулю. Перше рiвняння си-
стеми (3.12), яке залишилося вiд системи (3.10) описує поширення
вздовж осi z поперечно поляризованої звукової хвилi. Закон диспер-
сiї поширення звукової хвилi записується у виглядi (3.13).

Iз закону дисперсiї визначаємо швидкiсть ультразвукової хвилi
V (ω) = ω/Re[k], а також внесок псевдоспiнової пiдсистеми у коефi-
цiєнт поглинання звука κt(ω) = −Im[k]. Внески ж iнших механiзмiв у
поглинання (включно з впливом експериментальної установки) опи-
суємо сталим (частотно i температурно незалежним) доданком κ0,
так що

V (ω) = Re

√

cE44(ω)

ρ
, (4.1)

κ(ω) = κ0 − Im

[ √
ρω

√

cE44(ω)

]

. (4.2)

Обмежимося вкладом першої релаксацiйної моди у дисперсiю
дiелектричної проникностi. Тодi згiдно з (2.25) маємо F1(0, iω) '
(kiτi)/(1 + iωτi) i для динамiчної пружної сталої можемо записати

cE44(ω) ' cE0
44 +

[

cE44 − cE0
44

] 1 − iωτ1
1 + ω2τ2

1

,

де cE0
44 — затравочна пружна стала, а cE44 — статична пружна ста-

ла (1.42). Слiд сказати, що на “нескiнченнiй” частотi змiна механi-
чної напруги вiдбувається настiльки швидко, що параметр порядку
не встигає за ним слiдувати. Зрозумiло, що на цiй частотi пружна
стала повинна бути рiвна cE0

44 .

6Експеримент в такому випадку зазвичай проводиться на 90o Z-зрiзi кристала,
який має форму тонкого бруска вирiзаного уздовж напрямку [001].
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У випадку низьких частот, коли ωτ1 � 1 (що справедливо до
∼ 100МГц, за винятком найближчого околу точки переходу), в ква-
дратичному за ωτ1 наближеннi можемо записати остаточнi вирази
для швидкостi поширення звука та коефiцiєнта поглинання:

V 2(ω) = V 2
∞ +

V 2
0 − V 2

∞

1 + (ωτ1)2
, (4.3)

κ(ω) = κ0 + ω2τ1
V 2
∞ − V 2

0

2V0
3 , (4.4)

де величини V∞ =
√

cE0
44 /ρ i V0 =

√

cE44/ρ є швидкостi звука на не-
скiнченнiй i нульовiй частотi вiдповiдно.

5. Обговорення отриманих результатiв

5.1. Процедура вибору модельних параметрiв теорiї

Запропонована модель була використана для дослiдження фiзичних
властивостей кристала сегнетової солi, що не зазнає зовнiшнiх впли-
вiв (E1 = 0, σ4 = 0). Для проведення конкретних числових розра-
хункiв перш за все необхiдно визначити модельнi параметри теорiї.
Слiд визначити наступнi параметри:

Ω̃, J̃0, K̃0, ∆̃, ψ̃4, µ̃, cE0
44 , e014, χε0

11,

при чому параметр µ̃ вважатимемо лiнiйно залежним вiд температу-
ри. Параметри T1 та T2 ми визначимо пiзнiше при розглядi динамiки.
Модельнi параметри теорiї ми вибирали з умови найкращої згоди те-
орiї з експериментом сукупно для термодинамiчних та динамiчних
характеристик. Ми опишемо процедуру вибору параметрiв лише в
загальних рисах.

Почнемо з того, що модельнi параметри теорiї повиннi забезпечу-
вати наявнiсть двох фазових переходiв другого роду, як це спостерi-
гається на експериментi. Питання про залежнiсть фазової поведiнки
моделi Мiцуї вiд параметрiв теорiї у наближеннi молекулярного по-
ля було розв’язане в роботi [33]. В цiй роботi було побудовано повну
фазову дiаграму моделi Мiцуї, що враховує поперечне поле; п’єзоеле-
ктрична взаємодiя не враховувалася. Для вибору параметрiв теорiї
скористаємося результатами цiєї роботи.

Фазова дiаграма моделi Мiцуї в роботi [33] була побудована у вiд-
носних параметрах ω, γ, a, t, якi виражаються через звичайнi пара-
метри. У випадку моделi iз п’єзоелектричною взаємодiєю у виразах
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для вiдносних параметрiв слiд замiсть R̃+ писати R̃′+:

ω =
Ω̃

2R̃′+
, a = − R̃−

R̃′+
, γ =

∆

2R̃′+
, t =

T

2R̃′+
, (5.1)

Це можна побачити, якщо проаналiзувати систему рiвнянь для ви-
значення параметрiв порядку (1.18) та вирази для локальних полiв
у виглядi (1.27) для моделi iз п’єзоелектричною взаємодiєю та без
неї.

Отже, фазова поведiнка моделi повнiстю визначається вiдносни-
ми параметрами ω, γ, a. При цьому, для будь-якого набору цих пара-
метрiв, що забезпечують два фазових переходи другого роду завжди
можна знайти такий параметр R̃′+ i вiдповiдно Ω̃, R̃−, ∆̃, якi дозво-
лять отримати правильне (експериментальне) значення температури
нижнього фазового переходу. Саме з цiєї умови при вiдомих ω, γ, a
ми знаходили параметри R̃′+, Ω̃, R̃−, ∆̃.

На рисунках 1, 2 приведено фазову дiаграму моделi Мiцуї без
поперечного поля, а на рисунках 3, 4 при поперечному полi ω = 0.10.
В обидвох випадках показано повну фазову дiаграму, i певну її
дiлянку в збiльшеному масштабi. Кожна з областей мiкропараме-
трiв на фазових дiаграмах вiдповiдає певнiй послiдовностi фазових
переходiв, що вiдбуваються при зростаннi температури. Нижче
приведено, якi саме фазовi переходи спостерiгаються в кожнiй з цих
областей.

I — основний стан впорядкований; ф.п. 2-го роду iз впорядкова-
ного в невпорядкований стан;

II — основний стан впорядкований; два низькотемпературнi ф.п.
1-го роду, i один ф.п. 2-го роду;

III — основний стан впорядкований; ф.п. 1-го роду (iз впорядко-
ваного в невпорядкований стан), ф.п. 2-го роду (iз невпорядкованого
у впорядкований стан), ф.п. 1-го роду в межах сегнетофази та ф.п.
2-го роду у невпорядкований стан;

IV — основний стан впорядкований; один низькотемпературний
ф.п. 1-го роду i два ф.п. 2-го роду;

V — основний стан невпорядкований; два ф.п. 2-го роду (випа-
док кристала Rs)
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Рис. 2. Фрагмент фазової дiаграми моделi Мiцуї без поперечного поля. Точка на рисунку вiдповiдає параметрам для
сегнетової солi, одержаним в роботi [37].
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 Рис. 3. Фазова дiаграма моделi Мiцуї iз поперечним полем ω = 0.10. Прямокутник позначає область фазової дiаграми,
яку у збiльшеному масштабi показано на рисунку нижче.
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VI — основний стан невпорядкований; один ф.п. 1-го роду;

VII — фазовi переходи вiдсутнi, стiйким є невпорядкований стан;

VIII — основний стан невпорядкований; один низькотемператур-
ний ф.п. перехiд 1-го роду, та один ф.п. 2-го роду.

Окрiм зазначених вище областей iснують ще й iншi, котрi,
через їх надто малi розмiри, практично непомiтнi на самiй фазовiй
дiаграмi. Нижче приведено послiдовностi фазових переходiв також
i у цих областях.

IX — основний стан невпорядкований; низькотемпературний ф.п.
2-го роду, ф.п. 1-го роду в межах сегнетофази i ф.п. 2-го роду;

X — основний стан впорядкований; один ф.п. 1-го роду в межах
сегнетофази i один 2-го роду.

XI — основний стан впорядкований; два низькотемпературнi ф.п.
1-го роду, та ф.п. 2-го роду;

XII — основний стан невпорядкований; два низькотемпературнi
ф.п. 1-го роду, ф.п. 2-го роду, ф.п. 1-го роду в межах сегнетофази i
ф.п. 2-го роду;

XIII — основний стан невпорядкований; два низькотемпературнi
ф.п. 1-го i один 2-го роду;

XIV — основний стан невпорядкований; 2 ф.п. 1-го роду.

Областi I – VII є на фазових дiаграмах як моделi з поперечним
полем так i моделi без поперечного поля; областi VIII – XIV присутнi
лише на фазовiй дiаграмi моделi з поперечним полем. Як видно з
рисункiв, для кристала сегнетової солi параметри слiд вибирати iз
областi V.

На рисунку 5 показано повну фазову дiаграму моделi Мiцуї iз по-
перечним полем ω = 0.05, а також область, в якiй спостерiгається два
фазових переходи другого роду, що вiдповiдає сегнетовiй солi. Також
на цьому рисунку показано лiнiю, що вiдповiдає експериментально-
му значенню вiдношення температур фазових переходiв Tc1 i Tc2 для
кристала Rs: Tc1/Tc2 = 0.8586 (Tc1 = 255K, Tc2 = 297K). Отже точка
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на фазовiй дiаграмi, що вiдповiдає параметрам γ та a, придатним
для опису фiзичних властивостей сегнетової солi, повинна знаходи-
тись на зазначенiй лiнiї. Таким чином, для вибору пари γ, a є лише
один ступiнь вiльностi. Як згадувалося вище, для кожної точки цiєї
лiнiї можна вибрати таке значення параметра R̃′+, що забезпечува-
тиме правильне значення температури нижнього фазового переходу;
разом iз нею температура верхнього фазового переходу теж вiдпо-
вiдатиме експериментальнiй. При заданих ω, γ, ψ̃4 (параметр a при
вiдомому γ визначався iз умови Tc1/Tc2 = 0.8586) i обчисленому R̃′+

параметри cE0
44 , e014, χ

ε0
11, µ(T ) ми шукали з наступних умов:

1) згода теорiї з експериментом для пружної сталої при тем-
пературi приблизно посерединi сегнетофази: T = 274.12K, cE44 =
7.7873 · 10−11 Н/м2 [50], з цiєї умови визначався параметр cE0

44 ;
2) згода теорiї та експерименту для сприйнятливостi затиснутого

кристала в точках фазових переходiв: χε
11(Tc1) = 1/0.045, χε

11(Tc2) =
1/0.054 [13]7, з цiєї умови (вже при вiдомому cE0

44 ) визначався ефе-
ктивний дипольний момент µ(T );

3) згода теорiї та експерименту для дiелектричної сприйнятли-
востi затиснутого кристала у високотемпературнiй парафазi: Tm =
313K, χε

11(Tm) = 1/0.151 [13];
4) згоди теорiї та експерименту для дiелектричної сприйнятливо-

стi вiльного кристала у високотемпературнiй парафазi: Tl = 312.71K,
χσ

11(Tl) = 1/0.0912 [51]. З цiєї i з попередньої умови (при вiдомих cE0
44

i µ(T )) сукупно визначалися параметри e014 i χε0
11.

Згiдно даних роботи [52] об’єм комiрки, що мiстить пару псевдо-
спiнiв з одного вузла q i рiзних пiдграток f = 1, 2 при розрахунках
ми вважаємо рiвним:

v = 5.219 · 10−22 см3.

Отже, при кожному фiксованому поперечному полi невiдомими
залишаються двi величини: точка параметрiв (γ, a) на лiнiї фазо-
вої дiаграми (рисунок 5 b) та параметр ψ̃4. При рiзних поперечних
полях цi двi невiдомих ми шукали iз умови найкращої згоди теорiї
та експерименту для термодинамiчних характеристик: P1, ε4, 1/χε

11,
1/χσ

11, e14, d14, cE44. В результатi було одержано, що найкраща зго-
да досягається, коли точка параметрiв (γ, a) знаходиться на границi
областi V. Наприклад, як показано на рис. 5. При всiх значеннях

7Справжнi експериментальнi значення цих величин 1/0.041 i 1/0.055 вiдповiд-
но. Нам довелося тут дещо погiршити згоду теорiї з експериментом, щоб досягти
прийнятної згоди для динамiчних характеристик.
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Рис. 5. Фазова дiаграма моделi Мiцуї iз поперечним полем ω = 0.05. На
рисунку a) прямокутником видiлено область, яку детальнiше показано на
рисунку b). На штриховiй лiнiї рисунку b) вiдношення температур ни-
жнього i верхнього фазових переходiв вiдповiдає спостережуваному для
сегнетової солi значенню. На рисунку b) також показано точку параме-
трiв, якi найкраще описують фiзичнi властивостi сегнетової солi.
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поперечного поля для граничної точки параметрiв (γ, a) iснує опти-
мальне значення параметра ψ̃4 з яким опис фiзичних характеристик
є найкращим.

Таку процедуру вибору параметрiв було реалiзовано для кiлькох
рiзних значень поперечних полiв i було одержано, що при кожно-
му поперечному полi зазначена процедура приводить до однаково
доброї згоди теорiї з експериментом для всiх термодинамiчних хара-
ктеристик за виключенням поляризацiї. При нульовому поперечному
полi теоретично розрахована поляризацiя насичення значно менша
за експериментальну. При зростаннi поперечного поля поляризацiя
насичення зростає. При поперечному полi ω = 0.05 (для граничної
точки на фазовiй дiаграмi γ = 0.3172, a = 0.2794; R̃′+ = 1134.67K)
теоретично розрахована поляризацiя насичення зрiвнюється iз її екс-
периментальним значенням. Одержане таким чином поперечне поле
ми вважаємо оптимальним для опису фiзичних характеристик кри-
стала сегнетової солi i питання вибору параметрiв теорiї вважаємо
розв’язаним.

В таблицi 1 приведено параметри теорiї одержанi нами в рамках
моделi iз поперечним полем а також приведено параметри, одержанi
в роботi [37] в рамках моделi без поперечного поля. Загалом, порiв-
няно з моделлю без поперечного поля параметри змiнилися мало.
Єдине виключення становить параметр e014, який збiльшився майже
вдесятеро. Це пов’язано, iмовiрнiше за все, з дещо iншою процедурою
вибору параметрiв теорiї, використаною в роботi [37].

5.2. Статичнi дiелектричнi, пружнi та п’єзоелектричнi вла-
стивостi

Результати розрахункiв статичних дiелектричних характеристик,
проведенi на основi моделi з поперечним полем i без (iз вiдповiд-
ними параметрами теорiї, одержаними в данiй роботi i в роботi [37],
див. табл. 1), разом iз експериментальними даними приведено на
рисунку 6.

Одержана залежнiсть поляризацiї вiд температури у випадку мо-
делi iз поперечним полем значно краще узгоджується iз експеримен-
тальними даними, нiж без нього. А саме, в рамках моделi iз попере-
чним полем вдалося досягнути експериментального значення поля-
ризацiї насичення. Слiд звернути увагу, що ми досягли зростання по-
ляризацiї насичення не за рахунок зростання ефективного дипольно-
го моменту, оскiльки при врахуваннi поперечного поля ефективний
дипольний момент навiть зменшився. Тому зростання поляризацiї
насичення можна вважати повнiстю наслiдком врахування попере-
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Табл. 1. Оптимальнi значення параметрiв теорiї для кристала сегнетової
солi у випадку моделi з поперечним полем i без нього. Параметри при
ω = 0.0 отримано в роботi [37].

ω = 0.0 ω = 0.05

Ω̃, K 0.0 113.467

J̃0, K 797.36 813.216

K̃0, K 1468.83 1447.17

∆̃, K 737.33 719.937

ψ̃4, K -760.0 -720.0

cE0
44 , 1010Н/м2 1.28 1.224

e014, 10−2Кл/м2 3.336 31.64

χε0
11 0.318 0.0

µ(T ) = a+ k(T − 297)

a, 10−30 Кл·м 8.41 8.157

k, 10−30 Кл·м/K -0.022 -0.0185
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чного поля. Проте, на вiдмiну вiд експерименту, теоретично розрахо-
вана поляризацiя є суттєво асиметричною (температура насичення
поляризацiї сильно змiщена в бiк нижнього фазового переходу), i
врахування поперечно поля не виправило ситуацiю.

Врахування поперечного поля дещо покращило згоду теорiї та
експерименту для спонтанної деформацiї.

Дiелектрична сприйнятливiсть затиснутого кристала розрахова-
на в рамках моделi iз поперечним полем краще узгоджується iз екс-
периментом, нiж розрахована без поперечного поля. Тут вдалося по-
кращити згоду теорiї з експериментом в сегнетофазi та у низькотем-
пературнiй парафазi. Щодо сприйнятливостi вiльного кристала, а
також пружної сталої cE44, то врахування поперечного поля не при-
звело до помiтних змiн. Так само, як i для моделi без поперечного
поля не було досягнуто згоди теорiї з експериментом для обидвох
цих характеристик у низькотемпературнiй парафазi. Як буде пока-
зано нижче, динамiчна дiелектрична проникнiсть розрахована для
обидвох моделей у низькотемпературнiй парафазi теж погано узго-
джується iз експериментом (проте у випадку моделi з поперечним
полем згода є кращою).

Щодо коефiцiєнтiв п’єзоелектричної напруги та деформацiї e14,
d14, то врахування поперечного поля покращило згоду теорiї з екс-
периментом у сегнетофазi, а у високотемпературнiй парафазi згода
теорiї з експериментом майже не змiнилася.

Врахування поперечного поля дещо пiдвищило молярну тепло-
ємнiсть, проте принципово не змiнило її температурну поведiнку.
Оскiльки на даний момент немає достовiрних експериментальних да-
них для теплоємностi, ми залишили поза розглядом питання згоди
теорiї та експерименту для цiєї характеристики. Проблему неузго-
дженостi вимiрiв для теплоємностi рiзних експериментальних робiт
обговорено у [37].

Щодо одержаних результатiв для спонтанної поляризацiї та дi-
електричної проникностi вiльного кристала, то слiд зробити одне за-
уваження. Рiвень згоди теорiї з експериментом для спонтанної по-
ляризацiї i дiелектричної проникностi вiльного кристала можна ре-
гулювати змiною дипольного моменту. Так, якщо припустити, що
справжня залежнiсть дипольного моменту вiд температури є слаб-
шою, а саме припустити, що в нижнiй точцi фазового переходу вiн
є дещо меншим, а у верхнiй — дещо бiльшим, то можна сподiвати-
ся усунути асиметричнiсть поляризацiї i одночасно узгодити теоре-
тично розраховану дiелектричну проникнiсть вiльного кристала iз
експериментом у низькотемпературнiй парафазi. Проте цi сподiван-
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Рис. 6. Теоретичнi та експериментальнi фiзичнi характеристики сегнето-
вої солi. Суцiльна крива вiдповiдає розрахункам, проведеним при ω = 0.05,
штрихова крива вiдповiдає розрахункам, проведеним при ω = 0.00 iз набо-
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ня не справджуються, оскiльки сама залежнiсть параметра порядку
вiд температури є суттєво асиметричною (рисунок 7) i незначне ко-
ректування дипольного моменту не усуває асиметричнiсть поляри-
зацiї, а значне коректування - суттєво спотворює iншi розрахованi
характеристики.
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Рис. 7. Залежнiсть параметра сегнетоелектричного впорядкування ξ вiд
температури. Штрихова лiнiя — результати, отриманi в рамках моделi
без поперечного поля на основi параметрiв роботи [37]. Суцiльна лiнiя —
результати, отриманi в данiй роботi в рамках моделi з поперечним полем
при ω = 0.05.

5.3. Динамiчнi дiелектричнi властивостi затиснутого часто-
тою кристала

Для розрахунку динамiчних характеристик необхiдно визначити ча-
си поздовжньої i поперечної релаксацiї T1, T2. Дослiдження показа-
ло, що змiна часу T2 вiд 0.1T1 до ∞ майже не впливає на розрахованi
динамiчнi характеристики; це проiлюстровано на рисунку 8. Тому
при розрахунках ми поклали T2 = ∞ i цим повнiстю знехтували
додатковим затуханням поперечної компоненти псевдоспiна, зумов-
леним зовнiшнiми чинниками (наприклад, взаємодiєю iз термоста-
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том). Слiд сказати, чисельнi розрахунки показують, що при T2 = ∞
в усьому температурному дiапазонi затухання поперечної компонен-
ти все одно вiдбувається (в цьому випадку теж всi полюси функцiї
F1(0, iω) мають вiд’ємну дiйсну частину) проте тепер воно зумовлене
виключно внутрiшньою динамiкою системи та релаксацiєю поздов-
жньої компоненти псевдоспiна до свого квазiрiвноважного значення.

Значення параметра T1

T1 = 1.767 · 10−13с

було одержане нами iз згоди теорiї та експериментальних даних ро-
боти [13] для ε′11 у верхнiй точцi фазового переходу при ν = 2.5ГГц:
ε′11 = 164.538. Для порiвняння значення параметра α, який визначає
часовий масштаб в моделi Глаубера i який було одержано iз цiєї ж
умови рiвне 1.7 · 10−13с [37].

На початку приведемо результати розрахунку спектру збуджень,
який визначається полюсами функцiї F1(0, iω). В усьому темпера-
турному iнтервалi ця функцiя має два дiйсних вiд’ємних полюси
λ1,2 = −1/τ1,2, що визначають двi релаксацiйнi моди, i чотири ком-
плексних iз вiд’ємною дiйсною частиною. Така характеристика спе-
ктру збуджень зберiгається i у випадку скiнченного T2. В рамках
моделi без поперечного поля динамiка визначається лише двома ре-
лаксацiйними модами.

Температурнi залежностi двох часiв релаксацiї одержанi в данiй
роботi, аналогiчнi результати роботи [37] (модель без поперечного
поля) та данi для часу релаксацiї, одержанi iз аналiзу експерименту
для ε′11(ν, T ), представлено на рисунку 9. Як видно з цього рисунку,
модель iз поперечним полем забезпечує кращу згоду теорiї з експе-
риментом, порiвняно iз моделлю без поперечного поля.

На рисунку 10 приведено залежностi вiд температури дiйсної та
уявної частин всiх полюсiв функцiї F1(0, iω). Кожен з полюсiв ви-
значає моду дiелектричної проникностi. Перша мода (релаксацiйна
мода iз часом релаксацiї τ1) вiдповiдає за сегнетоелектричну нестiй-
кiсть системи. Слiд зазначити, що розрахунок iз скiнченним часом
поперечної релаксацiї T2 приводить до зростання релаксацiйної ком-
поненти (зростає |Re(λi)|) всiх мод крiм першої. Моди 2, 4 i спряжена
до моди 4 не дають внеску в дiелектричну проникнiсть у парафазi.

8Зауважимо додатково, що розрахунок для дiелектричної проникностi веде-
ться по формулах, одержаних для затиснутого кристала. На частотах, вищих
за частоти п’єзоелектричного резонансу (104Гц–107Гц) вiдбувається затискання
кристала частотою, i за рахунок цього експериментально вимiряна дiелектрична
проникнiсть ε′11 фактично спiвпадає iз проникнiстю затиснутого кристала εε′

11.
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На рисунках 11, 12 приведено розрахованi в рамках моделей iз
поперечним полем i без нього (робота [37]) частотнi залежностi дiеле-
ктричної проникностi в областi дисперсiї (109Гц–1012Гц) при рiзних
температурах поряд iз експериментальними даними.

Як видно з рисункiв, обидвi моделi забезпечують хорошу згоду
теорiї з експериментом. Щодо порiвняння результатiв, одержаних
в рамках обидвох моделей, то модель з поперечним полем забезпе-
чує кращу згоду теорiї з експериментом роботи [13] при T = 235K i
T = 245K (низькотемпературна парафаза). При iнших температурах
згода результатiв, одержаних для обидвох моделей, iз експеримен-
тальними даними є приблизно однаковою.

Аналiз показує, що в широкому температурному iнтервалi (230K–
340K) внесок всiх мод крiм першої у дiелектричну проникнiсть скла-
дає менше 1% порiвняно iз внеском першої релаксацiйної моди. Та-
ким чином, високочастотна динамiка є релаксацiйною, дебаївського
типу. Аналогiчний висновок було зроблено в роботi [37].

Нижче, на рисунках 13, 14, 15, 16, 17 показано розрахованi на рi-
зних частотах температурнi залежностi дiелектричної проникностi
ε11 разом iз експериментальними даними. На рисунку 14 ми не при-
вели уявну частину дiелектричної проникностi, розраховану в рам-
ках моделi без поперечного поля, проте зазначимо, що тут обидвi
моделi забезпечують приблизно однакову згоду теорiї з експеримен-
том. Як видно з рисунку 13, модель iз поперечним полем забезпечує
кращу згоду теорiї з експериментом для дiйсної частини дiелектри-
чної проникностi. Слiд також зазначити, що врахування поперечного
поля дещо виправляє проблему поганої згоди теорiї [37] з експери-
ментом у низькотемпературнiй парафазi.

5.4. Динамiчнi дiелектричнi властивостi вiльного кристала.
П’єзоелектричний резонанс

Приведемо результати розрахунку динамiчної проникностi вiльного
кристала для тонкої пластинки X-зрiзу кристала сегнетової солi з по-
здовжнiми розмiрами 1×1 см. На рисунку 18 показано частотнi зале-
жностi динамiчної проникностi у сегнетоелектричнiй фазi. Як видно
з рисунку, в областi частот 105–107 Гц присутнi численнi резонанснi
пiки. Результати розрахункiв цiлком узгоджуються iз аналогiчними
результатами, одержаними в рамках моделi без поперечного поля
та експериментом [60], за виключенням областi частот, нижчих за
1 кГц, де дисперсiю визначає динамiка доменних стiнок. Аналогiчна
поведiнка динамiчної проникностi вiльного кристала спостерiгається
у низькотемпературнiй та високотемпературнiй парафазах. Слiд ска-
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Рис. 11. Частотнi залежностi дiйсної частини дiелектричної проникностi,
розрахованi в рамках моделi iз поперечним полем (суцiльна лiнiя) i без
поперечного поля (штрихова лiнiя) при рiзних температурах T (K): (a)
235, (b) 245, (c) 265, (d) 285, (e) 305 i (f) 315. Точки позначають експери-
ментальнi данi: � [13], ◦ [60, 61], + [62], H [63], • [15], � [14], × [59], � [58],
4 [64], 5 [65].
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Рис. 12. Частотнi залежностi уявної частини дiелектричної проникностi,
розрахованi в рамках моделi iз поперечним полем (суцiльна лiнiя) i без
поперечного поля (штрихова лiнiя) при рiзних температурах T (K): (a)
235, (b) 245, (c) 265, (d) 285, (e) 305 i (f) 315. Точки позначають експери-
ментальнi данi: � [13], ◦ [60, 61], + [62], H [63], • [15], � [14], × [59], � [58],
4 [64], 5 [65].
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Рис. 14. Температурнi залежностi уявної частини дiелектричної проникностi на рiзних частотах. Точки — вимiри
роботи [13] на частотах (ГГц): ◦ 2.5, • 3, 4 3.9, N 5.1, O 7.05, H 8.25, � 9.45, � 11.96, � 12.95. Лiнiї — результати
теоретичних розрахункiв в рамках моделi iз поперечним полем (суцiльна лiнiя) i без поперечного поля (штрихова
лiнiя) на частотах, вiдповiдних експериментальним.
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Рис. 16. Температурнi залежностi уявної частини дiелектричної прони-
кностi на рiзних частотах. Точки — вимiри роботи [59] на частотах (ГГц):
• 1, 4 2, � 2.5, � 3, � 4.5, N 7, H 8.25. Лiнiї — результати теоретичних
розрахункiв в рамках моделi iз поперечним полем (суцiльна лiнiя) i без
поперечного поля (штрихова лiнiя) на частотах, вiдповiдних експеримен-
ту.
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Рис. 17. Температурнi залежностi дiелектричної проникностi на рiзних
частотах. Точки — вимiри роботи [14] на частотах ν (ГГц): � 1, • 2, N 3,
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лiнiя) на частотах, вiдповiдних експерименту.
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Рис. 18. Частотнi залежностi дiелектричної проникностi при T = 289 K.
Лiнiя — результат розрахунку згiдно (3.25). ◦ — проникнiсть затиснутого
кристала (1.30), � — статична проникнiсть вiльного кристала (1.33).
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зати, що при наближеннi температури до точок фазових переходiв
перша резонансна частота, згiдно виразу (3.29), змiщується до ниж-
чих частот (оскiльки cE44 → 0 при наближеннi до фазового переходу),
i чисельнi розрахунки пiдтверджують цей результат.

Як видно з цього рисунку при ω → 0 одержуємо статичну прони-
кнiсть вiльного кристала. Нижче частоти першого резонансного пiку
дiелектрична проникнiсть майже спiвпадає iз статичною дiелектри-
чною проникнiстю вiльного кристала. В областi 104–108 Гц одержу-
ємо резонансну дисперсiю. Вище областi резонансу, кристал “зати-
скається” частотою i на частотах 109–1011 Гц для динамiчної про-
никностi одержуємо, дослiджену у попередньому роздiлi, дисперсiю
релаксацiйного типу.

На рисунках 19, 20, 21, 22 показано температурнi залежностi ди-
намiчної проникностi при рiзних частотах, розрахованi як в рамках
моделi з поперечним полем, так i без нього. З рисункiв видно, що при
частотi 104 Гц в околi фазових переходiв з’являються першi резонан-
снi пiки. При зростаннi частоти вздовж проникностi вiльного криста-
ла з’являються численнi резонанснi пiки, якi поступово поширюю-
ться на весь температурний дiапазон. При цьому висота пiкiв спадає.
При частотi 2·107 Гц п’єзорезонанс виявляє себе лише на уявнiй ча-
стинi дiелектричної проникностi, тодi як дiйсна частина проникностi
вже є гладкою кривою. При частотi 5·107 Гц п’єзорезонанс практи-
чно вiдсутнiй. При подальшому зростаннi частоти проникнiсть вiль-
ного кристала перетвориться на проникнiсть затиснутого кристала,
виявляючи дисперсiю у мiкрохвильовому дiапазонi.

Порiвнюючи результати, одержанi в рамках моделi iз поперечним
полем i без нього можемо сказати, що врахування поперечного поля
практично не впливає на результати для п’єзоелектричного резонан-
су.

5.5. Поглинання звука

Всi розрахунки у цьому роздiлi проводилися згiдно виразiв (4.1)
i (4.2). При розрахунках параметр κ0 було взято рiвним 0.5 см−1.

На рисунку 23 показано температурну залежнiсть коефiцiєнта
поглинання ультразвукової хвилi в кристалi сегнетової солi, що по-
ширюється вздовж z-осi i поляризованої вздовж y-осi при частотах
5 · 106 Гц та 107 Гц. Поблизу точок фазового переходу спостерiгає-
ться рiзке зростання коефiцiєнта поглинання, що було передбачено в
рамках теорiї Ландау i Халатнiкова [66]. Як видно з рисунку, отрима-
ний результат якiсно узгоджується iз експериментальними даними.
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У параелектричних фазах досягнуто навiть хорошої кiлькiсної зго-
ди, проте у сегнетоелектричнiй фазi експериментальнi данi суттєво
перевищують результати розрахунку, що на нашу думку слiд вiдне-
сти до доменних ефектiв. Наявна незначна вiдмiннiсть мiж теорiєю
та експериментом i у параелектричнiй фазi. При цьому теоретичнi
значення завжди меншi вiд експериментальних, що ми пояснюємо
наявнiстю додаткових механiзмiв розсiювання звука, якi у пропоно-
ванiй моделi не враховано.

З рис. 24 видно, що у низькочастотнiй областi (ω . 106 Гц), як i
очiкувалося, коефiцiєнт поглинання змiнюється пропорцiйно до ква-
драта частоти; швидкiсть зростання з частотою тим бiльша, чим
ближча температура до точки Кюрi.

Точно так само як i в моделi без поперечного поля тут наяв-
на обрiзаюча частота пропускання звука: дещо нижче областi, де
має мiсце високочастотна дисперсiя дiелектричної проникностi, рiз-
ко зростає коефiцiєнт поглинання звука з частотою, пiсля чого ча-
стотна крива поглинання виходить на насичення (рис. 24). Значення
коефiцiєнта поглинання при насиченнi настiльки великi, що факти-
чно, це означає вiдсутнiсть поширення звука. Слiд зауважити, що
значення обрiзаючої частоти спiвпадає iз значенням частоти рiзко-
го зростання уявної частини дiелектричної проникностi (рис. 24). У
параелектричнiй фазi обрiзаюча частота (рис. 25) тим нижча, чим
ближча температура до точки фазового переходу.

До цього часу явище поглинання звука у сегнетовiй солi обмежу-
валося мегагерцовим дiапазоном. Проведення експерименту на ви-
щих частотах, зокрема у мiкрохвильовому дiапазонi буде цiнним з
огляду на перевiрку передбачення теорiї щодо наявностi обрiзаючої
частоти.

На тих же самих частотах, де спостерiгається мiкрохвильова дис-
персiя дiелектричної проникностi, має мiсце рiзке зростання швидко-
стi поширення звука (рис. 25), пiсля чого частотна крива V (ν) вихо-
дить на насичення V (ν) → V∞. Значення швидкостi звука при наси-
ченнi не залежить вiд температури i дорiвнює

√

cE0
44 /ρ. При низьких

частотах швидкiсть звука залежить вiд температури, i ця залежнiсть
повнiстю визначається пружною сталою cE44(T ) (4.3).

Порiвнюючи результати, одержанi в рамках моделi iз поперечним
полем i без нього (див. рис. 24, 25), ми прийшли до висновку, що
врахування поперечного поля не приводить до помiтної змiни кое-
фiцiєнта поглинання та швидкостi звука у кристалi сегнетової солi.
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Рис. 19. Залежностi дiелектричної проникностi вiд температури при рi-
зних частотах. Модель з поперечним полем.
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Рис. 20. Залежностi дiелектричної проникностi вiд температури при рi-
зних частотах. Модель з поперечним полем.
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Рис. 21. Залежностi дiелектричної проникностi вiд температури при рi-
зних частотах. Модель без поперечного поля.
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Рис. 22. Залежностi дiелектричної проникностi вiд температури при рi-
зних частотах. Модель без поперечного поля.
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Рис. 23. Температурна залежнiсть коефiцiєнта поглинання звука при ν =
5 ·106 Гц (суцiльнi лiнiї, � [67], • [68]) i ν = 107 Гц, (штрихова лiнiя, ◦ [69]).
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Рис. 24. Частотна залежнiсть коефiцiєнта поглинання звука при рiзних
температурах (К), лiворуч: 1 — 298, 2 — 299, 3 — 300, 4 — 305; праворуч
– 289. Суцiльною лiнiєю зображено результати, одержанi в рамках моделi
iз поперечним полем, штриховою — без поперечного поля.
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Рис. 25. Частотна залежнiсть швидкостi поширення i коефiцiєнта погли-
нання звука при рiзних температурах (К): 1 – 298, 2 – 300, 3 – 350. Суцiль-
ною лiнiєю зображено результати, одержанi в рамках моделi iз поперечним
полем, штриховою — без поперечного поля.
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6. Заключнi зауваження

Дослiдження моделi Мiцуї, в тому числi i модифiкованої, з попере-
чним полем, представляє значний iнтерес. Адже дана модель широко
використовується а теорiї твердого тiла. У зв’язку з тим, що до цього
часу не на належному рiвнi розкрито суть мiкроскопiчного механi-
зму фазових переходiв в Rs, актуальною задачею є вивчення впливу
рiзних факторiв на поведiнку фiзичних характеристик цього типу
сполук. Приймаючи до уваги, що структурнi елементи, якi впорядко-
вуються в Rs, рухаються в ангармонiчних потенцiалах, ми узагаль-
нили модифiковану модель Мiцуї [37] врахувавши поперечне поле.
Ми не розглядали питання мiкроскопiчного механiзму виникнення
цього поперечного поля в гамiльтонiанi, залишивши його предметом
майбутнiх дослiджень. Врахуванням поперечного поля ми спробува-
ли покращити згоду теоретичних результатiв з експериментальними
даними, зокрема вирiшити iснуючу проблему заниженої теоретично
розрахованої поляризацiї порiвняно iз експериментальними даними.

В рамках проведеного дослiдження вдалося вибрати набiр пара-
метрiв, який забезпечив хорошу згоду теорiї з експериментом для
дiелектричних (статичних i високочастотних динамiчних), пружних
i п’єзоелектричних характеристик сегнетової солi. Порiвнюючи ре-
зультати, одержанi ранiше в рамках моделi без поперечного поля i
результати даної роботи можна стверджувати, що саме врахування
поперечного поля є необхiдною умовою покращення згоди теорiї та
експерименту для поляризацiї. При цьому ефективний дипольний
момент одержаний в рамках моделi iз поперечним полем є навiть
меншим нiж в рамках моделi без поперечного поля. Важливо вiд-
значити дуже цiкаву поведiнку спонтанної поляризацiї Rs при змiнi
поперечного поля. З однiєї сторони рiст поперечного поля веде до по-
кращення згоди теорiї з експериментом для спонтанної поляризацiї.
З другої сторони, з ростом поперечного поля посилюється асиметрiя
залежностi спонтанної поляризацiї вiд температури. Звiдси випли-
ває, що iснує обмеження на величину поперечного поля в Rs, яке
дозволяє покращувати згоду теорiї з експериментом для спонтанної
поляризацiї, зокрема.

Серед невирiшених питань залишається незадовiльна згода тео-
рiї та експерименту для пружної сталої cE44 та статичної проникностi
вiльного кристала χσ

11 у низькотемпературнiй парафазi. Крiм того
теоретично розрахована температурна залежнiсть поляризацiї має
асиметричну форму iз температурою насичення поляризацiї змiще-
ною у бiк нижнього фазового переходу, тодi як на експериментi фор-
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ма температурної залежностi поляризацiї є бiльш симетричною.
Високочастотна динамiка розглядалася в рамках методу рiвнянь

Блоха. Зокрема було встановлено, що у сегнетоелектричнiй фазi ди-
намiка описується двома релаксацiйними модами i чотирма модами,
що мiстять як резонансну так i релаксацiйну складову. У параеле-
ктричнiй фазi динамiка описується однiєю релаксацiйною i двома мо-
дами iз резонансною i релаксацiйною складовою. Однак вклад всiх
мод, окрiм однiєї релаксацiйної, у дiелектричну проникнiсть як у
пара-, так i у сегнетофазi для частот < 1012 Гц є мiзерний. Тому
можна впевнено стверджувати, що динамiка сегнетової солi в дослi-
джуваному частотному дiапазонi є релаксацiйного типу. Цей резуль-
тат є аналогiчним одержаному в рамках моделi без поперечного поля
i вiдповiдає експериментальним даним. Також було показано, що в
рамках моделi iз поперечним полем нижче температури фазового
переходу одержується краща згода теорiї з експериментом для ви-
сокочастотної дiелектричної проникностi, порiвняно iз моделлю без
поперечного поля. Проте, незважаючи на покращення, теоретичнi
значення тут є i далi вищi за експериментальнi.

Дослiджуючи динамiчнi властивостi вiльного кристала та п’єзо-
електричний резонанс, в рамках єдиного пiдходу було описано дина-
мiчнi властивостi кристала сегнетової солi у трьох частотних дiапазо-
нах: низькi частоти 0–103 Гц (статичнi властивостi), середнi частоти
104–107 Гц (область п’єзоелектричного резонансу) та мiкрохвильо-
ва область 108–1011 Гц (область дисперсiї релаксацiйного типу). Так
само, як i у випадку моделi, що не враховує поперечне поле, тут
було явно одержано явище затискання кристала частотою. Враху-
вання поперечного поля не приводить до помiтних змiн у поведiнцi
дiелектричної проникностi в областi п’єзоелектричного резонансу.

Так само, як i у випадку моделi без поперечного поля для коефiцi-
єнту поглинання звуку тут було показано, що iснує певна обрiзаюча
частота, вище якої звуковi хвилi практично не поширюються у кри-
сталi. Врахування поперечного поля майже не вплинуло на резуль-
тати розрахункiв для коефiцiєнта поглинання та швидкостi звукової
хвилi у кристалi сегнетової солi.

У наступнiй роботi, присвяченiй дослiдженню сегнетової солi ми
намагатимемось з’ясувати мiкроскопiчний механiзм появи доданку
типу поперечного поля у гамiльтонiанi Мiцуї. Також у рамках за-
пропонованої тут моделi розглянемо динамiку сегнетової солi у су-
бмiлiметровому дiапазонi, в якому може проявити себе резонансна
мода.

Автори висловлюють глибоку подяку проф. I.В.Стасюку за цiннi
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поради i детальне обговорення отриманих результатiв.
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