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Побудова трансфер-матриць для класичних двовимiрних
систем у границi сильної взаємодiї

О.В. Забуранний

Анотацiя. Наближення сильної анiзотропiї дозволяє встановити вiд-
повiднiсть мiж термодинамiкою двовимiрних класичних систем i
енергiєю основного стану вiдповiдних одновимiрних квантових си-
стем. Запропоновано наближення сильної взаємодiї, яке є узагаль-
ненням наближення сильної анiзотропiї. Знайдено умови, яким по-
виннi задовiльняти дiагональна i позадiагональна частина трансфер-
матрицi, при яких Гамiльтонiан квантової системи можна обчислити
явно. Наближення порiвнянi на прикладi двовимiрної спiн- 1

2 моделi
Iзинга.

Transfer matrix for classical two-dimensional systems in the
strong interaction limit

O.V. Zaburannyi

Abstract. Strong anisotropy limit allows to establish correspondence
between the thermodynamics of two-dimensional classical systems and
ground-state energy of correspondent one-dimensional system. Strong in-
teraction limit, being the generalization of strong anisotropy limit, was
proposed. Conditions for diagonal and off-diagonal transfer matrix parts
which allow found quantum Hamiltonian explicitly was found. Two ap-
proximations were compared for two-dimensional spin- 1

2 Ising model.
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Серед методiв статистичної фiзики метод трансфер-матрицi видi-
ляється своєю унiверсальнiстю. Застосування цього методу до найрi-
зноманiтнiших класичних моделей дозволило встановити еквiвален-
тнiсть багатьох з них, принаймнi що стосується термодинамiчних
властивостей [1, 2]. Iншою важливою особливiстю є встановлення
взаємозв’язку мiж класичними моделями i квантовими моделями
в просторi з розмiрнiстю зменшеною на одиницю [3], для чого не-
обхiiдно прийняти крайню анiзотропiю класичної системи. Метою
даної роботи було з’ясувати, при яких умовах накладених на класи-
чну систему наближення сильної анiзотропiї є застосовне. Крiм того,
введене нове наближення, яке справедливе при послабленiй вимозi
сильної взаємодiї в одному з вимiрiв. Нове наближення може бути ви-
користане лише при певних умовах, що накладаються на комутатор
дiагональної i позадiагональної компоненти трансфер-матрицi i ви-
роджується у сильну анiзотропiю при постулюваннi комутативностi
згаданих компонент. Для спiн- 1

2 двовимiрної моделi Iзинга знайденi
квантовi Гамiльтонiани у одному вимiрi. У границi сильного зв’яз-
ку порiвняно з сильною анiзотропiєю присутнi триспiновi взаємодiї i
змiна поперечного поля.

1. Метод трансфер-матрицi

В цьому роздiлi буде коротко викладений метод побудови трансфер-
матрицi для двовимiрних класичних моделей у зручнiй для подаль-
шого викладу формi. Розглядатиметься двовимiрна модель з дис-
кретними станами, енергiю якої можна в найзагальнiшому випадку
записати у формi суми за парами рядкiв

E =

M∑

m=1

E(ξm, ξm+1) (1.1)

де ξm деяка змiнна чи змiннi, вiд яких залежить енергiя рядку m.
Природа i залежнiсть енергiї вiд змiнних ξm є неважливою для по-
будови трансфер-матрицi i повиннi бути описанi для кожної системи
що розглядається. На цьому етапi ми лише вимагатимемо просторо-
вої симетрiї моделi E(ξm, ξm+1) = E(ξm+1, ξm) i позначимо кiлькiсть

можливих значень ξm через L. Для того, щоб обчислити термодина-
мiчнi властивостi системи потрiбно знайти вiльну енергiю на один
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рядок

f = −
1

βM
lnZ = −

1

β
ln

L∑

ξ1=1

L∑

ξ2=1

. . .

L∑

ξM=1

e−β
∑ M

m=1 E(ξm,ξm+1)

= −
1

βM
ln

L∑

ξ1=1

L∑

ξ2=1

. . .

L∑

ξM=1

M∏

m=1

e−βE(ξm,ξm+1) (1.2)

де ми прийняли перiодичнi граничнi умови ξM+1 = ξ1 i температур-
ну шкалу k = 1. В (1.2) кожна змiнна ξm з’являється лише в двох
послiдовних множниках i сумування може бути перерозподiлене

f = −
1

βM
ln

L∑

ξ1=1

L∑

ξ2=1

e−βE(ξ1,ξ2)
L∑

ξ3=1

e−βE(ξ2,ξ3)

×

L∑

ξ4=1

e−βE(ξ3,ξ4) . . .

L∑

ξM=1

e−βE(ξM−1,ξM )e−βE(ξM ,ξ1) (1.3)

Кожна змiнна ξm може приймати L рiзних значень, якi ми можемо
перелiчити, або для зручностi прийняти ξm = 1,L. Введемо вели-
чину Tξm,ξm+1 = e−βE(ξm,ξm+1) яку ми можемо вважати матричним
елементом матрицi розмiром L×L T - трансфер-матрицi. Кожна су-
ма в (1.3)

∑
L

ξm=1 для m = 2, M вiдповiдає добутковi матриць. Зав-
дяки тому, що матрицi не залежать вiд номера рядка m (матричнi
елементи залежать тiльки вiд значень ξ на двох послiдовних рядках)
добуток M−1 матрицi є степiнню матрицi. Остання сума (1.3)

∑
L

ξ1=1

є слiдом вiд T M−1.

f = −
1

βM
lnTr T M−1 = −

1

βM
ln

L∑

l=1

λM−1
l (1.4)

де λl власне значення T , яку називають трансфер-матрицею. Для
додатньо-визначеної матрицi T теорема Перрона-Фробенiуса [4]
стверджує iснування максимального позитивного власного значен-
ня λmax > |λl 6=max|. Матриця T симетрична i дiйсна, отже ермiтова
- тому всi її власнi значення є дiйсними. В термодинамiчнiй границi
M → ∞ всiма, крiм максимального власного значення можна нехту-
вати i вираз для вiльної енергiї набуває форми

f = −
1

β
ln sλmax (1.5)
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де s - кратнiсть максимального власного значення.
Тепер загальна вiдповiднiсть мiж класичною двовимiрною модел-

лю (1.1) i квантовою одновимiрною моделлю може бути встановлена.
Зауважимо ще раз, що матричнi елементи Tξm,ξm+1 не залежать вiд
номера рядка m i можуть для зручностi позначатися як Tξ,ξ′ .

Розглянемо L-розмiрний гiльбертовий простiр i спiвставимо ко-
жне можливе значення змiнної ξ (конфiгурацiю рядка) з вектором
ортонормованого базису {|ξ〉}ξ=1,L. Введемо оператор що дiє у зга-
даному просторi

T̂ =

L∑

ξ,ξ′=1

|ξ〉Tξ,ξ′〈ξ′| (1.6)

i покажемо, що енергiя квантової системи, що описується Гамiльто-
нiаном

Ĥ = −
1

β
ln T̂ (1.7)

є рiвною вiльнiй енергiї (1.5)

e0 = lim
βq→∞

Tr
(

e−βqĤĤ
)

Tr e−βqĤ
= −

1

β
lim

βq→∞

Tr
(

T̂
βq
β ln T̂

)

Tr T̂
βq
β

= −
1

β
ln sλmax = f.

(1.8)

Де βq є оберненою температурою квантової системи (1.7) i не повинна
плутатись з оберненою температурою класичної системи (1.1) β.

2. Наближення для трансфер-матрицi

В загальному неможливо знайти логарифм трансфер-матрицi i явно
записати Гамiльтонiан (1.7). В цiй частинi ми розглянемо два набли-
женнi методи знаходження Гамiльтонiану квантової системи. Обидва
наближення виходять з подiлу енергiї (1.1) на двi частини

E(ξ, ξ′) =
Ex(ξ)

2
+ Ey(ξ, ξ′) +

Ex(ξ′)

2
. (2.1)

Ex(ξ)
2 є половиною енергiї рядка, що задається змiнною ξ i Ey(ξ, ξ′)

є енергiєю взаємодiї мiж двома сусiднiми рядками заданими через
ξ та ξ′. Подiл (2.1) дозволяє нам записати Tξ,ξ′ = T x

ξ T y
ξ,ξ′T x

ξ′ де
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T x
ξ = e−

1
2β Ex(ξ) i T y

ξ,ξ′ = e−βEy(ξ,ξ′) i вiдповiдно переписати T через

матричний добуток T = T xT yT x i T̂ як добуток операторiв

T̂ =
L∑

ξ,ξ′=1

|ξ〉Tξ,ξ′〈ξ′| = T̂ xT̂ yT̂ x. (2.2)

де T̂ x =
∑

L

ξ=1 |ξ〉T
x
ξ 〈ξ| є дiагональним оператором, що вiд-

повiдає дiагональному спiвмножнику трансфер-матрицi i T̂ y =
∑

L

ξ,ξ′=1 |ξ〉T
y
ξ,ξ′〈ξ′| - позадiагональною частиною.

Для подальшого прогресу ми перепишемо T̂ y в дещо iншiй формi.
Подiл енергiї на двi частини (2.1) не є єдино можливим. Ми вимага-
тимемо Ey(ξ, ξ) = 0 що може завжди бути досягнено переозначен-
ням ненульової Ey(ξ, ξ) як частини Ex(ξ). З останньої умови маємо,
що дiагональнi елементи T y рiвнi одиницi T y

ξ,ξ = 1. З-помiж усiх по-

задiагональних елементiв T̂ y ми видiлимо всi пропорцiйнi до деякого
параметру ty який потiм вважатимемо малим. Позначимо як Ŷ опе-
ратор для якого усi, крiм згаданих матричних елементiв рiвнi нулю.
Також перепишемо дiагональну частину T̂ x у формi T̂ x = etxX̂ , де
X̂ - дiагональний оператор. Пiдсумовуючи, отримаємо

T̂ = etxX̂
(

1̂ + tyŶ + O(t2y)Ŷ ′
)

etxX̂ . (2.3)

У виразi (2.3) не зроблено жодного наближення. Ми лише припу-
скаємо, що параметри tx та ty iснують. Для обидвох далi описаних
наближень вимагається щоб ty було малим i ми будемо нехтувати
величинами порядку O(t2y). Для кожної конкретної моделi мусить

бути побудований окремий оператор Ŷ з врахуванням цiєї вимоги.
Границя сильної анiзотропiї часто вводиться нестрогим ар-

гументом нехтування некомутативностi операторiв X̂ i Ŷ у виразi
T̂

T̂ = etxX̂
(

1̂ + tyŶ + O(t2y)Ŷ ′
)

etxX̂ ≈
O(t2y )=0

etxX̂etyŶ etxX̂ ≈
[X̂,Ŷ ]=0

e2txX̂+tyŶ .

(2.4)

Бiльш строго (2.4) може бути отримано через розклади експоненти
в ряд при виконаннi однiєї з умов

tx = tx(ty) ∈ O(ty), O(t2y) = 0;

або

ty = ty(tx) ∈ O(tx), O(t2x) = 0. (2.5)
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Кожна з умов (2.5) робить залежними мiж собою tx та ty, що накла-
дає певнi обмеження на параметри класичної системи (1.1). Часто
для наближення сильної анiзотропiї вводиться сильнiша за кожну з
умов у (2.5) i єдина з можливих, що задовiльняє обидвi з них одно-
часно

tx = λty, O(t2y) = 0 (або еквiвалентно O(t2x) = 0) (2.6)

де λ довiльна константа.
Спiввiдношення tx = λty є зручним для обгрунтування назви на-

ближення - границя сильної анiзотропiї. Якщо ми розглянемо за-
галний випадок моделi (1.1) де енергiя одного рядка при будь-якiй
конфiгурацiї пропорцiйна до ex i всi можливi енергiї мiжрядкової
взаємодiї не меншi нiж ey (крiм Ey(ξ, ξ) = 0) тодi умова (2.6) вима-
гає щоб справджувалась рiвнiсть

βex = −2λe−βey . (2.7)

Вимагаючи вiд e−βey бути малим ми вимагаємо ey бути сильною, а
ex бути слабкою. Зауважимо також, що вимога до e−βey бути малим
також виконується лише при умовi ey > 0, що означає "феромагнi-
тну"взаємодiю вздовж осi y.

Зауважимо, що якщо анiзотропiя є наближенням для системи,
то пропорцiя (2.6) є найбiльш природньою, оскiльки вiдповiдає ма-
ксимальнiй iзотропiї, при якому наближення ще можливе. Але якщо
з певних причин ми вимагаємо сильнiшої анiзотропiї (або анiзотро-
пiя є властивiстю моделi), що не задовiльняє (2.6) але виконується
один з випадкiв у (2.5) наближення сильної анiзотропiї (2.4) також
може бути використане.

Випишемо остаточний вигляд Гамiльтонiану квантової системи

Ĥsal = −
1

β
ln T̂ = −

2tx
β

X̂ −
ty
β

Ŷ (2.8)

Границя сильної взаємодiї вимагає лише, щоб ty було малим
i не накладає жодних умов на tx, але може бути використана для
запису явного вигляду квантового Гамiльтонiана лише якщо кому-
татор [X̂, Ŷ ] задовiльняє певним умовам: що описанi далi. Запишемо
оператор T̂ у виглядi etxX̂(1 + tyŶ )etxX̂ = e2txX̂+ty(Ŷ +Ẑ) де Ẑ є невi-
домим оператором: що визначений функцiєю Ẑ = Z(txX̂, Ŷ ). З роз-
кладу обидвох частин за степенями ty в ряд Тейлора до двох перших
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членiв [5]

e2txX̂ + tyetxX̂ Ŷ etxX̂

= e2txX̂ +

[∫ 1

0

eτ(2txX̂+tyŶ +tyẐ)(Ŷ + Ẑ)e(1−τ)(2txX̂+tyŶ +tyẐ)

]

ty=0

tydτ,

etxX̂ Ŷ etxX̂ =

∫ 1

0

dτe2τtxX̂(Ŷ + Ẑ)e−2τtxX̂e2txX̂ .

(2.9)

Домножимо злiва i справа на e−txX̂ i зробимо замiну τ → τ+1
2 ,

∫ 1

0 dτ → 1
2

∫ 1

−1 dτ , що приведе нас

Ŷ = 1
2

∫ 1

−1

eτtxX̂(Ŷ + Ẑ)e−τtxX̂dτ = 1
2

∫ 1

−1

∞∑

n=0

τntnx

(

[X̂, Ŷ ]n + [X̂, Ẑ]n

)

n!
dτ,

[Â, B̂]n = [Â, [Â, B̂]n−1], [Â, B̂]0 = B̂.

(2.10)

Тепер ми можемо iнтегрувати за τ

Ŷ = 1
2

∞∑

n=0

1 + (−1)n

(n + 1)!
tnx

(

[X̂, Ŷ ]n + [X̂, Ẑ]n

)

=

∞∑

n=0

tnx
[X̂, Ŷ ]2n + [X̂, Ẑ]2n

(2n + 1)!
.

(2.11)

Припустимо, що оператор Ẑ може бути розкладений як сума ко-
мутаторiв Ẑ =

∑∞
k=1

Ak

k! tkx[X̂, Ŷ ]k. Ми можемо показати, що функцiя
Z(txX̂, Ŷ ) є парною щодо першого аргумента

(

etxX̂(1 + tyŶ )etxX̂
)−1

=
(

e2txX̂+ty(Ŷ +Z(txX̂,Ŷ ))
)−1

= e−2txX̂−ty(Ŷ +Z(txX̂,Ŷ ))

(

etxX̂(1 + tyŶ )etxX̂
)−1

= e−txX̂(1 − tyŶ )e−txX̂ + O(t2y)

≈ e−2txX̂−ty(Ŷ +Z(−txX̂,Ŷ )) (2.12)

звiдки випливає Z(txX̂, Ŷ ) = Z(−txX̂, Ŷ ) що означає рiвнiсть нулю
усiх непарних коефiцiєнтiв розкладу A2k+1 ≡ 0 i ми маємо

Ẑ =
∞∑

k=1

A2kt2k
x

2k!
[X̂, Ŷ ]2k. (2.13)
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Беручи до уваги
[

X̂,
[

X̂, Ŷ
]

α

]

β
=

[

X̂, Ŷ
]

α+β

Ŷ =
∞∑

n=0

∞∑

k=1

A2kt
2(n+k)
x

(2k)!(2n + 1)!
[X̂, Ŷ ]2(n+k) +

∞∑

n=0

t2n
x

(2n + 1)!
[X̂, Ŷ ]2n.

(2.14)

i перепорядковуючи доданки в сумi (добуток Кошi)
∑∞

n=0

∑∞
k=0 F (n, k) =

∑∞
i=0

∑i
j=0 F (j, i − j) можемо записати

Ŷ =

∞∑

i=1





i−1∑

j=0

A2(i−j)

(2i − 2j)!(2j + 1)!



 t2i
x [X̂, Ŷ ]2i +

∞∑

i=0

t2i
x

(2i + 1)!
[X̂, Ŷ ]2i.

(2.15)

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях tx отримаємо рiв-
няння для A2k

i−1∑

j=0

A2(i−j)

(2i − 2j)!(2j + 1)!
+

1

(2i + 1)!
= 0 (2.16)

з яких вдається записати рекурсивнi вирази для A2i

A2i = −
1

2i + 1

i∑

j=1

C2i+1
2j+1A2(i−j), i ≥ 1 A0 = 1, (2.17)

де C2i+1
2j+1 = (2i+1)!

(2j+1)!(2i−2j)! . Зауважимо, що для чисел Бернуллi iснує
схоже представлення

B2i = −
1

2i + 1

i∑

j=1

C2i+1
2j+1B2(i−j) + 1

2 , i ≥ 1 B0 = 1, B1 = − 1
2 . (2.18)

Нашою новою задачею є знайти (2.13), що в загальному випадку
не може бути зроблено, але при певних умовах вдається записати
явно. Ми розглянемо лише системи для яких комутатор [X̂, Ŷ ]2k по-
чинаючи з певного k набуває загального вигляду

[X̂, Ŷ ]2Pr+2l =

Q
∑

q=1

L̂l,q (ẑl,q)
2Pr+2l R̂l,q (2.19)

де P, Q, r ∈ N, l = 0, P − 1, тобто починає перiодично повторюва-
тись з перiодом P при кожному наступному повтореннi генеруючи
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додатковi однаковi множники. Якщо комутатор [X̂, Ŷ ]2Pr+2l набуває
загальної форми (2.19) починаючи з r′ > 1 ми можемо видiлити зайвi
доданки в (2.13) окремо. Подальший успiх можливий завдяки тому,
що вдається встановити генеруючу функцiю a(x) коефiцiєнтiв A2k

a(x)
def
=

∞∑

k=1

A2k

2k!
x2k ≡

x

sinhx
− 1, (2.20)

звiдки ми можемо знайти генеруючу функцiю для A2Pr+2l

aP,l(x)
def
=

∞∑

r=1

A2Pr+2l

(2Pr + 2l)!
x2Pr+2l =

1

P

P−1∑

p=0

e−
2iπpl

P a
(

xe
iπp
P

)

(2.21)

Врештi невiдомий оператор Ẑ можна записати явно

Ẑ =

Q
∑

q=1

P−1∑

l=0

L̂l,qaP,l(txẑl,q)R̂l,q (2.22)

i Гамiльтонiан у границi сильної взаємодiї має вигляд

Ĥsil = −
2tx
β

X̂ −
ty
β

Ŷ −
ty
β

Q
∑

q=1

P−1∑

l=0

L̂l,qaP,l(txẑl,q)R̂l,q. (2.23)

Границя сильної анiзотропiї отримується як i очiкувалось, оскiльки
aP,l(x) ∈ O(x2).

3. Двовимiрна спiн-1

2
модель Iзинга

В цьому роздiлi ми знайдемо квантовi Гамiльтонiани в обидвох опи-
саних вище границях. Почнемо з енергiї класичної системи

E = −

M∑

m=1

N∑

n=1

Jxσm,nσm,n+1 + Jyσm,nσm+1,n, (3.1)

де σm,n може набувати значень ± 1
2 . Конфiгурацiя в кожному рядку

m задається змiнними {σm,n}n=1,N i може набувати одного з L = 2N

можливих значень. Ми будемо позначати конфiгурацiї двох послi-
довних рядкiв через {σn} та {σ′

n}. Розiб’ємо суму на двi частини
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(2.1)

Ex({σn})

2
= −

N∑

n=1

1

2
Jxσnσn+1,

Ey({σn}, {σ
′
n}) = −

N∑

n=1

Jyσnσ′
n. (3.2)

Гiльбертовий простiр для побудови квантової моделi генерується ба-
зисом {|ξ〉}

ξ=1,2N = {⊗N
n=1|σn〉}σ1=± 1

2 ,σ2=± 1
2 ,...,σN =± 1

2
.

Оператор, що вiдповiдає дiагональнiй частинi трансфер-матрицi
має вигляд

T̂ x =
∑

σ1=±1/2

. . .
∑

σN =±1/2

N⊗

n=1

|σn〉e
βJx
2

N∑

j=1

σjσj+1
N⊗

n=1

〈σn|

= e

βJx
2

N∑

j=1

∑

σ1=±1/2

...
∑

σN =±1/2

N⊗

n=1
|σn〉σjσj+1

N⊗

n=1
〈σn|

= e
βJx
2

N∑

j=1

ŝz
j ŝz

j+1

(3.3)

Де ми ввели спiновi оператори ŝz
n =

∑

σn=± 1
2
|σn〉σn〈σn| i опу-

скаємо тривiальнi прямi добутки одиничних операторiв ŝz
j ≡

j−1
︷ ︸︸ ︷

1̂ ⊗ . . . ⊗ 1̂⊗ŝz
j ⊗

N−j
︷ ︸︸ ︷

1̂ ⊗ . . . ⊗ 1̂. Позадiагональну частину записати скла-
днiше

T̂ y =
∑

σ1=±1/2

. . .
∑

σN =±1/2

∑

σ′
1=±1/2

. . .
∑

σ′
N =±1/2

N⊗

n=1

|σn〉eβJy

∑ N
j=1 σjσ′

j

N⊗

n=1

〈σ′
n|

(3.4)

Ми не можемо внести прямих добуткiв пiд експоненту. Для побудови
оператора T̂y роздiлимо усi можливi матричнi елементи T̂y за кiль-
кiстю вiдмiнних значень {σn} and {σ′

n}. Якщо сусiднi рядки мають
однакову конфiгурацiю, ми маємо дiагональний елемент Ŷ рiвний
−NJy

4 . Зсуваючи усi значення енергiї на цю величину ми отримає-

мо потрiбну умову
N⊗

n=1
〈σn|T̂y

N⊗

n=1
|σn〉 = 1. Якщо тiльки на одному

вузлi n змiннi {σ} i {σn} вiдмiннi {σn = σ′
n}n=1,j−1,j+1,N , σj = −σ′

j

енергiя збiльшується на величину Jy

2 i матричний елемент T̂ y рiвний

e−
βJy
2 . Всi матричнi елементи, що вiдповiдають вiдмiнним змiнним

{σ} i {σn} на двох вузлах рiвнi
(

e−
βJy
2

)2

i так далi, якщо змiннi {σ}
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та {σ′} вiдрiзняються на r вузлах, то T{σ},{σ′} =
(

e−
βJy
2

)r

. Тепер

очевидно як параметр ty повинен бути вибраний. Якщо ty = e−
βJy
2

є малим ми можемо побудувати оператор Ŷ який має усi матричнi
елементи рiвнi нулю, крiм тих, якi вiдповiдають рiзницi мiж ряд-
ками тiльки на одному вузлi j. Усi iншi позадiагональнi матричнi
елементи якi є O(t2y) згрупуємо у суму, що визначить неважливий
оператор Ŷ ′ якого ми не маємо потреби шукати явно. Сказане, може
бути зроблене переписуючи суму (3.4)

T̂ y =

2N
доданкiв

︷ ︸︸ ︷
∑

σ1=±1/2

. . .
∑

σN =±1/2

N⊗

n=1

|σn〉

N⊗

n=1

〈σn|

+ty

N ·2N
доданкiв

︷ ︸︸ ︷

N∑

j=1

∑

σ1=±1/2

. . .
∑

σN =±1/2

j−1
⊗

n=1

|σn〉
⊗

|σj〉

N⊗

n=j+1

|σn〉

j−1
⊗

n=1

〈σn|
⊗

〈−σj |

N⊗

n=j+1

〈σn|

+O
(
t2y

)

(
∑ N

r=2 CN
r ≡2N−N−1)·2N

доданкiв

︷ ︸︸ ︷
∑

всi iншi
конфiгурацiї

N⊗

n=1

|σn〉

N⊗

n=1

〈σ′
n|

=1̂ + tyŶ + Ŷ ′ (3.5)

При бажаннi Ŷ ′ може бути розбитий на суми ∝ try по CN
r доданкiв у

кожному. Тепер в операторi Ŷ можна легко впiзнати суму спiнових
операторiв

Ŷ =
N∑

j=1

∑

σ1=±1/2

. . .
∑

σN =±1/2

j−1
⊗

n=1

|σn〉
⊗

|σj〉
N⊗

n=j+1

|σn〉

j−1
⊗

n=1

〈σn|
⊗

〈−σj |

N⊗

n=j+1

〈σn| = 2

N∑

j=1

ŝx
j . (3.6)

З (3.3) i (3.6) tx, ty, X̂, Ŷ може бути записано

tx =
βJx

2
, ty = e−

βJy
2 , X̂ =

N∑

j=1

ŝz
j ŝ

z
j+1, Ŷ =

N∑

j=1

2ŝx
j . (3.7)
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В границi сильної анiзотропiї ми отримали Гамiльтонiан спiн- 1
2 лан-

цюжка в поперечному полi.

Ĥsal = −
2

β
txX̂ −

ty
β

Ŷ = −

N∑

j=1

Jxŝz
j ŝ

z
j+1 −

2

β
e−

βJy
2 ŝx

j . (3.8)

Для того, щоб отримати Гамiльтонiан в границi сильної взаємодiї
запишемо комутатор [X̂, Ŷ ]2k для k ≥ 1

[X̂, Ŷ ] = 2i

N∑

j=1

(ŝy
j ŝz

j+1 + ŝz
j ŝ

y
j+1), [X̂, Ŷ ]2k = 2

N∑

j=1

ŝx
j (1/2 + 2ŝz

j−1ŝ
z
j+1).

(3.9)

Рiвняння (2.19),(2.21) стає дуже простим P, Q = 1, l = 0, L̂0,1 = 1,
ẑ0,1 = 1, R̂0,1 = 2

∑N
j=1 ŝx

j (1/2 + 2ŝz
j−1ŝ

z
j+1), a1,0(tx) = a(tx)

Ĥsil = −

N∑

j=1

Jxŝz
j ŝ

z
j+1 +

2

β
e−

βJy
2 ŝx

j +
2

β
e−

βJy
2 a

(
βJx

2

)

ŝx
j (1/2 + 2ŝz

j−1ŝ
z
j+1).

(3.10)

4. Пiдсумок

Для порiвняння результатiв наближень можна знайти критичну тем-
пературу класичної двовимiрної моделi Iзинга в обидвох наближен-
нях. Точне значення βex вiдоме i визначається спiввiдношенням

sinh
βexJx

2
sinh

βexJy

2
= 1. (4.1)

У наближеннi сильної анiзотропiї

βsalJx = 4e−
βsalJy

2 . (4.2)

У наближеннi сильної взаємодiї ми отримали частковий випадок уза-
гальненої XY моделi для якого можна знайти за допомогою фермiо-
нiзацiї [6] критичного поперечного поля, що вiдповiдатиме критичнiй
температурi класичної системи. Несподiваним на перший погляд є
те, що значення критичної температури спiвпвдає iз значенням отри-
маним в наближеннi сильної анiзотропiї βsil ≡ βsal. Зрозумiти чому
так вiдбувається можна з виразу для точного значення критичної

температури (4.1). Якщо ми вимагаємо вiд e−
βJy
2 бути малим, то з
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рiвняння (4.1) випливає що βJx повинно бути великим - тобто ми
приходимо до наближення сильної анiзотропiї. Слiд зауважити, що
тотожнiсть наближень для пошуку критичної температури не озна-
чає: що наближення сильної взаємодiї i сильної анiзотропiї дають
однаковi результати для iнших термодинамiчних величин.
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