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Вступ

Дослiдження структури мiжфазної областi є однiєю з актуальних за-
дач фiзики конденсованих систем. Наявнiсть поверхнi роздiлу фаз
значно ускладнює опис систем взаємодiючих частинок внаслiдок
просторової неоднорiдностi мiжфазної областi. Одним iз найпростi-
ших методiв опису флюїдiв при наявностi поверхнi роздiлу є метод
Гендерсона-Абрагама-Баркера [1,2], в рамках якого опис флюїду зво-
диться до опису сумiшi, одним iз сортiв якої є твердi сфери з без-
межно великими розмiрами i з густиною рiвною нулю. В результатi
опис профiля густини зводиться до розв’язку iнтегрального рiвняння
типу Орнштейна-Цернiке для функцiї розподiлу "частинка флюїду
- поверхня" на основi вiдомої парної кореляцiйної функцiї флюїду
за вiдсутностi поверхнi. Застосування цього пiдходу дало змогу до-
статньо коректно описати вплив короткосяжних взаємодiй на стру-
ктуру приповерхневого шару, врахувати вплив зовнiшнiх полiв та
взаємодiї частинок з поверхнею. Однак цей пiдхiд у найпростiших
наближеннях, типу середньо-сферичного наближення, жодним чи-
ном не описує впливу далекосяжних мiжчастинкових взаємодiй на
структуру мiжфазної областi. Бiльш продуктивним для врахування
цих ефектiв виявився метод просторово неоднорiдних iнтегральних
рiвнянь для парних кореляцiйних функцiй, що включає в згортцi i
профiль густини частинок. Використання, наприклад, простої фор-
ми профiля густини у виглядi сходинки забезпечує коректний опис
iонних систем у мiжфазнiй областi [3, 4]. Отриманi при цьому ви-
рази для профiлiв густини задовiльняють точному спiввiдношенню,
вiдомому пiд назвою контактної теореми [5,6]. Аналогiчнi результати
нещодавно були отриманi також для просторово обмеженої системи
частинок з потенцiалом взаємодiї у формi потенцiалу Юкави [7].

За останнi роки значнi зусилля були направленi на дослiджен-
ня приповерхневих властивостей анiзотропних флюїдiв, зокрема не-
матичних рiдких кристалiв. У роботах [8, 9], базуючись на отрима-
них в [10] аналiтичних виразах для парних кореляцiйних функцiй
нематичного флюїду за вiдсутностi поверхнi роздiлу, в рамках ме-
тоду Гендерсона-Абрагама-Баркера в середньо-сферичному набли-
женнi були отриманi аналiтичнi вирази для унарної функцiї роз-
подiлу нематика та на їх основi проведено дослiдження структури
мiжфазної областi в залежностi вiд характеру взаємодiї молекул не-
матика з поверхнею роздiлу. Однак, як i для iзотропних флюїдiв,
метод Гендерсона-Абрагама-Баркера в середньо-сферичному набли-
женнi не дав змоги врахувати та дослiдити вплив мiжмолекулярних
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взаємодiй на структуру та властивостi мiжфазної областi. Розв’я-
занню цiєї проблеми присвячена дана робота. В нiй, узагальнюю-
чи викладену ранiше в роботах [7, 11] методику, буде представлено
розв’язок просторово неоднорiдного рiвняння Орнштейна-Цернiке,
на основi якого будуть отриманi та проаналiзованi аналiтичнi вирази
для парної та унарної кореляцiйних функцiй просторово обмеженого
флюїду в нематичнiй фазi.

1. Постановка задачi

Розглянемо просторово обмежену твердою стiнкою систему частинок
з анiзотропною взаємодiєю. Нехай межа стiнки спiвпадає з площи-
ною z = 0, а система знаходиться у верхнiй частинi простору (z > 0).
Допустимо, що видiлений напрям взаємодiї ~n паралельний осi Oz де-
картової системи координат. Аналогiчно як i в [10], потенцiал взаємо-
дiї мiж двома частинками, розташування яких задається радiусами-
векторами ~R1 та ~R2 декартової системи координат, представимо у
виглядi суми близькосяжного потенцiалу ush(R12), далекосяжного
iзотропного потенцiалу

Φ0(R12) = A0
1

R12
exp(−α0R12) (1.1)

та далекосяжного анiзотропного потенцiалу

Φ2(R12, Ω1, Ω2) = A2
1

R12
exp(−α2R12)P2(cos θ12) , (1.2)

де: ~R12 = |~R1 − ~R2| – вiддаль мiж частинками, σ – дiаметр взаємодiї
твердої сфери, константи iнтенсивностi взаємодiї A0, A2 i константи
загасання взаємодiї α0, α2 вiдповiдно визначають iзотропну та анi-
зотропну частини далекосяжної складової потенцiалу, P2(cos θ12) –
другий полiном Лежандра, а θ12 – кут вiдносної орiєнтацiї частинок,
Ω = {θ, ϕ}– кути орiєнтацiї частинки вiдносно директора.

Парна кореляцiйна функцiя системи h(~R1, ~R2, Ω1, Ω2), пря-
ма кореляцiйна с(~R1, ~R2, Ω1, Ω2) i профiль густини числа части-
нок ρ(~R1, Ω1) задовольняють просторово неоднорiдне рiвняння
Орнштейна-Цернiке для нематикiв

h(~R1, ~R2, Ω1, Ω2) = c(~R1, ~R2, Ω1, Ω2)+
∫

d~R3dΩ3 ρ(~R3, Ω3) c(~R1, ~R3, Ω1, Ω3) h(~R3, ~R2, Ω3, Ω2). (1.3)
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Розв’язок рiвняння Орнштейна-Цернiке у просторово неоднорi-
дному випадку при врахуваннi близькосяжних взаємодiй являє со-
бою складну математичну задачу. Оскiльки рiвняння фактично мi-
стить три невiдомi функцiї, необхiдно вибирати певнi наближення
для прямої кореляцiйної функцiї i включати у розгляд додаткове рiв-
няння для визначення профiлю густини частинок (наприклад, пер-
ше iз рiвнянь ланцюжка Боголюбова). Однак в областi малих густин
роль близькосяжної складової взаємодiї є незначною, а основну роль
в поведiнцi структурних i термодинамiчних властивостей вiдiграють
далекосяжнi взаємодiї. Врахування лише далекосяжних взаємодiй i
нехтування впливом розмiрiв частинок дозволяє при певних набли-
женнях для профiлю густини частинок отримати аналiтичнi розв’яз-
ки рiвняння Орнштейна-Цернiке.

Рiвняння (1.3) розв’язуватимемо у середньо-сферичному набли-
женнi

h(R12, Ω1, Ω2) = −1, R12 < σ,
c(R12, Ω1, Ω2) = − 1

T
Φ0(R12) −

1
T

Φ2(R12, Ω1, Ω2), R12 > σ,
(1.4)

яке у випадку точкових частинок визначає пряму кореляцiйну фун-
кцiю у всьому просторi

c(R12, Ω1, Ω2) = −
1

T
Φ0(R12) −

1

T
Φ2(R12, Ω1, Ω2), (1.5)

а для профiлю густини системи виберемо орiєнтацiйно залежне схо-
динкове наближення

ρ(~R1, Ω1) =

{

ρf(Ω1), z1 > 0,
0, z1 < 0,

(1.6)

де: T – абсолютна температура системи, вимiрювана в енергетичних
одиницях, ρ – густина числа частинок системи далеко вiд обмежу-
вальної поверхнi, f(Ω1) – орiєнтацiйно залежна частина профiлю
густини, зумовлена анiзотропiєю системи. Останню у випадку нор-
мальних нематикiв можна записати у виглядi розвинення за сфери-
чними функцiямиYlm(Ω)

f(Ω) =
1

ZΩ
exp

{

∑

l>0

blYl0(Ω)

}

, (1.7)

де ZΩ - нормуючий множник, вибраний таким чином що
∫

f(Ω)dΩ = 1 (1.8)
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Обмежуючись в (1.7) доданком з l = 2, приходимо до моделi Майера-
Заупе [12, 13], в рамках якої

f(Ω) = f(θ) =
1

4πZ
em cos2 θ (1.9)

де нормуючий множник

Z =

1
∫

0

emx2
dx (1.10)

може бути виражений через функцiю помилок вiд уявного аргумен-
та. При цьому параметр порядку визначається з рiвняння

S = 4π

1
∫

0

P2(cos θ)f(θ)d cos θ = 4π

1
∫

0

3 cos2 θ − 1

2
f(θ)d cos θ

= −
1

2
+

3

2Z

1
∫

0

x2emx2

dx = −
1

2
+

3

2

∂ lnZ

∂m
. (1.11)

Визначений з рiвнянь (1.10-1.11) параметр S рiвний ну-
лю для малих m, а з ростом m зростає, прямуючи до
одиницi. Типова залежнiсть S(m) представлена на рис. 1.

Pис.1. Залежнiсть параметра порядку S вiд параметра m.
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2. Розв’язок рiвнянь для гармонiк парної кореля-

цiйної функцiї

Оскiльки пряма кореляцiйна функцiя у середньо-сферичному набли-
женнi не залежить вiд орiєнтацiї вектора ~R12 взаємного розташуван-
ня частинок у просторi, то можна допустити, що i парна кореляцiйна
функцiя володiє такою ж властивiстю. Враховуючи вигляд далек-
осяжної складової потенцiалу взаємодiї, пряму та парну кореляцiйнi
функцiї можна записати у виглядi:

с(R12, Ω1, Ω2) = с000(R12) + с020(R12)Y20(Ω1) + с200(R12)Y20(Ω2)

+
∑

µ

с22µ(R12)Y2µ(Ω1)Y
∗

2µ(Ω2),

h(R12, Ω1, Ω2) = h000(R12) + h020(R12)Y20(Ω1) + h200(R12)Y20(Ω2)

+
∑

µ

h22µ(R12)Y2µ(Ω1)Y
∗

2µ(Ω2). (2.1)

Пiдставимо вирази (2.1) у рiвняння Орнштейна-Цернiке (1.3) i ви-
конаємо iнтегрування за орiєнтацiями. Завдяки аксiальнiй симетрiї
нематикiв i залежностi (1.7) вiд орiєнтацiї для гармонiк парної коре-
ляцiйної функцiї отримаємо наступнi рiвняння для µ 6= 0

h22µ(~R1, ~R2) = с22µ(R12) +
〈

|Y2µ(Ω)|
2
〉

Ω

∫

V

d~R3ρ(~R3)c22µ(R13)h22µ(~R3, ~R2) (2.2)

та для µ = 0

h000(~R1, ~R2) = с000(R12) +
∫

V

d~R3ρ(~R3)c000(R13)h000(~R3, ~R2)+

〈|Y20(Ω)|〉Ω
∫

V

d~R3ρ(~R3)c020(R13)h000(~R3, ~R2)+

〈|Y20(Ω)|〉Ω
∫

V

d~R3ρ(~R3)c000(R13)h200(~R3, ~R2)+
〈

|Y20(Ω)|
2
〉

Ω

∫

V

d~R3ρ(~R3)c020(R13)h200(~R3, ~R2),

(2.3)
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h200(~R1, ~R2) = с200(R12) +
∫

V

d~R3ρ(~R3)c200(R13)h000(~R3, ~R2)+

〈|Y20(Ω)|〉Ω
∫

V

d~R3ρ(~R3)c220(R13)h000(~R3, ~R2)+

〈|Y20(Ω)|〉Ω
∫

V

d~R3ρ(~R3)c200(R13)h200(~R3, ~R2)+
〈

|Y20(Ω)|
2
〉

Ω

∫

V

d~R3ρ(~R3)c220(R13)h200(R32),

(2.4)

h020(~R3, ~R2) = с020(R12) +
∫

V

d~R3ρ(~R3)c000(R13)h020(~R3, ~R2)+

〈|Y20(Ω)|〉Ω
∫

V

d~R3ρ(~R3)c020(R13)h020(~R3, ~R2)+

〈|Y20(Ω)|〉Ω
∫

V

d~R3ρ(~R3)c000(R13)h220(~R3, ~R2)+
〈

|Y20(Ω)|2
〉

Ω

∫

V

d~R3ρ(~R3)c020(R13)h220(~R3, ~R2),

(2.5)

h220(~R3, ~R2) = с220(R12) +
∫

V

d~R3ρ(~R3)c200(R13)h020(R32)+

〈|Y20(Ω)|〉Ω
∫

V

d~R3ρ(~R3)c220(R13)h020(~R3, ~R2)+

〈|Y20(Ω)|〉Ω
∫

V

d~R3ρ(~R3)c200(R13)h220(~R3, ~R2)+
〈

|Y20(Ω)|
2
〉

Ω

∫

V

d~R3ρ(~R3)c220(R13)h220(~R3, ~R2) .

(2.6)

де: 〈. . .〉Ω =
∫

dΩf(Ω) . . . – позначає усереднення за орiєнтацiєю з
ваговою функцiєю f(Ω).

Система рiвнянь (2.3)-(2.6) є системою iнтегральних рiвнянь
Орнштейна-Цернiке для орiєнтацiйних гармонiк парної кореляцiй-
ної функцiї. Вона справедлива як для просторово однорiдного так
i для просторово неоднорiдного випадкiв. У першому випадку слiд
покласти ρ(R) = ρ. У просторово неоднорiдному випадку ρ(R) = ρ
для z > 0 i ρ(R) = 0 для z < 0. Слiд вiдмiтити, що пари рiвняння
(2.3)-(2.4) та (2.5)-(2.6) є незалежними.

Для кращого розумiння результатiв просторово неоднорiдного
випадку розглянемо спершу просторово однорiдний випадок.

2.1. Просторово-однорiдний випадок

У просторово однорiдному випадку
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hlmµ(~R1, ~R2) = hlmµ(R12) (2.7)

Пiдставимо (2.7) у систему рiвнянь (2.3)–(2.6) та врахуємо, що у ви-
падку точкових частинок завдяки вигляду далекосяжної складової
потенцiалу парної взаємодiї (1.1), (1.2) деякi гармонiки вiдсутнi

с020(R12) = 0, с200(R12) = 0. (2.8)

Тодi для гармонiк отримаємо наступi рiвняння для µ 6= 0

h22µ(R12) = с22µ(R12) + ρ
〈

|Y2µ(Ω)|
2
〉

Ω

∫

V

d~R3c22µ(R13)h22µ(R32)(2.9)

та для µ = 0

h000(R12) = с000(R12) + ρ

∫

V

d~R3c000(R13)h000(R32) (2.10)

+ ρ 〈|Y20(Ω)|〉Ω

∫

V

d~R3c000(R13)h200(R32),

h200(R12) = ρ 〈|Y20(Ω)|〉Ω

∫

V

d~R3c220(R13)h000(R32) (2.11)

+ ρ
〈

|Y20(Ω)|
2
〉

Ω

∫

V

d~R3c220(R13)h200(R32),

h020(R32) = ρ

∫

V

d~R3c000(R13)h020(R32) (2.12)

+ ρ 〈|Y20(Ω)|〉Ω

∫

V

d~R3c000(R13)h220(R32),

h220(R32) = с220(R12) + ρ 〈|Y20(Ω)|〉Ω

∫

V

d~R3c220(R13)h020(R32)

+ ρ
〈

|Y20(Ω)|2
〉

Ω

∫

V

d~R3c220(R13)h220(R32) . (2.13)

Здiйснимо перетворення Фур’є системи рiвнянь(2.10)-(2.13). Для µ 6=
0 маємо рiвняння:

h̃22µ(k) = c̃22µ(k) + ρY 2
2µc̃22µ(k)h̃22µ(k) (2.14)
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а для µ = 0 отримаємо наступнi незалежнi системи рiвнянь:

{

h̃000(k) = c̃000(k) + ρc̃000(k)h̃000(k) + ρȲ20c̃000(k)h̃200(k)

h̃200(k) = ρȲ20c̃220(k)h̃000(k) + ρY 2
20c̃220(k)h̃200(k)

(2.15)

{

h̃020(k) = ρc̃000(k)h̃020(k) + ρȲ20c̃000(k)h̃220(k)

h̃220(k) = c̃220(k) + ρȲ20c̃220(k)h̃020(k) + ρY 2
20c̃220(k)h̃220(k)

(2.16)

де ми ввели позначення

Ȳ20 = 〈|Y20(Ω)|〉Ω , Y 2
2µ =

〈∣

∣Y 2
2µ(Ω)

∣

∣

〉

Ω
. (2.17)

При цьому

Ȳ20 = S

√

5

4π
, (2.18)

де S визначається з рiвняння (1.11). Функцiї c̃000(k), c̃220(k) є Фур’є-
образами гармонiк прямої кореляцiйної функцiї:

c̃000(k) =

∞
∫

−∞

d~R ei~k ~R c000(R) = −4π
A0

T

1

k2 + α2
0

, (2.19)

c̃220(k) =

∞
∫

−∞

d~R ei~k ~R c220(R) = −4π
A2

T

1

k2 + α2
2

, (2.20)

Розв’язуючи системи (2.15)–(2.16) i враховуючи (2.19) та (2.20), отри-
маємо вирази для гармонiк парної кореляцiйної функцiї у Фур’є-
просторi:

h̃000(k) = −
κ2

0

ρ

k2 + κ̃2
2

k4 + (κ̃2
0 + κ̃2

2)k
2 + κ̃2

0κ̃
2
2 − κ2

0κ
2
2(Ȳ20)2

, (2.21)

h̃020(k) = h̃200(k) =
(Ȳ20κ

2
0κ

2
2)/ρ

k4 + (κ̃2
0 + κ̃2

2)k
2 + κ̃2

0κ̃
2
2 − κ2

0κ
2
2(Ȳ20)2

, (2.22)

h̃220(k) = −
κ2

2

ρ

k2 + κ̃2
0

k4 + (κ̃2
0 + κ̃2

2)k
2 + κ̃2

0κ̃
2
2 − κ2

0κ
2
2(Ȳ20)2

, (2.23)

де для скорочення запису ми ввели позначення

κ̃2
0 = κ2

0 + α2
0, κ2

0 = 4π
A0

T
ρ, (2.24)

κ̃2
2 = Y 2

20κ
2
2 + α2

2, κ2
2 = 4π

A2

T
ρ,
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Як видно, у знаменниках виразiв (2.21)-(2.23) виникає доданок
κ2

0κ
2
2[Y

2
20 − (Ȳ20)

2], який мiстить середньоквадратичну флуктуацiю
величини P2(cos θ) оскiльки

Y 2
20 − (Ȳ20)

2 =
5

4π

〈

(∆P2(cos θ))2
〉

, (2.25)

де
〈

(∆P2(cos θ))2
〉

=
〈

P 2
2 (cos θ)

〉

− 〈P2(cos θ)〉
2 (2.26)

= 4π

1
∫

0

P 2
2 (cos θ)f(θ)d cos θ − S2

= 4π

1
∫

0

1

4
(3 cos2 θ − 1)2f(θ)d cos θ − S2

Графiк залежностi величини
〈

(∆P2(cos θ))2
〉

вiд m подано на рис.2.

Pис.2. Залежнiсть флуктуацiї
〈

(∆P2(cos θ))2
〉

вiд m.

При m = 0, S = 0 i

〈

(∆P2(cos θ))2
〉

=

1
∫

0

P 2
2 (cos θ)d cos θ =

1

5
(2.27)
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З ростом m величина
〈

(∆P2(cos θ))2
〉

зростає, досягаючи максималь-
ного значення

〈

(∆P2(cos θ))2
〉

=0.23 при m=1.5. При подальшому
зростаннi m флуктуацiя

〈

(∆P2(cos θ))2
〉

прямує до нуля.
Знаменник у виразах (2.21)-(2.23) перепишемо таким чином:

k4 + (κ̃2
0 + κ̃2

2)k
2 + κ̃2

0κ̃
2
2 − κ2

0κ
2
2(Ȳ20)

2 = (k2 + γ̃2
0)(k2 + γ̃2

2) (2.28)

де

γ̃2
0 =

1

2

(

κ̃2
0 + κ̃2

2 −

√

(κ̃2
0 − κ̃2

2)
2
+ 4κ2

0κ
2
2(Ȳ20)2

)

, (2.29)

γ̃2
2 =

1

2

(

κ̃2
0 + κ̃2

2 +

√

(κ̃2
0 − κ̃2

2)
2
+ 4κ2

0κ
2
2(Ȳ20)2

)

, (2.30)

Далi вважатимемо параметри системи такими, що приводять до по-
зитивних значень введених вище величин γ̃2

0 i γ̃2
2 . Для цього доста-

тньо, щоб виконувалася наступна умова:

(α2
0 + κ2

0)(α
2
2 + κ2

2Y
2
20) > κ2

0κ
2
2(Ȳ20)

2 (2.31)

Вiдкладаючи детальний аналiз цiєї умови, вiдмiтимо тiльки що у ви-
падку iзотропної фази S = 0 дана умова зводиться до позитивного
значення величин κ̃2

0 i κ̃2
2. Позитивне значення параметра κ̃2

0 вiд-
повiдає вiдсутностi фазового переходу "рiдина-газ"у системi. Дещо
аналогiчний змiст має умова κ̃2

2 > 0.
Знайдемо оригiнал гармонiки h̃000(k):

h000(R) =
1

(2π)3

∞
∫

−∞

d~k e−i~k ~R h̃000(k)

= −
κ2

0

ρ

1

(2π)3

∞
∫

−∞

d~k
(k + iκ̃2)(k − iκ̃2) e−i~k ~R

(k + iγ̃0)(k − iγ̃0)(k + iγ̃2)(k − iγ̃2)

= −
A0

T

1

R

{

γ̃2
2 − κ̃2

0

γ̃2
0 − γ̃2

2

e−γ̃0R +
γ̃2
2 − κ̃2

2

γ̃2
0 − γ̃2

2

e−γ̃2R
}

(2.32)

Аналогiчно знаходимо оригiнали решти гармонiк:

h020(R) = −
A2κ

2
0Ȳ20

T

1

R

e−γ̃0R − e−γ̃2R

γ̃2
0 − γ̃2

2

(2.33)

h220(R) =
A2

T

1

R

{

γ̃2
2 − κ̃2

2

γ̃2
0 − γ̃2

2

e−γ̃0R +
γ̃2
2 − κ̃2

0

γ̃2
0 − γ̃2

2

e−γ̃2R
}

(2.34)
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2.2. Просторово-неоднорiдний випадок

Для спрощення викладок при розглядi просторово-неоднорiдних си-
стем обмежимося випадком однакового степеня загасання iзотропної
та анiзотропної взаємодiй, тобто покладемо α2 = α0 = α.

Враховуючи умови замикання рiвнянь для точкових частинок
(1.4) та сходинкове наближення для профiлю густини частинок, зна-
йдемо гармонiки парної кореляцiйної функцiї. Подiбним чином, як
для iзотропних систем [4,14,15], враховуючи симетрiю потенцiальної
енергiї видiлимо у гармонiках парної кореляцiйної функцiї коорди-
натнi залежностi в перпендикулярному i паралельному до поверхнi
напрямках

hlmµ(~R1, ~R2) = hlmµ(s12, z1, z2) (2.35)

та введемо одностороннi гармонiки парної кореляцiйної функцiї

hlmµ(s12, z1, z2) = h+
lmµ(s12, z1, z2) − h−

lmµ(s12, z1, z2),

h+
lmµ(s12, z1, z2) =

{

hlmµ(s12, z1, z2), z1 > 0,
0, z1 < 0,

h−

lmµ(s12, z1, z2) =

{

0, z1 > 0,
−hlmµ(s12, z1, z2), z1 < 0.

(2.36)

Пiдставивши (2.36) у систему рiвнянь (2.3)–(2.6), для односторон-
нiх гармонiк отримаємо наступну систему рiвнянь:

h+
22µ(s12, z1, z2) − h−

22µ(s12, z1, z2) = с22µ(R12) + µ 6= 0

ρ
〈

|Y2µ(Ω)|
2
〉

Ω

∫

V

d~R3c22µ(s13, z1, z3)h
+
22µ(s32, z3, z2), (2.37)

h+
000(s12, z1, z2) − h−

000(s12, z1, z2) = с000(R12) +

ρ

∫

V

d~R3c000(s13, z1, z3)h
+
000(s32, z3, z2) +

ρ 〈|Y20(Ω)|〉Ω

∫

V

d~R3c000(s13, z1, z3)h
+
200(s32, z3, z2), (2.38)

h+
200(s12, z1, z2) − h−

200(s12, z1, z2) =

ρ 〈|Y20(Ω)|〉Ω

∫

V

d~R3c220(s13, z1, z3)h
+
000(s32, z3, z2) +

ρ
〈

|Y20(Ω)|
2
〉

Ω

∫

V

d~R3c220(s13, z1, z3)h
+
200(s32, z3, z2), (2.39)
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h+
020(s12, z1, z2) − h−

020(s12, z1, z2) =
∫

V

d~R3c000(s13, z1, z3)h
+
020(s32, z3, z2) +

ρ 〈|Y20(Ω)|〉Ω

∫

V

d~R3c000(s13, z1, z3)h
+
220(s32, z3, z2), (2.40)

h+
220(s12, z1, z2) − h−

220(s12, z1, z2) = c220(s13, z1, z3)

〈|Y20(Ω)|〉Ω

∫

V

d~R3c220(s13, z1, z3)h
+
020(s32, z3, z2) +

ρ
〈

|Y20(Ω)|
2
〉

Ω

∫

V

d~R3c220(s13, z1, z3)h
+
220(s32, z3, z2). (2.41)

Здiйснимо тепер перетворення Фур’є системи рiвнянь (2.38) –
(2.41). Вiдмiтимо, що фур’є –образи одностороннiх функцiй є аналi-
тичними функцiями у вiдповiдних половинах комплексної площини.
Оскiльки

c000(s12, z1, z2) = −
A0

T

exp(−α0

√

s2
12 + (z1 − z2)2)

√

s2
12 + (z1 − z2)2

, (2.42)

c220(s12, z1, z2) = −
A2

T

exp(−α0

√

s2
12 + (z1 − z2)2)

√

s2
12 + (z1 − z2)2

, (2.43)

то фур’є –образами цих гармонiк будуть функцiї

c̃000(q1) = −4π
A0

T

1

p2 + q2
1 + α2

0

, (2.44)

c̃220(q1) = −4π
A2

T

1

p2 + q2
1 + α2

0

. (2.45)

Тодi для фур’є–образiв одностороннiх гармонiк парної кореляцiй-
ної функцiї матимемо наступну систему рiвнянь:

(

1 +
κ2

2Ȳ
2
2µ

p2 + q2
1 + α2

0

)

h̃+
22µ(q1) − h̃−

22µ(q1) =

−4πA2
T

1
p2 + q2

2 + α2
0

. δ(q1 + q2), для µ 6= 0
(2.46)
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(

1 +
κ2

0

p2 + q2
1 + α2

0

)

h̃+
000(q1) +

κ2
0Ȳ20

p2 + q2
1 + α2

0

h̃+
200(q1) − h̃−

000(q1) =

−4πA0
T

1
p2 + q2

2 + α2
0

δ(q1 + q2) ,

(2.47)

(

1 +
κ2

2Ȳ
2
20

p2 + q2
1 + α2

0

)

h̃+
200(q1) +

κ2
2Ȳ20

p2 + q2
1 + α2

0

h̃+
000(q1) − h̃−

200(q1) = 0 ,

(2.48)

(

1 +
κ2

0

p2 + q2
1 + α2

0

)

h̃+
020(q1) +

κ2
0Ȳ20

p2 + q2
1 + α2

0

h̃+
220(q1) − h̃−

020(q1) = 0 ,

(2.49)

(

1 +
κ2

2Y
2
20

p2 + q2
1 + α2

0

)

h̃+
220(q1) +

κ2
2Ȳ

2
20

p2 + q2
1 + α2

0

h̃+
020(q1) − h̃−

220(q1) =

−4πA2
T

1
p2 + q2

2 + α2
0

δ(q1 + q2) ,

(2.50)
де δ(q1 + q2) – δ - функцiя Дiрака.

Представимо системи рiвнянь (2.47), (2.48) та (2.49), (2.50) у ма-
тричнiй формi

1

q2
1 + α2

0(p)
P(q1) · h

+
0
(q1) − h

−

0
(q1) = L0(q1), (2.51)

1

q2
1 + α2

0(p)
P(q1) · h

+
2
(q1) − h

−

2
(q1) = L2(q1), (2.52)

де матрицi визначаються наступними рiвностями:

P(q1) =

(

q2
1 + κ2

0(p), κ2
0Ȳ20

κ2
2Ȳ20, q2

1 + κ2
2(p)

)

,

h
+
0 (q1) =

(

h̃+
000(q1)

h̃+
200(q1)

)

, h
−

0 (q1) =

(

h̃−

000(q1)

h̃−

200(q1)

)

,

h
+
2 (q1) =

(

h̃+
020(q1)

h̃+
220(q1)

)

, h
−

2 (q1) =

(

h̃−

020(q1)

h̃−

220(q1)

)

,

L0(q1) = −4πA0
T

δ(q1 + q2)
q2
2 + α2

0(p)

(

1
0

)

,

L2(q1) = −4πA2
T

δ(q1 + q2)
q2
2 + α2

0(p)

(

0
1

)

,
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а також введено позначення

α2
0(p) = p2 + α2

0, κ2
0(p) = α2

0(p)+ κ2
0, κ2

2(p) = α2
0(p)+ Ȳ 2

20κ
2
2. (2.53)

Знайдемо розв’язки рiвнянь (2.46), (2.51) i (2.52). Рiвня-
ння (2.46) аналогiчне рiвнянню для юкавiвської системи iзо-
тропних частинок, розв’язки якого були знайденi у працi [7].
Скориставшись цими результатами, явний вираз для гармонiк
h̃+

22µ(s21, z1, z2), h̃−

22µ(s21, z1, z2), (µ 6= 0) запишемо нижче.
Розглянемо рiвняння (2.51). З теорiї систем сингулярних рiвнянь

[16, 17] вiдомо, що розв’язок неоднорiдної системи (2.51) має вигляд

h
+
0

(q1) = X
+(q1) ·Ψ

+
0 (q1), (2.54)

h
−

0
(q1) = X

−(q1) · Ψ
−

0 (q1), (2.55)

де: X(ς) = X
+(ς), (ς ∈ С+) i X(ς) = X

−(ς), (ς ∈ С−) канонiчна
матриця, яка вiдповiдає однорiдному рiвнянню. Останнє одержує-
ться iз рiвностi (2.51), коли праву частину покласти рiвною нулю.
Елементи матриць Ψ

+
0 (q1) та Ψ

−

0 (q1) аналiтичнi у верхнiй або ни-
жнiй половинах комплексної площини вiдповiдно i визначаються за
спiввiдношенням

Ψ
+
0 (q1) − Ψ

−

0 (q1) =
(

X
−(−q2)

)−1
· L0(q1). (2.56)

Розглянемо однорiдне рiвняння

1

q2
1 + α2

0(p)
P(q1) · ϕ

+(q1) − ϕ
−(q1) = 0. (2.57)

У випадку рацiональних матриць, побудованих з коефiцiєнтiв при
невiдомих функцiях, можна виконати факторизацiю матрицi i отри-
мати розв’язки системи рiвнянь у явному виглядi. Вiдомо [17, 18],
що не вироджену полiномiальну матрицю можна привести до дiаго-
нального вигляду за допомогою двох полiномiальних матриць з не-
залежними вiд змiнної не рiвними нулю детермiнантами. Тому пред-
ставимо P(q1) у виглядi:

P(q1) = T(q1) · D(q1) · S(q1), (2.58)

у якому D(q1) – дiагональна матриця, а detT(q1) 6= 0, detS(q1) 6=
0 не залежать вiд змiнної q1. Пiдставимо виражену за допомогою
представлення (2.58) матрицю P(q1) у рiвнiсть (2.57)

1

q2
1 + α2

0(p)
T(q1) ·D(q1) · S(q1) · ϕ

+(q1) = ϕ
−(q1). (2.59)
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Виконаємо факторизацiю дiагональної матрицi D(q1), яка поля-
гає у представленнi кожного з дiагональних елементiв матрицi у ви-
глядi добутку матриць таких, що не мають нулiв вiдповiдно у верх-
нiй та нижнiй половинах комплексної площини. Останнi двi матрицi
позначимо вiдповiдними нижнiми iндексами на вiдмiну вiд матриць
аналiтичних функцiй

D(q1) = D+(q1) ·D−(q1). (2.60)

Використавши факторизацiю, замiсть рiвностi (2.59) матимемо:

1

q1 + iα0(p)
D+(q1) · S(q1) · ϕ

+(q1) =

(q1 − iα0(p)) (D−)−1(q1) ·T
−1(q1) · ϕ

−(q1). (2.61)

Звiдси знаходимо

ϕ
+(q1) = (q1 + iα0(p))S−1(q1) · (D+)−1(q1),

ϕ
−(q1) =

1

q1 − iα0(p)
T(q1) ·D−(q1). (2.62)

Отриманий розв’язок однорiдного рiвняння являє собою так зва-
ний нормальний розв’язок. В працi [17] представлено ефективний ме-
тод знаходження канонiчної матрицi, коли вiдомi нормальнi розв’яз-
ки

Аналогiчно знайдемо розв’язки матричного рiвняння (2.52):

h
+
2 (q1) = X

+(q1) ·Ψ
+
2 (q1), (2.63)

h
−

2 (q1) = X
−(q1) · Ψ

−

2 (q1), (2.64)

де:
Ψ

+
2 (q1) − Ψ

−

2 (q1) =
(

X
−(−q2)

)−1
· L2(q1). (2.65)

Таким чином нами отримано вирази, якi дозволяють знайти гар-
монiки парної кореляцiйної функцiї. Для їх розрахунку необхiдно
знати факторизацiйнi матрицi T(q1) та S(q1).

3. Розрахунок канонiчних матриць

Запишемо рiвняння (2.58) у виглядi

P(q1) · (S)−1(q1) − T(q1) ·D(q1) = 0. (3.1)



16 Препринт

Завдяки однорiдностi рiвняння (3.1)

det(S)−1(q1) = detT(q1). (3.2)

Iз рiвностей (3.1) i (3.2) випливає

detD(q1) = detP(q1). (3.3)

Оскiльки детермiнант матрицi рiвний

detP(q1) = (q2
1 + γ2

0(p))(q2
1 + γ2

2(p)), (3.4)

де γ2
0(p), γ2

2(p)– коренi бiквадратного рiвняння

γ4 − (κ2
0(p) + κ2

2(p))γ2 + κ2
0(p)κ2

2(p) − κ2
0κ

2
2(Ȳ20)

2 = 0. (3.5)

Звiдки:

γ2
0(p) = p2 + γ2

0 , γ2
2(p) = p2 + γ2

2 ,

γ2
0 = 1

2

(

κ2
0 + κ2

2Y
2
20 + 2α2

0 −

√

(

κ2
0 − κ2

2Y
2
20

)2

+ 4κ2
0κ

2
2(Ȳ20)2

)

,

γ2
2 = 1

2

(

κ2
0 + κ2

2Y
2
20 + 2α2

0 +

√

(

κ2
0 − κ2

2Y
2
20

)2

+ 4κ2
0κ

2
2(Ȳ20)2

)

.

(3.6)
Дiагональну матрицю D(q1) запишемо у наступному виглядi

D(q1) =

(

q2
1 + γ2

0(p), 0
0, q2

1 + γ2
2(p)

)

. (3.7)

Надалi вважатимемо, що густина системи, температура i пара-
метри взаємодiї задовольняють умовi γ2

0(p) > 0. Тодi полiномiаль-
ний вигляд елементiв матрицi (3.7) дозволяє безпосередньо отримати
D+(q1) та D−(q1):

D+(q1) =

(

q1 + iγ0(p), 0
0, q1 + iγ2(p)

)

, (3.8)

D−(q1) =

(

q1 − iγ0(p), 0
0, q1 − iγ2(p)

)

. (3.9)

Елементи канонiчних матриць являють собою постiйнi величини,
незалежнi вiд змiнної q1 [18]. При цьому матриця S

−1(q1) спiвпадає
з T(q1), а недiагональнi елементи можна покласти рiвними одиницi.
Тодi факторизацiйнi матрицi запишемо у наступному виглядi

S
−1 = T =

(

t1, 1
1, t2

)

, (3.10)
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Пiдставимо спiввiдношення (3.10) у рiвняння (3.1) i прирiвняє-
мо коефiцiєнти при вiдповiдних степенях q1. В результатi отримаємо
систему 4-ох лiнiйних рiвнянь, яка внаслiдок вибору недiагональних
елементiв рiвними одиницi є неоднорiдною. Оскiльки дiагональна ма-
триця має вигляд (3.7), не всi рiвняння системи є незалежними. В
результатi кiлькiсть рiвнянь i кiлькiсть невiдомих коефiцiєнтiв спiв-
падають i матрицi T(q1) та S(q1) визначаються однозначно. Розв’я-
зуючи отриману систему рiвнянь, для невiдомих коефiцiєнтiв маємо

t1 = −
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
2Ȳ20

, t2 =
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
0Ȳ20

(3.11)

Звiдси знаходимо факторизацiйнi матрицi

T =









−
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
2Ȳ20

, 1

1,
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
0Ȳ20









, (3.12)

S = T
−1 =

κ2
0κ

2
2(Ȳ20)

2

(γ2
2 − γ2

0)(γ2
2 − κ2

0 − α2
0)









−
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
0Ȳ20

, 1

1,
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
2Ȳ20









.

(3.13)
Вiдмiтимо, що згiдно (3.6) можна показати, що

−(γ2
0 − κ2

0 − α2
0) = γ2

2 − κ2
2Y

2
20 − α2

0 (3.14)

κ2
0κ

2
2(Ȳ20)

2

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

= γ2
2 − κ2

2Y
2
20 − α2

0 (3.15)

Цi спiввiдношення є кориснi при перевiрцi рiвностi (3.1), виходячи з
отриманих виразiв для матриць T i S.

4. Орiєнтацiйнi гармонiки парної кореляцiйної

функцiї

Розглянемо тепер нормальнi розв’язки (2.62). Враховуючи вигляд
факторизацiйних матриць (3.13) та факторизованих дiагональних
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матриць (3.8), отримаємо нормальнi розв’язки у виглядi

ϕ
+(q1) =









−
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
2Ȳ20

, , 1

1,
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
0Ȳ20









·







q1 + iα0(p)
q1 + iγ0(p)

, 0

0,
q1 + iα0(p)
q1 + iγ2(p)






=









−
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
2Ȳ20

q1 + iα0(p)
q1 + iγ0(p)

,
q1 + iα0(p)
q1 + iγ2(p)

q1 + iα0(p)
q1 + iγ0(p)

,
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
0Ȳ20

q1 + iα0(p)
q1 + iγ2(p)









,

(4.1)

ϕ
−(q1) =









−
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
2Ȳ20

, 1

1,
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
0Ȳ20









·







q1 − iγ0(p)
q1 − iα0(p)

, 0

0,
q1 − iγ2(p)
q1 − iα0(p)






=









−
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
2Ȳ20

q1 − iγ0(p)
q1 − iα0(p)

,
q1 − iγ2(p)
q1 − iα0(p)

q1 − iγ0(p)
q1 − iα0(p)

,
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
0Ȳ20

q1 − iγ2(p)
q1 − iα0(p)









.

(4.2)
Детермiнанти матриць ϕ

+(q1) i ϕ
−(q1) на безмежностi прийма-

ють скiнченне вiдмiнне вiд нуля значення. В цьому випадку [17] нор-
мальнi розв’язки однорiдного рiвняння є одночасно канонiчними.

X
+(q1) = ϕ

+(q1), X
−(q1) = ϕ

−(q1). (4.3)

Знайдемо фур’є-образи гармонiк парної кореляцiйної функцiї.
Для цього скористаємося рiвнiстю (2.59) та спiввiдношенням (2.61).
З останнього, використавши (2.58), представлення δ-функцiї Дiрака
у виглядi рiзницi одностороннiх δ-функцiй аналiтичних у верхнiй та
нижнiй половинах комплексної площини вiдповiдно

δ(q1 + q2) = δ+(q1 + q2) − δ−(q1 + q2) (4.4)

та рiвностi (4.1), (4.2) i (4.3), знайдемо матрицi Ψ
+
0 (q1), Ψ

−

0 (q1),
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Ψ
+
2 (q1), Ψ

−

2 (q1)

Ψ
±

0 (q1) = 4πA0
T

κ2
0κ

2
2(Ȳ20)

2

(γ2
2 − γ2

0)(γ2
2 − κ2

0 − α2
0)

×
δ± (q1 + q2)
q2 − iα0(p)







γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
0Ȳ20

1
q2 + iγ0(p)

− 1
q2 + iγ2(p)






,

Ψ
±

2 (q1) = −4πA2
T

κ2
0κ

2
2(Ȳ20)

2

(γ2
2 − γ2

0)(γ2
2 − κ2

0 − α2
0)

×
δ± (q1 + q2)
q2 − iα0(p)











1
q2 + iγ0(p)

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
2Ȳ20

1
q2 + iγ2(p)











.

(4.5)

Тодi iз спiввiдношень (2.59) i (2.60) матрицi , елементами яких є
фур’є-образи гармонiк парних кореляцiйних функцiй матимуть на-
ступний вигляд:

h
+
0 (q1) = −4πA0

T
κ2

2Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

δ+(q1 + q2) (q1 + iα0(p))
(γ2

2 − κ2
0 − α2

0)(q2 − iα0(p))
×







(γ2
2 − κ2

0 − α2
0)

2

κ2
2Ȳ20(q1 + iγ0(p))(q2 + iγ0(p))

+
κ2

0Ȳ20

(q1 + iγ2(p))(q2 + iγ2(p))

−
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

(q1 + iγ0(p))(q2 + iγ0(p))
+

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

(q1 + iγ2(p))(q2 + iγ2(p))






,

(4.6)

h
−

0 (q1) = −4πA0
T

κ2
2Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

δ−(q1 + q2)
(q1 − iα0(p))(q2 − iα0(p))

×







γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
2Ȳ20

q1 − iγ0(p)
q2 + iγ0(p)

+
κ2

0Ȳ20

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

q1 − iγ2(p)
q2 + iγ2(p)

−
q1 − iγ0(p)
q2 + iγ0(p)

+
q1 − iγ2(p)
q2 + iγ2(p)






,

(4.7)
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Подiбним чином знайдемо матрицi h
+
2 (q1) i h

−

2 (q1)

h
+
2 (q1) = −4πA2

T
κ2

0Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

δ+(q1 + q2)(q1 + iα0(p))
(γ2

2 − κ2
0 − α2

0)(q2 − iα0(p))
×







−
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

(q1 + iγ0(p))(q2 + iγ0(p))
+

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

(q1 + iγ2(p))(q2 + iγ2(p))
κ2

2Ȳ20

(q1 + iγ0(p))(q2 + iγ0(p))
+

(γ2
2 − κ2

0 − α2
0)

2

κ2
0Ȳ20(q1 + iγ2(p))(q2 + iγ2(p))






,

(4.8)

h
−

2 (q1) = −4πA2
T

κ2
0Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

δ−(q1 + q2)
(q1 − iα0(p))(q2 − iα0(p))

×







−
q1 − iγ0(p)
q2 + iγ0(p)

+
q1 − iγ2(p)
q2 + iγ2(p)

κ2
2Ȳ20

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

q1 − iγ0(p)
q2 + iγ0(p)

+
γ2
2 − κ2

0 − α2
0

κ2
0Ȳ20

q1 − iγ2(p)
q2 + iγ2(p)






.

(4.9)
Враховуючи вигляд матриць h

+
0 (q1), h

−

0 (q1), h
+
2 (q1) i h

−

2 (q1), мо-
жна визначити вiдповiднi гармонiки парної кореляцiйної функцiї.

Розрахуємо тепер оригiнали орiєнтацiйних гармонiк парної ко-
реляцiйної функцiї. Розглянемо гармонiку h̃+

000(q1). Врахувавши ви-
гляд матрицi h

+
0 (q1) (2.53), з рiвностi (4.8) отримаємо

h̃+
000(q1) =

−4πA0
T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

δ+(q1 + q2)
(q2 + iγ0(p))(q2 − iα0(p))

q1 + iα0(p)
q1 + iγ0(p)

−4πA0
T

γ2
2 − κ2

2Y
2
20 − α2

0

γ2
2 − γ2

0

δ+(q1 + q2)
(q2 + iγ2(p))(q2 − iα0(p))

q1 + iα0(p)
q1 + iγ2(p)

(4.10)
Виконаємо в (4.10) iнтегрування за змiнною q1. Функцiя h̃+

000(ς) є
аналiтичною функцiєю змiнної ς у верхнiй частинi комплексної пло-
щини, тому для нижньої частини декартової системи iндивiдуальних
координат частинок (z < 0) результат iнтегрування буде рiвним ну-
лю. Використавши представлення

δ+(x) = lim
ε→0

i

x + iε
, δ−(x) = lim

ε→0

i

x − iε
, (4.11)

для z1 > 0 матимемо
∞
∫

−∞

dq1

2π
e−iq1z1 h̃+

000(q1) = (4.12)
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−4π
A0

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

1

q2
2 + γ2

0(p)

(

eiq2z1 − i
γ0(p) − α0(p)

q2 − iα0(p)
e−γ0(p)z1

)

−4π
A0

T

γ2
2 − κ2

2Y
2
20 − α2

0

γ2
2 − γ2

0

1

q2
2 + γ2

2(p)

(

eiq2z1 − i
γ2(p) − α0(p)

q2 − iα0(p)
e−γ2(p)z1

)

Iнтегруючи (4.12) за змiнною q2, коли z2 > 0, отримаємо

∞
∫

−∞

dq2

2π
e −iq2z2

∞
∫

−∞

dq1

2π
e −iq1z1 h̃+

000(q1) = (4.13)

−2π
A0

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

1

γ0(p)
e −γ0(p)|z1 − z2| −

−2π
A0

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

1

γ0(p)

γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)
e −γ0(p) (z1 + z2)

−2π
A0

T

γ2
2 − κ2

2Y
2
20 − α2

0

γ2
2 − γ2

0

1

γ2(p)
e −γ2(p)|z1 − z2|

−2π
A0

T

γ2
2 − κ2

2Y
2
20 − α2

0

γ2
2 − γ2

0

1

γ2(p)

γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
e −γ2(p) (z1 + z2),

а коли друга частинка розташована у нижнiй частинi простору z2 <
0, iнтеграл у лiвiй частинi рiвностi (4.12) буде рiвний наступному
виразу:

∞
∫

−∞

dq2

2π
e −iq2z2

∞
∫

−∞

dq1

2π
e −iq1z1 h̃+

000(q1) = (4.14)

−4π
A0

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

1

γ0(p) + α0(p)
e −γ0(p) z1 + α0(p)z2

−4π
A0

T

γ2
2 − κ2

2Y
2
20 − α2

0

γ2
2 − γ2

0

1

γ2(p) + α0(p)
e −γ2(p) z1 + α0(p)z2 .

Здiйснивши в рiвностi (4.13) обернене перетворення Фур’є за пло-
ским вектором ~p, гармонiку парної кореляцiйної функцiї h̃+

000(q1) у



22 Препринт

випадку, коли z1 > 0, z2 > 0, запишемо у виглядi

h++
000(s12, z1, z2) = −

A0

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

{

1

γ0(p)
e −γ0(p)|z1 − z2| +

1

γ0(p)

γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)
e −γ0(p) (z1 + z2)

}

−
A0

T

γ2
2 − κ2

2Y
2
20 − α2

0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp (4.15)

{

1

γ2(p)
e −γ2(p)|z1 − z2| +

1

γ2(p)

γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
e −γ2(p) (z1 + z2)

}

Верхнi iндекси помiчають область простору, в якому розташованi
частинки: ” + +”, коли частинки 1 i 2 знаходяться у верхнiй частинi
простору, ” + −”, коли частинка 1 знаходиться у верхнiй, а – 2 у
нижнiй частинi простору i т.д. Аналогiчно можна знайти вирази для
гармонiк парної кореляцiйної функцiї для всiх випадкiв розташува-
ння частинок в просторi.

Оскiльки система обмежена твердою стiнкою нас цiкавитимуть
лише значення гармонiк, коли обидвi частинки знаходяться у верх-
нiй частинi простору. Запишемо результат розрахунку решти гар-
монiк парної кореляцiйної функцiї для z1 > 0, z2 > 0, а результа-
ти розрахунку гармонiк для iнших випадкiв розташування частинок
приведемо у Додатку.

h++
200(s12, z1, z2) = −

A0

T

κ2
2Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

{

1

γ2(p)
e −γ2(p)|z1 − z2| +

1

γ2(p)

γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
e −γ2(p) (z1 + z2)

}

+
A0

T

κ2
2Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp (4.16)

{

1

γ0(p)
e −γ0(p)|z1 − z2| +

1

γ0(p)

γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)
e −γ0(p) (z1 + z2)

}
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h++
020(s12, z1, z2) =

A2

T

κ2
0Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ0(p)

{

e −γ0(p)|z1 − z2| +
γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)
e −γ0(p) (z1 + z2)

}

−
A2

T

κ2
0Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ2(p)
(4.17)

{

e −γ2(p)|z1 − z2| +
γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
e −γ2(p) (z1 + z2)

}

,

h++
220(s12, z1, z2) = −

A2

T

γ2
2 − κ2

2Y
2
20 − α2

0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ0(p)

{

e −γ0(p)|z1 − z2| +
γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)
e −γ0(p) (z1 + z2)

}

−
A2

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ2(p)

{

e −γ2(p)|z1 − z2| +
γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
e −γ2(p) (z1 + z2)

}

.

Для гармонiк парної кореляцiйної функцiї з µ 6= 0 з рiвностi
(2.46), скориставшись результатами працi [7], матимемо

h+
22 µ(s12, z1, z2) = −

A2

T

∞
∫

0

J0(ps12)pdp × (4.18)

{

e −γ2µ(p)|z1 − z2|

γ2µ(p)
+

e −γ2µ(p) (z1 + z2)

γ2µ(p)

γ2µ(p) − α0(p)

γ2µ(p) + α0(p)

}

,

де подiбно, як для iнших гармонiк ми позначили

γ2
2µ(p) = p2 + α2

0 + κ2
2Ȳ

2
2µ, µ 6= 0. (4.19)

Вiдмiтимо, що наявнiсть в потенцiалi орiєнтацiйно залежної скла-
дової потенцiалу приводить до появи в гармонiках парної кореляцiй-
ної функцiї на великих вiддалях мiж частинками двох показникiв її
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загасання. Така поведiнка парної кореляцiйної функцiї характерна
для систем частинок iз взаємодiєю, яка складається з двох юкавiв-
ських потенцiалiв з рiзними експонентними показниками. У виразах
для гармонiк присутнi множники, якi визначають вклад кожної з
них у парну кореляцiйну функцiю.

Отриманi для гармонiк вирази (4.15)–(4.18) дозволяють з рiвностi
(2.1) знайти парну кореляцiйну функцiю для просторово обмеженої
системи нематикiв. У випадку, коли обидвi частинки знаходяться у
верхнiй частинi простору запишемо парну кореляцiйну функцiю у
виглядi:

h++(R12, Ω1, Ω2) = h++
000(R12) +

h++
200(R12) [Y20(Ω1) + Y20(Ω2)] +

∑

µ>0

h++
22µ(R12)Y2µ(Ω1)Y

∗

2µ(Ω2). (4.20)

5. Вклад гармонiк парної кореляцiйної функцiї в

профiль густини числа частинок

Для повного опису структурних i термодинамiчних властивостей
просторово обмежених систем крiм парної кореляцiйної функцiї не-
обхiдно знати i одночастинкову функцiю розподiлу (або профiль чи-
сла частинок). У [7] в рамках методу колективних змiнних в набли-
женнi хаотичних фаз отримано вираз для профiлю густини системи
з юкавiвською взаємодiєю. Як i у випадку просторово неоднорiдних
кулонiвських систем, у системах з юкавiвським потенцiалом взає-
модiї у профiль густини вносять вклад одночастинковi кореляцiйнi
функцiї, якi виникають внаслiдок ефективної взаємодiї мiж частин-
ками i поверхнею.

h+
000(z1) = −

A0

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

pdp

γ0(p)

γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)
e −2γ0(p)z1 +

A0

T

γ2
0 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

pdp

γ2(p)

γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
e −2γ2(p)z1 , (5.1)
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h+
200(z1) =

A0

T

κ2
2Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

pdp

γ0(p)

γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)
e −2γ0(p) z1 −

A0

T

κ2
2Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

pdp

γ2(p)

γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
e −2γ2(p)z1 , (5.2)

h+
020(z1) =

A2

T

κ2
0Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

pdp

γ0(p)

γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)
e −2γ0(p) z1 −

A2

T

κ2
0Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

pdp

γ2(p)

γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
e −2γ2(p) z1 , (5.3)

h+
220(z1) =

A2

T

γ2
0 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

pdp

γ0(p)

γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)
e −2γ0(p)z1 −

A2

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

pdp

γ2(p)

γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
e −2γ2(p)z1 , (5.4)

Для вкладу парних кореляцiй у профiль густини числа частинок
подiбно як для парної кореляцiйної функцiї запишемо:

h+(z1, Ω1) = h+
000(z1) + 2 h+

200(z1)Y20(Ω1) + h+
220(z1)|Y20(Ω1)|

2. (5.5)

Аналогiчно як i в iзотропному випадку, унарна функцiя

ρ(z1, Ω1) = (5.6)

= ρf(Ω1)

[

1 +
h(z1, Ω1)

2
+

2πρ

T

∞
∫

0

dz2

∞
∫

0

sds

∫

f(Ω2)dΩ2

×

{

Φ0

(

√

s2 + z2
12

)

+ Φ2

(

Ω1Ω2,
√

s2 + z2
12

)

}

]
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Додаток

I. Орiєнтацiйнi гармонiки парної кореляцiйної функцiї для:
a) z1 > 0, z2 < 0

h+−

000(s12, z1, z2) = (Д.1)

−2
A0

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ0(p) + α0(p)
e −γ0(p) z1 + α0(p) z2

−2
A0

T

γ2
2 − κ2

2Y
2
20 − α2

0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ2(p) + α0(p)
e −γ2(p) z1 + α0(p) z2 ,

h+−

200(s12, z1, z2) = (Д.2)

−2
A0

T

κ2
2Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ2(p) + α0(p)
e −γ2(p)z1 + α0(p)z2

+2
A0

T

κ2
2Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ0(p) + α0(p)
e −γ0(p)z1 + α0(p)z2 ,

h+−

020(s12, z1, z2) = (Д.3)

2
A2

T

κ2
0Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ0(p) + α0(p)
e −γ0(p)z1 + α0(p)z2

−2
A2

T

κ2
0Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ2(p) + α0(p)
e −γ2(p)z1 + α0(p)z2 ,

h+−

220(s12, z1, z2) = (Д.4)

−2
A2

T

γ2
2 − κ2

2Y
2
20 − α2

0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ0(p) + α0(p)
e −γ0(p)z1 + α0(p)z2

−2
A2

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ2(p) + α0(p)
e −γ2(p)z1 + α0(p)z2 .
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b) z1 < 0, z2 > 0

h−+
000(s12, z1, z2) = (Д.5)

2
A0

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ0(p) + α0(p)
e −γ0(p) z2 + α0(p) z1

+2
A0

T

γ2
2 − κ2

2Y
2
20 − α2

0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ2(p) + α0(p)
e −γ2(p) z2 + α0(p) z1 ,

h−+
200(s12, z1, z2) = (Д.6)

2
A0

T

κ2
2Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ2(p) + α0(p)
e −γ2(p)z2 + α0(p)z1

−2
A0

T

κ2
2Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ0(p) + α0(p)
e −γ0(p)z2 + α0(p)z1 ,

h−+
020(s12, z1, z2) = (Д.7)

−2
A2

T

κ2
0Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ0(p) + α0(p)
e −γ0(p)z2 + α0(p)z1

+2
A2

T

κ2
0Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ2(p) + α0(p)
e −γ2(p)z2 + α0(p)z1 ,

h−+
220(s12, z1, z2) = (Д.8)

2
A2

T

γ2
2 − κ2

2Y
2
20 − α2

0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ0(p) + α0(p)
e −γ0(p)z2 + α0(p)z1

+2
A2

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

γ2(p) + α0(p)
e −γ2(p)z2 + α0(p)z1 .

c) z1 < 0, z2 < 0
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h−−

000(s12, z1, z2) = −
A0

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

α0(p)
(Д.9)

{

e−α0(p)|z1 − z2| −
γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)
eα0(p) (z1 + z2)

}

−
A0

T

γ2
2 − κ2

2Y
2
20 − α2

0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

α0(p)

{

e−α0(p)|z1 − z2| −
γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
eα0(p) (z1 + z2)

}

,

h−−

200(s12, z1, z2) = −
A0

T

κ2
2Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp (Д.10)

1

α0(p)

{

γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
−

γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)

}

eα0(p) (z1 + z2),

h−−

020(s12, z1, z2) = −
A2

T

κ2
0Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp (Д.11)

1

α0(p)

{

γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
−

γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)

}

eα0(p) (z1 + z2),

h−−

220(s12, z1, z2) =
A2

T

γ2
2 − κ2

2Y
2
20 − α2

0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp (Д.12)

{

1

α0(p)
e−α0(p)|z1 − z2| −

1

α0(p)

γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)
eα0(p) (z1 + z2)

}

+
A2

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

J0(ps12)pdp

{

1

α0(p)
e−α0(p)|z1 − z2| −

1

α0(p)

γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
eα0(p) (z1 + z2)

}

.

II. Орiєнтацiйнi гармонiки вкладу парних кореляцiй у профiль
густини числа частинок для z1 < 0:
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h−

000(z1) =
A0

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

pdp

α0(p)

γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)
e 2α0(p)z1

−
A0

T

γ2
0 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

pdp

α0(p)

γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
e 2α0(p)z1 , (Д.13)

h−

200(z1) = −
A0

T

κ2
2Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

pdp (Д.14)

1

α0(p)

{

γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
−

γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)

}

e2α0(p) z1 ,

h−

020(z1) = −
A2

T

κ2
0Ȳ20

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

pdp (Д.15)

1

α0(p)

{

γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
−

γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)

}

e2α0(p) z1 ,

h−

220(z1) =
A2

T

γ2
0 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

pdp

α0(p)

γ0(p) − α0(p)

γ0(p) + α0(p)
e 2α0(p)z1

−
A2

T

γ2
2 − κ2

0 − α2
0

γ2
2 − γ2

0

∞
∫

0

pdp

α0(p)

γ2(p) − α0(p)

γ2(p) + α0(p)
e 2α0(p)z1 . (Д.16)
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