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Рiвняння стану n-векторної моделi: метод колективних
змiнних

П.Р.Козак, М.П.Козловський, З.Є.Усатенко

Анотацiя. Дослiджено критичну поведiнку тривимiрної n-векторної
моделi у присутностi зовнiшнього поля. Математичний опис викона-
но методом колективних змiнних (КЗ) в рамках наближення четвiр-
ного базисного розподiлу без використання пiдгоночних параметрiв.
Записано рекурентнi спiввiдношення ренормалiзацiйної групи (РГ)
як функцiї зовнiшнього поля i температури. Отримано аналiтичний
вираз для вiльної енергiї системи при температурах T > Tc i рiзних n.
Знайдено рiвнянн стану n-векторної моделi для загального випадку
слабких та сильних полiв i записано явну форму вiдповiдної скей-
лiнгової функцiї для рiзних значень параметра порядку. Отриманi
результати якiсно узгоджуються з даними симуляцiй Монте-Карло.

The equation of state of the n-vector model: collective variable
method

P.R.Kozak, M.P.Kozlovskii, Z.E.Usatenko

Abstract. The critical behavior of the three-dimensional n-vector model
in the presence of an external field is investigated. Mathematical descrip-
tion is performed with the collective variables (CV) method in the frame-
work of the ρ4 model approximation at the microscopic level without
any adjustable parameters. The recurrence relations of the renormali-
zation group (RG) as functions of the external field and temperature
were found. The analytical expression for the free energy of the system
for temperatures T > Tc and different n was obtained. The equation
of state of the n-vector model for general case of small and large ex-
ternal fields was written. The explicit form of the correspondent scaling
function for different values of the order parameter was derived. The ob-
tained results are in qualitative agreement with the data of Monte Carlo
simulations.
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1. Вступ

Дослiдження критичної поведiнки реальних 3D магнетикiв є важли-
вою задачею фiзики конденсованих систем. В данiй роботi ми про-
понуємо дослiдження n-векторної моделi магнетика на тривимiрнiй
простiй кубiчнiй гратцi в зовнiшньому магнiтному полi, виконане ме-
тодом колективних змiнних (КЗ). Цей метод був введений в роботах
Бома [1], використаний Зубарєвим для систем заряджених части-
нок [2] i розвинутий для обчислення термодинамiчних та структур-
них характеристик тривимiрних систем поблизу точки фазового пе-
реходу (ФП) [3]. Дана модель широко вiдома як класична O(n) ве-
кторна модель або, в теоретико-польовому пiдходi, як O(n) iнварiан-
тна нелiнiйна σ-модель. В залежностi вiд компонентностi параметра
порядку, O(n) векторна модель описує ряд фiзичних систем таких
як: феромагнетики, антиферомагнетики, критичну точку переходу
рiдина-газ, бозе-конденсацiю, фазовi переходи у бiнарних сплавах та
iн.

Дослiдження критичних властивостей класичних O(n) векторних
моделей та їхнiх часткових випадкiв проведено з використанням рi-
зних методiв таких як високо- та низько-температурний розклади,
теорiї поля, напiвмiкроскопiчної масштабної теорiї поля, в рамках
методу Монте-Карло. Головна увага при цьому придiлялася дослi-
дженню унiверсальних характеристик системи: критичним показни-
кам та вiдношенню критичних амплiтуд.

Метод КЗ так само як вiльсонiвський пiдхiд [4] базується на ви-
користаннi гiпотези масштабної iнварiантностi та iдеї застосування
методу ренормалiзацiйної групи (РГ) до теорiї фазових переходiв
запропонованої Паташинським, Покровським [5] i Кадановим [6].

Метод РГ був застосований для отримання рiвняння стану в ро-
ботах Авдеєвої i Мiгдал [7] та Брiзен, Валас i Вiльсон [8], де було
отримано вираз для рiвняння стану Iзiнгiвської системи з точнiстю
до ǫ2 i узагальнено отриманi результати на випадок n-векторної мо-
делi [9].

Позитивних результатiв досягнуто в напрямку обчислення тер-
модинамiчних функцiй поблизу критичної точки. У роботах Вегне-
ра [10] було отримано вираз для вiльної енергiї з врахуванням так
званих “несуттєвих” операторiв у вiльсонiвському пiдходi. Рiдель i
Вегнер [11] запропонували метод масштабних полiв для знаходжен-
ня кросоверних масштабних функцiй для вiльної енергiї та сприйня-
тливостi. Знаходженню масштабних функцiй для T > Tc в нульовому
магнiтному полi поблизу чотирьох вимiрiв присвяченi роботи Фiше-
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ра i Агаронi [12], Нiколя i Албрiгхта [13] та Нельсона [14]. В рамках
масивної теорiї поля Багнусом i Бервiльє [15] були отриманi явнi
вирази для кореляцiйної довжини, сприйнятливостi i теплоємностi
як функцiй температури у невпорядкованiй фазi вздовж критичної
iзохори для одно-, дво-, трикомпонентних систем. Опис неасимптоти-
чної поведiнки здiйснювався як кросовер мiж Вiльсон-Фiшерiвською
(бiля Tc) i середньопольовою (далеко вiд Tc) поведiнками з вико-
ристанням трьох пiдгоночних параметрiв. Однак цей кросовер не
може реалiстично описувати ситуацiю в системi, оскiльки iснують
певнi фiзичнi обмеження на використання моделi. Тому в роботах
Дома [16,17] здiйснено спробу розрахувати термодинамiчнi характе-
ристики системи без використання ǫ-розкладу в рамках певної мi-
нiмiзацiйної схеми на основi високо-впорядкованої теорiї збурень i
пересумування Бореля. Така мiнiмiзацiя пов’язана з використанням
загальних спiввiдношень мiж коефiцiєнтами теплоємностi для апро-
ксимацiї температурної залежностi коефiцiєнта u(t) бiля четвiрного
доданку в гамiльтонiанi Гiнзбурга-Ландау. В рамках даної схеми мо-
жна отримати неунiверсальну критичну поведiнку термодинамiчних
величин вище та нижче Tc, таких як теплоємнiсть i сприйнятливiсть
як функцiй u(t) без додаткових пiдгоночних параметрiв. Однак да-
ний метод не дає можливостi дослiдити залежнiсть термодинамiчних
величин вiд мiкроскопiчних параметрiв взаємодiї.

Бiльших успiхiв досягнуто при розрахунку унiверсальних комбi-
нацiй критичних амплiтуд. Тут слiд вiдзначити роботи Окабе i Охно
[18], Окабе та Iдеура [19] з систематичного вивчення вiдношення кри-
тичних амплiтуд сприйнятливостi методом високо-температурних
розкладiв, 1/n-розкладу i ǫ-розкладу до членiв порядку O(ǫ2). Брезi-
ном, Ле-Гiю та Цiнн-Жюстеном [20] було обчислено унiверсальнi вiд-
ношення амплiтуд для теплоємностi, сприйнятливостi, кореляцiйної
довжини з використанням Вiльсон-Фiшерiвського ǫ-розкладу.

Для дослiдження ФП активно використовується метод Монте-
Карло. За допомогою високоточного методу Монте-Карло Феррен-
бергом та Ландау знайдено критичну температуру i критичнi пока-
зники для моделi Iзiнга [21] та класичної моделi Гайзенберга [22]. В
роботах Енгельса отримано вiдношення критичних амплiтуд та рiв-
няння стану для O(1), O(2), O(4) моделей [23–25]. Для O(3) моделi
вiдповiднi симуляцiї проведено в [26].

Ряд нових результатiв було отримано при застосуваннi до опису
фазових переходiв методу колективних змiнних. Особливiстю пiд-
ходу КЗ є послiдовний мiкроскопiчний пiдхiд i спосiб iнтегрування
статистичної суми за короткохвильовими модами флуктуацiй, який

ICMP–10–06U 3

виконується без застосування теорiї збурень. В рамках цього пiд-
ходу отримано загальнi рекурентнi спiввiдношення (РС), якi вiдпо-
вiдають рiвнянням РГ, обчислено критичнi показники i вiдношення
критичних амплiтуд моделi Iзiнга.

Дослiдження O(n) моделi дозволяє, в рамках єдиної теорiї, отри-
мати результати для критичної поведiнки цiлого класу систем, таких
як модель Iзiнга при n = 1, XY-модель при n = 2, модель Гайзен-
берга при n = 3, модель з двома виродженими ароматами свiтлових-
кваркiв при n = 4 та сферична модель при n → ∞, для якої знайдено
точнi розв’язки.

Величина n пов’язана з вимiрнiстю параметра порядку систе-
ми. Дослiдження n-компонентної моделi фазового переходу з допо-
могою методу КЗ здiйснено в [27] з використанням представлення
Стратановича-Хаббарда. Метод КЗ використовувася також при ви-
вченнi особливостей передперехiдної поведiнки та опису структур-
ного фазового переходу в системi з багатокомпонентним параме-
тром порядку [28]. Розрахунку термодинамiчних характеристик n-
компонентної моделi (зокрема теплоємностi) при вiдсутностi зовнi-
шнього поля з використанням методу КЗ присвяченi роботи [29,30].

Як вiдомо, реальнi фiзичнi системи характеризуються наявнiстю
зовнiшнього поля.Опис систем з n-компонентним параметром поряд-
ку при наявностi зовнiшнього поля є складною задачею, яка потребує
докладного вивчення. Тому, базуючись на дослiдженнях проведених
в [29,30] розрахуємо вплив зовнiшнього поля на критичну поведiнку
n-компонентної моделi Стенлi.

2. Модель

Для коректного опису фазових переходiв при обчисленнi виразу для
статистичної суми необхiдно використовувати розподiли вищi за гау-
совi. КЗ дозволяють використовувати розподiли довiльного порядку.
Запропоноване дослiдження базується на використаннi четвiрного
базисного розподiлу, який дозволяє якiсно добре описати ФП [31].
Використовуємо модель Стенлi. Гамiльтонiан цiєї моделi, в зовнi-
шньому полi H має вигляд:

H = −1

2

∑

i

∑

j

Φ(|i− j|)SiSj −H
∑

i

Si, (1)

де Si = (S
(1)
i , . . . , S

(n)
i ) – класичний n-вимiрний вектор спiну довжи-

ною m, локалiзований в N вузлах d-вимiрної кристалiчної гратки з
координатами i, Φ (|i− j|) – потенцiал взаємодiї мiж спiнами.
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Статистична сума є функцiональним iнтегралом за всiма можли-
вими орiєнтацiями вектора спiну з врахуванням того, що довжина
цього вектора не перевищує m:

Z =

∫
∏

i

dSiδ(Si −m)e−βH , m > 0. (2)

Iнтегрування статистичної суми проводитимемо в просторi коле-
ктивних змiнних. Введемо позначення:

ρ̂
c
k =

1√
N

∑

i

cos(ki)Si, (3)

ρ̂
s
k =

1√
N

∑

i

sin(ki)Si, (4)

ρ̂0 =
1√
N

∑

i

Si, (5)

якi також є n-компонентними векторами. Колективнi змiннi ρk вво-
дяться шляхом функцiонального представлення для операторiв флу-
ктуацiй спiнової густини:

ρ̂k =

∫

ρkJ(ρ− ρ̂)(dρk)
N . (6)

В колективних змiнних, матимемо:

Z =

∫

exp

[

1

2

∑

k

βΦ(k)ρkρ−k + hρ0

]

J [ρ](dρk)
N , (7)

де
h = βH.

Якобiан переходу вiд спiнових до колективних змiнних має вигляд:

J [ρ] =

∫
∏

i

dSiδ(Si −m)δ(ρ0 − ρ̂0)
∏′

k

δ(ρck − ρ̂ck)δ(ρ
s
k − ρ̂sk). (8)

Iнтегрування статистичної суми проводиться за загальною схемою
[29, 30] яка полягає у роздiленнi фазового простору на iнтервали, в
залежностi вiд значень хвильового вектора k. При цьому потенцiал
взаємодiї мiж спiнами усереднюється на кожному з таких iнтервалiв.
Для Фур’є образу потенцiалу взаємодiї використовується параболi-
чна апроксимацiя [32]:

Φ(k) =

{
Φ(0)(1 − 2b2k2), k ∈ B′

Φ̄ = const, k ∈ B/B′.
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Ми використовуватимемо наближення при якому Φ̄ = 0. Таке обрi-
зання потенцiалу взаємодiї не впливає на загальний характер крити-
чної поведiнки, але є вiдчутним при визначеннi критичної темпера-
тури. Для розрахунку статистичної суми n-компонентної моделi при
наявностi поля використаємо метод запропонований в [33]. Пiсля iн-
тегрування за l шарами отримуємо:

Z = 2
n
2
(Nl+1−1)Q0Q1 . . .QlQ

Nl+1(Pl)Zl+1, (9)

де Ql–парцiальнi статистичнi суми l-того рiвня.

Q0 = QN ′

(u)QN ′

(d0),

QN ′

(u) = J ′[0] exp(u′
0N

′),

Ql = QNl(Pl−1)Q
Nl(dl),

Q(dl) = (2π)
n
2

(

3

a
(l)
4

)n
4

U

(
n− 1

2
, xl

)

exp

(
x2
l

4

)

,

Q(Pl) = (2π)−
n
2

[

sd
n+ 2

3

a
(l)
4

ϕ(xl)

]n
4

U

(
n− 1

2
, yl

)

exp

(
y2l
4

)

.

(10)

Функцiя ϕ(xl) приведена в додатку. Непроiнтегрована частина Z ма-
тиме вигляд:

Zl+1 =

∫

(dρk)
Nl+1 exp







√
Nhρ0 −

1

2

∑

k<Bl+1

d (l+1)(k)ρkρ−k−

− a
(l+1)
4

4!Nl+1

∑

k1...k4<Bl+1

ρk1
. . .ρk4

δk1...k4






. (11)

Наявнiсть зовнiшнього поля приводить до виникнення лiнiйного до-
данку в показнику експоненти пiдiнтегрального виразу. Не порушу-
ючи загальностi розгляду вважатимемо, що зовнiшнє поле напрям-
лене вздовж однiєї з осей (наприклад х) отримаємо:

Zl+1 =

∫

(dρk)
Nl+1 exp







√

Nl+1a
(l+1)
1 ρ

(1)
0 − 1

2

∑

k<Bl+1

d (l+1)(k)ρkρ−k

− a
(l+1)
4

4!Nl+1

∑

k1...k4<Bl+1

ρk1
. . .ρk4

δk1...k4






.

(12)
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Для коефiцiєнтiв бiля рiзних степенiв змiнних ρk маємо наступнi
рекурентнi спiввiдношення:

a
(l+1)
1 = a

(l)
1 s

d
2 ,

a
(l+1)
2 = a

(l)
2 + d (l)(Bl+1,Bl)M(xl),

a
(l+1)
4 = a

(l)
4 s−dE(xl), (13)

де

M(xl) = N(xl)− 1, N(xl) =
ylUn(yl)

xlUn(xl)
, E(xl) = s2d

ϕ(yl)

ϕ(xl)
,

xl =

√

3

a
(l)
4

d (l)(Bl+1,B), yl = s
d
2 Un(xl)

√

n+ 2

ϕ(xl)
,

Nl = N ′s−dl, N ′ = Ns−d
0 . (14)

Для зручностi введемо позначення

d (l)(Bl+1,B) = d (l)(0) + qs−2l, q = βΦ(0)q̄,

a
(l)
1 = s−lωl, d

(l)(0) = s−2lrl, a
(l)
4 = s−4lul. (15)

Тодi рекурентнi спiввiдношення (13) можна записати у виглядi:

ωl+1 = s
d+2

2 ωl,

rl+1 = s2[(rl + q)N(xl)− q],

ul+1 = s4−dulE(xl). (16)

Початковi значення ωl, rl, ul (при l = 0):

ω0 = s
d
2

0 h
′, r0 = a2 − βΦ(0), u0 = a4. (17)

Таким чином ми перейшли у параметричний простiр РГ перетворе-
ння. Точцi фазового переходу вiдповiдає фiксована точка з коорди-
натами:

ω∗ = 0, r∗ = −fnβΦ(0), u
∗ = φn[βΦ(0)]

2, (18)

де

fn = q̄
s2[N(x∗)− 1]

s2N(x∗)− 1
, φn = q̄2

3

x∗2

[
1− s−2

N(x∗)− s−2

]2

. (19)
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Тут x∗ є розв’язком рiвняння [29]:

s4+dϕ(y∗) = ϕ(x∗). (20)

Отже при τ = 0, h = 0 i l → ∞ система перебуватиме у фiксованiй
точцi. Очевидно, що бiля критичної точки при τ → 0, h → 0 i вели-
ких l в параметричному просторi система буде знаходитися в околi
фiксованої точки, таку ситуацiю називають критичним режимом. В
критичному режимi можемо розкласти рекурентнi спiввiдношення
за вiдхиленням вiд фiксованої точки





ωl+1 − ω∗

rl+1 − r∗

ul+1 − u∗



 = R





ωl − ω∗

rl − r∗

ul − u∗



 . (21)

Елементи матрицi R у лiнiйному по (xl − x∗) наближеннi мають ви-
гляд:

R11 = s
d+2

2 , R12 = R21 = R13 = R31,

R22 =
√
3s2µ1, R23 =

s2

2
√
u∗

(µ0 − µ1x
∗),

R32 =
√
3u∗s4−dω1, R33 = s4−d

(

ω0 −
ω1x

∗

2

)

, (22)

де введено позначення:

µ1 = µ0

(

a1 −
q1
2

)

, µ0 =

√

n+ 2

3ϕ(x∗)
s

d
2Un(y

∗),

a1 = P̃1y
∗r1, r1 = ∂1 −

q1
2
,

P̃m =
1

Un(y∗)

[
dmUn(yl)

dyml

]

y∗

, ω1 = ω0(b1 − q1),

ω0 = s2d
ϕ(y∗)

ϕ(x∗)
, b1 = Q̃1y

∗r1,

Q̃m =
1

ϕ(y∗)

[
dmϕ(yl)

dyml

]

y∗

, R
(0)
23 = R23

√
u∗,

R
(0)
32 =

R32√
u∗

. (23)

Дiя матрицi R дозволяє отримати коефiцiєнти статистичної суми на-
ступного шару. Це означає, що для отримання коефiцiєнтiв довiльно-
го l-го шару нам необхiдно подiяти l разiв на коефiцiєнти нульового
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рiвня:




ωl − ω∗

rl − r∗

ul − u∗



 = R l





ω0 − ω∗

r0 − r∗

u0 − u∗



 . (24)

Матрицю R l простiше отримати, якщо звести R до дiагонального
вигляду. Для цього перейдемо до бази з власних векторiв матрицi
R. Власнi значення R є унiверсальними величинами:

E1 = R11, E2,3 =
1

2

[

R22 +R33 ±
√

(R22 −R33)2 + 4R23R32

]

. (25)

Власнi вектори мають вигляд:

ω1 =





1
0
0



 , ω2 =





0
1
R1



 , ω3 =





0
R
1



 . (26)

Оберненi до них вектори записуються у формi:

v1 = (1 0 0 ), v2 =
1

D
(0 1 −R), v3 =

1

D
(0 −R1 1),

R =
R23

E3 −R22
, R1 =

E2 −R22

R23
. (27)

Визначник оберненої матрицi переходу

D =
E3 − E2

E3 −R22
. (28)

Розклавши значення величин коефiцiєнтiв (16) за власними векто-
рами, остаточно отримаємо:

ωl = s
d
2

0 hE
l
1 ,

rl = r∗ + c1E
l
2 + c2RE l

3 ,

ul = u∗ + c1R1E
l
2 + c2E

l
3 . (29)

Коефiцiєнти c1, c2 знаходять з початкових умов при l = 0.

c1 =
1

D
[r0 − r∗ −R(u0 − u∗)],

c2 =
1

D
[(u0 − u∗)−R1(r0 − r∗)]. (30)
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Власне значення E2 > 1 i вiдповiдає за вiдхилення вiд фiксованої
точки, E3 < 1 i набагато менше за E2 тому ним можемо знехтувати.
Таке наближення вiдповiдає нехтуванню конфлюентними поправка-
ми. Врахувавши те, що в точцi фазового переходу rl = r∗, отримуємо
рiвняння для температури фазового переходу [29]:

[βcΦ(0)]
2(1− fn −R∗

√

φn)− a2βcΦ(0) + a4R
∗/
√

φn = 0, (31)

R∗ = R
√
u∗. (32)

Це рiвняння дозволяє записати розв’язки РС як функцiї температу-
ри i зовнiшнього поля:

ωl = s
d
2

0 h
′El

1,

rl = βΦ(0)
(

−fn + c1T τE
l
2 +R∗c2TE

l
3/
√

φn

)

,

ul = [βΦ(0)]2
(

φn + c1T τ
√

φnR
∗
1E

l
2 + c2TE

l
3

)

. (33)

Отриманi коефiцiєнти є показниковою функцiєю l. Для малих зна-
чень l вiдхилення є незначним, а потiм рiзко зростає. Слiд зауважи-
ти, що значення rl (коефiцiєнта бiля квадратичного члена у виразi
для статистичної суми) перевищують ul (коефiцiєнта бiля четвiрного
члена) так, що Zl можемо проiнтегрувати у гаусовому наближеннi.
Знайдемо номер шару для якого розв’язки РС ще будуть лежати в
околi фiксованої точки. Розглянемо спочатку вiдхилення коефiцiєн-
та rl. Маючи розв’язки рекурентних спiввiдношень можемо знайти
точку виходу з критичного режиму. При вiдсутностi зовнiшнього по-
ля її дослiджено в [32]. Позначимо точку виходу з КР через mτ i
шукатимемо її з умови вiдхилення вiд нерухомої точки:

rmτ+1 − r∗ = −δr∗, δ =
τ

|τ | . (34)

На основi цього отримуємо:

mτ = − ln |τ̃ |
lnE2

− 1, (35)

де
τ̃ = τ

c1k
fn

(36)

– перенормована приведена температура. У випадку наявностi зовнi-
шнього поля точку виходу з критичного режиму визначають з умови:

ωnh+1 − ω∗ = h0. (37)
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Величина h0 задає умову нормування критичної амплiтуди кореля-
цiйної довжини (при T = Tc) i визначається з умови нормування
намагнiченостi M при T = Tc. На основi цього отримуємо [34, 35]:

nh = − ln h̃

lnE1
− 1, h̃ = s

d
2

0

h′

h0
. (38)

При наявностi поля i температури точка виходу з критичного ре-
жиму буде залежати вiд спiввiдношення мiж τ та h. В [31, 36] було
встановлено, що iснує певне граничне температурне поле hc, яке роз-
дiляє значення полiв на сильнi та слабкi. Умова роздiлення полiв на
сильнi та слабкi записується у видi:

mτ = nh. (39)

Пiдставляючи вирази для точок виходу з критичного режиму отри-
муємо:

hc = |τ̃ |p0 , (40)

де критичний показник p0 може бути записаний у виглядi:

p0 =
lnE1

lnE2
=

ν

µ
, µ =

2

d+ 2
. (41)

Критичний показник кореляцiйної довжини ν при h = 0 має вигляд

ν =
ln s

lnE2
. (42)

Критичний показник µ описує залежнiсть кореляцiйної довжини,
при T = Tc, вiд поля. Таким чином можемо переписати (35) у виглядi

mτ = − lnhc

lnE1
− 1. (43)

В загальному випадку необхiдно поєднати вiдхилення вiд фiксованої
точки за полем i за температурою. В [36] для точки виходу з кри-
тичного режиму, тобто для такого номера шару l = np при якому
вiдхилення вiд фiксованої точки стає великим, має мiсце рiвняння:

(

s
d/2
0 h′E

np+1
1

)2

+
(

c1T τβΦ(0)E
np+1
2

)2

= r∗2. (44)

Значення np можемо знайти чисельно. Однак чисельний розв’язок не
дозволяє аналiтично врахувати вплив поля i температури на хiд кри-
тичної поведiнки. Тому в [35] введено вираз для узагальненої точки
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виходу, який поєднує поле та температуру i дозволяє в граничних
випадках (при нульовому полi чи приведенiй температурi) перейти
до (38) чи (43):

np = − ln (h̃2 + h2
c)

2 lnE1
− 1. (45)

Знаючи момент виходу з критичного режиму, процес iнтегрування
статистичної суми можна роздiлити на два етапи: iнтегрування за
четвiрним розподiлом в областi критичного режиму, де значення ко-
ефiцiєнтiв rl i ul спiвмiрнi та iнтегрування за гаусовим розподiлом
(гаусовий режим) для шарiв фазового простору з l > np. Однак,
вiдхилення вiд фiксованої точки не проходить так рiзко, щоб чiтко
роздiлити критичну область вiд гаусового режиму. У зв’язку з цим
необхiдно врахувати перехiдну область в якiй значення rl та ul вже
досить далеко вiд фiксованої точки, проте, ще не дозволяють iнте-
грувати статистичну суму в гаусовому розподiлi. Тому для розрахун-
ку парцiальної статистичної суми перехiдної областi використовують
четвiрний розподiл. Спрощує розрахунки те, що для врахування пе-
рехiдної областi достатньо взяти лише однин шар з номером np + 1,
а починаючи з np + 2 у виразi для парцiальної статистичної суми
можна використовувати гаусовий розподiл. Таким чином, вираз для
статистичної суми матиме вигляд:

Z = Q0Q1 . . . Qnp
︸ ︷︷ ︸

CR

Qnp+1
︸ ︷︷ ︸

TR

2
n
2
(Nnp+2−1)QNnp+2(Pnp+1)Znp+2

︸ ︷︷ ︸

LGR

, (46)

де CR позначає критичний режим, TR – перехiдну область i LGR –
граничний гаусовий режим.

При l > np коефiцiєнти бiля КЗ змiнюють свою поведiнку, що
спрощує розрахунок статистичної суми. Вiзьмемо у (10) l = np + 1,
тодi для розрахунку Znp+2 необхiдно враховувати вище чи нижче
вiд Tc знаходиться система. Коефiцiєнти

rnp+2 = βΦ(0)fn(−1 + E2Hc),

unp+2 = [βΦ(0)]2φn(1 + ΦE2Hc),

Φ = fn/
√

φnR
∗
1, Hc = τ̃E

np+1
2 (47)

залежать вiд температури i поля. Значення unp+2 завжди додатнє,
що забезпечує збiжнiсть iнтегрування (46), rnp+2 є додатнiм i пере-
вищує unp+2 при великих τ (hc >> h̃). В цьому випадку статистичну
суму можна розрахувати у гаусовому наближеннi. Але, при малих τ
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(hc << h̃), rnp+2 зменшується i стає вiд’ємним, в такому випадку га-
усове наближення не можна використовувати. Цю проблему можна
подолати ввiвши замiну змiнних:

ραk = ηαk +
√
Nσα

+δk, ~σ+ = (σ+, . . . , 0). (48)

Тодi Znp+2 набуде вигляду:

Znp+2 = eNE0(σ+)

∫

(dη)Nnp+2 exp



−1

2

∑

k∈Bnp+2

d(np+2)(k)ηkη−k

− a
(np+2)
4

12
s30s

3(np+2)σ2




∑

k∈Bnp+2

ηkη−k + 2
∑

k∈Bnp+2

η
(1)
k η

(1)
−k





− a
(np+2)
4

6
√
Nnp+2

s
3
2

0 s
3
2
(np+2)σ+

∑

k1...k3∈Bnp+2

η
(1)
k1

ηk2
ηk3

δk1+k2+k3

− a
(np+2)
4

24Nnp+2

∑

k1...k4∈Bnp+2

ηk1
. . .ηk4

δk1+···+k4



 ,

(49)

де

E0(σ+) = h′σ+ − 1

2
dnp+2(0)σ2

+ − a4
24

s30s
3(np+2)σ4

+. (50)

Змiщення σ+ знаходиться з умови:

∂E0(σ+)

∂σ+
= 0. (51)

Ця умова дозволяє прирiвняти нулю коефiцiєнт бiля першого степе-
ня η

(1)
0 i приводить до кубiчного рiвняння для σ+. Розв’язок цього

рiвняння шукається у виглядi:

σ+ = σ0s
(np+2)/2. (52)

Остаточно отримуємо рiвняння:

σ3
0 + pσ0 + q = 0, (53)

де введено вiдповiднi позначення для коефiцiєнтiв:

p =
6rnp+2

unp+2s30
, q = − 6h0s

5
2

unp+2s
9
2

0

h̃
√

h̃2 + h2
c

. (54)
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Розв’язки кубiчного рiвняння залежать вiд знаку дискримiнанта

Q =
(p

3

)3

+
(q

2

)2

. (55)

При T > Tc значення Q завжди додатнє. Отже, рiвняння (53)
має один дiйсний i два комплексних розв’язки. Вибираємо дiйсний
розв’язок:

σ0 = A+B,

A =
(

− q

2
+
√

Q
) 1

3

, B =
(

− q

2
−
√

Q
) 1

3

. (56)

Iнтеграл (49) обчислюємо в гаусовому наближеннi. Дане iнтегрува-
ння завершує процес розрахунку статистичної суми:

Znp+2 = eNE0(σ+)
(π

2

)n(Nnp+2)
√

π

d1(0)

√
π

d2(0)

n−1

×

×
∏′

k>0

1

d1(k)

(
1

d2(k)

)(n−1)

, (57)

де введено позначення:

di(k) = r
(i)
R + βΦ(0)b2k2,

r
(1)
R = s−2(np+2) r̃

(1)
R

2
,

r
(2)
R = s−2(np+2) r̃

(2)
R

2
,

r̃
(1)
R = rnp+2 +

1

2
s30σ

2
0unp+2,

r̃
(2)
R = rnp+2 +

1

6
s30σ

2
0unp+2. (58)

Отже, роздiливши фазовий простiр колективних змiнних на шари
вiдповiдно до значень хвильового вектора, ми видiлили два основних
стани, якi вiдповiдають за критичну поведiнку. Критичний режим,
який вiдповiдає короткохвильовим флуктуацiям i гаусовий режим,
який описує довгохвильовi флуктуацiї. Короткохвильовi флуктуацiї
залежать вiд мiкроскопiчних параметрiв моделi, а довгохвильовi –
визначають критичну поведiнку. На вiдмiну вiд попереднiх пiдхо-
дiв, ми придiляємо однакову увагу обом процесам, як “несуттєвим
короткохвильовим” так i довгохвильовим флуктуацiям.
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3. Вiльна енергiя

Отримавши вирази для статистичної суми ми можемо перейти до
обчислення вiльної енергiї системи

F = −kT lnZ. (59)

Описана вище структура статистичної суми дозволяє представити
вiльну енергiю як суму декiлькох доданкiв, якi вiдповiдають вкладам
рiзних режимiв флуктуацiй:

F = F0 + FCR + FTR + FLGR. (60)

Тут

F0 = −kTN ln

[
(2π)

n
2 mn−1

Γ(n/2)

]

(61)

– вiльна енергiя невзаємодiючих спiнiв,

FCR = −kT

np∑

l=0

lnQl (62)

– енергiя, яка вiдповiдає критичному режиму,

FTR = −kTQnp+1 (63)

– вiдповiдає перехiднiй областi i, вiдповiдно,

FLGR = −kT ln
[

2
n
2
(Nnp+1−Nnp)QNnp+2(Pnp+1)Znp+2

]

(64)

– внесок вiд граничного гаусового режиму.
Вираз (62) залежить вiд точки виходу з критичного режиму. Щоб

явно визначити цю залежнiсть необхiдно просумувати елементи Ql.
Для цього мусимо видiлити в цих елементах явну залежнiсть вiд
iндекса l. Ql є функцiєю yl. Ця змiнна набагато бiльша за одини-
цю при будь-яких значеннях температури, що дозволяє використати
розклад функцiї параболiчного цилiндра U(a, x) в Ql у ряд за оберне-
ними степенями yl. Використавши вiдповiднi розклади, отримуємо:

FCR = −kTN ′f0
CR − kT

np∑

l=1

Nlfl, (65)
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де

fl = lnU

(
n− 1

2
, xl

)

+
x2
l

4
+

n

2
ln yl−1 +

n

4y2l−1

(2n+ 7),

f 0
CR = u′

0 +
x2
0

4
+

3u
′2
2

4u′
4

+ lnU

(
n− 1

2
, z′
)

+

+ lnU

(
n− 1

2
, x0

)

+
n

4

[

ln

(
3

u′
4

)

+ ln

(
3

a4

)]

. (66)

Для видiлення в fl залежностi вiд l, розкладемо цю функцiю за сте-
пенями xl−x∗ i пiдставимо в отриманий вираз розв’язки рекурентних
спiввiдношень. В результатi просумований вираз матиме вигляд:

FCR = −kTN ′

[

γ′
01 + γ1τ + γ2τ

2 − γ′(h̃2 + h2
c)

d
d+2

]

, (67)

де

γ′ = γ̄1 + γ̄2Hc + γ̄3H
2
c ,

γ̄1 =
f∗
cr

1− s−3
,

γ̄2 =
fnd1δ

2

1− s−3E2
,

γ̄3 =
f2
nd3δ

4

1− s−3E2
2

. (68)

Для вiльної енергiї перехiдної областi отримуємо:

FTR = −kTN ′fnp+1(h̃
2 + h2

c)
d

d+2 ,

fnp+1 = lnU

(
n− 1

2
, xnp+1

)

+
x2
np+1

4
+

+
n

2
ln ynp

+
n

4y2np

(2n+ 7). (69)

Для гаусового режиму матимемо:

lnZnp+2 = NE0(σ+) +
n

2
(Nnp+2 − 1) ln

π

2
+

n

2
lnπ − 1

2
ln d1(0)

− n− 1

2
ln d2(0)−

∑′

k>0

ln d1(k)− (n− 1)
∑′

k>0

ln d2(k).
(70)



16 Препринт

Для розрахунку сум за k перейдемо вiд суми до iнтегралу. На основi
цього матимемо:

FLGR = F
(+)
0 − kTNnp+2

{

n

[

−1

2
ln 2 + ln s− 1

4
ln 3 +

1

4
lnunp+1−

− 1

2
lnU(xnp+1)−

n+ 2

8y2np+1

]

−

− 1

2

[

ln r̃
(1)
R + f ′

G1
+ (n− 1)

(

ln r̃
(2)
R + f ′

G2

)]}

, (71)

де

f ′
Gi

= ln(a2i + 1)− 2

3
+

2

a2i
− 2

a3i
arctanai,

ai =
πb

c0

√

βΦ(0)

r̃
(i)
R

. (72)

Для зручностi введемо позначення:

FLGR = F
(+)
0 + FG, (73)

де

F
(+)
0 = −kTNE0(σ+),

FG = −kTNnp+2fG,

fG = n

[

−1

2
ln 2 + ln s− 1

4
ln 3 +

1

4
lnunp+1−

− 1

2
lnU(xnp+1)−

n+ 2

8y2np+1

]

−

− 1

2

[

ln r̃
(1)
R + f ′

G1
+ (n− 1)

(

ln r̃
(2)
R + f ′

G2

)]

. (74)

Остаточно отримуємо залежнiсть вiльної енергiї вiд поля i темпера-
тури:

F = −kTN

{

ln

[
(2π)

n
2 mn−1

Γ(n2 )

]

− 1

s30
(γ′

01 + γ1τ + γ2τ
2)−

− e0h
′

(

h̃2 + h2
c

) 1
2δ −

(
γ+
s − e2

) (

h̃2 + h2
c

) d
d+2

}

, (75)
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де введено позначення:

e0 =
σ0√
s
,

e2 =
σ2
0

2s3

(

rnp+2 +
1

12
unp+2s

3
0σ

2
0

)

,

γ+
s =

1

s30

(

fnp+1 − γ′ +
fG
s3

)

. (76)

4. Параметр порядку.

З виразу для вiльної енергiї, прямим диференцiюванням за полем,
отримуємо вираз для параметра порядку системи:

M = − 1

N

(
dF

dh

)

T

.

Структура вiльної енергiї дозволяє окремо продиференцiювати ча-
стини, що вiдповiдають рiзним флуктуацiйним процесам. Результат
обчислень зводиться до наступного вигляду:

M = σ+
00(h̃

2 + h2
c)

1
2δ . (77)

Величина σ+
00 залежить вiд змiнної α, яка є вiдношенням зовнiшнього

поля до температури:

σ+
00 = e0

(

1 +
1

5

α2

1 + α2

)

+ e00
α√

1 + α2
+ e02,

α = h̃/hc. (78)

Нижче приводимо вирази для вiдповiдних коефiцiєнтiв, якi залежать
вiд α, компонентностi та iнших параметрiв моделi. Методика розра-
хунку параметра порядку для моделi Iзiнга детально описана в [33].
Оскiльки ми розглядаємо n-компонентну модель, то в наших позна-
ченнях з’являється залежнiсть вiд компонентностi моделi:

e0 =
σ0√
s
,

e00 =
6s

3/2
0

5h0
(γ+

s − e2),

e02 =
s
3/2
0

h0

(

fγ1
+ σ2

0qs

[

1 +
1

12
qlσ

2
0

])

,
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fγ1
=

1

s30

(

γp + fp +
fgv
s3

)

,

fgv = −n

4

ΦHcd

1 + ΦHcd
+

[

n(n+ 2)

4

rp+1

y2np+1

− nU ′(xnp+1)

2U(xnp+1)

]

gp+1 −

− 1

2

[

g̃
(1)
R

r̃
(1)
R

+ a(1)g g(1)a + (n− 1)

(

g̃
(2)
R

r̃
(2)
R

+ a(2)g g(2)a

)]

,

qs =
βΦ(0)

2s3
HcdE2fn, ql = βΦ(0)Φφn

s30
fn

,

fp =
n

2

[

rpgp

(

1− 2n+ 7

y2np

)

− gp+1Un(xnp+1)

]

,

γp = Hcd(γ̄2 + 2γ̄3Hc), (79)

вирази для g
(1)
R i a

(i)
g приведено в додатку.

Таким чином, ми аналiтично отримали рiвняння стану n-
компонентної моделi при наявностi зовнiшнього поля. Його вигляд
дозволяє легко переходити до граничних випадкiв залежностi лише
вiд поля чи лише вiд температури. У зв’язку з цим таке рiвнян-
ня називають кросоверним. Величина σ+

00 є скейлiнговою функцiєю
кросоверного рiвняння стану. Вона залежить вiд вiдношення поля до
температури α. Рiвняння (77) дозволяє отримати графiк залежностi
параметра порядку вiд поля при T = Tc i порiвняти її з результатами
симуляцiй Монте-Карло аналогiчних моделей. Графiки таких зале-
жностей приведено на рис. 1–3 для рiзних компонентностей моделi та
параметрiв потенцiалу взаємодiї. На вставках зображено залежностi
M вiд h для таких вiдношень радiуса дiї потенцiалу до сталої гра-
тки при яких, отриманi теоретично, залежностi близькi до симуляцiї.
Вiдомi рiзнi форми рiвняння стану. Їхнiй огляд здiйснено в [33], де

вказано про доцiльнiсть використання певних його видiв. Отримане
нами рiвняння (77) легко привести до форми, яка використовується
в Монте-Карло симуляцiях [23–25]

M = h1/δfG(z), (80)

де введено позначення:

h = H/H0, z =
t̄

hβδ
, t̄ = τ

Tc

T0
, (81)

а fG є скейлiнговою функцiєю. H0 i T0 – деякi сталi нормування. Така
форма є еквiвалентною до рiвняння стану Вайдома-Грiфiтса [37]

y = f(x), (82)
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Рис. 1. Залежнiсть параметра порядку вiд поля при τ = 0 для n = 1.
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Рис. 2. Залежнiсть параметра порядку вiд поля при τ = 0 для n = 2.
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Рис. 3. Залежнiсть параметра порядку вiд поля при τ = 0 для n = 4.

де
y ≡ h/M δ, x ≡ t/M1/β. (83)

Скейлiнгова функцiя отримана з (77) має вигляд

fG =
(

s
3/2
0 /ho

) 1
δ

σ00

(
1 + α−2

) 1
2δ . (84)

Вона залежить вiд величини α

α =
h̃

τ̃p0
. (85)

Змiннi α i σ пов’язанi спiввiдношенням:

α =
s
3/2
0

ho

(
fn
c1k

)p0

z−p0 , (86)

що дає можливiсть порiвняти отриману нами скейлiнгову функцiю
з результатами симуляцiй Монте-Карло. На рис. 4–7 зображено гра-
фiки скейлiнгових функцiй для рiзних компонентностей моделi, де
суцiльна крива вiдповiдає результатам симуляцiй Монте-Карло.
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Рис. 4. Скейлiнгова функцiя для n = 1 при b/c = 0.5, пунктирна
крива – результати симуляцiй Монте-Карло [23].
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Рис. 5. Скейлiнгова функцiя для n = 2 при b/c = 0.5, пунктирна
крива – результати симуляцiй Монте-Карло [24].
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Рис. 6. Скейлiнгова функцiя для n = 3 при b/c = 0.5, пунктирна
крива – результати симуляцiй Монте-Карло [26].
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Рис. 7. Скейлiнгова функцiя для n = 4 при b/c = 0.5, пунктирна
крива – результати симуляцiй Монте-Карло [25].
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5. Висновки

За допомогою методу колективних змiнних розраховано статисти-
чну суму n-компонентної моделi при наявностi зовнiшнього поля для
областi температур вищих за критичну. Спосiб розрахунку вiдповiд-
ає загальнiй схемi пiдходу ренормалiзацiйної групи. Врахування яв-
ного вигляду потенцiалу взаємодiї дало можливiсть отримати явну
залежнiсть коефiцiєнтiв лiнеаризованих рекурентних спiввiдношень
вiд температури та мiкроскопiчних параметрiв моделi.

Використання аналiтичного виразу для точки виходу з критично-
го режиму дозволило отримати вирази для рекурентних спiввiдно-
шень в критичнiй областi якi придатнi для довiльних спiввiдношень
поля i температури. Структура статистичної суми у виглядi добутку
парцiальних сум, якi вiдповiдають за рiзнi флуктуацiйнi процеси до-
зволила отримати явний вираз для вiльної енергiї системи. Прямим
диференцiюванням за полем отримано вираз для параметра порядку
моделi.

Отримано формули, що описують польовi залежностi параметра
порядку n-компонентної моделi з експонентно-спадним потенцiалом
взаємодiї для рiзних значень вiдношення b/c (b-радiус дiї потенцiа-
лу, c-стала простої кубiчної гратки). Встановлено, що для кожного
значення компонентностi моделi iснує певне значення радiуса дiї по-
тенцiалу b для якого отримана нами залежнiсть близькою до даних
Монте-Карло.

Нами розрахований явний вигляд скейлiнгової функцiї (84). По-
рiвняння кривих з даними Монте-Карло показує деяку вiдмiннiсть
поведiнки fG(z) для промiжних значень z. Причиною цього може бу-
ти використане наближення, при якому критичний показник кореля-
цiйної функцiї η = 0 та не приймаються до уваги поправки до скей-
лiнгу. Однак подальше уточнення розрахункiв є предметом окремого
дослiдження.

6. Додаток

Приведемо вирази для величин введених у (10):

ϕ(x) = (n+ 2)U2
n(x) + 2xUn(x)− 2,

Un(x) =
U
(
n+1
2 , x

)

U
(
n−1
2 , x

) , x =

√
3

a4
d(B1, B

′),
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U(a, x) – функцiя параболiчного цилiндра Вебера.

Q(dl) = (2π)
n
2

(

3

a
(l)
4

)n
4

U

(
n− 1

2
, xl

)

exp

(
x2
l

4

)

,

a4 = −3sd0
n2

m4

(
1− z′Un(z

′)− U2
o

)
,

U0 =

√

n+ 2

2
Un(z

′), z′ =

√

3

u′
4

u′
2. (87)

Приведенi нижче вирази виникають при розрахунку параметра по-
рядку:

rp+m =
U ′
n(xnp+m)

Un(xnp+m)
− 1

2

ϕ′(xnp+m)

ϕ(xnp+m)
,

gp+m = − x̄Em−1
2 Hcd

√

1 + ΦEm−1
2 Hc

(

1− HcΦE
m−1
2

2
[
1 + ΦEm−1

2 Hc

]

)

,

x̄ = fn

√
3

φn
,

g̃
(1)
R =

1

2

[

s30σ0unp+2gσ − βΦ(0)E2fn

(

1 +
qlσ

2
0

2

)]

,

g̃
(2)
R =

1

2

[
1

3
s30σ0unp+2gσ − βΦ(0)E2fn

(

1 +
qlσ

2
0

6

)]

,

a(i)g =
2ai

ai + 1
− 4

a3i
+ 6

arctanai
a4i

− 2

a3i (1 + a2i )
,

g(i)a = −aig̃
(i)
R

r̃
(i)
R

.
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