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Дiелектрична проникнiсть сумiшi неполярних частинок

Ю.Л.Блажиєвський, М.Ф.Головко

Анотацiя. Розраховано дiелектричну проникнiсть ε багатосортної
системи неполярних частинок рiзної поляризованостi. Отримано за-
гальнi формули, якими визначається ε через дiелектричнi прони-
кностi сортiв εa i концентрацiї сортiв. Розрахунки проведено двома
методами. 1. У наближеннi хаотичних фаз знайденi iндукованi зов-
нiшнiм електростатичним полем дипольнi моменти частинок. 2. По-
дiбно до односортної системи показано, що врахування iндукованих
дипольних моментiв можна здiйснити шляхом введення у конфiгу-
рацiйний iнтеграл системи додаткових ступенiв вiльностi. Конкретнi
розрахунки проведенi для моделi твердих сферб та моделi iз взаємо-
дiєю Ленарда-Джонса. Проведено порiвняння отриманих результатiв
з вiдомими наближеними формулами феноменологiчного пiдходу

Dielectric permittivity of the mixture of non-polar particles

Yu.L.Blazhyevskyi, M.F.Holovko

Abstract. The dielectric permittivity ε of the multicomponent systems
of particles with different polarization is calculated. General expressions
defining ε via dielectric permittivities εi and concentrations ni of the
particular sorts are obtained. Two methods are used in the calculati-
ons. First, in the random phase approximation the dipole moments of
particles induced by an external electric field are found. Second, it is
shown that the induced dipole moments can be taken into account by
introducing some additional degrees of freedom into the configurational
integral. Specific calculations are made for the hard sphere model and
for the Lennard-Jones liquid. The obtained results are compared to the
known expressions of the phenomenological approach.
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1. Вступ

Дiелектрична проникнiсть ε характеризує реакцiю середовища на
зовнiшнє електромагнiтне поле. У статичному випадку вона вводи-
ться як коефiцiєнт пропорцiйностi мiж iндукцiєю D(r) i напруженi-
стю макроскопiчного поля E(r). Для просторовооднорiдних систем
зв’язок мiж D(r) i E(r) можна виразити у виглядi

Dµ(r) = εµνE
ν(r). (1.1)

Тут i далi грецькими буквами позначаємо проекцiї вiдповiдних
векторiв на осi декартової системи координат. Як звичайно, повто-
рення грецьких iндексiв означає пiдсумовування за значеннями 1,2,3
цього iндексу. Iснують середовища, речовина яких є дрiбнодиспер-
сною сумiшшю (емульсiї, порошковi сумiшi, т.iн.). У таких випадках
можна розглядати електричне поле усереднене за об’ємом великим у
порiвняннi з масштабами неоднорiдностей. По вiдношенню до тако-
го середнього поля сумiш є однорiдним i iзотропним середовищем i
може характеризуватись деякою ефективною дiелектричною прони-
кнiстю ε сумiшi [1]. Тобто ми можемо скористатись спiввiдношенням
типу (1.1). Будемо трактувати сумiш як систему M сортiв рiзних
частинок з вiдповiдними дiелектричними проникностями. Спiввiд-
ношення (1.1) є феноменологiчним. Для розрахунку ε на основi мi-
кроскопiчної теорiї потрiбно знайти вектор поляризацiї P(r), який
має змiст середнього значення густини електричного дипольного мо-
менту системи. Ми обмежимось розглядом неполярних дiелектрикiв.
Тодi можна показати, що

(ε− 1)

(

E− 4π

3
P

)

= 4πP. (1.2)

Розрахунки проведено двома способами. Безпосереднiм обчисленням
iндукованих дипольних моментiв та врахуванням їх шляхом введе-
ння додаткових ступенiв вiльностi частинок. Ранiше у працях [2, 3]
такi розрахунки були проведенi для системи однакових частинок.

2. Розрахунок дiелектричної сприйнятливостi

шляхом обчислення iндукованих зовнiшнiм

полем дипольних моментiв частинок

2.1. Iндукований дипольний момент

Розглянемо систему M сортiв неполярних частинок. Номер сорту
позначимо буквами a, b, c, а координати частинок – буквами rai
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(i = 1, 2, . . . , Na;Na–кiлькiсть частинок a-того сорту;
M
∑

a=1
Na = N–

загальна кiлькiсть частинок) У зовнiшньому полi E(r) частинки по-
ляризуються, тобто в них появляються iндукованi дипольнi момен-
ти. При цьому потрiбно враховувати, що на видiлену частинку,окрiм
поля E(r), дiють електростатичнi поля iндукованих дипольних мо-
ментiв усiх iнших частинок. Цi поля описуються формулами.

Eµ
iнд(r) = T µν(r− r′)dν(r′), (2.1)

T µν(r− r′) =
1

|r− r′|3 (3nµnν − δµν) , n =
r− r′

|r− r′| , r 6= r′.

де r′– координата диполя d, δµν–символ Кронекера.
Отже, в лiнiйному наближеннi (зовнiшнi поля значно меншi вiд

внутрiшнiх полiв атомiв i молекул) отримуємо наступну систему рiв-
нянь для визначення iндукованих електричних дипольних моментiв
частинок:

dµai = αa



Eµ(rai) +

M
∑

b=1

Nb
∑

j=1

T µν (rai − rbj) d
ν
bj



 , (2.2)

де αa– поляризованiсть частинки a-го сорту, dµai-компонента диполь-
ного моменту i-тої частинки сорту “а”, Eµ(rai)– напруженiсть зов-
нiшнього електростатичного поля, тензор T µν(rai − rbj) описується
формулами (2.1).

Розв’яжемо систему рiвнянь (2.2) методом послiдовних набли-
жень. Опускаючи (для спрощення запису) координатнi iндекси µ, ν,
отримаємо

dai = αaEai + (2.3)

+ αa

∑

n≥1

∑

b1j1

· · ·
∑

bnjn

T ab1
ij1

αb1T
b1b2
j1j2

αb2 · · ·T
bn−1bn
jn−1jn

αbnEbnjn ,

де введенi позначення Eai = E(rai), T ab
ij = T (rai − rbj) Для розра-

хунку суми по n використаємо представлення Фур’є, покладаючи

T ab
jl =

1

V

∑

k

Tke
ik(raj−rbl), (2.4)

де V –об’єм системи. Тодi n-ий член у формулi (2.3) матиме вигляд
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αa

V n

∑

k1,...kn

Tk1
. . . Tkn

∑

b1j1

. . .
∑

bnjn

αb1 . . . αbnEbnjn ×

× exp i
[

k1(rai − rb1j1) + k2(rb1j1 − rb2j2) + . . . (2.5)

+kn(rbn−1jn−1
− rbnjn)

]

.

Використаємо наближення хаотичних фаз, коли враховується ли-
ше взаємодiї з однаковим переданим iмпульсом, тобто коли k1 =
k2 = . . . = kn = k. Легко бачити, що у такому наближеннi формула
(2.5) набуває вигляду

αa

V n

∑

k

[Tk]
n
∑

b1j1

. . .
∑

bnjn

αb1 . . . αbne
ik(rai−rbnjn )Ebnjn = (2.6)

=
αa

V

∑

k

[Tk]
n

(

∑

c

Nc
αc

V

)n−1
∑

bj

αbe
ik(rai−rbj)Ebj .

Tk є тензором другого рангу. Тобто
[

Tk

]n

в (2.6) потрiбно розумiти

як згортку за координатними iндексами σ:

T µσ1

k
T σ1σ2

k
T

σn−1ν
k

. (2.7)

Зображення Фур’є тензора T µν(r) означується формулою

T µν
k

=
4π

3
ℓ⊥µν −

8π

3
ℓ‖µν , (2.8)

де

ℓ‖µν =
kµkν
k2

, ℓ⊥ = δµν − kµkν
k2

(2.9)

—одиничнi поздовжнiй ℓ
‖
µν i поперечний ℓ⊥µν тензори. Вони задоволь-

няють умовам

ℓsµσℓ
s′

σν = δss′ℓ
s
µν , s, s′ =‖,⊥ .

З огляду на це легко переконатись, що згортка (2.7)дорiвнює

ℓ⊥µν

(

4π

3

)n

+ ℓ‖µν

(

−8π

3

)n

. (2.10)
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Тобто формула (2.6) набуває вигляду

αa
1

V

(

∑

c

Nc
αc

V

)n−1

× (2.11)

×
∑

k

[

ℓ⊥µν

(

4π

3

)n

+ℓ‖µν

(

−8π

3

)n]
∑

bj

αbe
ik(rai−rbj)Eν(rbj).

Використавши цей результат у (2.3), бачимо, що сума за n утворює
геометричну прогресiю. Таким чином знаходимо

dµai = αaE
µ(rai) + αa

1

V

∑

k

[

ℓ⊥µν
4π

3

1

1−∑
c
ηc

− (2.12)

− ℓ‖µν
8π

3

1

1 + 2
∑

c
ηc

]

∑

bj

eik(rai−rbj)Eν(rbj),

де

ηc =
4π

3

Nc

V
αc.

Обчисливши суму за k, будемо мати

dµai = αaE
µ(rai) + γαa

∑

bj

αbT
µν(rai − rbj)E

ν(rbj), (2.13)

γ =

(

1−
∑

c

ηc

)(

1 + 2
∑

c

ηc

)

.

Отриманий результат потрiбно доповнити ще одним доданком.
Це зумовлено зокрема наступним: при n = 2 в (2.3) маємо

αa

∑

b1j1

∑

b2j2

T ab1
ij1

αb1T
b1b2
j1j2

αb2Eb2j2 ,

Тут i 6= j1, j1 6= j2. Але при b2 = a iснує доданок i = j2,тобто доданок

αa

∑

bj1

T ab1
ij1

αb1T
b1a
j1i

αaEai,

Для врахування внеску вiд таких членiв достатньо в (2.3) покла-
сти bn = a, jn = i i повторити попереднi розрахунки у наближеннi
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хаотичних фаз. Знайдемо,що цей додатковий внесок описується фор-
мулою

αaγ
∑

bj1

α2
b1T

µσ(rai − rbj)T
σν(rbj − rai)E

ν(rai). (2.14)

Оскiльки, як це видно з (2.1),

T µσ(r)T σν(r) =
1

r6
(3nµnnu + δµν) ≡ Φσν(r), (2.15)

то (2.14) набуває вигляду

αaγ
∑

bj1

α2
b1Φ

µσ(rbj − rai)E
ν(rai). (2.16)

Таким чином, iндукований зовнiшнiм полем електричний диполь-
ний момент можна описати наступною формулою:

dai = αaE(rai) + αaγ
∑

bj1

α2
b1Φ

µσ(rbj − rai)E
ν(rai) + (2.17)

+ αaγ
∑

bj1

αb1T
µσ(rai − rbj)E

ν(rbj).

2.2. Вектор поляризацiї

Як видно з (1.2), для знаходження дiелектричної проникностi по-
трiбно розрахувати вектор поляризацiї P(r). У мiкроскопiчнiй теорiї
його визначають як середнє значення густини електричного диполь-
ного моменту D(r) системи

P(r) = 〈D(r)〉. (2.18)

Символ 〈. . .〉 означає усереднення за гiббсiвським розподiлом части-
нок, тобто

〈(. . .)〉 = 1

QN

∫

d3Nr

V N
e−βU0(r1...rN )(. . .), (2.19)

де QN–конфiгурацiйний iнтеграл системи частинок, U0(r1 . . . rN )– їх
енергiя взаємодiї, β−1–статистича температура, V –об’єм системи.

У нашому випадку

D(r) =

M
∑

a=1

Na
∑

i=1

δ(r− rai)dai, (2.20)
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де dai описується формулою (2.17). Тобто

D(r) =
∑

a,i

δ(r− rai)αaE
µ(rai) + (2.21)

+
∑

a,i

δ(r− rai)αaE
ν(rai)

∑

b,j

γα2
bΦ

µν(rbj − rai) +

+
∑

a,i

δ(r− rai)
∑

b,j

γαaαbT
µν(rai − rbj)E

ν(rbj).

Усереднення цього виразу доволi складне. Звичайно такi середнi
можна виразити через частковi функцiї розподiлу системи. Ми ви-
користаємо дещо iнший спосiб обчислення P(r). Вiн грунтується на
розрахунку певного твiрного функцiоналу для вектора поляризацiї.
Цей функцiонал має змiст деякого ефективного конфiгурацiйного
iнтеграла системи частинок у зовнiшньому електростатичному полi.
Введемо функцiю

U =
1

2

∑

ai

αaE
σ(rai)E

σ(rai) +

+
1

4

∑

ai

∑

bj

γαaαb

[

αaΦ
σν(rai − rbj)E

σ(rbj)E
ν(rbj) +

+ αbΦ
νσ(rbj − rai)E

ν(rai)E
σ(rai)

]

+ (2.22)

+
1

2

∑

ai

∑

bj

γαaαbT
σν(rai − rbj)E

σ(rai)E
ν(rbj).

Легко переконатись, що формула (2.21) отримується функцiо-
нальним диференцiюванням функцiї U за зовнiшнiм полем E(r). Тоб-
то маємо

Dµ(r) =
δU

δEµ(r)
. (2.23)

Очевидно, що це спiввiдношення можна подати у виглядi

Dµ(r) =
1

β

δ

δEµ(r)
eβU , (2.24)

якщо пiсля диференцiювання зберегти лише лiнiйнi за E(r) члени.
Введемо тепер конфiгурацiйний iнтеграл

Q =

∫

dΓe−β(U0−U), (2.25)
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де U0– енергiя взаємодiї частинок при вiдсутностi зовнiшнього поля,
U визначається формулою (2.22), dΓ– елемент об’єму у конфiгура-
цiйному просторi, U0 − U є енергiєю взаємодiї неполярних частинок
у зовнiшньому електростатичному полi.

Очевидно, що вектор поляризацiї P(r) можна означити форму-
лою

Pµ(r) =
1

Q

1

β

δQ

δEµ(r)
=

1

β

δ

δEµ(r)
lnQ. (2.26)

Отже, для знаходження P(r) потрiбно розрахувати конфiгурацiйний
iнтеграл (2.25), пам’ятаючи, що пiсля диференцiювання достатньо
обмежитись врахуванням лише лiнiйних за зовнiшнiм полем членiв.

Добре вiдомо [4, 5], що для систем з короткосяжними взаємодiя-
ми найбiльш простим способом розрахунку QN є майєрiвськi груповi
розвинення. Додаткова взаємодiя U , як видно з (2.22), (2.11), на ве-
ликих вiддалях пропорцiйна 1/r3. Такi взаємодiї не є короткосяжни-
ми i в загальному випадку груповi iнтеграли розбiгаються. Дипольна
взаємодiя є винятком. Справдi, енергiя взаємодiї двох електричних
диполiв d1,d2 описується формулою T µνdµ1d

ν
2 . Легко переконатись,

що об’ємний iнтеграл вiд T µν дорiвнює нулевi. Тому майєрiвськi гру-
повi розвинення можна застосовувати i в нашому випадку. Обмежи-
мось при обчисленнi QN врахуванням лише другого вiрiального ко-
ефiцiєнта. У такому наближеннi конфiгурацiйний iнтеграл системи
з M сортiв частинок у зовнiшньому полi описується формулою

QN =

M
∏

a=1

[Qa
1 ]

Na exp
1

2

∑

a,b

NaNb

[

Qab
2

Qa
1Q

b
2

− 1

]

, (2.27)

Qa
1 i Qab

2 – одно- i двочастинковi конфiгурацiйнi iнтеграли. Беручи
до уваги, що енергiя взаємодiї iндукованих дипольних моментiв ви-
значається формулою (2.22), отримаємо

Qa
1 =

∫

d3r

V
exp

β

2
αaE

2(r), (2.28)

Qab
2 =

∫

d3r1d
3r2

V 2
e−β(U0

ab−Ũab), (2.29)

де

Ũab =
1

4

(

αa + αb

)

(

E2(r1) + E2(r2)
)

+
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+
1

4
γαaαb

(

αa + αb

)

Φµν(r1 − r2)×

×
(

Eµ(r1)E
ν(r2) + Eµ(r2)E

ν(r1)
)

+ (2.30)

+
1

2
γαaαbT

µν(r1 − r2)E
µ(r1)E

ν(r2).

U0
ab– енергiя взаємодiї двох частинок при вiдсутностi зовнiшнього

поля. Пiдставивши (2.27) в (2.26), знайдемо

βPµ(r) =
∑

a

Na

Qa
1

δQ1

δEµ(r)
− 1

2

∑

a,b

NaNbQ
ab
2 ×

×
(

δQa
1/δE

µ(r)
(

Qa
1

)2
Qb

1

+
δQb

1/δE
µ(r)

Qa
1

(

Qb
1

)2

)

+ (2.31)

+
1

2

∑

a,b

NaNb

Qa
1Q

b
1

δQab
2

δEµ(r)
.

Ранiше було вiдзначено, що P ∼ E, тобто в (2.31) достатньо вра-
ховувати лише лiнiйнi за зовнiшнiм полем члени. Вони виникають
вiд функцiональних похiдних δQa

1/δE
µ(r), δQab

2 /δEµ(r). Оскiльки,
як це видно з (2.28)–(2.30), при E = 0,

Qa
1|E=0 = 1, (2.32)

Qab
2|E=0 =

∫

d3r1d
3r2

V 2
exp

[

−βU0
ab(|r1 − r2|)

]

≡ Q̃ab
2 ,

то формула (2.31) значно спрощується.
Справдi для просторовооднорiдної системи у безмежному об’ємi

можна використати перетворення трансляцiї r1 = x+ r2. Тодi

Q̃ab
2 =

∫

d3x

V
e−βU0

ab(|x|) (2.33)

i вектор поляризацiї можна описати формулою

βPµ(r) =
∑

a

Na
δQ1

δEµ(r)
−

− 1

2

∑

a,b

NaNbQ̃
ab
2

(

δQa
1

δEµ(r)
+

δQa
1

δEµ(r)

)

+ (2.34)

+
1

2

∑

a,b

NaNb
δQab

2

δEµ(r)
.
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Обчислимо функцiональнi похiднi. За означенням

δEν(r′)/δEµ(r) = δµνδ(r− r′).

δ(r− r′)– дельта -функцiя Дiрака. Вона знiмає одне iнтегрування за
координатами. Отримуємо у лiнiйному наближеннi за E

δQa
1

δEµ(r)
= βαa

1

V
Eµ(r), (2.35)

δQab
2

δEµ(r)
=

β

V 2

∫

d3xe−βU0

ab(x)

{

(αa + αb) [δµν + γαaαbΦ
µν(x)]Eµ(r) +

+ γαaαbT
µν(x)Eµ(r+ x)

}

. (2.36)

Тут враховано, що при V → ∞
∫

V

d3r′φ(|r − r′|) =
∫

V

d3r′φ(|r′|).

Пiдставивши (2.35), (2.36) у формулу (2.34), знайдемо

Pµ(r) =
∑

a

Na

V
αaE

µ(r) + (2.37)

+
1

2

∑

ab

NaNb

V 2
(αa + αb)γαaαb

∫

d3xe−βU0
abΦ

µν(x)Eν(r)

+
1

2

∑

ab

NaNb

V 2
γαaαb

∫

d3xe−βU0
abT

µν(x)Eν(|r− x|).

Останнiй доданок тут свiдчить про нелокальний характер P(r),
тобто значення вектора поляризацiї в точцi r залежить не лише вiд
напруженостi зовнiшнього поля в цiй точцi, але i вiд його напру-
женостi в усiх iнших точках простору. Якщо ефектом нелокальностi
знехтувати, то в (2.37) можна покласти Eν(|r−x|) ≈ Eν(r). Оскiльки
має мiсце очевидна рiвнiсть

∫

d3xxµxν(. . . |x| . . .) = 1

3
δµν

∫

d3xx2(. . . |x| . . .),

то, враховуючи вигляд T µν(x) бачимо, що останнiй iнтеграл в (2.37)
дорiвнює нулевi. Вiн дорiвнює нулевi i у випадку постiйного зовнi-
шнього поля. Отже, в такому наближеннi в (2.37) залишається лише
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першi два доданки. Домножимо (2.37)на 4π
3 , врахуємо позначення

(2.13) i видiлимо окремо член з a = b. Легко переконатись, що пiсля
цього вектор поляризацiї буде описуватись формулою

4π

3
Pµ(r) =

∑

a

ηa

{

δµν +
Na

V
γα2

∫

d3xe−βU0

aa(x)Φµν(x)

}

Eν(r) +

+
∑

a<b

γαaαb

(

ηa
Nb

V
+ ηb

Na

V

)∫

d3xe−βU0

ab(x)Φµν(x)Eν (r). (2.38)

Представимо формулу (2.38) дещо iнакше. Зважаючи на вигляд тен-
зора Φµν(r), бачимо, що

∫

V

d3xΦµν(|x|) = 2δµν

∫

V

d3x

x6
(. . . |x| . . .) =

= 8πδµν

∫ ∞

0

dx

x4
(. . . |x| . . .).

Легко переконатись, що тодi (2.38) можна подати у виглядi

4π

3
P(r) =

∑

a

ηa (1 + 6ηaγαaIaa)E(r) +

+
∑

a<b

6γηaηb(αa + αb)IabE(r), (2.39)

де

Iab =

∫ ∞

0

dx

x4
e−βU0

ab(x). (2.40)

2.3. Дiелектрична проникнiсть сумiшi

Для знаходження дiелектричної проникностi ε сумiшi потрiбно пiд-
ставити (2.39) в (1.2). Написавши (2.39) у виглядi 4π

3 P = ΓE, зна-
йдемо

ε− 1 =
3Γ

1− Γ
.

Тобто для дiелектричної проникностi отримуємо формулу типу
Клаузiуса–Мосоттi

ε− 1

ε+ 2
= Γ.
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Взявши до уваги явний вигляд функцiї Γ, будемо мати

ε− 1

ε+ 2
=
∑

a

ηa

(

1 + 6ηaγαaIaa

)

+
∑

a<b

6γηaηb(αa + αb)Iab, (2.41)

де Iaa, Iab визначаються згiдно з (2.40). Перший доданок в (2.41)
виражається через дiелектричну проникнiсть частинок a-го сорту:

ηa

(

1 + 6ηaγαaIaa

)

=
εa − 1

εa + 2
. (2.42)

Другий доданок вiдображає вплив на значення ε частинок рiзних
сортiв. Таким чином, дiелектричну проникнiсть сумiшi можемо опи-
сати формулою

ε− 1

ε+ 2
=
∑

a

εa − 1

εa + 2
+
∑

a<b

6γηaηb(αa + αb)Iab. (2.43)

Це спiввiдношення можна записати i так:

1

3
(ε+ 2) =

[

1−
∑

a

εa − 1

εa + 2
−
∑

a<b

6γηaηb(αa + αb)Iab

]−1

. (2.44)

Розглянемо детальнiше двосортну сумiш. Формули (2.43) i (2.44)
набувають вигляду

ε− 1

ε+ 2
=

ε1 − 1

ε1 + 2
+

ε2 − 1

ε2 + 2
+ 6γη1η2(α1 + α2)I12, (2.45)

1

3
(ε+ 2) =

[

1− ε1 − 1

ε1 + 2
− ε2 − 1

ε2 + 2
− 6γη1η2(α1 + α2)I12

]−1

.

Зауважимо, що коли обидва сорти однаковi то α1 = α2 = α,
I11 = I22 = I12 = I. Беручи до уваги спiввiдношення (2.42), лег-
ко переконатись, що у цьому випадку наприклад першу з формул
(2.45) можна подати так:

ε− 1

ε+ 2
= η̄(1 + 6γ̄η̄αI) (2.46)

де

η̄ =
N1 +N2

V

4π

3
α = η1 + η2, γ̄ =

[

(1− η̄)(1 + 2η̄)
]−1

.
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Тобто (2.46) визначає дiелектричну проикнiсть системи з N1 + N2

однакових частинок. Це свiдчить про самоузгодженiсть застосовува-
них нами наближень при розрахунку ε.

Ми хочемо тепер виразити дiелектричну проникнiсть ε сумiшi че-
рез дiелектричнi проникностi ε1, ε2 ї ї компонент. Очевидно для цього
потрiбно у формулах (2.45) доданок пропорцiйний I12 визначити че-
рез ε1, ε2. Перепишемо його у виглядi

6γI12η1η2(α1 + α2) = 6γI12

(

η21
n1

η2 +
η22
n2

η1

)

≡ ∆12, (2.47)

де n1 = 4π
3

N1

V , n2 = 4π
3

N2

V – помноженi на 4π
3 густини частинок першо-

го i другого сортiв. Величини η1, η2 визначаються з рiвняння (2.42).
Подiбно до (2.47) його можна подати у виглядi

ηa + 6γIaa
1

na
η3a = ǫa, (2.48)

де

ǫa =
εa − 1

εa + 2
, a = 1, 2.

Це кубiчне рiвняння. Оскiльки його коефiцiєнти дiйснi, а дискри-
мiнант вiд’ємний, то воно має лише один дiйсний корiнь. Згiдно з
формулами Кардано знайдемо:

ηa = ǫaκa, (2.49)

κa =
3

2

(

Aa

)1/3
{

(

1+
√

1 +Aa

)1/3

+
(

1−
√

1 +Aa

)1/3
}

(2.50)

де

Aa =
2na

81γIaa

1

ǫ2a
. (2.51)

Цей вираз потрiбно пiдставити в (2.47) i отриманий результат пiд-
ставити в формули (2.45). Таким чином ми визначимо ε як функцiю
вiд ε1, ε2 та n1, n2. Отримуємо

ǫ = ǫ1 + ǫ2 +∆12, (2.52)

або

1

3
(ε+ 2) = [1− ǫ1 − ǫ2 −∆12]

−1
. (2.53)
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де

∆12 = 6γI12ǫ1ǫ2κ1κ2

(

1

n1
ǫ1κ1 +

1

n2
ǫ2κ2

)

. (2.54)

Для газоподiбних i рiдинних систем знайденi спiввiдношення можна
дещо спростити. Оцiнимо значення коефiцiєнта A на прикладi моделi
твердих сфер дiаметром σ. Обчисливши I, знайдемо

A =
8π

81γǫ2
N

V
σ3. (2.55)

Для рiдин характернi значення параметрiв, якi мiстяться в (2.45), є
такими N

V σ3 ∼ 0, 2 − 0, 84; ǫ ∼ 1, 3 − 3; γ ≃ 1. Бачимо, що значення
коефiцiєнта A змiнюється в межах вiд 10 до 60. Аналогiчнi оцiнки
справедливi i для моделей iз взаємодiєю Ленарда-Джонса. Тобто для
рiдкого стану a > 1. Тому вираз у фiгурних дужках формули (2.50)
можна розвинути в ряд Тейлора за степенями 1/A. Враховуючи лише
першi два члени розкладу, знаходимо

κa = 1− 1

3Aa
. (2.56)

Таким чином, для неполярних рiдин

ηa ≃ ǫa

(

1− 27γIaa
2na

ǫ2a

)

. (2.57)

2.4. Двосортна сумiш твердих кульок

Розглянемо модельну систему сумiшi твердих кульок з дiаметрами
σ1, σ2. Згiдно (2.40)

Iaa =
1

3σ3
a

. (2.58)

Тодi

6γIaa
na

=
3γ

2π

/

Na

V
σ3
a. (2.59)

Використавши це в (2.48), отримуємо формулу для визначення дi-
електричної проникностi системи частинок a-го сорту:

ǫa = ηa +
3γ

2π

(Na

V
σ3
a

)−1

η3a, (a = 1, 2). (2.60)
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При взаємодiї рiзних сортiв кульок звичайно покладають [5] σab =
1
2 (σ1 + σ2). З (2.40) знаходимо

I12 =
3

8

1

(σ1 + σ2)3
. (2.61)

Покладемо σ2 = sσ1. Тодi будемо мати

6γI12
n1

=
12γ

π

[

(1 + s)3
N1

V
σ3
1

]−1

, (2.62)

6γI12
n2

=
12γ

π

[

(

1 +
1

s

)3
N2

V
σ3
2

]−1

.

Отже коефiцiєнт ∆12 визначаємо формулою

∆12 =
12γ

π

{

ǫ21κ
2
1ǫ2κ2

[

(1 + s)3
N1

V
σ3
1

]−1

+

+ ǫ22κ
2
2ǫ1κ1

[(

1 +
1

s

)3N2

V
σ3
2

]−1
}

. (2.63)

Пiдставивши отриманi спiввiдношення в (2.52), (2.53) отримуємо
формули для дiелектричної проникностi сумiшi твердих кульок в
наближеннi хаотичних фаз.

3. Розрахунок дiелектричної сприйнятливостi

шляхом iнтегрального перетворення i введення

додаткових ступенiв вiльностi

3.1. Система неполярних частинок з рiзною

поляризованiстю

Розглянемо тепер iнший спосiб обчислення дiелектричної проникно-
стi сумiшi. У працях [3], [2] було показано, що процедури розв’язу-
вання системи рiвнянь, з яких визначають iндукованi дипольнi мо-
менти можна уникнути введенням у конфiгурацiйний iнтеграл непо-
лярногодiелектрика додаткових ступенiв вiльностi. У цих працях ми
розглядали односортну систему. Покажемо, що аналогiчний пiдхiд
може бути застосований у випадку багатосортних систем.

Нам зручно спочатку розглянути систему N неполярних части-
нок з рiзною поляризованiстю αi(i = 1, 2, . . . , N). При накладаннi
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зовнiшнього електричного поля E(r) частинки поляризуються. Їх iн-
дукованi електричнi дипольнi моменти di визначаються системою
3N рiвнянь

dµi = αi



Eµ(ri) +
∑

j(j 6=i)

T µν(r− r′)dνj



 . (3.1)

Другий доданок (3.1) має змiст напруженостi електростатичного
поля iндукованих дипольних моментiв. Тензор T µν(r− r′) визначає-
ться формулою (2.1). Легко переконатись , що рiвняння (3.1) можна
переписати у виглядi

∑

j

(

1

αi
δijδµ ν − T µν

ij

)

dνj = Eµ(rj), (3.2)

T µν
ij ≡ T µν(r1 − rj), Eµ

j ≡ Eµ(rj), T µν
ii = 0,

або в матричнiй формi
[

α−1 −T
]

[d] = [E] . (3.3)

де
[

α−1
]

–дiагональна матриця з елементами α−1
i .

Розв’язок рiвняння (3.3) представимо так:
[

d
]

=
[

B
][

E
]

, (3.4)

де
[

B
]

– матриця обернена до матрицi
[

α−1 −T
]

, тобто

[

B
][

α−1 −T
]

=
[

I
]

, (3.5)

[

I
]

– одинична матриця.
Таким чином, iндукованi зовнiшнiм полем дипольнi моменти мо-

жемо описати формулою

dµj =
∑

l

Bµ ν
jl Eν(rl), (3.6)

де елементи Bµν
jl матрицi

[

B
]

, як це видно з (3.2)–(3.5), визначаються
з рiвнянь

∑

l

Bν σ
jl

(

1

αl
δliδσ µ − T σ µ

li

)

= δijδµ ν . (3.7)
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Отже густину iндукованих дипольних моментiв можемо представити
у виглядi

Dµ(r) =
∑

j,l

δ(r− rj)B
µ ν
jl Eσ(rl). (3.8)

Вектор поляризацiї P(r) є середнiм значенням D(r). Оскiльки
E ∼ D, то усереднення можна виконати за гiббсiвським розподiлом
системи частинок при вiдсутностi зовнiшнього поля. Тобто вектор
поляризацiї визначається спiввiдношенням

P(r) =
1

Q̄N

∫

d3Nr

V N
D(r)e−βφ0(r1...rN ), (3.9)

де φ0(r1 . . . rN )– енергiя взаємодiї частинок при вiдсутностi зовнi-
шнього поля, β−1– статистична температура ,

Q̄N =

∫

d3Nr

V N
e−βφ0(r1...rN ) (3.10)

– конфiгурацiйний iнтеграл системи. Використавши (3.8), знайдемо

Pµ(r) =
1

Q̄N

∫

d3Nr

V N

∑

i,l

δ(r− rj)B
µν
jl E

ν(rl)e
−βφ0(r1...rN ), (3.11)

де Bµν
jl є розв’язком системи рiвнянь (3.7).

3.2. Твiрний функцiонал для вектора поляризацiї

Безпосереднiй розрахунок iнтеграла (3.11) доволi складний. Вище
такi розрахунки для сумiшi проведенi у наближеннi хаотичних фаз.
У такому наближенi отриманi формули для дiелектричних прони-
кностей. Тут ми хочемо уникнути процедури розв’язування рiвнянь
(3.7). Ми покажемо, що цього можна досягнути введенням в конфi-
гурацiйний iнтеграл системи додаткових ступенiв вiльностi, зумов-
лених поляризацiєю частинок.

Уведемо функцiю

Φ(r1 . . . rN ) =
1

2

∑

j,l

Bµ ν
jl Eµ(rj)E

ν(rl). (3.12)

Оскiльки, як це видно iз спiввiдношень попереднього роздiлу, Bµν
jl =

Bνµ
lj , то густину iндукованих дипольних моментiв D(r) можна отри-

мати функцiональним диференцiюванням Φ за зовнiшнiм полем, а
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саме

Dµ(r) =
δ

δEµ(r)
Φ(r1 . . . rN ). (3.13)

Зручно покласти

Dµ(r) =
1

β

δ

δEµ(r)
eβΦ, (3.14)

пам’ятаючи, що пiсля функцiонального диференцiювання потрiбно
зберегти лише лiнiйнi за E(r) члени. Пiдставивши (3.14) в (3.9), зна-
йдемо

Pµ(r) =
1

βQ̃N

δQN

δEµ(r)
, (3.15)

де

QN =

∫

d3N r

V N
e−βΦ̃(r1,...rN ), (3.16)

Φ̃(r1, . . . rN ) = Φ0(r1, . . . rN )− Φ(r1, . . . rN ). (3.17)

Очевидно, що функцiонал QN можемо трактувати як конфiгура-
цiйний iнтеграл системи N частинок рiзної поляризованостi у зов-
нiшньому електростатичному полi. Оскiльки, як це видно з (3.12),
(3.16), (3.17) QN не мiстить лiнiйних за E членiв, то у формулi (3.15)
Q̃N можна замiнити на QN . Таким чином отримуємо

Pµ(r) =
1

β

δ

δEµ(r)
lnQN . (3.18)

Розглянемо QN . Покажемо, що врахування явного вигляду коефi-
цiєнтiв Bµν

jl , тобто розв’язкiв рiвнянь (3.7), еквiвалентне розширен-
ню конфiгурацiйного простору частинок. Використаємо для цього
гаусiвське перетворення

∫

dx1 . . . dxn exp







−1

2

∑

i,j

aijxixj +
∑

i

cixi







= (3.19)

=

[

(2π)N

det |aij |

]1/2

exp







1

2

∑

i,j

a−1
ij cicj







,
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де aij–елементи симетричної матрицi [a] , a−1
ij –елементи оберненої

матрицi [a]−1;тобто

∑

j

aija
−1
jl = δil.

Стосовно до нашого випадку, формулу (3.19) потрiбно представити
у виглядi

exp







β

2

∑

j,l

Bµ ν
jl Eµ(rj)E

ν(rl)







=

(

β

2π

)3N/2
[

det
∣

∣

∣

(

B−1
)µ ν

jl

∣

∣

∣

]1/2

×

×
∫

d3Np exp







−β

2

∑

j,l

(

B−1
)µ ν

jl
pµj p

ν
l − β

∑

j

pµjE
µ(rj)







≡ eβΦ.

Оскiльки,
[

B
]−1

=
[

α−1 −T
]

, то можемо записати

eβΦ = exp
β

2

∑

j,l

Bµν
jl E

µ(rj)E
ν(rl) =

=

(

1

2π

)3N/2
[

det
[

α−1 −T
]µν

jl

]1/2
∫

d3Np (3.20)

exp







−β

2

∑

j,l

[

α−1 −T
]µν

jl
pµj p

ν
l − β

∑

j

pµjE
µ(rj)







.

Зважаючи на вигляд матрицi
[

α−1 −T
]

, знайдемо, що

eβΦ =

(

β

2π

)3N/2




∏

j

1

α
3/2
j





[

det
(

δjlδµν − αjT
µν
jl

)]1/2

×(3.21)

×
∫

d3Np exp







−β

2

∑

j

p2j
αj

+
∑

j 6=l

T µν
jl pµj p

ν
l − β

∑

j

pµjE
µ(rj)







.

Отже, подiбно до системи однакових частинок [3] конфiгурацiй-
ний iнтеграл системи рiзних частинок можна описати формулами

QN =

∫

dΓNe−β(Φ0+Φ′),
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dΓN =
[

N
∏

j

1

V

(

β

2παj

)3/2
]

D
1/2
N d3Np d3Nr,

DN = det
∣

∣δijδµν − αT µν
ij

∣

∣ , (3.22)

Φ′ =

N
∑

j

p2j
2α

−
N
∑

j

(pjE(rj))−
1

2

N
∑

j,l=1 (j 6=l)

T µν
il pµj p

ν
l .

Цi спiввiдношення можна записати ще iнакше. Використаємо для
цього формулу, яка виконується для визначника безмежного поряд-
ку:

det [I+A] = exp Sp ln
(

I+ Â
)

= (3.23)

= exp







∑

a

Aaa −
1

2

∑

a,b

AabAba +
1

3

∑

abc

AabAbcAca . . .







,

де Â–оператор, який спiвставляється матрицi [A] , Aab–матричнi
елементи, Sp означає суму дiагональних елементiв. У термодинамi-
чнiй границi N → ∞. Тому формулу (3.23) можна застосувати для
обчислення DN . Дiагональнi елементи матрицi

[

αT
]

дорiвнюють ну-
левi. Обмежимось врахуванням лише головних за поляризованiстю
αi членiв. Отримуємо

DN ≈ exp







−1

2

∑

i6=j

αjT
µν
jl αlT

ν µ
lj







. (3.24)

Оскiльки, як це випливає з (2.1) T µνT νµ = 6/r6, то

DN ≈ exp







−3
∑

j 6=l

αjαl

|rj − rl|6







. (3.25)

У такому наближеннi формули (3.22) набувають вигляду

QN =

∫

dγNe
−β
(

Φ0+Φ′+Φ
′′
)

,

dγ =
1

V N

[

N
∏

j=1

(

β

2παj

)3/2
]

d3Np d3Nr, (3.26)

Φ
′′

=
3

2β

∑

j 6=l

αjαl

r6jl
.
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βΦ̃ має вигляд ван-дер-ваальсiвської взаємодiї. Оскiльки Φ̃ > 0, то
внаслiдок поляризацiї взаємодiя Ван-дер-ваальса послаблюється.

3.3. Розрахунок QN

Нам потрiбно тепер обчислити конфiгурацiйний iнтегал системи
(3.22) або (3.26). Як вiдомо [4, 5], для систем з короткодiючими вза-
ємодiями ( а взаємодiї Φ0,Φ

′′

є такими) найбiльш простим способом
розрахунку QN є майєрiвськi груповi розвинення. Додаткова взає-
модiя Φ′ у формулах (3.22), (3.26) пропорцiйна 1/r3. Такi взаємо-
дiї не є короткосяжними i у загальному випадку вже другий групо-
вий iнтеграл логарифмiчно розбiгається. Дипольна взаємодiя є ви-
нятком. Через її специфiчний тензорний характер об’ємний iнтеграл
вiд T µν(r) дорiвнює нулевi. Отже, груповi iнтеграли є збiжними. То-
му майерiвськi груповi розвинення можна застосувати i за наявностi
дипольної взаємодiї [2].

Якщо, обмежитись врахуванням лише другого вiрiального коефi-
цiєнта, то конфiгурацiйний iнтеграл системи N однакових частинок
у зовнiшньому полi можна означити формулою [3]

QN = QN
1 exp

{

N2

2

(

Q2

Q2
1

− 1

)}

, (3.27)

де Q1 i Q2– конфiгурацiйнi iнтеграли однiєї i двох частинок.
Ми розглядаємо систему з N рiзних частинок. У цьому випадку

спiввiдношення (3.27) потрiбно представити у виглядi

QN =

N
∏

i=1

Q
(i)
1 exp





1

2

N
∑

j=1

N
∑

l=1

(

Q
(jl)
2

Q
(j)
1 Q

(l)
1

− 1

)



 . (3.28)

Обчислимо одно- i двочастинковi iнтеграли Q
(i)
1 , Q

(jl)
2 . Згiдно з (3.22)

запишемо

Q
(i)
1 =

(

β

2παi

)(3/2)
1

V

∫

d3p d3r exp

{

−β

[

p2

αi
−
(

pE(r)
)

]}

. (3.29)

Розглянемо тепер двочастинковий iнтеграл. З (3.22) бачимо, що

Q
(1,2)
2 =

(

β

2πα1

)3/2(
β

2πα2

)3/2
1

V 2

∫

d3p1d
3p2d

3r1d
3r2 D

1/2
2 e−βΦ0

12 ×

exp

{

−β

[

p21
2α1

+
p22
2α2

− T µν
12 pµ1p

ν
2 −
(

p1 E(r1)
)

−
(

p2 E(r2)
)

]}

. (3.30)
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Пiсля замiни змiнних p1 → √
α1p1, p2 → √

α2p2 iнтеграл за диполь-
ними моментами набуває вигляду

(

β

2π

)3 ∫

d3p1d
3p2 exp−

{

β
[p21
2

+
p22
2
T̃ µν
12 pµ1p

ν
2 −

(

p1 Ẽ1

)

−
(

p2 Ẽ2

)]

}

≡ S(Ẽ1, Ẽ2), (3.31)

T̃ µν
12 =

√
α1α2 T

µν
12 , Ẽ1 =

√
α1 E(r1), Ẽ2 =

√
α2 E(r2).

Iнтеграл гаусiвський, однак обчислення досить громiздкi. Результат
розрахункiв можна описати формулами

S(Ẽ1, Ẽ2) = D
−1/2
2 eβU12 , (3.32)

U12 =
1

2
Bµ ν

12

(

α1E
µ(r1)E

ν(r1) + α2E
µ(r2)E

ν(r2)
)

+

+ B̄µ ν
12

√
α1α2E

µ(r1)E
ν(r2), (3.33)

де

Bµ ν
12 = Bµν

21 =
ℓ
||
µν

1− α1α2

(

T ||
)2 +

ℓ⊥µ ν

1− α1α2 (T⊥)
2 ,≡ B̄µ ν ,

B̄µ ν
12 = ℓ||µν

√
α1α2 T

||

1− α1α2

(

T ||
)2 + ℓ⊥µν

√
α1α2 T

⊥

1− α1α2 (T⊥)
2 ,

T || =
2

r3
, T⊥ = − 1

r3
, r = |r1 − r2| , (3.34)

ℓ||µν = nµnν , ℓ⊥µ ν = δµν − nµnν , n = r/r.

Пiдставимо (3.32) у (3.30). Визначник D2 скорочується. Отже дво-
частинковий конфiгурацiйний iнтеграл рiзних неполярних частинок
у зовнiшньому електростатичному полi можна подати у виглядi

Q
(1,2)
2 =

∫

d3r1d
3r2

V 2
e−βΦ0

12
+βU12 , (3.35)

де Φ0
12– енергiя взаємодiї двох частинок, а U12 – додаткова енергiя

взаємодiї, зумовлена поляризацiєю. Очевидно, що для Q
(j,l)
2 доста-

тньо iндекси 1, 2 у показнику експоненти (3.35) замiнити на j, l.
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3.4. Вектор поляризацiї

Вектор поляризацiї P(r) отримуємо функцiональним диференцiюва-
нням конфiгурацiйного iнтеграла системи за зовнiшнiм полем E(r).
Як видно з (3.18),(3.28) у наближеннi другого вiрiального коефiцi-
єнта отримаємо

βPµ(r) =
∑

i

1

Q
(i)
1

δQ
(i)
1

δEµ(r)
−

− 1

2

∑

j,l

Q
(j,l)
2

Q
(j)
1 Q

(l)
1

[ 1

Q
(j)
1

δQ
(j)
1

δEµ(r)
+

1

Q
(l)
1

δQ
(l)
1

δEµ(r)

]

+ (3.36)

+
1

2

∑

j,l

1

Q
(j)
1 Q

(l)
1

δQ
(jl)
2

δEµ(r)
.

Ми вже зазначали ранiше, що при розрахунку вектора P(r) потрiбно
враховувати лише лiнiйнi за E(r) члени. Вони отримуються з додан-
кiв пропорцiйних до функцiональних похiдних. Як видно з (3.29)
достатньо покласти

1

Q
(i)
1

δQ
(i)
1

δEµ(r)
= β

αi

V
Eµ(r). (3.37)

Аналогiчно можна показати, що у лiнiйному за E(r) наближеннi

δQ
(jl)
2

δEµ(r)
=β

∫

d3r′

V 2
e−βΦjl(r−r

′)Bµν
jl (r− r′)(αj + αl)E

ν(r) +

+ 2β
√
αjαl

∫

d3r′

V 2
e−βΦjl(r−r

′)B̄µν
jl (r− r′)Eν(r′). (3.38)

Пiдставивши (3.37),(3.38) у (3.36) отримуємо наступну формулу
для вектора поляризацiї системи рiзних неполярних частинок

Pµ(r) =
∑

1

αi

V
− 1

2

∑

j,l

(αj + αl)
1

V 2

∫

d3xe−βΦjl(x)Eµ(r) +

+
1

2

∑

j,l

(αj + αl)
1

V 2

∫

d3xe−βΦjl(x)Bµν
jl E

ν(r) + (3.39)

+
∑

jl

√
αjαl

1

V 2

∫

d3xe−βΦjl(x)B̄µν
jl E

ν(r− x),
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де тензори Bµν
jl , B̄

µν
jl визначаються формулами(3.34), якщо в них

α1, α2 замiнити на αj , αl.
Будемо нехтувати ефектами нелокальностi, вважаючи, що сере-

днiй iндукований дипольний момент залежить лише вiд величини
зовнiшнього поля в тiй точцi, де вiн знаходиться. Тодi в (3.39) можна
покласти Eν(r− x) ≃ Eν(r). Використаємо також очевидну рiвнiсть

∫

d3x
xµxν

x2

(

. . . |x| . . .
)

=
1

3
δµν

∫

d3x
(

. . . |x| . . .
)

.

Тобто, при нехтуваннi нелокальнiстю формулу (3.39) можна подати
у виглядi

Pµ(r) =
∑

i

αi

V
E(r) +

+
∑

jl

∫

d3x

V
e−βΦ0

jl(x)

√
αjαl

V

1

3

[

B̄
‖
jl(x) + 2B̄⊥

jl(x)

]

E(r) + (3.40)

+
∑

jl

∫

d3x

V
e−βΦ0

jl(x)
αj + αl

2V

[

1

3
B

‖
jl(x) +

2

3
B⊥

jl (x)− 1

]

E(r).

Прийнявши до уваги явний вигляд функцiї B
‖
jl та B⊥

jl , запишемо
P(r) наступним чином:

Pµ(r) =

{

∑

i

αi

V
+
∑

jl

αjαl

V 2
Ψjl

}

E(r), (3.41)

де

Ψjl =

∫

d3x

V
e−βΦ0

jl(x)

[

(

1− 4αjαlT
2
)(

1− αjαlT
2
)

]−1

× (3.42)

× T 2

[

αj

(

1 + αlT − 2αjαlT
2
)

+ αl

(

1 + αjT − 2αjαlT
2
)

]

,

T = 1/x3.

Дiелектрична проникнiсть ε i вектор поляризацiї P у прийнятому
наближеннi пов’язанi спiввiдношенням

(

ε− 1
)(

E− 4π

3
P
)

= 4πP. (3.43)

Звiдси знаходимо дiелектричну проникнiсть модельної системи з N
рiзних неполярних частинок. Беручи до уваги (3.41), можна показа-
ти, що ε набуває форми подiбної до формули Клаузiуса–Моссоттi. А
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саме

ε− 1

ε+ 2
=

4π

3

[

N
∑

i=1

αi

V
+

N
∑

j=1

N
∑

l=1

αjαj

V 2
Ψjl

]

, (3.44)

де Ψjl представляється формулою (3.42). Для системи однакових ча-
стинок αj = αl = α i (3.44) збiгається з результатом отриманим у [3].
Легко переконатись, що спiввiдношення (3.44) можна подати у ви-
глядi

3

ε+ 2
= 1− 4π

3

[

N
∑

i=1

αi

V
+

N
∑

j=1

N
∑

l=1

αjαj

V 2
Ψjl

]

. (3.45)

3.5. Дiелектрична проникнiсть двосортної сумiшi

Використаємо отриманi спiввiдношення для знаходження дiелектри-
чної проникностi сумiшi. Розглянемо систему з N1 частинок iз поля-
ризованiстю α1 i N2 частинок iз поляризованiстю α2. Легко переко-
натись, що в такому випадку
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Введемо позначення

4πNa

3V
αa = ηa, a = 1, 2. (3.47)

Пiдставивши (3.46) в (3.44), отримуємо наступну формулу для дiеле-
ктричної проникностi двосортної сумiшi
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Тут два першi доданки виражаються через дiелектричну прони-
кнiсть сортiв
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Третiй доданок вiдображає вплив на значення ε частинок рiзних сор-
тiв.
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4. Висновки

Як бачимо з (3.40) Ψ12 складним чином залежить вiд α1 i α2, а,
отже, вiд ε1, ε2 та n1, n2. Формули (2.43), (3.48) отриманi в рiзних
наближеннях: хаотичних фаз (2.43) та врахуванням лише другого
групового iнтеграла при введенi в систему додаткових ступенiв вiль-
ностi, зумовлених поляризацiєю частинок (3.48). Зрозумiло, що в
(3.48) потрiбно виразити α1, α2 через розв’язки рiвнянь (2.48). Ми
не виписуємо тут цi доволi громiздкi формули. Зауважимо лише,
що у граничному випадку малих концентрацiй частинок одного сор-
ту формули (2.43), (3.48) збiгаються з вiдомими феноменологiчними
спiввiдношеннями.
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