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Поздовжнi статичнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi, пружнi,
динамiчнi та тепловi властивостi квазiодновимiрних сегне-
тоелектрикiв з водневими зв’язками типу CsH2PO4.

I.Р.Зачек, Р.Р.Левицький, А.С.Вдович

Анотацiя. У рамках модифiкованої моделi протонного впорядку-
вання квазiодновимiрних сегнетоелектрикiв з водневими зв’язками
типу CsH2PO4 з врахуванням лiнiйних за деформацiями εi i ε5 вне-
скiв в енергiю протонної системи, але без врахування тунелювання
в наближеннi двочастинкового кластера розраховано i дослiджено
їх термодинамiчнi i динамiчнi характеристики. При належному ви-
борi мiкропараметрiв отримано добрий кiлькiсний опис вiдповiдних
експериментальних даних для Cs(H1−xDx)2PO4.

Longitudinal static dielectric, piezoelectric, elastic, dynam-
ic and thermal properties of quasi-one-dimensional CsH2PO4

type ferroelectrics with hydrogen bonds.

I.R.Zachek, R.R.Levitsky, A.S.Vdovych

Abstract. Within modified proton ordering model of quasi-one-
dimensional CsH2PO4 type ferroelectrics with hydrogen bonds with taki-
ng into account linear on strains εi and ε5 contributions into energy of
proton system, but without taking into account tunneling, within the
two-particle cluster approximation their thermodynamic and dynamic
characteristics are studied and calculated. At the proper set of the pa-
rameters good quantitative description of the corresponding experimen-
tal data for Cs(H1−xDx)2PO4 is obtained.
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1. Вступ

Особливе мiсце в сiм’ї кристалiв KH2PO4 займають низькосиметри-
чнi представники цiєї сiм’ї – кристали Cs(H1−xDx)2PO4. Це моно-
клiннi кристали просторової групи симетрiї Р21/m в параелектри-
чнiй фазi та параметрами елементарної комiрки a = 7, 90065 Å,
b = 6, 36890 Å, c = 4, 87254 Å, β = 107, 742 ◦ [1]. При температу-

рах T
(H,D)
c в CsH2PO4 i CsD2PO4, вiдповiдно, вiдбуваються фазовi

переходи другого роду. Данi робiт [1–25] дають для T
(H)
c рiзнi ре-

зультати (150K 6 T
(H)
c 6 156K). Для високодейтерованого кристалу

Cs(H0,02D0,98)2PO4 Tc = 268, 3 K [13–16]. Сегнетоелектрична фаза
в Cs(H1−xDx)2PO4 характеризується просторовою групою симетрiї
P21 з вiссю поляризацiї в напрямку b-осi кристалу. I в сегнетофазi
цi кристали мають п’єзоелектричнi властивостi. В елементарнiй ко-
мiрцi кристалiв Cs(H1−xDx)2PO4 мiститься двi формульнi одиницi.

Характерною рисою кристалiчної структури сегнетоелектрикiв
типу CsH2PO4 є наявнiсть двох типiв водневих зв’язкiв [1, 5–8], що
з’єднують тетраедри PO4. Бiльш короткi зв’язки (R0−0 = 2, 48 Å)
з’єднують групи PO4 в нескiнченнi зигзагоподiбнi ланцюги, що тя-
гнуться вздовж b-осi. Протони (дейтрони) на цих зв’язках у пара-
електричнiй фазi розп одiленi статистично рiвномiрно по двох мо-
жливих положеннях рiвноваги, в сегнетоелектричнiй же фазi появ-
ляється спонтанна асиметрiя заселеностi. Це приводить до змiщення
важких iонiв кристалу i незначного обертання тетраедрiв навколо
P-O-зв’язку [6]. Протони (дейтрони) на довших водневих зв’язках
(R0...0 = 2, 56 Å) є впорядкованi при довiльних температурах. Про
важливу роль колективної поведiнки протонiв (дейтронiв) у наявно-
стi сегнетоелектричних властивостей у кристалах Cs(H1−xDx)2PO4

свiдчить помiтна змiна при дейтеруваннi температури фазового пе-
реходу [1–28], дiелектричних [1–4, 9–17] i теплових [18, 19] характе-
ристик. Для сегнетоелектрикiв Cs(H1−xDx)2PO4 вважається добре
встанрвленим [5–8] квазiодновимiрний характер впорядкування про-
тонiв (дейтронiв) на коротких водневих зв’язках.

Зупинимось тепер на експериментальних даних для кристалiв
Cs(H1−xDx)2PO4. Для деяких концентрацiй дейтерiю x є данi для
спонтанної поляризацiї Ps(T ) i температурної залежностi статичної
проникностi ε22(0, T ) [1–4, 12, 14], для дiйсної ε′22(ν, T ) та уявної
ε′′22(ν, T ) частин комплексної дiелектричної проникностi [9–13,15,17,
29,30] i для теплоємностi [18,19]. Крiм цього, в роботах [9–11,17] шля-
хом порiвняння за методом найменших квадратiв данi для ε′22(ν, T ) i
ε′′22(ν, T ) з моделлю Дебая визначено час релаксацiї поляризацiї τ(T )
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i ε22(0, T )− ε022. Оцiненi таким чином ε22(0, T ) i τ(T ) практично вва-
жалися даними експерименту. Але проведений нами аналiз показує,
що за допомогою оцiнених ε22(0, T ) i τ(T ) задовiльно не вiдтворюю-
ться навiть значення ε′22(ν, T ) i ε′′22(0, T ) [9, 10], якi використанi для
їх оцiнки. Це не можна вияснити вiдносно оцiнених τ(T ) i ε22(0, T )
у роботi [26] через обмеженiсть наведених у нiй даних для ε′22(ν, T ) i
ε′′22(ν, T ).

Тепер перейдемо до аналiзу експериментальних даних для тер-
модинамiчних i дiелектричних характеристик Cs(H1−xDx)2PO4. По-

гано мiж собою узгоджуються данi рiзних робiт для T
(H)
c , Ps(T )

i ε22(0, T ) у випадку CsH2PO4. Крiм цього, в областi температур
0 6 |T −T xc | 6 40 K якiсно незвичайний температурний хiд ε22(0, T ),
характерний для результатiв робiт [3, 17]. Непогано узгоджуються
мiж собою данi робiт [4, 14] для ε22(0, T ) у випадку x = 0, 14. Добре
узгоджуються мiж собою данi робiт [9, 15] для ε′22(ν, T ) i ε′′22(ν, T ) у
випадку CsH2PO4.

У роботi [31] було проведено вимiрювання повного набору пру-
жних сталих cij кристалу CsH2PO4 i наведено результат для них
лише при температурi 20◦C. Отримано зв’язок пружних сталих iз
швидкостями поздовжнiх i поперечних ультразвукових хвиль. Екс-
периментально температурнi залежностi швидкостей та загасання
поздовжнiх та поперечних ультразвукових хвиль кристалiв CsH2PO4

визначенi в роботi [32].
Фазовий перехiд, статичнi i динамiчнi характеристики квазiодно-

вимiрних сегнетоелектрикiв (КС) Cs(H1−xDx)2PO4 обговорювались
в роботах [3, 7, 10–21] на основi теоретичних результатiв [12, 26–28],
якi отриманi для анiзотропної квазiодновимiрної моделi Iзiнга (КМI).
В роботах [26–28] вивчались статичнi властивостi КС, а в робо-
тах [12, 28] на основi методу Глаубера [33, 34] – i їх динамiчнi хара-
ктеристики. При розглядi динамiчних властивостей КС, що описую-
ться КМI на основi методу Глаубера, отримується ланцюжок рiвнянь
для залежних вiд часу функцiй розподiлу (ФР). У роботi [12] наве-
дено iнтерполяцiйне рiвняння для унарної ФР, яке сконструйоване
таким чином, щоб в статичнiй границi отримати вiдомi результати
для параметра порядку i статичної дiелектричної проникностi для
КМI [35,36]. В роботi же [12] використано просте розщеплення лан-
цюжка рiвнянь для функцiй розподiлу i отримано деякий iнтерпо-
ляцiйний результат для унарної ФР. Обидва пiдходи до розщепле-
ння ланцюжка рiвнянь для залежних вiд часу ФР, якi використанi
в [12, 28], не є обгрунтованими. В роботi [37] отримано i детально
проаналiзовано ланцюжок рiвнянь для залежних вiд часу ФР КМI,
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розглянуто ряд його наближених розв’язкiв.
Отриманi в [12,26–28] результати в рядi робiт [3,7,12–18,21] вико-

ристовувались для обговорення вiдповiдних експериментальних да-
них для Cs(H1−xDx)2PO4. Але це питання розглядалося непослiдов-
но. Автори робiт [3,7,12–18,21] зосередили свою увагу на обговореннi
на основi теорiї даних окремих експериментiв, визначивши шляхом
прив’язки теорiї до експерименту невiдомих параметрiв теорiї. Роз-
рахунок iнших характеристик кристалiв Cs(H1−xDx)2PO4 на основi
знайдених параметрiв не проводився. Тому до висновкiв цих робiт,
що стосуються можливостей запропонованої в [12, 26–28] теорiї, по-
яснення ряду експериментальних результатiв i питання адекватностi
дослiджуваної моделi CsH2PO4, яка використана у згаданих вище
роботах, реальним об’єктам треба вiдноситись обережно.

Наближення двочастинкового кластера (НДК) в КМI при розгля-
дi статичних та динамiчних дiелектричних характеристик на основi
методу Глаубера запропоноване в роботах [38–40]. При цьому в ро-
ботах [39, 40] була врахована i далекодiя. Але на основi результатiв
цих робiт не обговорювались експериментальнi данi для кристалiв
Cs(H1−xDx)2PO4. У роботах [29,30,41] запропонована кластерна ди-
намiчна модель КС, визначенi параметри моделi i отримано адеква-
тний опис експериментальних даних для поляризацiй, статичних та
динамiчних дiелектричних проникностей i теплоємностей кристалiв
Cs(H1−xDx)2PO4.

У роботi [42] для отримання динамiчних характеристик
Cs(H1−xDx)2PO4 був використаний метод нерiвноважного статисти-
чного оператора. Отримано добрий кiлькiсний опис експерименталь-
них даних [15,30] для динамiчних дiелектричних проникностей кри-
сталiв CsH2PO4 i CsD2PO4.

У роботах [43–45] були взятi до уваги ефекти тунелювання при
вивченнi статичних i динамiчних властивостей сегнетоелектрикiв
CsH2PO4 в рамках анiзотропної КМI. Використовуючи ряд набли-
жень, автори цих робiт розрахували в парафазi ε22(0, T ), ε22(ν, T ) i
τ(T ). Вони стверджують, що при знайдених ними параметрах тео-
рiї досягнуто задовiльної згоди запропонованої теорiї з даними ро-
бiт [12–16]. Iз рисункiв, наведених у роботах [43–45], видно, що в обла-
стi фазового переходу при знайдених параметрах теорiї для ε−1

22 (0, T )
i τ−1(T ), як i в [14–16], отриманi незадовiльнi результати. Крiм цьо-
го, сумнiвним є таке значне тунелювання, яке прийняте авторами
робiт [43–45] при розрахунку статичних i динамiчних властивостей
CsH2PO4. Аналiз показує, що в роботах [43–45] навiть при врахуван-
нi тунелювання згода теорiї з даними робiт [12–16] гiрша порiвняно
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з роботою [41], де тунелювання до уваги не береться. Протирiччя те-
орiї з експериментом в областi фазового переходу в роботах [44, 45]
пов’язане, напевно, з невдалим вибором параметрiв теорiї авторами
цих робiт.

У цiй роботi запропонована модифiкована модель протонного
впорядкування квазiодновимiрних сегнетоелектрикiв з водневими
зв’язками типу CsH2PO4 з врахуванням лiнiйних за деформацiями
εi i ε5 внескiв в енергiю протонної системи. В наближеннi двочастин-
кового кластера розраховано їх термодинамiчнi i динамiчнi характе-
ристики. Отримано добрий кiлькiсний опис вiдповiдних експеримен-
тальних даних для Cs(H1−xDx)2PO4.

2. Модельний гамiльтонiан кристалу CsH2PO4

Розглянемо систему протонiв у CsH2PO4, що рухаються на O-H...O
зв’язках, що утворюють зигзагоподiбнi ланцюги вздовж b-осi кри-
сталу. В ролi примiтивної комiрки гратки Браве виберемо розши-
рену примiтивну комiрку, проекцiя атомiв якої у площинi [001] на-
ведена на рис.1. Цю комiрку утворюють два ланцюжки, кожний з
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Рис. 1. Примiтивна комiрка кристалу CsH2PO4.

яких мiстить два сусiднi тетраедри PO4 разом з двома короткими
водневими зв’язками, що вiдносяться до одного з них (тетраедра ти-
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пу "А"). Водневi зв’язки, якi пiдходять до другого тетраедра (типу
"В"), належать двом найближчим структурним елементам, якi його
оточують.

Гамiльтонiан протонної системи CsH2PO4 з врахуванням коротк-
осяжних i далекосяжних взаємодiй i електричного поля E2 вздовж
кристалографiчної осi b, нехтуючи тунелюванням протонiв на водне-
вих зв’язках, складається iз "затравочної"i псевдоспiнової частин.
"Затравочна"енергiя U2seed вiдповiдає гратцi важких iонiв i явно не
залежить вiд конфiгурацiї протонної пiдсистеми. Псевдоспiнова ча-
стина враховує короткосяжнi Ĥ2short i далекосяжнi Ĥ2long взаємодiї
протонiв поблизу тетраедрiв PO4, а також ефективну взаємодiю з
електричним полем E2. Отже,

Ĥ = Nv2U2seed + Ĥ2short + Ĥ2long − (2.1)

−
∑

q

µ2E2

(
σ
(1)
q1

2
+
σ
(1)
q2

2
+
σ
(2)
q1

2
+
σ
(2)
q2

2

)
,

де v2 – об’єм розширеної примiтивної комiрки, N – загальна кiлькiсть

примiтивних комiрок гратки Браве, σ
(l)
qf – z-компонента оператора

псевдоспiна, що вiдповiдає протону, який знаходиться в q-iй комiрцi
на f -ому зв’язку (f = 1, 2) l-го ланцюжка. Власнi значення операто-

ра σ
(l)
qf = ±1 вiдповiдають двом можливим положенням протона на

водневому зв’язку, µ2 – проекцiя ефективного дипольного моменту
на вiсь b. Ланцюжки l = 1 утворюють пiдгратку а, а ланцюжки l = 2
– пiдгратку "b".

"Затравочна"енергiя виражається через деформацiї εi, ε5 i елект-
ричне поле E2 та складається iз пружної, п’єзоелектричної i дiелект-
ричної частин:

U2seed =
1

2

3∑

i,j=1

cE0
ij εiεj +

3∑

i=1

cE0
i5 εiε5 +

1

2
cE0
55 ε

2
5 −

−
3∑

i=1

e02iE2εi − e025E2ε5 −
1

2
χε022E

2
2 , (2.2)

де cE0
ij , cE0

i5 , cE0
55 , e02i, e

0
25, χ

ε0
22 – “затравочнi” пружнi сталi, коефiцiєнти

п’єзоелектричної напруги i дiелектрична сприйнятливiсть механiчно
затиснутого кристалу.
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Гамiльтонiан короткосяжних взаємодiй має такий вигляд:

Ĥ2short = −2w2

∑

qq′

(
σ
(1)
q1

2

σ
(1)
q2

2
+
σ
(2)
q1

2

σ
(2)
q2

2

)
(
δRqRq′

+ δRq+r,Rq′

)
.

(2.3)
Перший символ Кронекера вiдповiдає взаємодiї протонiв у лан-

цюжках поблизу тетраедрiв типу “А”, а другий – поблизу тетраедрiв
типу “В”, r – радiус-вектор вiдносного положення протонного зв’язку
в комiрцi. Величину w2, яка описує короткосяжнi взаємодiї протонiв
у ланцюжках, розкладаємо в ряд за деформацiями εi, ε5, обмежую-
чись лiнiйними доданками:

w2 = w +

3∑

i=1

δ2iεi + δ5ε5. (2.4)

Ĥ2long – гамiльтонiан, який описує ефективну далекосяжну диполь-
дипольну взаємодiю мiж протонами, якi знаходяться, вiдповiдно, на
однакових i рiзних ланцюжках, яка включає i непрямi мiжпротоннi
взаємодiї через коливання гратки:

Ĥ2long =
1

2

∑

qq′

ff′

2∑

l=1

J llff ′(qq′)
σ
(l)
qf

2

σ
(l)
q′f ′

2
− (2.5)

−1

2

∑

qq′

ff′

∑

ll′

K ll′

ff ′(qq′)
σ
(l)
qf

2

σ
(l′)
q′f ′

2
.

Далекосяжнi взаємодiї будемо враховувати в наближеннi середнього
поля. В результатi

Ĥ2MF =
1

2

∑

qq′

ff′

2∑

l=1

J llff ′(qq′)
〈σ(l)
qf 〉
2

〈σ(l)
q′f ′〉
2

−
∑

qq′

ff′

2∑

l=1

J llff ′(qq′)
〈σ(l)
q′f ′〉
2

σ
(l)
qf

2
−

(2.6)

−1

2

∑

qq′

ff′

∑

ll′

K ll′

ff ′(qq′)
〈σ(l)
qf 〉
2

〈σ(l′)
q′f ′〉
2

−
∑

qq′

ff′

∑

ll′

K ll′

ff ′(qq′)
〈σ(l′)
q′f ′〉
2

σ
(l)
qf

2
,

де першi два доданки описують ефективну далекосяжну взаємодiю
мiж протонами пiдграток a або b, а два наступнi – мiж протонами
пiдграток a i b.
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Враховуючи симетрiю унарних функцiй розподiлу протонiв

η(1) = 〈σ(1)
q1 〉 = 〈σ(1)

q2 〉 = 〈σ(2)
q1 〉 = 〈σ(2)

q2 〉
i розкладаючи константи далекосяжних взаємодiй мiж протонами в
ряд за деформацiями εi, ε5, обмежуючись лiнiйними доданками:

J llff ′ = J +

3∑

i=1

ψ1iεi + ψ5ε5, (2.7)

K ll′

ff = K1 +

3∑

i=1

ϕ1iεi + ϕ15ε5, K ll′

ff ′ = K2 +

3∑

i=1

ϕ2iεi + ϕ25ε5,

де J llff ′ =
∑

Rq−Rq′

J llff ′(qq′), K ll′

ff ′ =
∑

Rq−Rq′

K ll′

ff ′(qq′) – фур’є-образи

констант далекосяжних взаємодiй, отримуємо гамiльтонiан Ĥ2MF у
наступному виглядi:

Ĥ2MF = 2Nν2(η
(1))2 − 2ν2η

(1)

(
σ
(1)
1

2
+
σ
(1)
2

2
+
σ
(2)
1

2
+
σ
(2)
2

2

)
,

де

ν2 = ν +
∑

i

ψiεi + ψ5ε5, ν =
1

4
(2J +K1 +K2),

ψi =
1

4
[2ψ1i + (ϕ1i + ϕ2i)], ψ5 =

1

4
(2ψ15 + ϕ15 + ϕ25).

Для розрахунку фiзичних характеристик сегнетоактивних спо-
лук типу CsH2PO4 використаємо наближення двочастинкового кла-
стера (НДК). В цьому наближеннi термодинамiчний потенцiал
CsH2PO4 має такий вигляд:

G2 = NU2seed + 2Nν2(η
(1))2 −

−kBT
∑

q

{
ln Spe−βĤ

(2)
qA2 + ln Spe−βĤ

(2)
qB2− (2.8)

−1

2
ln Spe−βĤ

(1)1
q2 − 1

2
ln Spe−βĤ

(1)2
q2

}
−Nv2

∑

i

σiεi −Nσ5ε5,

де Ĥ
(2)

q
A
B
2
, Ĥ

(1)2
q2 – двочастинковi i одночастинковi гамiльтонiани, що

задаються такими виразами:

Ĥ
(2)
qA2 = −2w2

(
σ
(1)
q1

2

σ
(1)
q2

2
+
σ
(2)
q1

2

σ
(2)
q2

2

)
−
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− y

β

(
σ
(1)
q1

2
+
σ
(1)
q2

2
+
σ
(2)
q1

2
+
σ
(2)
q2

2

)
, (2.9)

Ĥ
(1)1
q2 = − ȳ

β

σ
(1)
qf

2
, Ĥ

(1)2
q2 = − ȳ

β

σ
(2)
qf

2
. (2.10)

Тут використанi такi позначення:

y = β
{
−∆b + 2ν2η

(1) + µ2E2

}
,

ȳ = −β∆b + y, β = 1/kBT, (2.11)

де ∆b – ефективне поле, створене сусiднiми зв’язками поза грани-
цями кластера. У кластерному наближеннi поле ∆b визначається з

умови самоузгодження: середнє значення псевдоспiна 〈σ(l)
qf 〉 не повин-

но залежати вiд того, за яким розподiлом Гiббса (з двочастинковим
чи одночастинковим гамiльтонiаном) воно розраховано:

Spσ
(l)
qf e

−βĤ
(2)
qA2

Sp e−βĤ
(2)
qA2

=
Spσ

(l)
qf e

−βĤ
(1)l
q2

Sp e−βĤ
(1)l
q2

. (2.12)

Тодi на основi (2.12) з врахуванням (2.9) i (2.10), отримуємо рiв-
няння для середнього значення псевдоспiна в такому виглядi:

η(1) =
shy

a2 + chy
=

shy

D
, (2.13)

де

y =
1

2
ln

1 + η(1)

1− η(1)
+ βν2η

(1) +
βµ2E2

2
.

a2 = e
− 1

kBT

(

w+
3
∑

i=1

δiεi+δ5ε5

)

.

3. Статичнi поздовжнi дiелектричнi, п’єзоелектри-

чнi, пружнi та тепловi характеристики CsH2PO4

Розрахувавши власнi значення дво- i одночастинкових гамiльтонiа-
нiв, представимо термодинамiчний потенцiал (2.8) у розрахунку на
одну примiтивну комiрку в наступному виглядi:

g2 =
G2

N
= v2Upseed − 4kBT ln 2−
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−2(w + δ1ε1 + δ2ε2 + δ3ε3 + δ5ε5) +

+2
(
ν2 + ψ1ε1 + ψ2ε2 + ψ3ε3 + ψ5ε5

)
η(1)2 −

−2kBT ln
(
1− η(1)2

)
− 4kBT ln(a2 + chy)− (3.1)

−v2(σ1ε1 + σ2ε2 + σ3ε3)− v2σ5ε5.

Використовуючи рiвняння рiвноваги

1

v2

(
∂g2
∂εi

)

E2

= 0,
1

v2

(
∂g2
∂E2

)

εi

= −P2,

отримуємо рiвняння для деформацiй εi, ε5 та поляризацiї P2:

0 = cE0
i1 ε1 + cE0

i2 ε2 + cE0
i3 ε3 + cE0

i5 ε5 − e02iE2 −

−2δi
v2

chy − a2
a2 + chy

− 2ψi
v2

η(1)2, (3.2)

0 = cE0
15 ε1 + cE0

25 ε2 + cE0
35 ε3 + cE0

55 ε5 − e025E2 −

−2δ5
v2

chy − a2
a2 + chy

− 2ψ5

v2
η(1)2,

P2 = χε022E2 + e021ε1 + e022ε2 + e023ε3 + e025ε5 + 2
µ2

v2
η(1). (3.3)

На основi спiввiдношень (3.2) i (3.3) отримуємо такi термодина-
мiчнi характеристики кристалу CsH2PO4:

iзотермiчну статичну сприйнятливiсть механiчно затиснутого
кристалу

χεT22 =

(
∂P2

∂E2

)

εi

= χε022 +
µ2
2

v2

βκ

D − κϕη
, (3.4)

де використанi такi позначення:

κ = chy − η(1)shy, ϕη =
1

1− η(1)2
+ βν2;

iзотермiчнi коефiцiєнти п’єзоелектричної напруги

eT2i =

(
∂P2

∂εi

)

E2

= e02i + 2
µ2

v2

β(ψiκ + δia2)

D − κϕη
η(1), (3.5)

eT25 =

(
∂P2

∂ε5

)

E2

= e025 + 2
µ2

v2

β(ψ5κ + δ5a2)

D − κϕη
η(1);
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iзотермiчнi пружнi сталi при сталому полi

cEij =

(
∂σi
∂εi

)

E2

= cE0
ij − 4

v2
δiδj

βa2chy

D2
−

− 4

v2

βη(1)2

D − κϕη

{
δiδj

ϕηa22
D

+ ψiψjκ +
(
δiψj + δjψi

)
a2

}
+

cEi5 = cE0
i5 − 4βδ1δ5chy

v2D2
− (3.6)

− 4βη(1)2

v2
(
D − κϕη

)
{
δiδ5

a22ϕ
η

D
+ ψiψ5κ +

(
δiψ5 + ψiδ5

)
a2

}
+

cE0
55 = cE0

55 − 4βδ25chy

v2D2
−

− 4βη(1)2

v2
(
D − κϕη

)
{
δ25
a22ϕ

η

D
+ ψ2

5κ + 2δ5ψ5a2

}
.

Iншi дiелектричнi, п’єзоелектричнi i пружнi характеристики
CsH2PO4 можна розрахувати, використовуючи отриманi вище ре-
зультати. Зокрема, матрицю iзотермiчних податливостей при стало-
му полi sEij , обернену до матрицi пружних сталих cEij :

ĈE =




cE11 cE12 cE13 cE15
cE12 cE22 cE23 cE25
cE13 cE23 cE33 cE35
cE15 cE25 cE35 cE55


 , ŜE = (ĈE)−1,

iзотермiчнi сталi п’єзоелектричної деформацiї

dT2i =
∑

j

sEije
T
2i, (i, j = 1, 2, 3, 5), (3.7)

iзотермiчну дiелектричну сприйнятливiсть вiльного кристалу

χσT22 = χεT22 +
∑

i

eT2id
T
2i. (3.8)

У кристалi CsH2PO4 вiдбувається фазовий перехiд другого роду
iз параелектричної фази в сегнетоелектричну при температурi, що
задовiльняє рiвняння

e
− 1

kBTc
w2 =

1

kBTc
ν2. (3.9)
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Молярну ентропiю кристалу, що обумовлена протонною пiдсисте-
мою, отримуємо безпосереднiм диференцiюванням термодинамiчно-
го потенцiалу.

S = −NA
(
∂g2
∂T

)

σi

, (3.10)

де NA – стала Авогадро,
Молярну теплоємнiсть CsH2PO4, обчислюємо диференцiюючи

ентропiю (3.10):

∆Cσ = T

(
∂S

∂T

)

σi

. (3.11)

4. Релаксацiйна поздовжня динамiка механiчно за-

тиснутого кристалу CsH2PO4

У цьому роздiлi зупинимось на розглядi динамiчних явищ у CsH2PO4

при прикладаннi до кристалу електричного поля E2. При розрахун-
ках динамiчних характеристик цього типу сегнетоелектрикiв вико-
ристаємо отримане на основi методу нерiвноважного статистичного
оператора Зубарєва [46, 47] кiнетичне рiвняння [42, 48].

Кiнетичне рiвняння для середнiх значень псевдоспiнових опера-
торiв має такий вигляд:

d

dt
〈p̂m〉 = −

∑

qf

∑

µα

{
Q−
qfµα(p̂m) + th

βΩαµ
2

Q+
qfµα(p̂m)

}
Kα
µ , (4.1)

де

Q∓
qfµα(p̂m) = 〈

[[
p̂m, σ

−α
qf

(
Ωα

′

µ

)]
, σαqf

(
Ωαµ
)]∓

〉q,

Kα
µ =

∞∫

0

dte−εt cosΩαµtRe〈ū(t)ū+〉q, α = 0,±1,

а 〈ūα(t)ūα′〉q – кореляцiйнi функцiї термостату, σαqf
(
Ωαµ
)

– фур’є-
компонента оператора σαqf (t), Ω

α
µ – власнi частоти гамiльтонiана псев-

доспiнової моделi (2.10), σ0
qf = σqf , σ

±
qf = σxqf ± iσyqf .

Розглянемо випадок p < pk i тодi

Ĥ
(2)
qA = −2w2

(
σ
(1)
q1

2

σ
(1)
q2

2
+
σ
(2)
q1

2

σ
(2)
q2

2

)
−
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−ys
β

(
σ
(1)
q1

2
+
σ
(1)
q2

2
+
σ
(2)
q1

2
+
σ
(2)
q2

2

)
, (4.2)

Ĥ(1)1
q = − ȳs

β

(
σ
(1)
q1

2
+
σ
(1)
q2

2

)
, Ĥ(1)2

q = − ȳs
β

(
σ
(2)
q1

2
+
σ
(2)
q2

2

)
, (4.3)

де ys = β
{
−∆b + 2νsη

(1)
s + µ2E2

}
, ȳs = −β∆b + ys.

Визначимо закон еволюцiї для псевдоспiнових операторiв:

σ
α(l)
qf (t) = exp

[
iĤ

(2)
qA t
]
σ
α(l)
qf exp

[
−iĤ(2)

qA t
]
=

= σ
α(l)
qf + it

[
Ĥ

(2)
qA , σ

α
qf

]
+

1

2!
(it)2

[
Ĥ

(2)
qA ,

[
Ĥ

(2)p
qA , σ

α(l)
qf

]]
. (4.4)

Розрахувавши комутатори, що входять у (4.4), використовуючи
перестановочнi спiввiдношення для спiнових операторiв, отримуємо,
що

σ
α(l)
qf (t) = σ

α(l)
qf e−(itαΩ̄

(l)
f

), (α = 0,±1), (4.5)

де Ω̄
(l)
1 = w2σ

(l)
q2 + ys

β
, Ω̄

(l)
2 = w2σ

(l)
q1 + ys

β
, а в одночастинковому набли-

женнi
σ
α(l)
qf (t) = σ

α(l)
qf e−itαΩ̄, Ω̄ =

ys
β
. (4.6)

Враховуючи, що псевдоспiновi оператори σ
(l)
qf набувають значен-

ня ±1, власнi частоти гамiльтонiана (4.2) мають такий вигляд:

Ω1 = w2 +
ys
β
, Ω−1 = −w2 +

ys
β
. (4.7)

Перейдемо в (4.5) до частотного представлення:

σ
α(l)
qf (t) =

1∑

µ=−1

σ
α(l)
qf (Ωµ)e

−itαΩµ . (4.8)

Тут

σ
α(l)
qf (Ωµ) = σ

α(l)
qf Rqf

(
Ω(l)
µ

)
, (4.9)

де

Rq1
(
Ω(l)
µ

)
=

1

2

(
1 + µσ

(l)
q2

)
, (4.10)

Rq2
(
Ω(l)
µ

)
=

1

2

(
1 + µσ

(l)
q1

)
, µ = ±1.
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Аналогiчно можна перетворити i (4.6). В результатi отримаємо

σ
α(l)
qf (t) = σ

α(l)
qf Rqf (Ω0)e

−itαΩ0 , (4.11)

де Rqf (Ω0) = 1, Ω0 = ȳs
β

.
Вибiр операторiв p̂m, що входять у кiнетичне рiвняння, визнача-

ється властивостями фiзичної системи, що дослiджується, i видом її
гамiльтонiана. В нашому випадку

p̂qf = σ
(l)
qf , p̂q12 = σ

(l)
q1 σ

(l)
q2 . (4.12)

В результатi кiнетичне рiвняння (4.1) з врахуванням (4.8), (4.11)
i (4.12) представимо в наступному виглядi:

d

dt
〈
∏

f∈{1,2}

σ
(l)
qf 〉 = −

∑

qf

∑

µα

{
Q−
qfµα

(
p̂qf
)
+ ZµQ

+
qfµα

(
p̂qf
)}
Kα
µ ,

(4.13)
де

Zµ = th
βΩµ
2

,

Q∓
qfµα

(
p̂qf
)
= 〈


[ ∏

f∈{1,2}

2σ
(l)
qf , σ

−α(l)
qf Rqf

(
Ω(l)
µ

)]
, σ

−α(l)
qf Rqf

(
Ω(l)
µ

)


∓

〉q.

Здiйснивши розрахунок виразiв Q∓
qfµα

(
p̂qf
)
, отримуємо кiнетичне

рiвняння (4.13) в такому виглядi:

d

dt
〈
∏

f∈{1,2}

σ
(l)
qf 〉 = −2

∑

µ

Kµ



〈

∏

f∈{1,2}

σ
(l)
qf

∑

f∈{1,2}

Rqf
(
Ω(l)
µ

)
〉q−

−Zµ〈
∏

f∈{1,2}

σ
(l)
qf

∑

f∈{1,2}

σ
(l)
qfRqf

(
Ω(l)
µ

)
〉q



 , (4.14)

де використано таке позначення:

Kµ = K−1
µ +K1

µ =

∞∫

0

dte−εt cos
(
Ωµt

)
Re
{
〈ū−(t)ū+〉q + 〈ū+(t)ū−〉q

}
.

(4.15)
Враховуючи, що

〈σ(1)
q1 〉 = 〈σ(1)

q2 〉 = 〈σ(2)
q1 〉 = 〈σ(2)

q2 〉 = η(1)ps ,

〈σ(1)
q1 σ

(1)
q2 〉 = 〈σ(2)

q1 σ
(2)
q2 〉 = η(2)ps ,
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на основi (4.14) отримаємо систему рiвнянь для унарної i парної фун-
кцiй розподiлу дейтронiв CsH2PO4 в НДК:

d

dt
η(1)s = b11η

(1)
s + b12η

(2)
s + b1,

d

dt
η(2)s = b21η

(1)
s + b22η

(2)
s + b2, (4.16)

а також рiвняння для унарної функцiї в одночастинковому набли-
женнi:

d

dt
η(1)s = −2K0η

(1)
s + 2K0th

βΩ0

2
. (4.17)

Тут використанi наступнi позначення:

b11 = −(K1 +K−1) +K1Z1 −K−1Z−1,

b12 = −K1 +K−1, b1 = K1Z1 +K−1Z−1,

b21 = −2(K1 −K−1) + 2(K1Z1 +K−1Z−1),

b22 = −2(K1 +K−1), b2 = 2(K1Z1 −K−1Z−1).

У випадку, коли K0 = K−1 = K1 = 1
2α , отримана в цьому роздi-

лi система рiвнянь узгоджується з рiвняннями, отриманими в робо-
тах [29,30,41] у рамках стохастичної моделi Глаубера [33,48]. Рiвня-
ння Глаубера описують таку фiзичну ситуацiю, в якiй фур’є-образи
кореляторiв термостата не залежать вiд частоти [49–51]. Фiзичнi умо-
ви, що необхiднi для незалежностi Kµ вiд частоти Ωµ наперед не
очевиднi i повиннi аналiзуватися для кожного механiзму релаксацiї
окремо. В тих випадках, наприклад, коли рух змiнних термостату
може бути апроксимований як випадковий процес Маркова, тобто

коли aα′α(t) =
1
2 〈
[
ūα

′

, ūα
]
〉qe

− t
τfα , де τfα – час кореляцiї, то для ви-

конання умови незалежностi Kµ вiд Ωµ необхiдно, щоб |Ωµ|τfα ≪ 1.
В результатi iз (4.16) i (4.17) знаходимо, що

α
d

dt
η(1)s = −(1− Ps)η

(1)
s + Ls, (4.18)

α
d

dt
η(1)s = −η(1)s + th

ȳs
2
, (4.19)

де використанi такi позначення:

Ps =
1

2

[
th

(
βw2

2
+
ys
2

)
− th

(
−βw2

2
+
ys
2

)]
,

Ls =
1

2

[
th

(
βw2

2
+
ys
2

)
+ th

(
−βw2

2
+
ys
2

)]
. (4.20)
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Обмежимося при розв’язку рiвнянь (4.18) i (4.19) випадком малих

вiдхилень вiд стану рiвноваги. Для цього представимо η
(1)
s i ефек-

тивнi поля у виглядi суми двох доданкiв – рiвноважних значень i їх
вiдхилень вiд стану рiвноваги:

η(1)s = η̃(1)s + η
(1)
st , ys = ỹs + yst = ỹs − β∆b

t + 2βνsη
(1)
st + βµ2E2t,

E2t = E2e
iωt, ȳs = ˜̄ys − 2β∆b

t + 2βνsη
(1)
st + βµ2E2t. (4.21)

Розкладемо коефiцiєнти Ps i Ls (4.20) в ряд по yst
2 , обмежуючись

лiнiйними доданками:

Ps = P (0)
s +

yst
2
P (1)
s , Ls = L(0)

s +
yst
2
L(1)
s , (4.22)

де використанi такi позначення:

P (0)
s =

1− a22
1 + a22 + 2a2chỹs

, L(0)
s =

2a2shỹs
1 + a22 + 2a2chỹs

, (4.23)

P (1)
s = − 4a2(1− a22)shỹs

[1 + a22 + 2a2chỹs]2
, L(1)

s =
4a2[2a2 + (1 + a22)chỹs]

[1 + a22 + 2a2chỹs]2
,

Пiдставляючи розклади (4.21) i (4.22) в рiвняння (4.18) i (4.19)
та виключаючи параметр ∆b

t , отримуємо наступне диференцiаль-
не рiвняння для часозалежної унарної функцiї розподiлу дейтронiв
CsH2PO4:

η̇
(1)
st −m0sη

(1)
st =

βµ2E2t

2
m(0)
s , (4.24)

де

m0s =
1

α

{
−
(
1− P (0)

s

)
+ βνsYs +K2s

[
P (0)
s + βνs(Ys − ϕs)

]}
,

m(0)
s =

1

α
K2sϕs,

а

Ys = P (1)
s η̃(1)s + L(1)

s , K2s =
Ys

2ϕs − Ys
,

ϕs = 1−
(
η̃(1)s

)2
.

Розв’язуючи рiвняння (4.24), отримуємо, що

η
(1)
st = η(1)s e

− t
τps +

βµ2E2t

2

τsm
(0)
s

1 + iωτs
, (4.25)
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де τs – час релаксацiї, який має такий вигляд:

τs = − 1

m0s
.

У випадку парафази для часу релаксацiї отримується простiше
спiввiдношення:

τs = α
1 + a22

2a2(a2 − βνs)
. (4.26)

Динамiчну сприйнятливiсть затиснутого кристалу CsH2PO4 ви-
значаємо наступним чином:

χε22(ω) = χε022 + lim
E2→0

2
µ2

v2

dη
(1)
st

dE2t
= χε022 +

χεs
1 + iωτs

, (4.27)

де

χεs =
µ2
2

v2
βτsm

(0)
s .

Комплексна дiелектрична проникнiсть дейтронної системи
CsH2PO4 дорiвнює:

ε
′ε
22(ω) = εε022 +

4πχεs
1 + (ωτs)2

,

ε
′′ε
22 (ω) =

4πωτsχ
ε
s

1 + (ωτs)2
. (4.28)

5. Динамiчнi повздовжнi характеристики

механiчно вiльного кристалу CsH2PO4

Розглянемо коливання тонкої квадратної пластинки кристалу
CsH2PO4, яка вирiзана в площинi (010) зi сторонами завдовжки l, пiд
дiєю зовнiшнiх змiнних електричного поля E2t = E2e

iωt або зсувної
напруги σ5t = σ5e

iωt. Такi зовнiшнi поля, окрiм зсувної деформацiї
ε5, iндукують у кристалi i дiагональнi компоненти тензора дефор-
мацiї εi. Однак для простоти розгляду динамiчних характеристик
будемо нехтувати часовими залежностями дiагональних деформа-
цiй.

Динамiку деформацiйних процесiв у кристалi будемо описувати
мовою класичних рiвнянь руху елементарного об’єму кристалу, якi
мають такий вигляд:

ρ
∂2ui
∂t2

=
∑

k

∂σik
∂xk

, (5.1)
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де ρ – густина кристалу, ui – змiщення елементарного об’єму вздовж
осi xk, σik – механiчна напруга. Зсувну деформацiю ε5 визначають
змiщення u1 i u3:

ε5 =
∂u1
∂z

+
∂u3
∂x

. (5.2)

У цьому випадку вiдмiнною вiд нуля є напруга σ5, яка дається
виразом (3.2).

Отже,

ρ
∂2u1
∂t2

= cE0
55

∂ε5
∂z

− 2

v2
∂

∂z

(
2δ5chys
a2 + chys

+ ψ5sη
(1)2
s

)
,

ρ
∂2u3
∂t2

= cE0
55

∂ε5
∂x

− 2

v2
∂

∂x

(
2δ5chys
a2 + chys

+ ψ5sη
(1)2
s

)
. (5.3)

При малих вiдхиленнях вiд стану рiвноваги видiлимо в рiвняннях
(4.18), (5.3) статичну i часозалежну частини, представивши функцiю
розподiлу, ефективнi змiщення u1, u3 та деформацiю ε5 у виглядi
двох доданкiв – рiвноважних функцiй та їх вiдхилень вiд стану рiв-
новаги:

η(1)s = η̃(1)s + η
(1)
st ,

ε5 = ε05 + ε5t, u1 = ũ1 + u1t, u3 = ũ3 + u3t, (5.4)

ys = ỹs + yst = −β∆̃b + 2β
(
νs +

∑

i

ψisεi + ψ55ε05
)
η̃(1)s −

−β∆b
t + 2βνsη

(1)
st + 2βψ5sη̃

(1)
s ε5t + βµ2E2t.

Розкладемо коефiцiєнти Ps, Ls в ряд за часозалежними доданка-
ми:

Ps = P (0)
s +

(
−β∆

b
t

2
+
βµ2E2t

2

)
P (1)
s + βνsP

(1)
s η

(1)
st +

+βψ5sη̃
(1)
s P (1)

s ε5t +
βδ5
2
L(1)
s ε5t, (5.5)

Ls = L(0)
s +

(
−β∆

b
t

2
+
βµ2E2t

2

)
L(1)
s + βνsL

(1)
s η

(1)
st +

+βψ5sη̃
(1)
s L(1)

s ε5t +
βδ5
2
P (1)
s ε5t.

Пiдставивши розклади (5.4) i (5.5) в рiвняння (4.18) i (4.19) i
виключаючи параметр ∆b

t , знаходимо, що

η̇
(1)
st −m0sη

(1)
st =

βµ2E2t

2
m(0)
s +

+βψ5sη̃
(1)
s m(0)

s ε5t + βδsm
(0)
5 ε5t, (5.6)
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де

m
(0)
5 =

1

2α

L
(1)
s η̃

(1)
s + P

(1)
s

P
(1)
s η̃

(1)
s + L

(1)
s

K2sϕs.

Враховуючи вирази (5.4), спiввiдношення (5.3) отримуємо в та-
кому виглядi:

ρ
∂2u1t
∂t2

= c15
∂ε5t
∂z

+ c25
∂η

(1)
st

∂z
,

ρ
∂2u3t
∂t2

= c15
∂ε5t
∂x

+ c25
∂η

(1)
st

∂x
, (5.7)

де використанi такi позначення:

c15 = cE0
55 − 4βδ25a2chỹs

v2D2
s

− 4βδ5ψ5sa2η̃
(1)
s

v2Ds

,

c25 = − 4

v2
ψ5sη̃

(1)
s − 4

v2

δ5a2ϕ
η
s

Ds

η̃(1)s .

Розв’язки рiвнянь (5.6) i (5.7) будемо шукати у виглядi гармонi-
чних хвиль:

η
(1)
st = η

(1)
E (5, x, z)eiωt, ε5t = ε5E(x, z)e

iωt,

u1t = u1E(z)e
iωt, u3t = u3E(x)e

iωt. (5.8)

В результатi, розв’язуючи рiвняння (5.6), отримуємо

η
(1)
E (5, x, z) =

βµ2

2
FE(ω)E2 +

[
βψ5sη̃

(1)
s Fψ(ω) + βδ5Fδ(ω)

]
ε5E(x, z),

(5.9)
де

FE(ω) =
m

(0)
s

iω −m05
, Fψ(ω) =

m
(0)
s

iω −m05
, Fδ(ω) =

m
(0)
5

iω −m05
.

Враховуючи (5.8) i (5.9), iз (5.7) отримуємо наступну систему рiв-
нянь:

cE55(ω)
∂2u1E
∂z2

+ ρω2u1E = 0,

cE55(ω)
∂2u3E
∂x2

+ ρω2u3E = 0, (5.10)
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де

cE55(ω) = cE0
55 − 4βδ25a2chỹs

v2D2
s

− 4βδ5ψ5sa2η̃
(1)2
s

v2Ds

− (5.11)

−4β

v2

(
ψ5s +

δ5a2ϕ
η
s

Ds

)
η̃(1)s

[
ψ5sη̃

(1)
s Fψ(ω) + δ5Fδ(ω)

]
.

Рiвняння (5.10) запишемо в такому виглядi:

∂2u1E
∂z2

+ k25u1E = 0,
∂2u3E
∂x2

+ k25u3E = 0, (5.12)

де k5 – хвильове число i

k5 =
ω
√
ρ√

cE55(ω)
. (5.13)

Розв’язки рiвнянь (5.12) шукатимемо в такому виглядi:

u1e = A1 cos k5z +B1 sin k5z, u3e = A2 cos k5x+B2 sin k5x.

В результатi

ε5E(x, z) =
∂u1E
∂z

+
∂u3E
∂x

= (5.14)

= k5
[
−(A1 sin k5z +A2 sin k5x) + (B1 cos k5z +B2 cos k5x)

]
.

Граничнi умови задаємо в такому виглядi:

ε0E5 = ε5E(l, l) = ε5E(0, 0) = ε5E(l, 0) = ε5E(0, l). (5.15)

Значення ε0E визначаємо iз (3.6), враховуючи спiввiдношення
(5.9)

ε0E5 =
e25(ω)

cE55(ω)
E2, (5.16)

де

e25(ω) = e025 +
βµ2

v2

[
ψ5sη̃

(1)
s Fψ(ω) + δ5Fδ(ω)

]
. (5.17)

Враховуючи граничнi умови (5.16) i спiввiдношення (5.14) знахо-
димо, що

ε5e(x, z) =
ε0E5

2

[
−cos k5l − 1

sin k5l
(sin k5z + sin k5x)+

+(cos k5z + cos k5x)] . (5.18)
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Використовуючи вираз (3.7), а також (5.9), матимемо:

P2(x, z, t) = P2E(x, z)e
iωt, (5.19)

де P2E(x, z) = e25(ω)ε5E(x, y) + χε22(ω)E2.
Розрахуємо тепер дiелектричну сприйнятливiсть χσ22(ω) вiльного

кристалу, яка визначається наступним чином:

χσ22(ω) =
1

l2
∂

∂E2

l∫

0

l∫

0

P2E(x, z)dxdz. (5.20)

Враховуючи вираз (5.18), знаходимо, що

1

l2

l∫

0

l∫

0

ε5E(x, z)dxdz =
2ε0E5

k5l
th
k5l

2
=

ε0E5

R5(ω)
, (5.21)

де
1

R5(ω)
=

2

k5l
th
k5l

2
.

Беручи до уваги спiввiдношення (5.19) i (5.21), на основi виразу
(5.20), отримуємо дiелектричну сприйнятливiсть вiльного кристалу
CsH2PO4:

χσ22(ω) = χε22(ω) +
1

R5(ω)

e225(ω)

cE55(ω)
, ω = 2πν. (5.22)

Проаналiзуємо отриманi вище результати. У статичнiй границi
(ω → 0, R5 → 1) з виразу (5.22) отримуємо статичну сприйнятли-
вiсть вiльного кристалу, а в границi високих частот ω ≫ ω0(R5 → ∞)
– динамiчну сприйнятливiсть для механiчно затиснутого кристалу.

У промiжнiй областi в частотнiй залежностi сприйнятливостi спо-
стерiгатиметься дисперсiя резонансного типу з численними пiками
на частотах, для яких Re[R5(ω)] = 0 або Re

[
k5l
2

]
= π

2 (2n + 1). Вра-
ховуючи вираз (5.13), знаходимо рiвняння для резонансних частот

ωn =
π(2n+ 1)

l

√
cE55(ω)

ρ
. (5.23)
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6. Ефекти другого порядку у кристалi CsH2PO4

Запишемо спочатку "затравочну"енергiю примiтивної комiрки, яка
вiдповiдає квадратичним дiелектричним сприйнятливостям i коефi-
цiєнтам електрострикцiй:

Useed = −1

2
χε0211E2E

2
1 − 1

3
χε0222E

3
2 − 1

2
χε0233E2E

2
3 − χε0123E1E2E3 −

−
3∑

i=1

H0
11iE

2
1εi −H0

115E
2
1ε5 −

3∑

i=1

H0
22iE

2
2εi −H0

225E
2
2ε5 −

−
3∑

i=1

H0
33iE

2
3εi −H0

335E
2
3ε5 − 2H0

234E2E3ε4 − 2H0
236E2E3ε6 −

−2

3∑

i=1

H0
13iE1E3εi − 2H0

135E1E3ε5 − (6.1)

−2

4∑

i=1

H0
12iE1E2εi − 2H0

126E1E2ε6.

Квадратична статична дiелектрична сприйнятливiсть механiчно
затиснутого кристалу CsH2PO4 отримана в такому виглядi:

χε222 =
1

2

∂χε22
∂E2

= χε0222 +
µ3
2

2v2
β2 a22 − 1

(Ds − κsϕ
η
s )2

η̃(1)s + (6.2)

+
µ2
2

2v2
β2 κs

(Ds − κsϕ
η
s )3

[
(a22 − 1)ϕηs η̃

(1)
s −Dsshỹs + κ

2
s

2η̃
(1)
s(

1− η̃
(1)2
s

)2

]
.

Коефiцiєнти електрострикцiї знаходимо в такому виглядi:

H22i =
1

2

(
∂χε22
∂εi

)
= H0

22i +

+
µ2
2

2v2
β2 1

(Ds − κsϕ
η
s )2

{
a2δiκs + ψis

[
(a22 − 1)η(1)2s + κ

2
s

]}
+

+
µ3
2

2v22
β2 (ψisκs + δia2)

(Ds − κsϕ
η
s )3

η̃(1)s ×

×
[
(a22 − 1)ϕηs η̃

(1)
s −Dsshỹs + κ

2
s

2η̃
(1)
s(

1− η̃
(1)2
s

)2

]
,

H225 =
1

2

(
∂χε22
∂ε5

)
= H0

225 +
µ2
2

2v2
β2 a2δ5κs

(Ds − κsϕ
η
s)2

+ (6.3)
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+
µ3
2

2v22
β2 β5a2

(Ds − κsϕ
η
s )3

[
(a22 − 1)ϕηs η̃

(1)
s −Dsshỹs + κ

2
s

2η̃
(1)
s(

1− η̃
(1)2
s

)2

]
.

У парафазi згаданi характеристики мають такий вигляд

χε222 = 0,

H22i = H0
22i +

µ2
2

2v2
β2 a2δi + ψis

(a2 − βνs)2
,

H225 = H0
225 +

µ2
2

2v2
β2 a2δ5

(a2 − βνs)4
.

7. Порiвняння числових розрахункiв з експери-

ментальними даними. Обговорення отриманих

результатiв

Перед тим, як перейти до обговорення на основi розвиненої теорiї
експериментальних даних, вiдзначимо, що ця теорiя, строго кажучи,
справедлива для дейтерованих квазiодновимiрних сегнетоелектри-
кiв. Термодинамiчнi i динамiчнi характеристики сегнетоелектрикiв з
водневими зв’язками з врахуванням тунелювання Ω суттєво визнача-
ються ефектним параметром тунелювання Ω̄, який перенормований
короткодiючими взаємодiями [52]. При цьому Ω̄ ≪ Ω, тобто має мi-
сце суттєве пригнiчення тунелювання короткосяжними взаємодiями.
Далi передбачатимемо, що запропонована нами теорiя справедлива
i для кристалiв Cs(H1−xDx)2PO4 iз усередненими ефективними мi-
кропараметрами.

Для кiлькiсної оцiнки температурних i частотних залежностей
вiдповiдних фiзичних характеристик кристалiв Cs(H1−xDx)2PO4,
отриманих у рамках запропонованої теорiї, необхiдно задати значе-
ння таких параметрiв:

- параметрiв двочастинкового кластера wH , wD;

- параметрiв далекосяжної взаємодiї νH , νD;

- ефективних дипольних моментiв µ2H , µ2D;

- деформацiйних потенцiалiв δiH , δ5H , δiD, δ5D, ψisH , ψ5sH , ψisD,
ψ5sD;

- “затравочних” дiелектричних сприйнятливостей χε022H , χε022D;

- “затравочних” коефiцiєнтiв п’єзоелектричної напруги e02i, e
0
25;
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- “затравочних” пружних сталих cE0
ij , cE0

i5 , cE0
55 ;

- параметрiв αH , αD, що визначають часову шкалу релаксацiй-
них процесiв.

Iндекс “H” у параметрах теорiї вiдповiдає кристалу CsH2PO4, а iн-
декс “D” – CsD2PO4. Вважатимемо, що кристалам Cs(H1−xDx)2PO4

з рiзними значеннями x вiдповiдають усередненi ефективнi параме-
три:

w(x) = wH(1− x) + wDx, νs(x) = ν2sH(1− x)− ν2sDx,

µ2H = µH(1− x) + µDx, α(x) = αH(1− x) + αDx.

Для вибору оптимальних параметрiв теорiї необхiдно використо-
вувати залежнiсть температури переходу Tc вiд концентрацiї дей-
терiю x. На жаль, при x = 0 рiзнi автори наводять рiзнi значення
для Tc вiд 150 K до 156 K. Надалi ми будемо “прив’язуватись” до
Tc(0) = 156 K [14].

Для визначення перерахованих нижче мiкропараметрiв ви-
користаємо температурнi залежностi фiзичних характеристик
Cs(H1−xDx)2PO4, якi отриманi експериментально, а саме Tc(x) [14],
Ps(T ) [14], ∆Cp(T ) [18], εi(T ), ε5(T ) [53], εσ22(0) [14], ε22(ω) [15], а та-
кож залежностi значень Tc(x, p) [54] вiд величини гiдростатичного
тиску.

Зупинимось тепер на методицi знаходження параметрiв теорiї на
прикладi кристалу CsH2PO4. Спочатку розглянемо випадок, коли
п’єзоелектричний зв’язок вiдсутнiй i деформацiйнi потенцiали до-
рiвнюють нулю. У випадку сегнетоелектричної фази основним зав-

данням є розв’язок рiвняння для параметра порядку η̃
(1)
s . Фiзичнi

характеристики CsH2PO4 визначають тi розв’язки рiвняння для η̃
(1)
s ,

якi задовольняють умову мiнiмуму термодинамiчного потенцiалу. Вi-
зьмемо до уваги, що фазовий перехiд у кристалi CsH2PO4 є перехо-
дом другого роду. Тому при певному значеннi параметра wH вели-
чину параметра далекосяжної взаємодiї νs визначаємо з умови, щоб

температура, при якiй появлялось вiдмiнне вiд нуля значення η̃
(1)
s ,

дорiвнювала Tc. Вибираючи рiзнi значення параметра wH i знахо-
дячи величини νs, знаходимо тi значення параметрiв, якi найкраще
вiдтворюють температурний хiд спонтанної поляризацiї Ps(T ) i про-
тонної теплоємностi ∆Cp.

Значення ефективного дипольного моменту µ−
2H у сегнетоеле-

ктричнiй фазi визначаємо шляхом узгодження теорiї з експеримен-
том для поляризацiї насичення, а в парафазi µ+

2H – шляхом узгодже-
ння теорiї з експериментом для εσ22(T ).
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При врахуваннi п’єзоелектричного зв’язку величини η
(1)
s i дефор-

мацiй εi i ε5 знаходимо з умови абсолютного мiнiмуму термодинамi-
чного потенцiалу при таких значеннях wH i νs i деформацiйних по-
тенцiалiв ψisH , ψ5sH , δiH , δ5H , щоб температурний хiд εi та ε5 якiсно
вiдповiдав даним роботи [53], вiдтворювалась залежнiсть Tc(p) ро-
боти [54]. Для цього, як виявляється, необхiдно, щоб значення wH в
цьому випадку було дещо меншим, нiж без врахування п’єзоелектри-
чного зв’язку i якi використовувались ранiше для опису статичних i
динамiчних характеристик кристалiв Cs(H1−xDx)2PO4 [29, 30, 41].

“Затравочнi” величини χε022H , e02i, e
0
25, c

E0
ij , cE0

i5 , cE0
55 визначаються

з умови найкращого узгодження теорiї з вiдповiдними експеримен-
тальними даними у температурних областях, якi значно вiддаленi
вiд температури переходу Tc.

Параметр αH визначаємо з умови, щоб теоретично розрахованi
кривi частотних залежностей ε22(ω) узгоджувались з кривими, якi
отримано експериментально. При цьому передбачалось, що параметр
αH незначно змiнюється з температурою:

αH = [PH +RH(∆T )] · 10−14, ∆T = T − Tc.

Об’єм примiтивної комiрки Cs(H1−xDx)2PO4 взято рiвним v2 =
0, 467 · 10−21 см3, а ρ = 3.22 г/см3.

Отриманий таким чином набiр оптимальних параметрiв наведено
в табл. 1.

Табл. 1. Набiр параметрiв теорiї для кристалiв Cs(H1−xDx)2PO4

Tc x w
kB

ν
kB

µ−
2 , 10−18 µ+

3 , 10−18 χε022
(K) (K) (K) (esu · cm) (esu · cm)
156 0,00 660 2.19 3.77 4.8 0.35

268,3 0,98 1230 2.70 4.35 4.7 0.35

x δ1
kB

δ2
kB

δ3
kB

δ5
kB

ψ1

kB

ψ2

kB

ψ3

kB

ψ5

kB

(K) (K) (K) (K) (K) (K) (K) (K)
0,00 108 -1450 350 -450 129.6 69.4 189 26
0,98 108 -1450 350 -450 125.5 69.4 189 26

x P− R− P+ R+

(S) (S/K) (S) (S/K)
0,00 1.73 0.1 2.23 0.0
0,98 3.00 0.1 3.30 0.0

“Затравочнi” e021 = e022 = e023 = e025 = 2 · 104 esu
cm2 ,

c0E11 = 28, 83 · 1010 dyn
cm2 , cE0

12 = 11, 4 · 1010 dyn
cm2 , cE0

13 = 42, 87 · 1010 dyn
cm2 ,
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cE0
22 = 26, 67 · 1010 dyn

cm2 , cE0
23 = 14, 5 · 1010 dyn

cm2 , cE0
33 = 65, 45 · 1010 dyn

cm2 ,

cE0
15 = 5, 13 · 1010 dyn

cm2 , cE0
25 = 8, 4 · 1010 dyn

cm2 , cE0
35 = 7, 50 · 1010 dyn

cm2 ,

cE0
55 = 5, 20 · 1010 dyn

cm2 .
Тепер зупинимось на отриманих результатах. На рис. 2 наведена

температурна залежнiсть деформацiй εi i ε5. При збiльшеннi темпе-
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2
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ε
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ε
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ε
3
 

ε
5

T, K 

ε
i

Рис. 2. Температурнi залежностi деформацiй εi i ε5.

ратури величини εi i ε5 незначно збiльшуються. Знаки деформацiй
εi i ε5 узгоджуються з наведеними в [53]. Розрахунки показують, що
температурний хiд деформацiй εi i ε5 визначаються значеннями “за-
травочних” пружних сталих cE0

ij [31], а деформацiйнi потенцiали δi,
δ5, ϕi, ϕ5 лише незначно впливають на значення деформацiй εi i ε5.

Температурнi залежностi спонтанної поляризацiї Ps при рiзних
степенях дейтерування x i даними експериментiв [14] зображенi на
рис. 3. Отримано хороший опис поляризацiї насичення i дещо гiрше
узгодження iз формою кривої Ps(T ) при 0 < Tc − T 6 40 K. При
збiльшеннi ступеня дейтерування x зростає поляризацiя насичення.

Температурнi залежностi коефiцiєнтiв п’єзоелектричної дефор-
мацiї d2i i d25 та коефiцiєнтiв п’єзоелектричної напруги e2i i e25 на-
веденi на рис. 4 i 5. В парафазi цi коефiцiєнти дорiвнюють нулю, а в
сегнетофазi при збiльшеннi температури до Tc значення їх зростають
i досягають максимуму при T = Tc.

На рис. 6 зображено температурнi залежностi пружних сталих
cEij . В сегнетофазi при наближеннi до температури переходу cEij змен-
шується, досягаючи мiнiмуму при T = Tc i при цiй температурi
стрибкоподiбно значення cEij зростає i при наступному ростi темпе-

ратури cEij незначно зменшується.
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Рис. 3. Температурнi залежностi спонтанної поляризацiї
Cs(H1−xDx)2PO4 при рiзних x: 0.0 – 1, 0.14 – 2, 0.48 – 3, 0.82
– 5, 0.98 – 5; ◦ [14].

120 125 130 135 140 145 150 155
−5

0

5

10
x 10

−6 d
2i

, esu/dyn 

T, K 

1 

2 

3 

4 

120 125 130 135 140 145 150 155
0

0.5

1

1.5

2
x 10

6

1 

2 

3 

4 

e
2i

, esu/cm2 

T, K 

Рис. 4. Температурнi залежностi коефiцiєнтiв п’єзоелектричної де-
формацiї d21–1, d22–2, d23–3, d25–4 кристалу CsH2PO4.

Рис. 5. Температурнi залежностi коефiцiєнтiв п’єзоелектричної на-
пруги e21–1, e22–2, e23–3, e25–4 кристалу CsH2PO4.

Температурна залежнiсть теплоємностi для кристалiв CsH2PO4

i CsВ2PO4 разом з експериментальними даними роботи [18] наведе-
нi на рис. 7. Штриховою лiнiєю показаний ефективний гратковий
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Рис. 6. Температурнi залежностi пружних сталих cEij кристалу

CsH2PO4: 1–cE11, 2–cE12, 3–cE13, 4–cE22, 5–cE23, 6–cE33, 7–cE15, 8–cE25, 9–cE35,
10–cE55; △ – [31].
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Рис. 7. Температурна залежнiсть теплоємностi кристалу
Cs(H1−xDx)2PO4 при рiзних x: 0.0–1, ◦, [18]; 0.98–2, •, [18].

внесок C0 в теплоємнiсть, який оцiнений нами як середнє рiзницi
Cексп(T ) − ∆C(T ). На основi квазiодновимiрної моделi Iзiнга з ви-
користанням знайдених нами параметрiв теорiї досягнуто кiлькiсно
хороший опис даних роботи [18]. Добре корелює з експериментом i
величина розрахованого скачка теплоємностi. При збiльшеннi x ве-
личина теплоємностi зростає.

На рис. 8 наведенi температурнi залежностi статичних дiеле-
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ктричних проникностей механiчно затиснутого εε22(0, T ) i меха-
нiчно вiльного εσ22(0, T ) кристалiв Cs(H1−xDx)2PO4, якi розрахо-
ванi на основi мiкротеорiї, i результати експериментальних дослi-
джень [1, 4, 13, 14, 41, 54], якi, на жаль, не узгоджуються мiж собою.
Значення проникностi εσ22(0, T ) бiльше вiд εε22(0, T ) на дуже малу ве-
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Рис. 8. Температурна залежнiсть дiелектричної проникностi криста-
лу Cs(H1−xDx)2PO4 при рiзних x: 0.0 – 1, ◦ [14], � [54], ▽ [41], ⋄ [4],
∗ [1], △ [13]; 0.14 – 2, ◦ [14]; 0.82 – 3, ◦ [14]; 0.94 – 2, � [41]; 0.98 – 2,
◦ [14].

личину. Збiльшення концентрацiї дейтерiю приводить до збiльшення
величини проникностi εε22(0, T ) при всiх температурах. Як видно з
рис.8, результати теоретичного розрахунку εσ22(0, T ) в цiлому добре
кiлькiсно узгоджуються з експериментальними даними, отримани-
ми авторами [13, 14, 41]. Для температурного ходу (εσ22(0, T ))

−1 ха-
рактерна типова для квазiодновимiрних сегнетоелектрикiв нелiнiй-
нiсть, яка добре описується моделлю, що нами розглядається. При
температурi T = Tc проникнiсть εσ22(0, T ) набуває дуже великих зна-
чень, що характерно для кристалiв з фазовим переходом другого
роду. В той же час в роботi [54] експериментальне значення εσ22(0, T )
є скiнченим i порядку ∼ 105. Вiдзначимо, що величина проникностi
εε22(0, T ) в кристалах Cs(H1−xDx)c2PO4 бiльш нiж на порядок бiльша
вiд величини εε33(0, T ) в K(H1−xDx)2PO4 [55].

На рис. 9 наведено температурну залежнiсть коефiцiєнта еле-
ктромеханiчного зв’язку k22 Незначна величина k22 пов’язана з тим,
що, незважаючи на великi абсолютнi значення п’єзомодулiв e2i, d2i,
внесок добуткiв цих величин у εσ22 є малим, оскiльки п’єзомодулi d21,
d22 є додатнi, а d23, d25 – вiд’ємнi.
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Рис. 9. Температурна залежнiсть коефiцiєнта електромеханiчного
зв’язку k22 = (εσ22 − εε22)/ε

σ
22 кристалу CsH2PO4.

На рис. 10-12 наведенi температурнi залежностi дiйсної εε
′

22(ν, T ) i
уявної εε

′′

22 (ν, T ) частин динамiчної дiелектричної проникностi при
рiзних частотах кристалiв Cs(H1−xDx)2PO4 при x = 0, 0; 0,94; 0,98,
а також данi експериментiв робiт [15, 30].
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Рис. 10. Температурнi залежностi дiйсної ε′22 i уявної ε′′22 частин
дiелектричної проникностi CsH2PO4 при рiзних частотах ν (ГГц):
0.001 – 1, ◦ [15]; 0.012 – 2, � [15]; 0.0724 – 3, ⋄ [15]; 0.2512 – 4, △ [15];
0.413 – 5; 1.0 – 6, ▽ [15]; 2.0 – 7 ; 5.0 – 8; 11.5 – 9; 30.73 – 10; 189.0 –
11.

Як видно iз цих рисункiв, кластерна модель в широкiй темпе-
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Рис. 11. Температурнi залежностi дiйсної ε′22 i уявної ε′′22 частин дi-
електричної проникностi Cs(H1−xDx)2PO4 при x = 0.94 i рiзних ча-
стотах ν (ГГц): 0.0051 – 1, ◦ [30]; 0.0724 – 2, � [30]; 0.251 – 3, ⋄ [30];
0.413 – 4, △ [30]; 0.73 – 5,▽ [30]; 1.044 – 6, ⊲ [30]; 2.0 – 7, ⊳ [30]; 5.0 –
8; 11.5 – 9, × [30]; 30.73 – 10; 189.0 – 11.
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Рис. 12. Температурнi залежностi дiйсної ε′22 i уявної ε′′22 частин дi-
електричної проникностi Cs(H1−xDx)2PO4 при x = 0.98 i рiзних ча-
стотах ν (ГГц): 0.001 – 1, ◦ [15]; 0.012 – 2, � [15]; 0.0724 – 3, ⋄ [15];
0.2512 – 4, △ [15]; 0.413 – 5; 1.0 – 6, ▽ [15]; 2.0 – 7 ; 5.0 – 8; 11.5 – 9;
30.73 – 10; 189.0 – 11.
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ратурнiй областi при рiзних частотах добре якiсно описує експери-
ментальнi данi для кристалiв Cs(H1−xDx)2PO4. При всiх частотах
при ∆T = 0 K замiсть максимуму ε′22(ν, T ) виникає гострий провал
– мiнiмум, рiвний ε0ε22, який при збiльшеннi частоти розширюється.
Максимум у температурному ходi ε′22(ν, T ) з ростом частоти зменшу-
ється, розмивається i змiщується в область вищих температур. Дис-
персiя дiйсної частини проникностi у сегнетофазi спостерiгається у
вужчому температурному дiапазонi, нiж у парафазi.

Дослiдження частотних залежностей дiйсної та уявної частин дi-
електричної проникностi є одним iз важливих методiв дослiдження
властивостей сегнетоелектрикiв. На рис.13, наведено результати роз-
рахунку частотних залежностей ε′22(ν) i ε′′22(ν) для Cs(H1−xDx)2PO4

при ∆T=10K i рiзних значеннях x, а на рис.14 – при x = 0.94 i
рiзних значеннях ∆T , а також експериментальнi данi. Як видно з
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Рис. 13. Частотнi залежностi дiйсної ε′22 i уявної ε′′22 частин дiеле-
ктричної проникностi Cs(H1−xDx)2PO4 при ∆T=10K i рiзних x: 0.0
– 1, ◦ [15]; 0.94 – 2, ⋄ [30]; 0.98 – 3, � [15].

рисункiв, теорiя добре описує експериментальнi данi. З ростом кон-
центрацiї дейтерiю в кристалах Cs(H1−xDx)2PO4 дисперсiя ε22(ν, T )
змiщується в бiк менших частот, а з ростом ∆T – в бiк бiльших ча-
стот. Частотний iнтервал дисперсiї в кристалах Cs(H1−xDx)2PO4 на
порядок менший, нiж в кристалах K(H1−xDx)2PO4.

На рис.15 зображено частотнi залежностi дiйсної та уявної ча-
стин динамiчної дiелектричної проникностi механiчно вiльного кри-
сталу CsH2PO4 у сегнетофазi при температурi ∆T=-5K. В областi
частот 3 ·104–3 ·107 Гц для CsH2PO4 має мiсце дисперсiя резонансно-
го типу. При ω → 0 отримуємо статичну дiелектричну проникнiсть
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Рис. 14. Частотнi залежностi дiйсної ε′22 i уявної ε′′22 частин дiеле-
ктричної проникностi Cs(H0.06D0.94)2PO4 при рiзних ∆T (K): 3.0 – 1,
◦ [30]; 5.6 – 2, � [30]; 10.0 – 3, ⋄ [30]; 19.4 – 4, △ [30]; 44.9 – 5, ▽ [30].
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Рис. 15. Частотнi залежностi дiйсної ε′22 i уявної ε′′22 частин дiеле-
ктричної проникностi механiчно вiльного (суцiльна лiнiя) i затисну-
того (штрихова лiнiя) кристалу CsH2PO4.

вiльного кристалу. Резонанснi частоти обернено пропорцiйнi до роз-
мiрiв зразка. Штрихова лiнiя на рис.15 вiдповiдає низькочастотному
ходу проникностi затиснутого кристалу. Вище вiд областi резонансу
спостерiгається затискання кристалу високочастотним полем i для
проникностi затиснутого кристалу вище частоти 107 Гц має мiсце
дисперсiя релаксацiйного типу.

На рис.16 зображено температурну залежнiсть квадратичної ста-
тичної дiелектричної сприйнятливостi χε222, а на рис.17 – температур-
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Рис. 16. Температурна залежнiсть квадратичної статичної дiеле-
ктричної сприйнятливостi χε222 кристалу CsH2PO4.

нi залежностi коефiцiєнтiв електрострикцiї Hε
22i кристалу CsH2PO4.

В околi температури переходу Tc спостерiгається рiзке зростання ко-

140 150 160 170 180 190
10

3

10
4

10
5

10
6

10
7

H
22i

T, K 

1 2 3 4 

Рис. 17. Температурнi залежностi коефiцiєнтiв електрострикцiї кри-
сталу CsH2PO4: H

ε
221 – 1, Hε

222 – 2, Hε
223 – 3, Hε

225 – 4.

ефiцiєнтiв електрострикцiї. В сегнетофазi зi зменшенням температу-
ри коефiцiєнти електрострикцiї зменшуються значно швидше, нiж у
парафазi.
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8. Висновки

У данiй роботi на основi модифiкованої моделi протонного впорядку-
вання без врахування тунелювання протонiв на водневих зв’язках у
наближеннi двочастинкового кластера розвинена теорiя термодина-
мiчних та поздовжнiх дiелектричних, п’єзоелектричних, пружних та
динамiчних властивостей квазiодновимiрних сегнетоелектрикiв типу
CsH2PO4. Проведено грунтовний числовий аналiз залежностi розра-
хованих характеристик вiд параметрiв теорiї i деформацiйних пара-
метрiв. Знайдено оптимальнi набори цих параметрiв i “затравочних”
характеристик для кристалiв Cs(H1−xDx)2PO4, якi дали можливiсть
описати наявнi для них вiдповiднi експериментальнi данi.

Встановлено, що запропонована модифiкацiя моделi сегнетоеле-
ктрикiв типу CsH2PO4 практично не впливає на їх спонтанну поля-
ризацiю, теплоємнiсть та поздовжню статичну дiелектричну прони-
кнiсть, а приводить до появи п’єзоелектричних i пружних характе-
ристик цих кристалiв.

При збiльшеннi ступеня дейтерування в кристалах
Cs(H1−xDx)2PO4 зростає температура фазового переходу, поляри-
зацiя насичення, молярна теплоємнiсть, дiелектрична проникнiсть,
а частота дисперсiї зменшується.
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