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Унiтарнiсть матрицi розсiяння для моделi типу Юкави у формалiзмi
частково редукованої теорiї поля

I.Загладько, А.Дувiряк

Анотацiя. Робота стосується проблеми побудови унiтарної матрицi роз-
сiяння, що виникає у випадку нелокальної теорiї поля. Для моделi типу
Юкави, переформульваної ранiше у рамках формалiзму частково редуко-
ваної теорiї поля, знайдено вираз для S-матрицi у найнижчому, квадрати-
чному за константою взаємодiї, наближеннi. Безпосереднiми обрахунка-
ми доведено унiтарнiсть цього оператора.

Unitarity of scattering matrix for Yukawa-like models in partially reduced fi-
eld theory

I.Zagladko, A.Duviryak

Abstract. This paper is devoted to a construction problem of unitary scattering
matrix that arises in the case of nonlocal field theory. For Yukawa-likemodel, re-
formulated before in partially reduced field theory, the expression for S-matrix
in the lowest (quadratic) coupling constant approximation is found. Unitarity
of this operator is proved by direct calculation.
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1. Вступ

Ще в лiтературi 60-х рокiв велась дискусiя щодо послiдовностi нелокаль-
ної квантової теорiї поля [1,2].Основнимипричинаминедовiри донеї була
вiдкрита проблема причинностi, а також труднощiпри побудовi унiтарної
матрицi розсiяння в такiй теорiї.

Пошуки розв’язання цих проблем привели тогочасних науковцiв до
висновку, що упiшнiсть результатiв залежить вiд вдалого формулюван-
ня та опису теорiї (вона повинна формулюватись в евклiдовiй метрицi; на
форм-фактор повиннi бути накладенi певнi умови) [3].

Щодо матрицi розсiяння, то були запропонованi новi способи її по-
будови. Наприклад, Блохiнцев [1, 4] пропонує будувати не безпосередньо
матрицю розсiяння, а так званий оператор фази, ермiтовiсть якого забез-
печить унiтарнiсть S-матрицi.Про самуматрицю розсiяння вiн каже,що її
побудова може виявитись в деяких випадках надто складною, а перевiрка
унiтарностi тим паче.

В нашiй роботi зроблено спробу дослiдити вищезазначену проблему
для моделi типуЮкави, про яку йшлося в попередньому препринтi авто-
рiв [5] та роботi [6].Цямодель описує динамiку двох комплексних скаляр-
них полiв i розглядається у формалiзмi частково редукованої теорiї поля,
в якомумодельформулюється за допомогоюнелокального лаґранжiану.У
роботах [5,6] було знайдено збережуванi величини для цiєї системи (енер-
гiя, iмпульс,момент iмпульсу та iнтеграл центрамас) в основному, квадра-
тичному наближеннi за константою взаємодiї, та в [5] показано, що при
такому розглядi вона володiє пуанкаре-iнварiантнiстю.

У другому роздiлi ми здiйснюємо побудову матрицi розсiяння на базi
гамiльтонового опису моделi за стандартним алгоритмом, вiдомим з кван-
тової механiки [7], шляхом переходу до представлення взаємодiї. Це мо-
жливо завдяки тому, що у даному наближеннi нiяких розбiжностей i, от-
же, проблем перенормування не виникає. Унiтарнiсть знайденого виразу
показуємо в роздiлi 3 препринту, доводячи ермiтовiсть оператора фази.
Деякi деталi цього обчислення наведено у Додатку.

2. Вираз для матрицi розсiяння

Нагадаємо вигляд гамiльтонiану частково редукованої моделi Юкави у
квадратичному наближеннi за константами взаємодiїї ga, де iндекс a ну-
мерує сорти полiв [5]:

H = H f ree +H int ,
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де

H f ree = ∑
a
∫ d3k ka0a

+
a(k)a−a(k), (1)

H int = 1

2
∑
ab

∑
A,B ,C ,D=±

∫ d3k d3q d3u d3v TABCD
ab (k, q, u, v)

× ∶ aAa (k)aBa(q)aCb (u)aD
b (v) ∶, (2)

TABCD
ab (k, q, u, v) = − ga gb

16(2π)3
δ(Ak + Bq + Cu + Dv)√

ka0qa0ub0vb0
K̃(Aka + Bqa),

K̃(k) = ∫ d4x e−ikxK(x), ka0 =
√
k2 +m2 .

Цi величини поданi у представленнi Шредiнґера, в якому польовi опера-
тори a±a(k) ≡ a±a(k, t = 0). Перейдемо тепер до представлення взаємодiї.
Для цього запишемо рiвняння Гайзенберґа для операторiв народження та
знищення частинок вiдносно вiльно-польового гамiльтонiану:

i ȧAa (k, t) = [aAa (k, t),H f ree].

Розв’язавши це рiвняння, отримаємо

aAa (k, t) ≡ e iH f re e taAa (k)e−iH f re e t = e−iAka0 taAa (k).
Використавши цi вирази для обчислення гамiльтонiану взаємодiї, отри-
маємо:

H int(t) ≡ e iH f re e tH inte
−iH f re e t

= 1

2
∑
ab

∑
ABCD

∫ d3k d3q d3u d3v TABCD
ab (k, q, u, v)

× e−i(Aka0+Bqa0+Cub0+Dvb0)t ∶ aAa (k)aBa(q)aCb (u)aD
b (v) ∶ .

Побудуємо квантово-механiчний оператор еволюцiї [7] в лiнiйному на-
ближеннi:

S(t, t0) = Te
−i

t

∫
t0

dt′H int(t
′)

≃ 1 − i
t

∫
t0

dt′H int(t′);

тут Т-хронологiчне впорядкування.

ICMP–11–20U 3

Адiабатична матриця розсiяння:

S = lim
α→0

Sα(∞,−∞) ≡ lim
α→0

Te
−i

∞

∫
−∞

dt′e−α∣t∣H int(t
′)

≃ 1 − i lim
α→0

∞

∫
−∞

dt′e−α∣t∣H int(t′).

Пiдставивши сюди попереднiй вираз, взявши границю та виконавши iн-
тегрування H int(t′), отримаємо остаточний вираз для матрицi розсiяння:

S = 1 + i

2
∑
ab

∑
ABCD

∫ d3k d3q d3u d3v
ga gb

16(2π)3
δ(4)(Aka+Bqa+Cub+Dvb)√

ka0qa0ub0vb0

× K̃(Aka + Bqa) ∶ aAa (k)aBa(q)aCb (u)aD
b (v) ∶ . (3)

3. Доведення унiтарностi

Тепер потрiбно показати,що в даному наближеннi S (3) є унiтарним опе-
ратором, тобто,що виконується умова:

SS+ ≈ 1 + o(g4).
Оператор матрицi розсiяння можна записати:

S = I + iF , (4)

де F називається оператором переходу. В даному наближеннi вiн збiгає-
ться з операторомфази (за Блохiнцевим; [1]). Згiдно з (4), S буде унiтарним
оператором, якщо F буде ермiтовим: F = F+.

Покажемо, що так справдi є. Спершу перейдемо для зручностi до вже
знайомих з роботи [5] операторiв b:

bAak =
√
ka0a

A
ak ;

тут ми вживаємо спрощенi позначення: aAak ≡ aAa (k). Тодi

F = 1

2
∑
ab

∑
ABCD

∫ d3k d3q d3u d3v QABCD
kquv ∶ bAakbBaqbCbubDbv ∶ , (5)

де QABCD
kquv = δ(Aka0 + Bqa0 + Cub0 + Dvb0)ΠABCD

kquv можна виразити через

введене в [5] ядро ΠABCD
kquv :

ΠABCD
kquv = ΠABCD

ab (k, q, u, v)=− ga gb
4(4π)3 δ(Ak + Bq + Cu + Dv)K̃(Aka+Bqa)
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iз властивостями:

ΠABCD
ab (−k,−q,−u,−v) = Π−A−B−C−Dab (k, q, u, v) = ΠABCD

ab (k, q, u, v), (6)

Π−A−BCD
ab (k, q, u, v) = ΠABCD

ab (k, q,−u,−v),
ΠBACD

ab (q, k, u, v) = ΠABCD
ab (k, q, u, v), (7)

ΠAB−CD
ab (k, q,−u, v) = ΠABC−D

ab (k, q, u,−v) = ΠABCD
ab (k, q, u, v).

На вiдмiну вiд ΠABCD
kquv , ядро QABCD

kquv задовольняє лише властивостi (6) та
(7).

Здiйснивши сумацiю за A, B, C, D в (5), отримаємо:

F =∑
ab
∫ d3k ...d3v ∶ {Q−−−−kquv b

−
akb
−
aqb
−
bub
−
bv

+ 2Q+−−−kquv b
+
akb
−
aqb
−
bub
−
bv + 2Q−−+−uvkq b

+
bkb
−
bqb
−
aub
−
av

+ Q++−−kquv b
+
akb
+
aqb
−
bub
−
bv + Q−−++uvkq b

+
bkb
+
bqb
−
aub
−
av + 4Q+−+−kuqv b

+
akb
+
bqb
−
aub
−
bv

+ 2Q+++−kquv b
+
akb
+
aqb
+
bub
−
bv + 2Q+−++uvkq b

+
bkb
+
bqb
+
aub
−
av

+ Q++++kquv b
+
akb
+
aqb
+
bub
+
bv} ∶ .

(8)

Ермiтовiсть доводиться окремо для певних груп доданкiв цього виразу:
першого та останнього рядкiв, другого та четвертого, окремо для двох
перших доданкiв у третьому рядку i окремо можна показати ермiтовiсть
третього доданка в цьому рядку.

Для прикладу в Додатку подано доведення ермiтовостi суми першого
та останнього рядкiв, а також другого та четвертого.

Зрештою отримуємо, що F ермiтiв, а це свiдчить про унiтарнiсть ма-
трицi розсiяння.

Додаток

Розглянемо суму першого та останнього рядкiв виразу (8) та спряжемо її
ермiтово:

(Q−−−−kquv ∶ b−akb−aqb−bub−bv ∶ +Q++++kquv ∶ b+akb+aqb+bub+bv ∶)+
= Q−−−−kquv ∶ b+bvb+bub+aqb+ak ∶ +Q++++kquv ∶ b−bvb−bub−aqb−ak ∶

В ядрах Q змiнимо всi знаки ABCD на протилежнi, згiдно з властивiстю
(6). А оператори b впорядкуємо за iндексами k , q, u, v користуючись тим,
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що вони стоять пiд знаком нормального впорядкування. Отримаємо ви-
раз

Q++++kquv ∶ b+akb+aqb+bub+bv ∶ +Q−−−−kquv ∶ b−akb−aqb−bub−bv ∶
що збiгається iз вихiдним. Тобто сума першого i останнього рядкiв виразу
(8) має властивiсть ермiтовостi.

Для суми другого та четвертого рядкiв доведення ермiтовостi матиме
деякi особливостi.Спряжемоцю суму (вiдразу винiсшидвiйку за дужки та
не вказуючи нормального впорядкування явно, щоб не загромаджувати
записи):

(Q+−−−kquv b
+
akb
−
aqb
−
bub
−
bv + Q−−+−uvkq b

+
bkb
−
bqb
−
aub
−
av

+ Q+++−kquv b
+
akb
+
aqb
+
bub

−
bv + Q+−++uvkq b

+
bkb
+
bqb
+
aub
−
av)+

= Q+−−−kquv b
+
bvb
+
bub
+
aqb
−
ak + Q−−+−uvkq b

+
avb
+
aub
+
bqb
−
bk

+ Q+++−kquv b
+
bvb
−
bub
−
aqb
−
ak + Q+−++uvkq b

+
avb
−
aub
−
bqb
−
bk . (9)

Змiнимо всi знаки в ядрах Q на протилежнi, згiдно з властивiстю (6).
Отримаємо:

Q−+++kquv b
+
bvb
+
bub

+
aqb
−
ak + Q++−+uvkq b

+
avb
+
aub
+
bqb
−
bk

+ Q−−−+kquv b
+
bvb
−
bub

−
aqb
−
ak + Q−+−−uvkq b

+
avb
−
aub
−
bqb
−
bk .

Зробимо у всiх доданках перейменування iндексiв k на v, u на q, що не
вплине на результат iнтеґрування цих доданкiв. Будемо мати:

Q−+++vuqk b
+
bkb
+
bqb
+
aub
−
av + Q++−+qkvu b+akb

+
aqb
+
bub
−
bv

+ Q−−−+vuqk b
+
bkb
−
bqb
−
aub
−
av + Q−+−−qkvu b+akb

−
aqb
−
bub
−
bv .

Скориставшись властивiстю (7) ядраQ, отримаємо:

Q+−++uvkq b
+
bkb
+
bqb
+
aub
−
av + Q+++−kquv b

+
akb
+
aqb
+
bub
−
bv

+ Q−−+−uvkq b
+
bkb
−
bqb
−
aub
−
av + Q+−−−kquv b

+
akb
−
aqb
−
bub
−
bv .

Бачимо, що отримали тi самi доданки,що й у сумi (9). Тобто вона теж ви-
явилась самоспряженою.

Цiлком аналогiчно доводиться ермiтовiсть iнших сум рядкiв виразу
(8).
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4. Висновки

Завданням роботи було здiйснити подальший розвиток формалiзму част-
ково редукованої теорiї поля, який має iстотно нелокальний характер. В
попереднiх роботах в рамках цього формалiзму вивчалася модель типу
Юкави, що описує динамiку двох взаємодiючих скалярних комплексних
полiв. Був побудований її гамiльтонiв опис в квадратичному наближеннi
за константою взаємодiї [6], доведено пуанкаре-iнварiантнiсь моделi [5],
та виведено на цiй основi релятивiстичнi хвильовi рiвняння на зв’язанi
стани [6].

В данiй роботi здiйсненi явна побудова та доведення унiтарностi ма-
трицi розсiяння (3) частково редукованої моделi типу Юкави, що поши-
рює її область застосування на задачi розсiяння. Крiм того, результат ва-
жливий для доведення послiдовностi i самоузгодженостi формалiзму,що
по сутi належить до класу нелокальних теорiй поля.
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