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Iнтеґральнi дужки та функцiї розсiяння кiнетичної теорiї
густих газових сумiшей з багатосходинковою взаємодiєю

Й.А. Гуменюк, М.В. Токарчук

Анотацiя. Для лiнеаризованої кiнетичної теорiї густих газових сумi-
шей з багатосходинковою взаємодiєю у наближеннi кiлькох перших
многочленiв Сонiна-Ляґера знайдено матричнi елементи лiнеаризо-
ваного оператора зiткнень. Їх виражено через омега-iнтеґрали, що
стосуються всього багатосходинкового потенцiала. Одержано транс-
портнi перерiзи розсiяння вiд процесiв опускання, пiдйому та вiдби-
ття на сходинцi як явнi функцiї вiдносної швидкости. Для процесiв
опускання i пiдйому виявлено новi типи транспортних перерiзiв, по-
в’язанi зi змiною лише модуля вiдносної швидкости. Знайдено вiдпо-
вiднi парцiальнi омега-iнтеґрали у залежностi вiд висоти сходинки i
температури.

Integral brackets and pair-scattering functions of the kinetic
theory for dense gaseous mixtures with multistep interaction

Y.A. Humenyuk, M.V. Tokarchuk

Abstract. Matrix elements of the linearized collision operator of lineari-
zed kinetic theory for dense gaseous mixtures with multistep interaction
are found in the approximation of several first Sonine-Laguerre polynomi-
als. They are expressed in terms of omega-integrals referred to the whole
multistep potential. Pair-collision cross-sections for descending, ascendi-
ng, and reflection processes on a step are obtained as functions of the
relative velocity of particles. New types of cross-sections for the descendi-
ng and ascending processes are revealed which concern with change of
absolute value of the relative velocity only. Corresponding partial omega-
integrals are found as dependences on a step height and temperature.
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1. Вступ

Важлива проблема у теорiї коефiцiєнтiв переносу густих газових су-
мiшей — це вiдтворення їхнiх залежностей вiд температури. У кiне-
тичнiй теорiї Енскога [1,2], побудованiй для моделi твердих кульок, цi
температурнi залежностi зумовленi опосередковано. А саме — через
термодинамiчнi характеристики та температурну залежнiсть дiаме-
тра твердої кульки, яка отримується з використанням експеримен-
тальних даних.

На противагу цьому, кiнетичнi теорiї для систем з розривними

модельними мiжчастинковими потенцiалами у формi прямокутної
ями [3–5] чи багатосходинкової (БС) функцiї [6–8] призводять до
явної залежности коефiцiєнтiв переносу вiд температури. Тут во-
на зумовлена врахуванням миттєвих парних взаємодiй на розривах
потенцiалiв, якi моделюють незавершенi процеси парного розсiян-
ня частинок з реалiстичною взаємодiєю. Це особливо важливо для
вiдстаней, характерних для молекулярного притягання. Хiд реаль-
ного потенцiала взаємодiї тут пологiший, а незавершенiсть парних
зiткнень при високих густинах для такої його поведiнки бiльш хара-
ктерна.

Таким чином, розривнi модельнi потенцiали дають змогу, при-
наймнi якiсно, вiдслiдкувати прояви далекосяжної частини взаємодiї
у коефiцiєнтах переносу i з’ясувати її роль у формуваннi їх темпе-
ратурних залежностей.

Щодо використання формул для коефiцiєнтiв переносу, то в лi-
тературi наведено лише остаточнi вирази: як для прямокутної ями в
односортному [3–5] i двосортному [9, 10] випадках та для її модифi-
кацiй [11], так i для односортних систем iз БС потенцiалом [6, 8, 12].
Результати для двосортних сумiшей частинок з потенцiалом прямо-
кутної ями [9, 10], отриманi в 60-х роках ХХ столiття, представлено
у доволi громiздкому виглядi. Їх одержано без дотримання закону
збереження енергiї на гiдродинамiчному рiвнi опису, а для парної
функцiї розподiлу використано наближення локальної рiвноваги, яке
можна суттєво покращити [4, 5].

У працi [13] виведено аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв перено-
су густої газової сумiшi з БС потенцiалом у найнижчих наближеннях
Чепмена-Енскога. Однак, їх потрiбно доповнити формулами для вiд-
повiдних функцiй розсiяння (омега-iнтеґралiв). Зважаючи на це, ми
тут наводимо детальнiшi результати, зокрема для матричних еле-
ментiв лiнеаризованого оператора зiткнень. Основну увагу звернуто
на розрахунок транспортних перерiзiв розсiяння i омега-iнтеґралiв
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вiд процесiв рiзного типу на притягальних i вiдштовхувальних схо-
динках БС потенцiала та їх класифiкацiї. Тому цей препринт — це,
фактично, доповнення роботи [13].

Матерiал викладено так. У §2 пiсля введення лiнеаризованого
оператора зiткнень отримано системи лiнiйних алґебричних рiвнянь
для поправок, означено iнтеґральнi дужки i згадано їхнi властивостi
симетрiї. У §3 означено транспортнi перерiзи розсiяння, парцiальнi
омега-iнтеґрали та їхнi комбiнацiї i наведено основнi результати —
вираження iнтеґральних дужок через омега-iнтеґрали, що стосую-
ться всього БС потенцiала. Для комбiнацiй омега-iнтеґралiв наве-
дено аналiтичнi вирази у залежностi вiд параметрiв БС потенцiала
(i температури). Отриманi результати пiдсумовано у §4, зазначено
їхнiй зв’язок iз роботами iнших авторiв та можливi перспективи за-
стосування.

У додатках наведено детальнiшi розрахунки i результати для пар-
цiальних iнтеґральних дужок (дод. A), транспортних перерiзiв роз-
сiяння (дод. B) та омега-iнтеґралiв для рiзних типiв процесiв на схо-
динках БС потенцiала (дод. C). Як довiдку, наведено вiдомостi про
необхiднi спецiальнi функцiї та деталi проведення характерних iнте-
ґрувань за вiдносною швидкiстю (дод. D).

2. Iнтеґральнi рiвняння лiнеаризованої кiнетичної

теорiї

Нехай M -сортна густа газова сумiш з багатосходинковою мiжчастин-
ковою взаємодiєю перебуває у нерiвноважному станi, що слабко вiд-
рiзняється вiд стану локальної рiвноваги. Ґрадiєнти температури,
гiдродинамiчної швидкости i хiмiчних потенцiалiв сортових складни-
кiв сумiшi малi , тому густини внутрiшньої енергiї, iмпульсу та сор-
товi густини числа частинок повiльно змiнюються у просторi й часi.

Функцiї розподiлу. Розгляньмо бiльш детально пошук сортових
одночастинкових функцiй розподiлу {f} ≡ {f1, . . . , fM} при зазначе-
них умовах. У першому порядку методу Чепмена-Енскога кожну з
них шукають [1, 2, 14] у виглядi суми локально-рiвноважної функцiї
розподiлу f0

i i малого вiдхилення φi:

fi(ci) = f0
i (ci)

[

1 + φi(ci)
]

,
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де f0
i має локально-максвелiвську форму [13],

f0
i (r, ci, t) = ni(r, t)

( mi

2πkBT k0(r, t)

)3/2

e
−

mic
2
i

2kBTk0(r,t) ,

а mi та ni — маса частинки сорту i та густина числа цих частинок,
ci ≡ vi−V(r, t) — теплова швидкiсть. Функцiї f0

i та φi залежать вiд
просторових координат r i часу t через гiдродинамiчнi змiннi, але ми
не будемо вказувати цих залежностей.

Мультиплiкативна поправка φi лiнiйна за ґрадiєнтами гiдроди-
намiчних змiнних — кiнетичної температури в нульовому порядку
T k0(r, t), гiдродинамiчної швидкости V(r, t) та хiмiчних потенцiалiв
кожного сорту µ1(r, t), . . . , µM (r, t), див. [13]. У залежностi вiд без-
розмiрної швидкости Ci ≡

√
m̃ici, де позначено m̃i ≡ mi/(2kBT

k0),
поправка φi має вигляд:

φi(Ci) = −AiCi ·XT − BiC
◦
iCi :∇V −Hi∇·V−

∑

k

EikCi ·Xk. (1)

Невiдомi функцiї Ai, Bi, Hi та Eik, що залежать вiд C2
i , визнача-

ють ступiнь вiдхилення розподiлу вiд локально-максвелiвського. Тут
C

◦
iCi ≡ CiCi − 1

3C
2
i I — тензор другого ранґу з нульовим слiдом,

XT ≡ ∇ lnT k0, а Xk ≡ −(1/mk)(∇µk)Tk0 — ґрадiєнт хiмiчного по-
тенцiала при сталiй температурi.

Лiнеаризований оператор зiткнень. Набiр поправок {φ} ≡
≡ {φ1, . . . , φM} задовольняє систему M неоднорiдних iнтеґральних
рiвнянь такого загального вигляду:

Ji[φ] = Li, (2)

де Ji[.] — лiнеаризований оператор зiткнень, а Li позначає неоднорi-
дну частину, наведену явно у препринтi [13].

Вiдповiдно до структури БС потенцiала, оператор Ji має внески
вiд усеможливих процесiв p на його сходинках рiзних типiв q. А саме
— вiд процесу вiдштовхування p = ⊙ на твердiй серцевинi (q = c) та
трьох процесiв опускання ⊕, пiдйому ⊖ i вiдбиття ⊗ на вiдштовху-
вальних (q = r) i притягальних (q = a) сходинках:

Ji[φ] =
M
∑

j=1

Jij [φ], Jij [φ] ≡
c|r,a
∑

q

Kq

ij
∑

l=1

⊙|⊕,⊖,⊗
∑

p

Jqlp
ij [φ], (3)
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де l нумерує сходинки типу q. Є одна тверда серцевина (Kc
ij = 1)

та Kr
ij вiдштовхувальних i Ka

ij притягальних сходинок. Iнтеґрал зi-
ткнень вiд окремого процесу p на сходинцi {q, l} має вигляд:

Jqlp
ij [φ] ≡ (σql

ij )2gij,02 (σql
ij )

γp

r

∫

dcjdσ̂ cjiσθ
p(cjiσ)f0

i f
0
j [φqlp

i +φqlp
j −φi−φj ],

(4)
де σql

ij — позицiя сходинки {q, l}. Параметр γp визначає для процесу
p, яке граничне значення — праве чи лiве — парної функцiї розпо-
дiлу gij2 (σql

ij )r на сходинцi типу q потрiбно взяти. Вiн набуває таких
значень:

γ{⊙,⊗,⊕,⊖} = {+1,−q, q,−q},
де прийнято числову параметризацiю: q = r = −1, q = a = +1, а
також p = ⊕ = +1, p = ⊖ = −1. Крiм того, у ф. (4) використано
позначення: cji ≡ cj − ci — вiдносна швидкiсть частинок, cjiσ ≡
cji · σ̂ — її проекцiя на одиничний вектор σ̂ взаємного розташування
центрiв частинок на вiдстанi σql

ij у процесi p; φi ≡ φi(ci), φj ≡ φj(cj),

φqlp
i ≡ φi(c

qlp
i ) та φqlp

j ≡ φj(c
qlp
j ) — значення функцiй до i пiсля

парного процесу p на сходинцi {q, l}.
Швидкостi частинок пiсля процесiв ⊙ та ⊗ дорiвнюють [1, 2]:

c
qlp
i

∣

∣

p={⊙,⊗}
= ci + 2Mjcji · σ̂σ̂, (5)

c
qlp
j

∣

∣

p={⊙,⊗}
= cj − 2Micji · σ̂σ̂;

тут Mk = mk/(mi + mj)
∣

∣

k={i;j}
— вiдносна маса. Пiсля процесiв ⊕ i

⊖ швидкостi визначаються так [13, 15, 16]:

c
qlp
i

∣

∣

p={⊕,⊖}
= ci + Mj[cjiσ −

√

c2jiσ + p(vqlij )2] σ̂, (6)

c
qlp
j

∣

∣

p={⊕,⊖}
= cj −Mi[cjiσ −

√

c2jiσ + p(vqlij )2] σ̂,

де vqlij = (2ǫqlij/µij)
1/2 — висота сходинки в одиницях швидкости, µij =

mimj/(mi + mj) — зведена маса.
Зауважмо, що сорт i та решта сортiв j (6= i) по-рiзному прояв-

ляються у формуваннi оператора Ji, ф. (3). Тому, що Jqlp
ij , ф. (4),

завдяки своїй лiнiйностi адитивно враховує змiну розподiлiв φi та
φj , його зручно подати як суму окремих дiй “вкороченого” оператора
J̃qlp
ij на кожен iз цих розподiлiв:

Jqlp
ij [φ] = J̃qlp

ij [φi] + J̃qlp
ij [φj ]. (7)
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Дiя нового оператора на φk, де k = {i; j}, визначається так:

J̃qlp
ij [φk] ≡ (σql

ij )2gij,02 (σql
ij )

γp

r

∫

dcjdσ̂ cjiσθ
p(cjiσ)f0

i f
0
j [φqlp

k − φk]. (8)

Тодi повний оператор набуває вигляду:

Ji[φ] =

M
∑

j=1

J̃ij [φi] + J̃ij [φj ]
∣

∣

∣

j=i
+

M
∑

j=1( 6=i)

J̃ij [φj ], (9)

де J̃ij пов’язаний iз J̃qlp
ij таким же спiввiдношенням, як у ф. (3). Звiд-

си видно структуру Ji: внески сорту i формують дiагональну його
частину, а всi решта сорти j (6= i) — недiагональну. Це представле-
ння буде використано нижче при переходi вiд систем iнтеґральних
рiвнянь до їхнiх проекцiй — систем алґебричних рiвнянь.

Рiвняння для функцiй-компонент та iнтеґральнi дужки. Ко-
жна з функцiй {A,B,H,E} задовольняє своє лiнiйне iнтеґральне рiв-
няння. Його отримуємо, пiдставивши у рiвняння (2) вираз (1) для
{φ}, див. [13]. Однак, для функцiй {H} як операторна, так i нео-
днорiдна частини мiстять додатковi внески, зумовленi врахуванням
обмiну мiж кiнетичною i потенцiальною складовими густини внутрi-
шньої енергiї i залученням [4, 5] у метод Чепмена-Енскога оберненої
потенцiальної квазiтемператури βp, див. [13].

Функцiї {A,B,H,E} шукають [1, 2] у виглядi розкладiв за пов-
ним набором многочленiв Сонiна-Ляґера показника ν зi значенням
{3/2, 5/2, 1/2, 3/2}, вiдповiдно:

Fi(C
2
i ) =

∞
∑

m=0

fm
i Sm

ν (C2
i ), (10)

де F позначає одну з чотирьох функцiй. Тому, що iнтеґральнi рiв-
няння для них (в тому числi й для {H}) подiбнi мiж собою, ми далi
розглядаємо їх у спiльних позначеннях :

−Ji[F (C2)C[ν]] = f0
i LF

i c
[ν]
i , (11)

де LF
i — вiдповiдна функцiя неоднорiдної частини Li. Позначення

C
[ν]
i для конструкцiй вектора Ci (та ci) означає: C[1/2]

i ≡ 1, C[3/2]
i ≡

Ci та C
[5/2]
i ≡ C

◦
iCi. Позначмо ще m̃

[1/2; 3/2; 5/2]
i ≡ {1; m̃

1/2
i ; m̃i}; це

позначення введено так, щоб мало мiсце m̃
[ν]
i c

[ν]
i = C

[ν]
i .
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Операторну частину ф. (11) виразiм через J̃qlp
ij згiдно ф. (7):

Ji[F (C2)C[ν]] =
∑

j

{

J̃ij
[

Fi(C
2
i )C

[ν]
i

]

+ J̃ij
[

Fj(C
2
j )C

[ν]
j

]

}

. (12)

Рiвняння (11) стосується якогось вибраного сорту i, але Ji дiє на фу-
нкцiї всiх сортiв. Тому запис у виглядi (12) означає видiлення дiаго-
нальної (з Fi) та недiагональної (з Fj) частин. Остання, щоправда,
мiстить ще один дiагональний внесок, коли j = i, див. ф. (9). Пiд-
ставивши розклад (10), отримуємо операторну частину у виглядi, де
вже фiгурують невiдомi коефiцiєнти розкладу {fm}:

Ji[F (C2)C[ν]] =
∑

j

∞
∑

m=0

{

fm
i J̃ij

[

Sm
ν (C2

i )C
[ν]
i

]

+ fm
j J̃ij

[

Sm
ν (C2

j )C
[ν]
j

]

}

,

а лiнiйнi опретори J̃ij дiють на вже вiдомi функцiї — многочлени
Сонiна-Ляґера.

Спроектуймо результат дiї цих операторiв на вiдповiднi набори
многочленiв {Sν}. Для цього праву частину останнього виразу тре-
ба домножити скалярно на m̃

[ν]
i Sn

ν (C2
i )C

[ν]
i й проiнтеґрувати за ci.

Одержимо системи алґебричних рiвнянь для невiдомих коефiцiєн-
тiв {fm}:

m̃
[ν]
i

∞
∑

m=0

{

fm
i

[

M
∑

j=1

B′;mn
ij;ν + B′′;mn

ii;ν

]

+

M
∑

j 6=i

fm
j B′′;mn

ij;ν

}

= KF,n
i . (13)

Коефiцiєнти KF,n
i — це проекцiї правої частини рiвняння (11) на

m̃
[ν]
i Sn

ν (C2
i )C

[ν]
i . Їхнiй явний вигляд подано в працi [13] i тут не ви-

користовується.
У цiй роботi ми цiкавимося лише лiвою (операторною) частиною,

а саме, величинами B бiля невiдомих коефiцiєнтiв {fm}, якi нази-
вають iнтеґральними дужками. Вони мають сенс коефiцiєнтiв роз-
кладу за повним набором многочленiв Сонiна-Ляґера дiї операторiв
J̃ij на функцiї Sm

ν (C2
i )C

[ν]
i та Sm

ν (C2
j )C

[ν]
j :

B′;mn
ij;ν ≡ −

∫

dciJ̃ij
[

Sm
ν (C2

i )C
[ν]
i

]

⊙Sn
ν (C2

i )C
[ν]
i , (14)

B′′;mn
ij;ν ≡ −

∫

dciJ̃ij
[

Sm
ν (C2

j )C
[ν]
j

]

⊙Sn
ν (C2

i )C
[ν]
i . (15)

Тут ⊙ означає звичайне перемноження (для ν = 1/2), скалярне пере-
множення двох векторiв (для ν = 3/2) i повну згортку двох тензорiв
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(для ν = 5/2). Легко бачити, що iнтеґрали у ф. (14) i (15) вiдрiзняю-
ться мiж собою лише iндексом сорту в арґументi оператора J̃ij . Тому
для них можна ввести спiльний вираз:

Bk;mn
ij;ν ≡ −

∫

dciJ̃ij
[

Sm
ν (C2

k)C
[ν]
k

]

⊙Sn
ν (C2

i )C
[ν]
i , (16)

у якому треба замiсть Ck пiдставити Ci для k = ′ i Cj для k = ′′. Цю
вiдповiднiсть ми використовуємо у розрахунку iнтеґральних дужок
(дод. A).

Зауважмо, що матричнi коефiцiєнти у правiй частинi рiвняння
типу (13) для функцiй {H} мiстять додатковi внески [13]:

∞
∑

m=0

{

hm
i

[

M
∑

j=1

B′;mn
ij;1/2 + B′′;mn

ii;1/2 − Bβ;mn
ii;1/2

]

+
M
∑

j 6=i

hm
j

[

B′′;mn
ij;1/2 − Bβ;mn

ij;1/2

]

}

.

(17)
Змiщення коефiцiєнтiв матрицi B на величини Bβ;mn

ij;1/2 зумовлене вра-
хуванням енергетичного обмiну, як додаткового ступеня вiльности
системи на кiнетичному рiвнi. Воно походить вiд рiвняння балансу
потенцiальної енергiї в першому порядку за ґрадiєнтами i використа-
ння вiдповiдного спряженого параметра — оберненої потенцiальної
квазiтемператури, про що вже йшла мова.

Ще варто зробити таке зауваження. Як видно з ф. (13), бiля
коефiцiєнта fm

i стоїть сума iз M+1 доданкiв типу Bk;mn
ij;ν , тодi як бiля

fm
j |j 6=i — лише один такий доданок. Коли сортiв багато (напр., M =

9), дiагональнi елементи матрицi B формально на порядок бiльшi за
недiагональнi. У цьому разi можна використати теорiю збурень при
розв’язуваннi системи рiвнянь (13) чи (17).

3. Результати для iнтеґральних дужок та омега-

iнтеґралiв

Iнтеґральнi дужки B можна розраховувати двома способами. Пер-
ший — це звичайний розрахунок для кожного показника ν i потрi-
бних пар значень m та n. Як правило, вiн використовується тодi,
коли компоненти {A,B,H,E} у поправках {φ} наближують одним
чи двома многочленами Сонiна-Ляґера. Коли ж у наближеннях бе-
руть бiльшу їх кiлькiсть, розрахунки стають доволi трудомiсткi (тим
трудомiсткiшi, чим вищi значення m та n).

Iнший спосiб засновано на тому, що самi цi многочлени можна
отримати [2,17] за допомогою твiрної функцiї шляхом кратного ди-
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ференцiювання за двома параметрами, один з яких вiдповiдає iнде-
ксу m, а другий — iндексу n. У цьому разi для кожного ν досить
розрахувати одну (узагальнену) iнтеґральну дужку, у якiй замiсть
Sm
ν та Sn

ν [див. фф. (14), (15)] стоять твiрнi функцiї. Результати для
iнтеґральних дужок з потрiбними значеннями m та n отримуються
за допомогою вiдшукання вiдповiдних похiдних. Цей спосiб деталь-
но описано у Ферциґера i Капера [2] для лiнеаризованого оператора
Больцмана.

Згiдно будови оператора J̃ij , як у ф. (3), iнтеґральнi дужки (16)
мають внески вiд процесiв на твердiй серцевинi та сходинках:

Bk;mn
ij;ν =

c|r,a
∑

q

Kq

ij
∑

l=1

⊙|⊕,⊖,⊗
∑

p

Bk;mn;qlp
ij;ν . (18)

Запишiмо парцiальний внесок у розгорнутому виглядi:

Bk;mn;qlp
ij;ν ≡ (σql

ij )2gij,02 (σql
ij )

γp

r

∫

dcidcjdσ̂ cjiσθ
p(cjiσ)f0

i f
0
j × (19)

×
[

Sm
ν (C2

k)C
[ν]
k − Sm

ν

(

(Cqlp
k )2

)

C
qlp[ν]
k

]

⊙Sn
ν (C2

i )C
[ν]
i .

Його найзручнiше розраховувати у системi центра мас. Тодi у виразi
(19) будуть iнтеґрування за безрозмiрними швидкiстю центра мас
G та безрозмiрною вiдносною швидкiстю g ≡

√

µ̃ij cji i вектором
взаємної орiєнтацiї σ̂ (дод. A). Проiнтеґрувати за G та орiєнтацiєю
одиничного вектора ĝ ≡ g/g досить просто, а кiнцевi вирази для
iнтеґральних дужок являють собою лiнiйнi комбiнацiї характерних

iнтеґралiв за модулем g та взаємною просторовою орiєнтацiєю σ̂
частинок. Деталi розрахунку величин (19) наведено у додатку A.

Означення функцiй розсiяння. Процес розсiяння двох части-
нок з плавним потенцiалом взаємодiї, який є основною мiжмолеку-
лярною подiєю в кiнетичнiй теорiї Больцмана, не може бути розби-
тий на окремi складовi. Можна лише говорити про окремi фази цього
єдиного процесу. Ще в бiльшiй мiрi так можна сказати про зiткнен-
ня двох твердих кульок — основну молекулярну подiю в кiнетичнiй
теорiї Енскога. Тут навiть окремих фаз процесу не можна видiлити
через його миттєвiсть.

Однак, iнтеґрал зiткнень кiнетичної теорiї систем з БС потенцi-
алом — це просто сума внескiв вiд процесiв на твердiй серцевинi та
окремо взятих сходинках.1 Тому й функцiї розсiяння, через якi ниж-

1Послiдовнi процеси на двох i бiльше сусiднiх сходинках теорiя не враховує
[6–8, 12, 13, 16].
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че виражено iнтеґральнi дужки, є сумами (об’єднаннями) внескiв вiд
окремих процесiв.

Спочатку ми наведемо означення парцiальних функцiй розсiя-
ння, тобто, внескiв вiд окремого процесу на однiй сходинцi. Потiм
— явнi вирази для iнтеґральних дужок в термiнах об’єднань омега-
iнтеґралiв, котрi стосуються всього БС потенцiала. I наостанок — яв-
нi вирази для характерних об’єднань парцiальних омега-iнтеґралiв.

Iнтеґрал за σ̂ називають транспортним перерiзом розсiяння:

Q
(s)qlp
ij (g) ≡ (σql

ij )2
∫

dσ̂ θp(ĝ·σ̂) (ĝ·σ̂)
[

1−
(gqlp

g
cos[χqlp

ij (σ̂, g)]
)s ]

, (20)

де χqlp
ij (σ̂, g) — кут мiж g i g

qlp (кут розсiяння на сходинцi {q, l}
у процесi p), який залежить також вiд висоти сходинки ǫqlij . Q

(s)qlp
ij

залежить лише вiд модуля g вiдносної швидкости. Для процесiв ⊙ i ⊗
вiдношення gqlp/g перетворюється в 1 i вираз набуває стаднартного
вигляду, вiдомого з кiнетичних теорiй Больмана й Енскога. Вираз
для Q

(s)qlp
ij можна подати у звичнiшому виглядi [1,2,14], перейшовши

до iнтеґрування за прицiльним параметром b:

Q
(s)qlp
ij (g) ≡ 2π

∫

db b
[

1 −
(gqlp

g
cos[χij(b, g)]

)s ]

, (21)

де 2π походить вiд iнтеґрування за азимутальним кутом, а межi iн-
теґрування для конкретних q, l i p можна визначити з умов, що на-
кладаються функцiями θp у ф. (20).

Для процесiв ⊕ та ⊖ обов’язково gqlp 6= g, тому виникає новий

тип транспортного перерiзу розсiяння, що не мiстить косинуса (див.
дод. A):

Q̄
(s)qlp
ij (g)

∣

∣

∣

p={⊕;⊖}
≡ (σql

ij )2
∫

dσ̂ θp(ĝ ·σ̂) (ĝ ·σ̂)
[

1 −
(gqlp

g

)s ]

, (22)

де iндекс s набуває лише парних додатнiх значень. У кiнетичних тео-
рiях Больмана й Енскога його немає. Рiзниця в прямокутних дужках
не залежить вiд σ̂ (дод. B) i виноситься за iнтеґрал. Через вiдсутнiсть
косинуса такий транспортний перерiз будемо називати виродженим.
Деталi й результати обчислень введених перерiзiв розсiяння подано
у додатку B, фф. (45)–(49).

Iнтеґрали за g називають омега-iнтеґралами [1, 2, 14]:

Ω
(s,r)qlp
ij (T k0) ≡

(kBT
k0

2πµij

)1/2
∫ ∞

0

dg e−g2

g2r+3 Q
(s)qlp
ij (g). (23)
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Як видно, це непарнi за g моменти вiд транспортних перерiзiв роз-
сiяння. Таке саме означення приймаємо i для iнтеґралiв з Q̄

(s)qlp
ij ,

якi позначаємо Ω̄
(s,r)qlp
ij (T k0) i називатимемо виродженими омега-

iнтеґралами. Перший верхнiй iндекс s в позначеннi вказує на степiнь
другого внеску рiзницi у величинах Q

(s)qlp
ij та Q̄

(s)qlp
ij , а другий r —

на степiнь модуля g вiдносної швидкости.
Вiдповiдно до будови лiнеаризованого оператора зiткнень (3) зви-

чайнi парцiальнi омега-iнтеґрали Ω
(s,r)qlp
ij (T k0) утворюють характер-

ну комбiнацiю2

Ω
(s,r)
ij (T k0) ≡ gij,02 (σc1

ij )+
r

Ω
(s,r)c1⊙
ij +

r,a
∑

q

Kq

ij
∑

l=1

gij,02 (σql
ij )q

r
× (24)

×
{

Ω
(s,r)ql⊕
ij + eǭ

ql

ijΩ
(s,r)ql⊖
ij + eǭ

ql

ijΩ
(s,r)ql⊗
ij

}

,

яка мiстить внесок вiд зiткнення на твердiй серцевинi та внески вiд
усiх процесiв на сходинках. Об’єднання вироджених омега-iнтеґралiв
мiстить внески лише вiд процесiв ⊕ та ⊖:

Ω̄
(s,r)
ij (T k0) ≡

r,a
∑

q

Kq

ij
∑

l=1

gij,02 (σql
ij )q

r

{

Ω̄
(s,r)ql⊕
ij + eǭ

ql

ij Ω̄
(s,r)ql⊖
ij

}

. (25)

Виникає ще третiй тип об’єднання, який будемо називати комбiно-

ваним:

Ω̃
(s,r)
ij (T k0) ≡

r,a
∑

q

Kq

ij
∑

l=1

gij,02 (σql
ij )q

r
ǭqlij

{

Ω
(s,r)ql⊕
ij − eǭ

ql

ijΩ
(s,r)ql⊖
ij

}

. (26)

Назва зумовлена тим, що тут входять звичайнi парцiальнi омега-
iнтеґрали, але лише вiд процесiв ⊕ та ⊖, якi додатково домножую-
ться на висоту сходинки.

Результати для цих величин подано нижче [див. фф. (28)–(33)].
Деталi розрахунку усiх парцiальних омега-iнтеґралiв подано у дода-
тку C.

Результати для iнтеґральних дужок. Як вже зазначалося, iн-
теґральнi дужки як дiагонального B′;mn

ij;ν , так i недiагонального B′′;mn
ij;ν ,

2На вiдмiну вiд кiнетичної теорiї Енскога [1,2], тут i нижче в означення “повни-
х” омега-iнтеґралiв (що стосуються всього БС потенцiала) введено множниками
значення парної функцiї розподiлу в точках розриву потенцiала.
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типу є лiнiйними комбiнацiями наведених вище об’єднань Ω
(s,r)
ij ,

Ω̄
(s,r)
ij та Ω̃

(s,r)
ij . Для дiагональних iнтеґральних дужок отримано такi

результати:

B′;00
ij;3/2 = 8ninjMj Ω

(11)
ij ,

B′;01
ij;3/2 = 8ninjM

2
j

[

5
2Ω

(11)
ij − Ω

(12)
ij

]

,

B′;10
ij;3/2 = 8ninjM

2
j

[

5
2Ω

(11)
ij − Ω

(12)
ij − Ω̃

(11)
ij

]

,

B′;11
ij;3/2 = 8ninjM

3
j

[

(254 + 15
2 m2

i/j)Ω
(11)
ij − 5Ω

(12)
ij + Ω

(13)
ij + 2mi/jΩ

(22)
ij −

− 5
2 Ω̃

(11)
ij + Ω̃

(12)
ij + 7

2mi/jΩ̄
(22)
ij

]

;

B′;00
ij;5/2 = 8ninjM

2
j

[

10
3 mi/jΩ

(11)
ij + Ω

(22)
ij − 1

3 Ω̄
(22)
ij

]

;

B′;0n
ij;1/2 = 0, n = 0, 1, 2, . . . ,

B′;10
ij;1/2 = 0,

B′;11
ij;1/2 = 8ninjM

2
j

[

2mi/jΩ
(11)
ij + Ω̄

(22)
ij

]

,

B′;12
ij;1/2 = 8ninjM

3
j

[

10mi/jΩ
(11)
ij − 4mi/jΩ

(12)
ij + 5Ω̄

(22)
ij − Ω̄

(23)
ij

]

,

B′;20
ij;1/2 = 0,

B′;21
ij;1/2 = 8ninjM

3
j

[

10mi/jΩ
(11)
ij − 4mi/jΩ

(12)
ij − 4mi/jΩ̃

(11)
ij − Ω̄

(43)
ij

]

,

B′;22
ij;1/2 = 8ninjM

4
j

[

(50mi/j+ 20m3
i/j)Ω

(11)
ij −40mi/jΩ

(12)
ij +8mi/jΩ

(13)
ij +

+ 8m2
i/jΩ

(22)
ij − 20mi/jΩ̃

(11)
ij + 8mi/jΩ̃

(12)
ij −

− (25 + 14m2
i/j)Ω̄

(22)
ij + 5Ω̄

(23)
ij − 5Ω̄

(43)
ij + Ω̄

(44)
ij

]

.

Для недiагональних дужок отримано такi результати:

B′′;00
ij;3/2 = 8ninj

√

MiMj

[

−Ω
(11)
ij

]

,

B′′;01
ij;3/2 = 8ninj

√

MiM3
j

[

− 5
2Ω

(11)
ij + Ω

(12)
ij

]

,

B′′;10
ij;3/2 = 8ninj

√

M3
i Mj

[

− 5
2Ω

(11)
ij + Ω

(12)
ij + Ω̃

(11)
ij

]

,

B′′;11
ij;3/2 = 8ninj

√

M3
i M

3
j

[

− 55
4 Ω

(11)
ij + 5Ω

(12)
ij − Ω

(13)
ij + 2Ω

(22)
ij +

+ 5
2 Ω̃

(11)
ij − Ω̃

(12)
ij + 7

2 Ω̄
(22)
ij

]

;
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B′′;00
ij;5/2 = 8ninjMiMj

[

− 10
3 Ω

(11)
ij + Ω

(22)
ij − 1

3 Ω̄
(22)
ij

]

;

B′′;0n
ij;1/2 = 0, n = 0, 1, 2, . . . ,

B′′;10
ij;1/2 = 0,

B′′;11
ij;1/2 = 8ninjMiMj

[

−2Ω
(11)
ij + Ω̄

(22)
ij

]

,

B′′;12
ij;1/2 = 8ninjMiM

2
j

[

−10Ω
(11)
ij + 4Ω

(12)
ij + 5Ω̄

(22)
ij − Ω̄

(23)
ij

]

,

B′′;20
ij;1/2 = 0,

B′′;21
ij;1/2 = 8ninjM

2
i Mj

[

−10Ω
(11)
ij + 4Ω

(12)
ij + 4Ω̃

(11)
ij − Ω̄

(43)
ij

]

,

B′′;22
ij;1/2 = 8ninjM

2
i M

2
j

[

−70Ω
(11)
ij + 40Ω

(12)
ij − 8Ω

(13)
ij + 8Ω

(22)
ij +

+ 20Ω̃
(11)
ij − 8Ω̃

(12)
ij −

− 39Ω̄
(22)
ij + 5Ω̄

(23)
ij − 5Ω̄

(43)
ij + Ω̄

(44)
ij

]

.

Тут, у порiвняннi з формулами для загального випадку (дод. B),
взято до уваги, що комбiнацiї вироджених омега-iнтеґралiв Ω̄

(2,1)
ij i

Ω̄
(4,2)
ij перетворюються в нуль, фф. (30), (31). З отриманих виразiв

можна одержати, як частковий випадок, вiдповiднi результати для
односортної системи з БС потенцiалом, а також M -сортнi результати
для прямокутної ями i твердих кульок [18].

Ще варто звернути увагу, що завдяки незавершеностi парних
процесiв ⊕ та ⊖ наведенi iнтеґральнi дужки не задовольняють спiв-
вiдношення симетрiї, тобто, Bk;nm

ij;ν 6= Bk;mn
ij;ν , хоч для дужок больцма-

нiвського чи енскогiвського лiнеаризованого оператора зiткнень має
мiсце рiвнiсть.

Результати для об’єднань омега-iнтеґралiв. Кiнцевi вирази
для потрiбних нам транспортних перерiзiв розсiяння та омега-iнтеґ-
ралiв, що стосуються окремих процесiв, наведено у додатках B та C.
За їх допомогою наведiмо тут результати для об’єднань звичайних
(24), вироджених (25) та комбiнованих (26) омега-iнтеґралiв. Вони
виглядають подiбно, тому їх зручно подати за допомогою такої ха-
рактерної конструкцiї [13]:

Λij
n;αcαq

[Ξ(ǭij)] ≡ αc(σ
c1
ij )ngij2 (σc1

ij )+
r

+

r,a
∑

q

Kq

ij
∑

l

αq(σql
ij )ngij2 (σql

ij )q
r

Ξ(ǭqlij),

(27)
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де для наведених нижче виразiв перший параметр n = 2, наступний
набуває значень αc = {0; 1} i αq = 1. Вони визначають степiнь σql

ij ,
наявнiсть внеску вiд твердої серцевини та вiд сходинок. В арґументi
функцiї Ξ в самiй конструкцiї не вказуємо верхнiх iндексiв бiля ǭij
тому, що за ними проводиться пiдсумовування.

Для звичайних омега-iнтеґралiв отримано такi результати:

Ω





(1,1)
(1,2)
(1,3)
(2,2)





ij =
(kBT

k0

2πµij

)1/2









1
3
12
2









π Λij
2;11

[

Φ





(1,1)
(1,2)
(1,3)
(2,2)





Ω (ǭij)
]

. (28)

Їх записано для 4-х пар iндескiв так, що позицiї першої пари у лiвiй
частинi вiдповiдають першi позицiї у високих прямокутних дужках
у правiй частинi, другiй — другi i т.д. Всi омега-iнтеґрали мiстять
внески вiд твердої серцевини (перша з двох одиниць бiля Λij

2;11), а
характернi функцiї мають вигляд:

Φ





(1,1)
(1,2)
(1,3)
(2,2)





Ω (ǭ) ≡













eǭ − 1
2 ǭ− 1

2 ǭ e
1
2 ǭK1

(

1
2 ǭ
)

eǭ − 1
2 ǭ− 1

6 ǭ
2 − 1

2 ǭ e
1
2 ǭ
[

K1

(

1
2 ǭ
)

+ 1
6 ǭK0

(

1
2 ǭ
)]

eǭ − 1
2 ǭ− 1

4 ǭ
2 − 1

24 ǭ
3 −

− 1
2 ǭ e

1
2 ǭ
[

(1 + 1
24 ǭ

2)K1

(

1
2 ǭ
)

+ 5
24 ǭK0

(

1
2 ǭ
)]

eǭ − 1
2 ǭ + 1

4 ǭ
2 − 1

2 ǭ e
1
2 ǭK1

(

1
2 ǭ
)













,

(29)
де Kν(z) — модифiкована функцiя Бесселя другого роду [17], див.
дод. D. Зауважмо, що цiлочисельнi коефiцiєнти у високих прямо-
кутних дужках ф. (28) такi самi, як у випадку моделi твердих ку-
льок [1, 2].

Результати для вироджених омега-iнтеґралiв Ω̄
(2,r)
ij

∣

∣

r={1;2;3}
i

Ω̄
(4,r)
ij

∣

∣

r={2;3;4}
можна подати за допомогою подiбної формули, яка,

однак, не мiстить внеску вiд твердої серцевини (iндекс 0 в Λij
2;01):

Ω̄
(s,r)
ij =

(kBT
k0

2πµij

)1/2

π Λij
2;01

[

Φ̄
(s,r)
Ω (ǭij)

]

, (30)

де потрiбнi нам функцiї дорiвнюють:

Φ̄

[

(2,1)
(2,2)
(2,3)

]

Ω (ǭ) ≡





0
1
2 ǭ

2

2ǭ2 + 1
2 ǭ

3



 , Φ̄

[

(4,2)
(4,3)
(4,4)

]

Ω (ǭ) ≡





0
2ǭ2 + 1

2 ǭ
3

12ǭ2 + 4ǭ3 + 1
2 ǭ

4



 .

(31)
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На вiдмiну вiд попереднього випадку, тут характернi функцiї для
вироджених омега-iнтеґралiв є многочленами.

Для комбiнованих омега-iнтеґралiв Ω̃
(1,r)
ij

∣

∣

r={1;2}
результат вигля-

дає так само, як ф. (30):

Ω̃
(1,r)
ij =

(kBT
k0

2πµij

)1/2

π Λij
2;01

[

Φ̃
(1,r)
Ω (ǭij)

]

, (32)

у якiй в арґументi конструкцiї Λij
2;01 треба пiдставити такi функцiї:

Φ̃

[

(1,1)
(1,2)

]

Ω (ǭ) ≡
[− 1

2 ǭ
2

− 3
2 ǭ

2 − 1
2 ǭ

3 + 1
4 ǭ

3e
1
2 ǭK1

(

1
2 ǭ
)

]

. (33)

У фф. (28)–(33) об’єднання омега-iнтеґралiв записано у виглядi
явних функцiй вiд параметрiв БС потенцiла. Таким чином, вони за-
дають iнтеґральнi дужки, наведенi на сс. 11–12, як функцiї висот

сходинок, їхнiх розташувань i температури. Далi дужки викори-
стовуються як матричнi коефiцiєнти для вiдшукання поправок пер-
шого порядку до одночастинкових функцiй розподiлу в наближеннi
перших многочленiв Сонiна-Ляґера.

З цих результатiв можна отримати вiдомi частковi випадки: для
односортного випадку БС потенцiала, а також для сумiшi та одно-
сортної системи частинок з потенцiалом прямокутної ями. У лiтера-
турi [3,5,6,8,9,12] наведено лише кiнцевi формули для iнтеґральних
дужок, якi отримуються вiд додавання вiдповiдних омега-iнтеґралiв
за формулами, подiбними до наведених на сс. 11–12. Тому нашi ре-
зультати, будучи вираженi через функцiї розсiяння, мають ту пере-
вагу, що повнiше розкривають внутрiшню структуру iнтеґральних
дужок.

4. Висновки

Ми розглянули лiнеаризовану кiнетичну теорiю для густої газової су-
мiшi з багатосходинковою взаємодiєю мiж частинками, яка отримує-
ться з вiдповiдної нелiнiйної теорiї [13,15,16]. Основну увагу зверну-
то на лiнiйнi iнтеґральнi рiвняння для поправок першого порядку до
одночастинкових функцiй розподiлу, якi в найнижчих наближеннях
за многочленами Сонiна-Ляґера зведено до систем лiнiйних алґебри-
чних рiвнянь. Коефiцiєнти останнiх — iнтеґральнi дужки — вираже-
но через вiдповiднi, i широко вживанi в кiнетичнiй теорiї [1, 2, 14],
функцiї розсiяння (омега-iнтеґрали).
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Кiнцевi вирази для усiх необхiдних функцiй розсiяння одержано
в аналiтичному виглядi. У порiвняннi з випадками кiнетичних тео-
рiй Больцмана чи Енскога виявлено несиметричнiсть iнтеґральних
дужок, а також появу нових типiв омега-iнтеґралiв, пов’язану iз змi-
ною модуля вiдносної швидкости двох частинок у парних процесах
опускання i пiдйому на сходинках.

Отриманi результати заповнюють ранiше зоставленi прогалини в
кiнетичних теорiях густих систем з розривними потенцiалами (пря-
мокутної ями i багатосходинкової функцiї) i можуть вiдiгравати роль
кращого впорядкування вiдомостей iз цих теорiй. Особливо заслуго-
вують уваги, на наш погляд, явнi залежностi омега-iнтеґралiв вiд
висот сходинок та вiд температури.

Наведенi спiввiдношення дають змогу безпосередньо розрахову-
вати коефiцiєнти переносу як модельних, так i реальних, густих га-
зових сумiшей, враховуючи явно притягання мiж молекулами.

A. Розрахунок iнтеґральних дужок

Тут послiдовно описано розрахунок матричних елементiв лiнеари-
зованого оператора зiткнень, побудованих на наборах многочленiв
Сонiна-Ляґера {Sν}.

В наближеннях 2-х, 1-го, 3-х i 2-х многочленiв для функцiй {A,B,

H,E}, ф. (10), нам потрiбнi парцiальнi iнтеґральнi дужки Bk;mn;qlp
ij;ν ,

ф. (19), з такими значеннями iндексiв ν, m та n:

ν = 3
2 : m,n = {0; 1}, ν = 5

2 : m,n = {0}, ν = 1
2 : m,n = {0; 1; 2}.

Разом це 28 величин. Через таку кiлькiсть ми лише опишемо по-
слiдовнiсть дiй, необхiдних для того, щоб виразити їх через омега-
iнтеґрали. Розрахунок можна розбити на три окремi етапи: пiдго-
товчий, проведення iнтеґрувань i формування омега-iнтеґралiв. Ми
спочатку наводимо загальний опис розрахункiв, а потiм iлюструємо
його на конкретному прикладi.

A.1. Загальний опис розрахунку

Перетворення проводиться у системi центра мас. Перейдiмо пiд iн-
теґралом у ф. (19) до безрозмiрних швидкости центра мас G ≡
m̃

1/2
i+j

[

Mici + Mjcj

]

та вiдносної швидкости g ≡ µ̃
1/2
ij

[

cj − ci

]

за до-
помогою спiввiдношень:

ci = m̃
−1/2
i+j G −Mjµ̃

−1/2
ij g, cj = m̃

−1/2
i+j G + Miµ̃

−1/2
ij g,
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де m̃i+j ≡ (mi + mj)/(2kBT
k0), µ̃ij ≡ µij/(2kBT

k0), Mk ≡ mk/(mi +
mj) iз k = {i; j} та µij ≡ mimj/(mi + mj) — зведена маса. Якобiан

переходу дорiвнює m̃
−3/2
i+j µ̃

−3/2
ij i ми отримуємо:

Bk;mn;qlp
ij;ν = − (σql

ij )2gij,02 (σql
ij )

γp

r ninjπ
−3µ̃

−1/2
ij × (34)

×
∫

dG dg dσ̂ gσ θ
p(gσ) e−G2−g2 ×

×
[

Sm
ν ([Cqlp

k ]2)C
qlp[ν]
k ⊙Sn

ν (C2
i )C

[ν]
i − Sm

ν (C2
k)C

[ν]
k ⊙Sn

ν (C2
i )C

[ν]
i

]

.

Етап 1. Формування виразiв для перетворень. Iнтеґральнi
дужки можна шукати у загальному випадку, не конкретизуючи, чи
це дужки дiагонального типу (k = ′), чи недiагонального (k = ′′).
Для цього Ck записуємо у такiй формi:

Ck = αG + βg, де (α, β) =

{

(M
1/2
i , −M

1/2
j ), k = ′,

(M
1/2
j ,M

1/2
i ), k = ′′.

(35)

Загальнi коефiцiєнти α i β охоплюють обидва випадки для k й будуть
конкретизованi наприкiнцi. Цiлком подiбно

C
qlp
k = αG + βgqlp, (36)

де α i β тi ж самi, що й вище.
Зуважмо, що функцiональна форма першого i другого доданкiв у

прямокутних дужках ф. (34) однакова. Вираз для Ck можна отрима-
ти з виразу для C

qlp
k , замiнивши g

qlp на g, тому досить перетворити
не всю ф. (34), а лише внесок iз C

qlp
k . Доданок iз Ck завжди мож-

на вiдтворити, пiдставивши g на мiсце g
qlp. Отже, будемо шукати

такий iнтеґрал:
∫

dG dg dσ̂ gσ θ
p(gσ) e−G2−g2

Sm
ν ([Cqlp

k ]2)C
qlp[ν]
k ⊙ Sn

ν (C2
i )C

[ν]
i , (37)

де, згiдно ф. (35) для Ci (k = ′), маємо:

Ci = MG −mg. (38)

Тут тимчасово позначено M ≡ M
1/2
i та m ≡ M

1/2
j . У ф. (37) скалярнi

добутки для рiзних ν дорiвнюють:

ν = 3
2 : Sm

3/2([Cqlp
k ]2)Cqlp

k · Sn
3/2(C2

i )Ci;

ν = 5
2 : Sm

5/2([Cqlp
k ]2)[Cqlp

k ]◦[Cqlp
k ] : Sn

5/2(C2
i )C◦

iCi;

ν = 1
2 : Sm

1/2([Cqlp
k ]2) × Sn

1/2(C2
i ).
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Подальшi алґебричнi перетворення полягають у тому, що у цих
добутках виражаємо C

qlp
k та Ci через G, g та g

qlp за допомогою
фф. (36) та (38) i перемножуємо. Для кожного ν i пари (m,n) отри-
маємо набiр доданкiв, кожен iз яких може мiстити парнi степенi G, g
та gqlp, а також скалярнi добутки вiдповiдних векторiв: G · g, G · gqlp

i g ·gqlp. Серед цих доданкiв можна вiдкинути тi, що не мiстять g
qlp,

бо вони взаємно знищаться зi своїми вiдповiдниками вiд внеску, що
походить вiд Ck у ф. (34). Тi доданки, що залишились, треба проiн-
теґрувати за G, g i σ̂.

Етап 2. Iнтеґрування за Ĝ та G. При iнтеґруваннi за Ĝ доданки,
непарнi вiдносно вектора G, перетворюються в нуль, тому їх вiдки-
даємо. Для парних степенiв використовуємо формули:

∫

dĜ
[

1
GG

]

= 4π

[

1
1
3G2

I

]

,

∫

dĜ (g · G)2 GG = 4π × 1
15 G

4[ g2I + 2gg ].

Останнiй iнтеґрал зустрiчається лише в одному випадку iз ν = 1/2,
(m,n) = (2, 2). Спiльний множник 4π виносимо. Iнтеґрування за мо-
дулем G зводиться до гамма-функцiї:

∫ ∞

0

dG e−G2Gk = 1
2Γ(k+1

2 ).

Досi описанi перетворення нiяк не зв’язанi з динамiкою парного
зiткнення, а визначаються комбiнацiями многочленiв Sν . Пiсля iнте-
ґрувань у виразах залишаються доданки, що мiстять степенi скаляр-
ного добутку g · gqlp або степенi квадрата (gqlp)2. Останнi важливi
лише для процесiв ⊕ та ⊖. Для ⊙ i ⊗ має мiсце gqlp = g, тому вiдпо-
вiднi внески iз (gqlp)2 вiдкидаємо.

Етап 3. Вираження через функцiї розсiяння. Запишiмо ска-
лярний добуток через кут розсiяння χqlp

ij :

g ·gqlp = ggqlp cosχqlp
ij (σ̂, g).

Далi з кожного доданка вiдтворюємо вiдповiдний внесок, що похо-
дить вiд вiд’ємника з Ck у прямокутних дужках ф. (34), пiдставивши
g замiсть gqlp i 1 замiсть cosχqlp

ij .
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Для процесiв ⊙ та ⊗ одержимо звичнi в кiнетичних теорiях Боль-
цмана чи Енскога [1,2,14] конструкцiї

[

1− cossχqlp
ij

]

. Для процесiв ⊕
та ⊖ завдяки gqlp 6= g бiля косинуса з’являється вiдношення gqlp/g,
тому отримуються конструкцiї

[

1 −
(

(gqlp/g) cosχqlp
ij

)s]
, характернi

для незавершених траєкторiй розсiяння.
На цьому етапi залишилися iнтеґрування за g та σ̂. У додатку B

показано, що результати iнтеґрування будь-якого доданка за σ̂ не

залежать вiд орiєнтацiї ĝ, а лише вiд модуля g. Тодi iнтеґрування
будь-якого доданка за ĝ (проведене пiсля iнтеґрування за σ̂) дасть
4π. Таким чином усi внески зводяться до послiдовних iнтеґрувань за
взаємною орiєнтацiєю σ̂ частинок [транспортних перерiзiв розсiяння,
ф. (20) i (22)] i за модулем вiдносної швидкости g [омега-iнтеґралiв,
ф. (23)].

A.2. Розрахунок Bk;00;qlp
ij;5/2

Проiлюструймо описанi етапи на прикладi розрахунку матричних
елементiв для ν = 5/2. Тут ми обмежуємося лише нульовим мно-
гочленом S0

5/2(C2) = 1, тому необхiдно розгляднути iнтеґрування у

ф. (37) для [Cqlp
k ]◦[Cqlp

k ] : C◦
iCi.

Етап 1. Згортка тензорiв дає:

[Cp
k]◦[Cp

k] : C◦
iCi = (Cp

k ·Ci)
2 − 1

3 [Cp
k]2C2

i ,

тут i нижче з верхнiх iндексiв qlp залишено лише останнiй — iндекс
процесу. З фф. (36) i (38) легко знаходимо, що

C
p
k ·Ci = αMG2 − αmG ·g + βMG ·gp − βmg ·gp,

[Cp
k]2 = α2G2 + β2g2 + 2αβG ·gp,

C2
i = M2G2 + m2g2 − 2MmG ·g.

Пiдставивши цi вирази у попередню формулу, отримаємо:

[Cp
k]◦[Cp

k] : C◦
iCi = 2

3α
2M2G4 − 1

3α
2m2G2g2 − 1

3β
2M2G2gp2 −

− 1
3β

2m2g2gp2 + α2m2(G ·g)2 + β2M2(G ·gp)2 −
− 2

3αβMm(G ·g)(G ·gp) − 2αβMm(g ·gp) + β2m2(g ·gp)2 + [. . .].

де gp2 ≡ [gp]2, а через [. . .] позначено внески, непарнi за G. 1-й, 2-й i 5-
й доданки не мiстять g

p, тому їх вiдкидаємо. Решту треба пiдставити
у ф. (37) i проiнтеґрувати за швидкостями.
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Етап 2. Iнтеґрування попереднього виразу за Ĝ дає:

4π
{

− 1
3β

2m2g2gp2 − 20
9 αβMmG2(g ·gp) + β2m2(g ·gp)2

}

.

Iнтеґруючи за G, отримуємо:

4π 1
2Γ(32 )

{

− 1
3β

2m2g2gp2 − 10
3 αβMmggpcosχp

ij + β2m2g2gp2cos2χp
ij

}

,

де (g ·gp) виражено через cosχp
ij .

Етап 3. З попереднього виразу вiдтворюємо внесок, що походить
вiд доданка iз Ck у прямокутних дужках ф. (34), пiдставивши g

замiсть g
p i 1 замiсть cosχp

ij . Тодi одержимо:

− 4π 1
2Γ(32 )

{

− 1
3β

2m2g4
[

1 − (gp/g)2
]

−

− 10
3 αβMmg2

[

1 − (gp/g) cosχp
ij

]

+ β2m2g4
[

1 −
(

(gp/g) cosχp
ij

)2]
}

.

Iнтеґрування за ĝ (пiсля проведеного iнтеґрування за σ̂) дає 4π i
тодi коефiцiєнт перед фiгурними дужками остаточно дорiвнює 4π5/2.
Iнтеґрали за σ̂ та g вiд цих виразiв утворюють величини (20) чи (22)
та (23) i ми отримуємо 5-й за порядком матричний елемент, поданий
у §A.3.

A.3. Результати для iнтеґральних дужок

Остаточнi вирази мають такий загальний вигляд [13]:

Bk;mn;qlp
ij;ν = 8ninj

[

. . .
]

,

де [. . .] позначає суми парцiальних омега-iнтеґралiв Ω
(s,r)qlp
ij . Нижче

ми подаємо результати для цих сум, де до кожного омега-iнтеґрала
треба дописати верхнi iндекси qlp. Наводимо суми для 4-х матричних
елементiв з iндексом ν = 3/2, для 1-го з ν = 5/2 i для 6-ти ненульових
з iндексом ν = 1/2:

Bk;00;qlp
ij;3/2 : βm

[

−Ω
(11)
ij

]

,

Bk;01;qlp
ij;3/2 : βm3

[

− 5
2Ω

(11)
ij + Ω

(12)
ij

]

,

Bk;10;qlp
ij;3/2 : β3m

[

− 5
2Ω

(11)
ij + Ω

(12)
ij + pǭΩ

(11)
ij − 5

2φΩ̄
(21)
ij

]

,

Bk;11;qlp
ij;3/2 : β3m3

[

−(254 + 15
2 φ

2)Ω
(11)
ij + 5Ω

(12)
ij − Ω

(13)
ij + 2φΩ

(22)
ij +
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+ pǭ
(

5
2Ω

(11)
ij − Ω

(12)
ij

)

− 25
4 φΩ̄

(21)
ij + 7

2φΩ̄
(22)
ij

]

;

Bk;00;qlp
ij;5/2 : β2m2

[

− 10
3 φΩ

(11)
ij + Ω

(22)
ij − 1

3 Ω̄
(22)
ij

]

;

Bk;0n;qlp
ij;1/2 : 0, n = 0, 1, 2, . . . ,

Bk;10;qlp
ij;1/2 : β2

[

−Ω̄
(21)
ij

]

,

Bk;11;qlp
ij;1/2 : β2m2

[

−2φΩ
(11)
ij − 3

2 Ω̄
(21)
ij + Ω̄

(22)
ij

]

,

Bk;12;qlp
ij;1/2 : β2m4

[

−10φΩ
(11)
ij + 4φΩ

(12)
ij − 15

4 Ω
(21)
ij + 5Ω̄

(22)
ij − Ω̄

(23)
ij

]

,

Bk;20;qlp
ij;1/2 : β4

[

−5Ω̄
(21)
ij + Ω̄

(42)
ij

]

,

Bk;21;qlp
ij;1/2 : β4m2

[

−10φΩ
(11)
ij + 4φΩ

(12)
ij + 4φpǭΩ

(11)
ij −

− (152 + 5φ2)Ω̄
(21)
ij + 3

2 Ω̄
(42)
ij − Ω̄

(43)
ij

]

,

Bk;22;qlp
ij;1/2 : β4m4

[

−(50φ + 20φ3)Ω
(11)
ij + 40φΩ

(12)
ij − 8φΩ

(13)
ij + 8φ2Ω

(22)
ij +

+ 20φpǭΩ
(11)
ij − 8φpǭΩ

(12)
ij − 25(34 + φ2)Ω̄

(21)
ij −

− (25 + 14φ2)Ω̄
(22)
ij + 5Ω̄

(23)
ij + 15

4 Ω̄
(42)
ij − 5Ω̄

(43)
ij + Ω̄

(44)
ij

]

.

Щоб одержати вирази для дiагональних iнтеґральних дужок k = ′,
треба пiдставити φ = −mi/j , а для недiагольних — φ = 1.

В основному текстi на сс. 11–12 наведено дiагональнi та недi-
агональнi iнтеґральнi дужки, що стосуються всього БС потенцiа-
ла. Їх отримано, додавши внески вiд кожного можливого процесу
p на кожнiй сходинцi q. Враховано, що сумарнi виродженi омега-
iнтеґрали Ω̄

(22)
ij i Ω̄

(42)
ij , знайденi за ф. (25), перетворюються в нуль,

див. фф. (30) i (31).
Зауважмо також, що наведенi вирази вiдрiзняються вiд поданих

ранiше [13] завдяки тому, що тут ми прийняли методологiчно пра-

вильнi означення для транспортних перерiзiв розсiяння (20) та (22),
якi мiстять вiдношення gqlp/g. Вiдмiннiсть проявляється лише в до-
данках типу Ω̄ та Ω̃.

B. Транспортнi перерiзи розсiяння

Тут подано детальний розрахунок звичайних Q
(s)qlp
ij |s={1;2} та ви-

роджених Q̄
(s)qlp
ij |s={2;4} транспортних перерiзiв, заданих фф. (20) i

(22).
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Спочатку зробiмо зауваження стосовно природи транспортних
перерiзiв розсiяння. Головна характеристика парного завершеного3

зiткнення частинок i та j — це кут розсiянння χij(b, g), який зале-
жить вiд прицiльного параметра b та модуля g вiдносної швидкости.
Як вiдомо [1, 2, 14], величина g при завершеному зiткненнi не змi-
нюється: g′ = g. Транспортнi перерiзи — це iнтеґральнi характери-
стики процесу розсiяння, свого роду “моменти” вiд cosχij вигляду
[1 − (cosχij)

s], див. [1, 2, 14]. Через те, що модуль вiдносної швид-
кости в процесах ⊕ та ⊖ на сходинках БС потенцiала не зберiгає-

ться gqlp 6= g, тому у ф. (20) замiсть косинуса виникає комбiнована
величина (gqlp/g) cosχqlp

ij . В той же час, вироджений транспортний
перерiз (22) [для ⊕ та ⊖] характеризує чистий ефект вiд змiни са-
мого лише модуля вiдносної швидкости тодi, як кут розсiяння χqlp

ij

не вiдiграє тут ролi.
Введiмо тепер характернi функцiї, якi використовуватимемо далi.

Зокрема, функцiї θp(ĝ · σ̂) у фф. (20) i (22) задають умови настання
процесiв p = {⊙;⊕;⊖;⊗} i виражаються через сходинкову функцiю
θ(x) (яка перетворюється в 0 для x < 0 i дорiвнює 1 для x ≥ 0).
Залежнiсть θp вiд модуля g означає наступне:

θ⊙(g)=θ⊕(g) ≡ θ(g), θ⊖(g) ≡ θ(g −
√
ǭ), θ⊗(g) ≡ θ(g)θ(

√
ǭ− g),

де ǭ ≡ ǫ/(kBT
k0) — безрозмiрна висота сходинки.

Транспортнi перерiзи виражаються через свої характернi функ-
цiї, позначенi у роботi [13] як jpn та jpQm . Вони мають вигляд:

j⊙n (g)=j⊕n (g) ≡ 1
n , j⊖n (g) ≡ 1

n

[

1− v̄n
]

, j⊗n (g) ≡ 1
n

[

θ⊗(g)+θ⊖(g)v̄n
]

,
(39)

де v̄ ≡
√
ǭ/g. Важливо зауважити, що j⊗n мiстить функцiї θ⊗ i θ⊖.

Для обмiнних процесiв можна записати jpn(g)
∣

∣

{⊕;⊖}
= 1

n

[

1−δ⊖,pv̄
n
]

, де

δ⊖,p — символ Кронекера (1 для p = ⊖ i 0 для p = ⊕). У результати
для p = {⊕;⊖} входять також jpQm з парними m:

jpQ2 (g) ≡ 1
2

√

1 + pv̄2 + p 1
2 v̄

2 ln
1 +

√

1 + pv̄2

v̄
, (40)

jpQ4 (g) ≡ 1
4 (1 + pv̄2)3/2 − p 1

4 v̄
2jpQ2 (g), (41)

3Завершене зiткнення (або розсiяння) — це коли початкова вiдстань при зльотi
двох частинок i кiнцева вiдстань при їхньому розльотi набагато бiльша за хара-
ктерний радiус взаємодiї. Математично — частинки злiтаються з нескiнченности
i розлiтаються на нескiнченнiсть. Завершенi зiткнення — основнi (i єдинi) подiї в
кiнетичних теорiях Больцмана i Енскога. На противагу їм, кiнетична теорiя для
БС потенцiала моделює незавершенi розсiяння частинок з реалiстичною плав-
ною взаємодiєю за допомогою процесiв {⊕;⊖;⊗} на сходинках.
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jpQ6 (g) ≡ (1 + pv̄2)3/2[ 16 − p 1
8 v̄

2] + 1
8 v̄

4jpQ2 (g). (42)

B.1. Звичайнi транспортнi перерiзи

Iз законiв (5) для процесiв {⊙;⊗}, у яких не змiнюється модуль g
вiдносної швидкости, а лише її напрямок, знаходимо для кута розсi-
яння [1, 2]:

cosχqlp
ij

∣

∣

{⊙;⊗}
= 1 − 2t2σ,

де tσ ≡ ĝ·σ̂ — косинус кута мiж векторами g i σ̂. Оскiльки gqlp
∣

∣

{⊙;⊗}
=

g, то для рiзниць iз s = {1; 2} у прямокутних дужках ф. (20) отри-
муємо:

1−
(gqlp

g
cosχqlp

ij

)∣

∣

∣

{⊙;⊗}
= 2t2σ, 1−

(gqlp

g
cosχqlp

ij

)2∣
∣

∣

{⊙;⊗}
= 4t2σ−4t4σ.

Пiдставляючи правi частини у ф. (20) й iнтеґруючи [13], одержи-
мо:

Q
(s)qlp
ij (g)

∣

∣

{⊙;⊗}
= 2π(σql

ij )2 θp(g)

{

2jp4 (g)
4jp4 (g) − 4jp6(g)

∣

∣

∣

∣

s = 1
s = 2

}

. (43)

Для процесу ⊗ функцiю θ⊗ слiд вилучити з цiєї формули тому, що
необхiднi функцiї θp вже входять в означення j⊗n , див. ф. (39).

Вiдшукаймо тепер конструкцiї з cosχqlp
ij , що у ф. (20), для про-

цесiв {⊕;⊖}. Iз законiв (6) для них отримуємо:

g · gqlp

g2

∣

∣

∣

{⊕;⊖}
=

gqlp

g
cosχqlp

ij

∣

∣

∣

{⊕;⊖}
= 1 −

(

t2σ − tσQtσ

)

,

де Qtσ ≡
√

t2σ + pv̄2. Тодi для характерних рiзниць маємо:

1 −
(gqlp

g
cosχqlp

ij

)∣

∣

∣

{⊕;⊖}
= t2σ − tσQtσ ,

1 −
(gqlp

g
cosχqlp

ij

)2∣
∣

∣

{⊕;⊖}
= −2t4σ + (2 − pv̄2)t2σ + (2t3σ − 2tσ)Qtσ .

Правi частини пiдставляємо у ф. (20) й iнтеґруємо [13]:

Q
(s)qlp
ij (g)

∣

∣

{⊕;⊖}
= 2π(σql

ij )2 θp(g) × (44)

×
{

jp4 (g) − jpQ4 (g)

(2 − pv̄2)jp4 (g) − 2jp6 (g) − 2jpQ4 (g) + 2jpQ6 (g)

∣

∣

∣

∣

s = 1
s = 2

}

,
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де функцiї jpn та jpQm задано вище, фф. (39) i (40)–(42).
Кiнцевi вирази (43) i (44) для потрiбних нам транспортних пере-

рiзiв розсiяння можна записати явнiше:

Q
(s)c1⊙
ij (g)

∣

∣

∣

s=[ 1
2 ]

= π(σc1
ij )2 θ⊙(g)

[

1
2
3

]

, (45)

Q
(s)ql⊗
ij (g)

∣

∣

∣

s=[ 1
2 ]

= π(σql
ij )2

[

θ⊗(g) + θ⊖(g) v̄4
2
3θ

⊗(g) + θ⊖(g)
(

2v̄4 − 4
3 v̄

6
)

]

; (46)

Q
(1)qlp
ij (g)

∣

∣

∣

p={⊕,⊖}
= π(σql

ij )2 θp(g)
[

1
2 − 1

2δ⊖,pv̄
4− 1

2 (1 + pv̄2)3/2+ (47)

+ p 1
2 v̄

2jpQ2 (g)
]

,

Q
(2)qlp
ij (g)

∣

∣

∣

p={⊕,⊖}
= π(σql

ij )2 θp(g)
[

1
3 − 1

2 v̄
2 + δ⊖,p(−v̄4 + 7

6 v̄
6) − (48)

− (1 + pv̄2)3/2(13 + p 1
2 v̄

2) + (pv̄2 + 1
2 v̄

4)jpQ2 (g)
]

,

де v̄ ≡
√

ǭqlij
/

g. Явний вигляд функцiї jpQ2 у двох останнiх виразах

наведено у ф. (40).

B.2. Виродженi транспортнi перерiзи розсiяння

Наведiмо деталi розрахунку величин Q̄
(s)qlp
ij , ф. (22), для s = {2; 4}.

Iз законiв (6) для процесiв {⊕;⊖} переконуємося, що рiзницi у пря-
мокутних дужках ф. (22) не залежать вiд σ̂:

1 −
(gqlp

g

)2∣
∣

∣

{⊕;⊖}
= −p v̄2, 1 −

(gqlp

g

)4∣
∣

∣

{⊕;⊖}
= −p 2v̄2 − v̄4,

де v̄ ≡
√
ǭ/g. Тому iнтеґрування за σ̂ особливо просте i дає [13]:

∫

dσ̂ θp(ĝ ·σ̂) (ĝ ·σ̂)
∣

∣

∣

{⊕;⊖}
= πθp(g) 2jp2 (g),

де jp2 (g)|{⊕;⊖} ≡ 1
2 [1 − δ⊖,pv̄

2], ф. (39). Маючи це, легко записати
кiнцевi результати для вироджених транспортних перерiзiв:

Q̄
(s)qlp
ij (g)

∣

∣

∣

s=[ 2
4 ]

= π(σql
ij )2 θp(g)

[

−pv̄2 − δ⊖,pv̄
4

−p2v̄2 − (1 + 2δ⊖,p)v̄4 + δ⊖,pv̄
6

]

.

(49)
Вирази (46)–(49) виявляють для процесiв ⊗, ⊕ та ⊖ непросту

залежнiсть транспортних перерiзiв вiд швидкости g (як через степенi
v̄, так i через θ⊗ i θ⊖), котра насправдi вiдсутня для процесу ⊙,
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ф. (45). Те саме можна сказати про їхню температурну залежнiсть
(через ǭqlij ≡ ǫqlij/[kBT

k0]), що своєю чергою, призводить до складної
залежности коефiцiєнтiв переносу вiд температури.

Пiдсумовуючи отриманi результати (45)–(48) i (49) для транспо-
ртних перерiзiв, варто наголосити, що залежнiсть вiд вiдносної шви-
дкости g частинок реалiзується здебiльша через v̄ ≡

√
ǭ/g, а для про-

цесiв ⊗ i ⊖ — додатково через обмеження завдяки функцiям θ⊗(g) i
θ⊖(g).

C. Парцiальнi омега-iнтеґрали

C.1. Звичайнi омега-iнтеґрали

Пiдставмо одержанi вирази для транспортних перерiзiв розсiяння
(43) i (44) у ф. (23) для парцiальних омега-iнтеґралiв. Вiдповiднi
внески для необмiнних {⊙;⊗} та обмiнних {⊕;⊖} процесiв можна
виразити через характернi iнтеґрали J p

g,k[ϕ], див. ф. (61):

Ω
(s,r)qlp
ij

∣

∣

{⊙;⊗}
= ωql

ij

{

4J p
g,2r+3[jp4 ]

8J p
g,2r+3[jp4 − jp6 ]

∣

∣

∣

∣

s = 1
s = 2

}

, (50)

Ω
(s,r)qlp
ij

∣

∣

{⊕;⊖}
= ωql

ij







2J p
g,2r+3[jp4 ] − 2J p

g,2r+3[jpQ4 ]
4J p

g,2r+3[jp4− jp6 ] − 2pǭJ p
g,2r+1[jp4 ]−

− 4J p
g,2r+3[jpQ4 − jpQ6 ]

∣

∣

∣

∣

∣

∣

s = 1
s = 2







, (51)

де амплiтуда

ωql
ij ≡

(kBT
k0

2πµij

)1/2

π(σql
ij )2.

Як видно iз загальних виразiв для iнтеґральних дужок, поданих на
с. 19, нам потрiбнi парцiальнi омега-iнтеґрали з iндексами (1,1), (1,2),
(1,3) та (2,2). Для s = 1 потрiбно такi iнтеґрали:

J p
g,k[jp4 ]

∣

∣

k=5;7;9
та J p

g,k[jpQ4
∣

∣

k=5;7;9
.

Для випадку (2,2) додатково потрiбно ще J p
g,7[jp6 ] та J p

g,7[jpQ6 ]. Усi цi
iнтеґрали розраховано i подано у §D.2.

За допомогою фф. (50) i (51) одержано такi результати:

Ω
(1,1)ql
ij





⊙

⊗

⊕

⊖





= ωql
ij









1
1 − e−ǭ(1 + ǭ)
1
2

{

1 − 1
2 ǭ e

1
2 ǭK1(12 ǭ)

}

1
2

{

e−ǭ(1 + ǭ) − 1
2 ǭ e

− 1
2 ǭK1(12 ǭ)

}









,
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Ω
(1,2)ql
ij





⊙

⊗

⊕

⊖





= ωql
ij













3
3
{

1 − e−ǭ(1 + ǭ + 1
3 ǭ

2)
}

1
2

{

3 − 1
2 ǭ e

1
2 ǭ
[

(3 − 1
2 ǭ)K1(12 ǭ) + 1

2 ǭK0(12 ǭ)
]}

1
2

{

3e−ǭ(1 + ǭ + 1
3 ǭ

2) −
− 1

2 ǭ e
− 1

2 ǭ
[

(3 + 1
2 ǭ)K1(12 ǭ) + 1

2 ǭK0(12 ǭ)
]}













,

Ω
(1,3)ql
ij





⊙

⊗

⊕

⊖





= ωql
ij

















12
12

{

1 − e−ǭ(1 + ǭ + 1
2 ǭ

2 + 1
12 ǭ

3)
}

1
2

{

12 − 1
2 ǭ e

1
2 ǭ
[

(12 − 3ǭ + 1
2 ǭ

2)K1(12 ǭ) +
+ (52 ǭ− 1

2 ǭ
2)K0(12 ǭ)

]}

1
2

{

12e−ǭ(1 + ǭ + 1
2 ǭ

2 + 1
12 ǭ

3) − 1
2 ǭ e

− 1
2 ǭ ×

×
[

(12 + 3ǭ + 1
2 ǭ

2)K1(12 ǭ) + (52 ǭ + 1
2 ǭ

2)K0(12 ǭ)
]}

















,

Ω
(2,2)ql
ij





⊙

⊗

⊕

⊖





= ωql
ij









2
2
{

1 − e−ǭ(1 + ǭ)
}

1 − 1
2 ǭ− 1

2 ǭ e
1
2 ǭK1(12 ǭ)

e−ǭ(1 + 3
2 ǭ + 1

2 ǭ
2) − 1

2 ǭ e
− 1

2 ǭK1(
1
2 ǭ)









,

де слiд покласти ǭ = ǭqlij .
Бачимо, що для процесу ⊙ отримано вiдомi результати для твер-

дих кульок [1, 2, 14]. Для ⊗ вже присутня залежнiть вiд висоти схо-
динки, яка описується комбiнацiєю експоненти i вiдповiдного много-
члена; однак в границi нескiнченно високої сходинки внесок з експо-
нентою зникає i одержуємо результат для непроникної стiнки, що за
формою такий же, як для ⊙ на твердiй серцевинi. Результати для
процесiв ⊕ та ⊖ виражаються через модифiкованi функцiї Бесселя
другого роду K1(

1
2 ǭ) i K0(12 ǭ), ф. (59). Варто зауважити, що в них за-

гальний числовий коефiцiєнт у прямокутних дужках вдвiчi менший.4

Отриманi результати опосередковано через ǭ мiстять додаткову за-
лежнiсть парцiальних омега-iнтеґралiв вiд температури (основна —
коренева — походить вiд ωql

ij ).

C.2. Виродженi омега-iнтеґрали

Як i в §C.1, пiдставляючи ф. (49) для вироджених транспортних
перерiзiв Q̄

(s)qlp
ij в означення (23), отримуємо загальнi результати для

4Це походить вiд збереження нормальної складової вiдносної швидкости; у
процесах {⊙;⊗} має мiсце iнверсiя.
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парцiальних вироджених омега-iнтеґралiв:

Ω̄
(s,r)qlp
ij

∣

∣

∣

{⊕;⊖}
= ωql

ij







−pǭJ p
g,2r+1 − δ⊖,p ǭ

2J p
g,2r−1

−p2ǭJ p
g,2r+1 − (1 + 2δ⊖,p)ǭ2J p

g,2r−1+

+ δ⊖,p ǭ
3J p

g,2r−3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

s = 2
s = 4







,

(52)
де для s = 2 iндекс r ≥ 1, а для s = 4 iндекс r ≥ 2. Iнтеґрали
J p
g,k ≡ J p

g,k[ϕ = 1] зводяться до гамма-функцiй, фф. (55) i (56), i ми
одержуємо:

Ω̄
(2,r)qlp
ij = ωql

ij

{

⊕ : − 1
2 ǭΓ(r + 1),

⊖ : 1
2 ǭ Γ̃2(r + 1; ǭ) − 1

2 ǭ
2 Γ̃2(r; ǭ);

(53)

Ω̄
(4,r)qlp
ij = ωql

ij

{

⊕ : −ǭΓ(r + 1) − 1
2 ǭ

2 Γ(r),

⊖ : ǭ Γ̃2(r + 1; ǭ) − 3
2 ǭ

2 Γ̃2(r; ǭ) + 1
2 ǭ

3 Γ̃2(r − 1; ǭ).
(54)

Для кiлькох перших значень r слiдують такi кiнцевi вирази:

Ω̄
(2,1)ql [⊕

⊖ ]
ij = ωql

ij

[

− 1
2 ǭ

e−ǭ 1
2 ǭ

]

,

Ω̄
(2,2)ql [⊕

⊖ ]
ij = ωql

ij

[

−ǭ
e−ǭ(ǭ + 1

2 ǭ
2)

]

,

Ω̄
(2,3)ql [⊕

⊖ ]
ij = ωql

ij

[

−3ǭ
e−ǭ(3ǭ + 2ǭ2 + 1

2 ǭ
3)

]

;

Ω̄
(4,2)ql [⊕

⊖ ]
ij = ωql

ij

[

−2ǭ− 1
2 ǭ

2

e−ǭ(2ǭ + 1
2 ǭ

2)

]

,

Ω̄
(4,3)ql [⊕

⊖ ]
ij = ωql

ij

[

−6ǭ− ǭ2

e−ǭ(6ǭ + 3ǭ2 + 1
2 ǭ

3)

]

,

Ω̄
(4,4)ql [⊕

⊖ ]
ij = ωql

ij

[

−24ǭ− 3ǭ2

e−ǭ(24ǭ + 15ǭ2 + 4ǭ3 + 1
2 ǭ

4)

]

.

Отже, стосовно залежности вiд висоти сходинки ǭ, виродженi пар-
цiальнi омега-iнтеґрали є многочленами (для процесу ⊕) або комбi-
нацiями експоненти i многочленiв (для процесу ⊖).

D. Деякi спецфункцiї та характернi iнтеґрали

D.1. Спецiальнi функцiї

Тут повторено потрiбнi нам вiдомостi, наведенi в роботi [13].

Iнтеґральнi означення повної i неповних гамма-функцiй [17]:

Γ(z) ≡
∫ ∞

0

dt e−t tz−1, (55)
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Γ2(z;x) ≡
∫ x

0

dt e−t tz−1, Γ̃2(z;x) ≡
∫ ∞

x

dt e−t tz−1. (56)

Γ̃2 будемо називати доповненням неповної гамма-функцiї Γ2, бо

Γ2(z;x) + Γ̃2(z;x) = Γ(z).

Iнтеґруючи у фф. (56) за частинами, маємо рекурентнi формули:

Γ2(z + 1;x) = z Γ2(z;x) − e−xxz , Γ̃2(z + 1;x) = z Γ̃2(z;x) + e−xxz.

За їх допомогою, знайшовши попередньо iнтеґрали (56) для z = 1,
одержуємо для наступних цiлих z такi результати:

Γ2(z;x) = Γ(z) − e−xγ2(z;x), Γ̃2(z;x) = e−xγ2(z;x), (57)

де многочлени γ2(z;x) мають вигляд:

γ2(1;x) ≡ 1,
γ2(2;x) ≡ 1 + x,
γ2(3;x) ≡ 2 + 2x + x2,
γ2(4;x) ≡ 6 + 6x + 3x2 + x3,
γ2(5;x) ≡ 24 + 24x + 12x2 + 4x3 + x4.

(58)

Модифiкованi функцiї Бесселя другого роду Kν(z) мають
таке iнтеґральне представлення [17]:

Kν(z) =

∫ ∞

0

dx e−z cosh x cosh(νx). (59)

Вони не є незалежними тому, що будь-якi функцiї з трьома послi-
довними iндексами зв’язанi мiж собою спiввiдношенням [17]:

Kν+1(z) −Kν−1(z) = 2νz−1Kν(z). (60)

За його допомогою всi Kν можна виразити через будь-якi двi “сусi-
днi” функцiї, напр., K0 i K1.

D.2. Характернi iнтеґрали

Тут наведено результати для iнтеґралiв, через якi виражаються по-
трiбнi нам парцiальнi омега-iнтеґрали.

Подiбно до працi [13], введiмо позначення для iнтеґрування за
безрозмiрною швидкiстю g:

J p
g,k[ϕ] ≡

∫ ∞

0

dg θp(g) e−g2

gkϕ(g), (61)
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де крiм gk, характерного для гамма-функцiй (55) i (56), ще стоїть
множник ϕ(g), який вказуємо як функцiональний арґумент.

Далi наведено загальнi формули i конкретнi результати для фун-
кцiй jpn(g) та jpQn (g), фф. (39)–(42), що вiдповiдають процесам {⊙;⊗}
i {⊕;⊖}.

Iнтеґрали J p
g,k[jpn]. Для функцiй jpn(g) одержано [13]:

J p
g,k[jpn] = 1

2n











Γ(k+1
2 ) ⊙,⊕

Γ̃2(k+1
2 ; ǭ) − ǭn/2Γ̃2(

k+1−n
2 ; ǭ) ⊖

Γ2(k+1
2 ; ǭ) + ǭn/2Γ̃2(

k+1−n
2 ; ǭ) ⊗











, (62)

де значення ǭ другого арґумента функцiй походить вiд меж iнте-
ґрування, виражених за допомогою θp(g). Цi формули годяться для
будь-яких цiлих k ≥ n.

Щоб мати кiнцевi вирази для парцiальних омега-iнтеґралiв, нам
потрiбнi результати для непарних k i парних n. За допомогою фф. (62),
(57) та (58) знаходимо для jp4 (g):

J p
g,5[jp4 ] = 1

4

{

⊕ : 1, ⊖ : e−ǭ(1 + ǭ), ⊗ : [1 − e−ǭ(1 + ǭ)]
}

,

J p
g,7[jp4 ] = 1

4

{

⊕ : 3, ⊖ : e−ǭ(3 + 3ǭ + ǭ2),

⊗ : [3 − e−ǭ(3 + 3ǭ + ǭ2)]
}

,

J p
g,9[jp4 ] = 1

4

{

⊕ : 12, ⊖ : e−ǭ(12 + 12ǭ + 6ǭ2 + ǭ3),

⊗ : [12 − e−ǭ(12 + 12ǭ + 6ǭ2 + ǭ3)]
}

,

де для кожного процесу коефiцiєнт 1
4 треба домножувати на фун-

кцiю, вказану у фiгурних дужках пiсля символа цього процесу. Ре-
зультати для ⊙ такi самi, як для ⊕.

Цiлком подiбно отримуємо для jp6 (g):

J p
g,7[jp6 ] = 1

4

{

⊕ : 2, ⊖ : e−ǭ(2 + 2ǭ + ǭ2), ⊗ : [2 − e−ǭ(2 + 2ǭ + ǭ2)]
}

.

Iнтеґрали J p
g,k[jpQm ] iз непарним k i парним m (k > m). Споча-

тку ми наводимо кiнцевi вирази, а потiм показуємо, як потрiбнi нам
iнтеґрали звести до модифiкованих функцiй Бесселя. Отже:

Jg,
p
[

5
7
9

][jpQ4 ] = 1
8 ǭ e

p
1
2 ǭ





K1(12 ǭ)
(

3 − p 1
2 ǭ
)

K1(
1
2 ǭ) + 1

2 ǭK0(12 ǭ)
(

12 − p3ǭ + 1
2 ǭ

2
)

K1(12 ǭ) +
(

5
2 ǭ− p 1

2 ǭ
2
)

K0(
1
2 ǭ)



 ,

(63)

J p
g,7[jpQ6 ] = 1

8 ǭ e
p
1
2 ǭ
[(

2 − p 1
2 ǭ
)

K1(12 ǭ) + 1
2 ǭK0(

1
2 ǭ)

]

. (64)
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Зведення iнтеґралiв до функцiй Бесселя подано в преприн-
тi [13]. Однак тут ми наводимо кращий i загальнiший його варiант.
У явному виглядi функцiї jpQm для парного m являють собою [13]
многочлени вiд v̄2, що множаться на (1 + pv̄2)3/2 плюс доданок iз
jpQ2 , заданою ф. (40). Однак, шукаючи J p

g,k[jpQm ], зручнiше виходити
з iнтеґрального означення цих функцiй [13]:

jpQm (g) ≡
∫ 1

tp

dt tm−2
√

t2 + pv̄2, t{⊕;⊖} = {0; v̄}, (65)

де v̄ ≡
√
ǭ/g.

Ввiвши тут замiни (t = v̄ sinhx)|⊕ або (t = v̄ coshx)|⊖, отримаємо:

J p
g,k[jpQm ] =

∫ ∞

0

dg θp(g) e−g2

gk v̄m
∫ xp

0

dx

{

cosh2 x sinhm−2 x

sinh2 x coshm−2 x

∣

∣

∣

∣

⊕
⊖

}

з вернiми межами x{⊕;⊖} =
{

arcsh
(

g/
√
ǭ
)

; arcch
(

g/
√
ǭ
)}

. Змiнивши
порядок iнтеґрування, одержимо:

J p
g,k[jpQm ] = 1

2 ǭ
m/2

∫ ∞

0

dx

{

cosh2 x sinhm−2 x

sinh2 x coshm−2 x

∣

∣

∣

∣

⊕
⊖

}
∫ +∞

gp

dg e−g2

gk−m

iз нижнiми межами g{⊕;⊖} = {
√
ǭ sinhx;

√
ǭ coshx} для внутрiшнього

iнтеґрала. Вiн являє собою функцiю Γ̃2
(

k−m+1
2 ; g2p

)

, ф. (56), перший
арґумент якої — цiле число.

Перейдiмо у зовнiшньому iнтеґралi до змiнної t = 2x, врахував-
ши, що пiдiнтеґральнi функцiї дорiнюють:
{

cosh2 x

sinh2 x

∣

∣

∣

∣

⊕
⊖

}

= 1
2 (cosh t+p),

{

sinhx

coshx

∣

∣

∣

∣

⊕
⊖

}m−2

=
1

2
m−2

2

[cosh t−p]
m−2

2 .

Крiм того, в термiнах нової змiнної t можемо записати:

Γ̃2
(

k−m+1
2 ; g2p

)

= epz−z cosh t γ2
(

k−m+1
2 ; yp

)

,

де z ≡ 1
2 ǭ, γ2 — вiдповiдний многочлен з ф. (58), а yp ≡ z[cosh t− p].

Тодi остаточно отримуємо:

J p
g,k[jpQm ]=

1

2
m
2 +2

ǭ
m
2 ep

1
2 ǭ

∞
∫

0

dt e−z cosh t(cosh t+p)[cosh t−p]
m−2

2 γ2(k−m+1
2 ; yp).

Для конкретних значень k та m сюди треба пiдставити вираз для
вiдповiдного многочлена γ2, ф. (58), провести перемноження i ви-
разити степенi coshl t через cosh(νt). У результатi одержимо лiнiйнi
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комбiнацiї функцiй Kν(12 ǭ), ф. (59), котрi можна виразити через K1

та K0 завдяки властивостi (60). Для потрiбних нам значень iндексiв
k та m отримуємо результати (63) та (64).
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