
Препринти Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України
розповсюджуються серед наукових та iнформацiйних установ. Вони
також доступнi по електроннiй комп’ютернiй мережi на WWW-сер-
верi iнституту за адресою http://www.icmp.lviv.ua/

The preprints of the Institute for Condensed Matter Physics of the Nati-
onal Academy of Sciences of Ukraine are distributed to scientific and
informational institutions. They also are available by computer network
from Institute’s WWW server (http://www.icmp.lviv.ua/)

Iгор Васильович Стасюк
Олег Володимирович Величко
Iрина Романiвна Дулепа

Дослiдження спектральних характеристик бозонного

спектру двовимiрних оптичних ґраток зi структурою типу

графену. II. SF-фаза

Роботу отримано 30 грудня 2013 р.

Затверджено до друку Вченою радою IФКС НАН України

Рекомендовано до друку вiддiлом квантової статистики

Виготовлено при IФКС НАН України
c© Усi права застереженi

Нацiональна академiя наук України

����

����

�	
�

IНСТИТУТ

ФIЗИКИ

КОНДЕНСОВАНИХ

СИСТЕМ

✬

✫

✩

✪

I.В. Стасюк, О.В. Величко, I.Р. Дулепа

ДОСЛIДЖЕННЯ СПЕКТРАЛЬНИХ ХАРАКТЕРИСТИК
БОЗОННОГО СПЕКТРУ ДВОВИМIРНИХ ОПТИЧНИХ

ҐРАТОК ЗI СТРУКТУРОЮ ТИПУ ГРАФЕНУ. II. SF-ФАЗА

ICMP–13–12U

ЛЬВIВ



УДК: 537.9, 536.764

PACS: 03.75.Hh, 03.75.Lm, 64.70.Tg, 71.35.Lk, 37.10.Jk, 67.85.-d

Дослiдження спектральних характеристик бозонного спе-
ктру двовимiрних оптичних ґраток зi структурою типу гра-
фену. II. SF-фаза

I.В. Стасюк, О.В. Величко, I.Р. Дулепа

Анотацiя. Для систем з гексагональною ґраткою типу графену за-
пропоновано опис в рамках двопiдґраткової моделi жорстких бозо-
нiв. Базуючись на попередньо отриманих результатах, в наближеннi
хаотичних фаз розраховано енергетичний спектр i спектральнi гу-
стини у надплиннiй (SF) фазi. У порiвняннi з нормальною фазою,
в надплиннiй спостерiгається подвоєння числа гiлок спектру та зон
спектральної густини. Дослiджено перебудову спектру та спектраль-
ної густини у SF-фазi при змiнi температури та рiзницi енергiй ло-
кальних позицiй у пiдґратках.

Investigation of spectral features of boson spectrum of two-
dimensional optical lattices with graphene-type structures. II.
SF-phase

I.V. Stasyuk, O.V. Velychko, I.R. Dulepa

Abstract. A two-sublattice hard-core boson model is proposed for de-
scription of graphene-type systems with a honeycomb lattice. Using
the previously obtained results as the base, the energy spectrum and
the spectral densities for the superfluid (SF) phase are calculated in
the random phase approximation. Comparing to the normal phase, the
number of spectrum branches and spectral density bands is doubled
in the superfluid one. Rearrangement of the spectrum and the spectral
density in the SF-phase at variation of temperature and the difference
of sublattice local energies are investigated.
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1. Вступ

Ця робота є безпосереднiм продовженням дослiджень, викладених
у препринтi [1] i присвячених розрахунку енергетичного спектру
та одночастинкових спектральних густин для системи бозе-атомiв у
двовимiрнiй гексагональнiй оптичнiй ґратцi типу графену. На вiдмi-
ну вiд задачi про електронний спектр графену ми тут маємо справу
з частинками, що описуються iншою (нiж фермi-) статистикою. Ва-
жливий вплив при цьому на формування спектру мають короткося-
жнi мiжчастинковi кореляцiї. Ще одним ускладненням у порiвняннi
з ґраткою графену є енергетична нееквiвалентнiсть пiдґраток (якою
легко керувати, змiнюючи фази лазерних променiв, якi генерують
оптичну ґратку). Все це приводить, як показано в [1], до суттєвих
вiдмiнностей у виглядi одночастинкового енергетичного спектру у
порiвняннi iз стандартним спектром графену. Встановлено, зокрема,
що дiракiвськi точки в спектрi iснують не при будь-яких густинах
частинок i, вiдповiдно, значеннях хiмiчного потенцiалу. Вони зника-
ють, якщо хiмiчний потенцiал у нормальнiй (NO) фазi перебуває у
щiлинi мiж енергетичними пiдзонами (така щiлина виникає внаслi-
док енергетичної нееквiвалентностi пiдграток).

У доповнення до розрахункiв, якi були проведенi в [1], розглядає-
мо випадок, коли система перебуває у фазi з бозе-конденсатом (т. зв.
SF-фазi). Наш опис ґрунтується на двопiдгратковiй моделi жорстких
бозонiв. Загальна схема знаходження одночастинкових функцiй Грi-
на для такої моделi у її псевдоспiновому формулюваннi добре вiдома;
в данiй роботi ми використовуємо пiдхiд, поданий в [2]. Нашою метою
є дослiдження закономiрностей перебудови зонного спектру бозонiв
та спектральних густин при переходi вiд NO до SF фази, який вiд-
бувається при змiнi хiмiчного потенцiалу, енергетичної вiдмiнностi
мiж пiдґратками та температури.

2. Спектр збуджень в надплиннiй (SF) фазi

Гамiльтонiан ґраткового газу жорстких бозонiв, записаний при не-
хтуваннi мiжвузловою взаємодiєю частинок, має вигляд

H = −
∑

〈ij〉

tb+i bj +
∑

i

(ε0 − µ)ni, (2.1)

де t— iнтеграл перенесення мiж найближчими вузлами, ε0 — енер-
гiя частинки на вузлi, µ— хiмiчний потенцiал. Оскiльки оператори
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b+i (bi) є операторами Паулi, гамiльтонiан (2.1) може бути переписа-
ний у псевдоспiновому представленнi за допомогою перетворень

b+i = S−
i , bi = S+

i , b+i bi = ni =
1

2
− Sz

i . (2.2)

У двопiдгратковому випадку i → (n, α), де α = A,B — iндекс
пiдгратки. В результатi

Ĥ = −
∑

〈n,n′〉

[

JAB
nn′ (Sx

nAS
x
n′B + Sy

nAS
y
n′B) + JBA

nn′ (Sx
nBS

x
n′A + Sy

nBS
y
n′A)

]

− hA

∑

n

Sz
nA − hB

∑

n

Sz
nB

(JAB
〈n,n′〉 = JBA

〈n′,n〉 = t, hα = εα − µ). (2.3)

У фазi з бозе-конденсатом параметром порядку стає вiдмiнне вiд
нуля середнє

〈bnα〉 = 〈Sx
nα〉 6= 0.

У зв’язку з цим застосовують перетворення повороту

Sz
nα = σz

nα cosϑα + σx
nα sinϑα

Sx
nα = σx

nα cosϑα − σz
nα sinϑα,

Sy
nα = σy

nα. (2.4)

де кути ϑα знаходять шляхом дiагоналiзацiї гамiльтонiана середньо-
го поля

HMF = −
∑

nα

Eασ
z
nα. (2.5)

Оскiльки 〈σz
nα〉 6= 0, 〈σx

nα〉 = 〈σy
nα〉 = 0, то 〈Sx

α〉 = −〈σz
α〉 sinϑα.

У нормальнiй фазi

sinϑα = 0, Eα = hα, 〈σz
nα〉 =

1

2
tanh

βhα

2
, (2.6)

У випадку SF фази внутрiшнi поля Eα i кути ϑα визначаються iз
системи рiвнянь [2]

sin2 ϑα =
〈σz

α〉2〈σz
β〉2J4(0) − h2

αh
2
β

〈σz
α〉2J2(0)[h2

α + 〈σz
β〉2J2(0)]

,

〈σz
α〉 =

1

2
tanh

βEα

2
, (2.7)
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Рис. 1. Фазова дiаграма на площинi (T, h) при рiзних значеннях δ
(δ = 0, 0.25, 0.45, 0.5, 0.55) [2].

Eα = 〈σz
α〉J(0)

√

h2
α + 〈σz

β〉2J2(0)
√

h2
β + 〈σz

α〉2J2(0)
,

а перехiд з однiєї фази в другу вiдбувається при виконаннi умови

hAhB = 〈σz
A〉〈σz

B〉J2(0) ≡ 〈σz
A〉〈σz

B〉9t2. (2.8)

Спiввiдношення (2.8) визначає межi областей, в яких iснують NO
та SF фази. На рис. 1 зображено фазову дiаграму на площинi (T, h)
[1, 2], де h = hA+hB

2 , при рiзних значеннях параметра δ = hA−hB

2 .
Двочасова функцiя Ґрiна

〈〈blα|b+nβ〉〉 = 〈〈S+
lα|S−

nβ〉〉 ≡ G+−
lα,nβ , (2.9)

за допомогою якої можна отримати бозонний спектр, була знайдена
в [1, 2] методом рiвнянь руху у наближеннi хаотичних фаз. Для її
фур’є-образу у iмпульсно-частотному представленнi отримано вираз

〈〈S+
A |S−

A 〉〉q,w = (2.10)

=
~

2π
〈σz

A〉
PA
q

(~2ω2 − E2
A)(~2ω2 − E2

B) − 2Mq~
2ω2 − 2NqEAEB + M2

q

,
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де чисельник функцiї Ґрiна

PA
q (~ω) =

[

EA

(

cos2 ϑA + 1
)

+ 2~ω cosϑA

] (

~
2ω2 − E2

B

)

− 2~ωMq cosϑA + Φ̃A
q EB (2.11)

i введено такi позначення

Mq = Φq cosϑA cosϑB ,

Nq =
1

2
Φq

(

1 + cos2 ϑA cos2 ϑB

)

,

Φ̃A
q = Φq cos2 ϑA

(

1 + cos2 ϑB

)

,

Φq = 〈σz
A〉〈σz

B〉J2(q); (2.12)

тут

J(q) = t

[

eiqya + 2e−iqya cos

(

qx

√
3a

2

)

]

, J(0) = 3t (2.13)

(a— вiддаль мiж найближчими сусiдами у гексагональнiй гратцi).
Спектр збуджень бозонiв у SF фазi складається з чотирьох по-

парно симетричних гiлок

ε
(SF)
1,2 (q) = ± (Pq + Qq)

1/2 , ε
(SF)
3,4 (q) = ± (Pq −Qq)

1/2 , (2.14)

де

Pq =
1

2

(

E2
A + E2

B

)

+ Mq ,

Qq =

[

1

4

(

E2
A − E2

B

)2
+ 2NqEAEB + Mq

(

E2
A + E2

B

)

]1/2

. (2.15)

У порiвняннi з нормальною фазою, де згiдно з [2]

ε1,2(q) = h±
√

δ2 + 〈σz
A〉 〈σz

B〉 |J(q)|2 . (2.16)

кiлькiсть гiлок у спектрi у даному випадку є вдвiчi бiльшою. Подвоє-
ння типу дзеркального вiдбиття вiдносно рiвня хiмiчного потенцiалу
настає в момент фазового переходу, коли при змiнi параметрiв мо-
делi (µ, δ, чи T ) край однiєї з пiдзон (2.16) доторкається до рiвня µ.
Така ситуацiя проiлюстрована на рис. 2 i рис. 3 для випадкiв, коли
спочатку (у NO фазi) хiмпотенцiал перебуває мiж пiдзонами або пiд
ними. У другому з них, коли вiдсутня щiлина у спектрi NO фази
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Рис. 2. Форма гiлок спектру та їх вiдповiднiсть мiж NO-фазою
(штрихованi лiнiї) i SF-фазою (суцiльнi лiнiї) для випадкiв, коли хiм-
потенцiал перебуває мiж зонами у NO-фазi (злiва; h = 0.6 у NO-фазi
й h = 0.7 у SF-фазi) та пiд ними (справа; h = 0.9 у SF-фазi й h = 1.0
у NO-фазi). Значення iнших параметрiв: δ = 0.8, Θ = 0.05. Тут i
на наступних рисунках енергiя вiдраховується вiд рiвня хiмiчного
потенцiалу i вимiрюється в одиницях J(0).
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Рис. 3. Поява точок Дiрака при δ = 0 i розходження гiлок на краях
зони Брiллюена та змiна поведiнки гiлок в центрi зони Брiллюена
при зростаннi δ (h = 0.3 у SF-фазi й h = 0.5 у NO-фазi; Θ = 0.2).
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(тобто при δ = 0), на краю зони Бриллюена iснують дiракiвськi то-
чки з лiнiйним законом дисперсiї. Вони є аналогом таких точок в
електронному зонному спектрi графену (див., наприклад, [3]). Кiль-
кiсть дiракiвських точок подвоюється пiсля переходу до SF фази.
Новi точки цього типу з’являються в областi вiд’ємних енергiй, якщо
у NO фазi бозонна зона розташована над рiвнем хiмiчного потенцi-
алу, або в областi додатних енергiй при її розташуваннi над рiвнем
µ (див. рис. 3).

Зазначимо, що коли хiмпотенцiал µ є мiж пiдзонами (для цьо-
го потрiбно, щоб δ 6= 0), спектр перебудовується i дiракiвськi точки
зникають. Ситуацiя, коли хiмпотенцiал є в безпосередньому околi
дiракiвських точок або на них накладається, у випадку жорстких
бозонiв не реалiзується (за винятком областей поблизу критичних
точок, якi на фазовiй дiаграмi на рис. 1 є точками максимумiв кри-
вих рiвноваги фаз).

У SF фазi двi центральнi пiдзони завжди доторкаються в точцi
q = 0 на рiвнi хiмiчного потенцiалу. В цьому околi їх закон дисперсiї
лiнiйний, i в такому сенсi вони вiдповiдають збудженням боголюбiв-
ського типу у взаємодiючому бозе-газi, якi iснують при наявностi
бозе-конденсату [4].

3. Спектральна густина ρα(ω) у SF фазi

Функцiю спектральної густини для одночастинкових бозонних збу-
джень, розраховану на один вузол ґратки, означають як

ρα(ω) = − 2

N

∑

q

Im 〈〈bα|b+α 〉〉q,ω+iε

= − 2

N

∑

q

Im 〈〈S+
α |S−

α 〉〉q,ω+iε. (3.1)

Виходячи з формули (2.10) та застосовуючи розклад на простi
дроби, можна записати функцiю ρα(ω) наступним чином [1]:

ρα(ω) =
1

N

∑

q

〈σz
α〉

4
∑

i=1

Aα
i (q)δ

(

ω − εi(q)

~

)

, (3.2)

де

Aα
1,2(q) =

Pα
q (~ω = ε1,2(q))

4Qqε1,2(q)
, Aα

3,4(q) = −
Pα
q (~ω = ε3,4(q))

4Qqε3,4(q)
. (3.3)
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Обчислення суми за хвильовим вектором здiйснюємо згiдно проце-
дури

1

N

∑

q

Φ(|J(q)|2) =
1

N

∑

q

Φ(t2|γq|2) =

∫

dxρ0(x)Φ(t2x), (3.4)

де

|γq|2 = 1 + 4 cos

(

qx
a
√

3

2

)

cos

(

qy
3

2
a

)

+ 4 cos2

(

qx
q
√

3

2

)

,

а ρ0(x) = 1
N

∑

q
δ(x − |γq|2) — допомiжна функцiя, що характеризує

розподiл за квадратом енергiї i пов’язана з зонною густиною станiв
g(E) для ґратки графену наступним спiввiдношенням

ρ0(x) =
1

2
√
x
g(
√
x ). (3.5)

Функцiя g(E) має вигляд

g(E) =
2

π2

|E|√
Z0

F

(

π

2
,

√

Z1

Z0

)

,

Z0 =

{

(1 + |E|)2 − 1
4

(

|E|2 − 1
)2

, |E| 6 1,
4|E|, 1 6 |E| 6 3,

Z1 =

{

4|E|, |E| 6 1,
(1 + |E|)2 − 1

4 (|E|2 − 1)2, 1 6 |E| 6 3,
(3.6)

де F (π/2, y) — повний елiптичний iнтеграл першого роду (див. [5,6]).
Для δ-функцiї у формулi (3.2) використовуємо представлення

δ

(

ω − εi(x)

~

)

= δ(x− x̃i)2~|εi|
∣

∣

∣

∣

b +
d

2(~2ω2 − a− bx̃i)

∣

∣

∣

∣

−1

, (3.7)

де εi(x) = εi(q)
∣

∣

|γq|2→x
, x̃i — корiнь рiвняння ~ω = εi(x). Запрова-

джено також позначення

a =
E2

A + E2
B

2
, b = 〈σz

A〉〈σz
B〉 cosϑA cosϑBt

2 ≡ m cosϑA cosϑB,

d = m (EA + EB cosϑA cosϑB) (EB + EA cosϑA cosϑB) . (3.8)
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В результатi для спектральної густини ρA(~ω) = ρA(ω)/~, що хара-
ктеризує розподiл за енергiєю, отримуємо

ρA(~ω) =

4
∑

i=1

ρ0(x̃i)〈σz
A〉

k + lx̃i

|2b(~2ω2 − a− bx̃i) + d| · (−1)i−1, (3.9)

k =
[

EA(cos2 ϑA + 1) + 2~ω cosϑA

]

(~2ω2 − E2
B),

l = m cos2 ϑA

[

(1 + cos2 ϑB)EB − 2~ω cosϑB

]

. (3.10)

Вираз для ρB(~ω) отримуємо з наведеного замiною iндексiв A ⇄ B.
З використанням формули (3.9) проведено числовi розрахунки

i отримано кривi ρA(~ω), якi описують частотну залежнiсть спе-
ктральної густини для пiдґратки A. На рис. 4–6 проiлюстровано
отриманi результати для рiзних значень параметрiв h, δ i темпера-
тури (як i ранiше, енергетичнi величини подано в одиницях J(0)).
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Рис. 4. Структура спектральної густини ρA(ω) в SF-фазi: загальний
вигляд (вгорi злiва) та збiльшенi зображення для трьох дiапазонiв
значень енергiї збуджень ~ω, де спектральна густина вiдмiнна вiд ну-
ля (вгорi справа та внизу; вага рiзних пiдзон вiдрiзняється на поряд-
ки). Залежностi отримано при таких значеннях параметрiв: J(0) = 1,
δ = 0.8, h = 0.7, Θ = 0.05.
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Рис. 5. Спектр (лiвий стовпчик) i спектральна густина ρA(ω) (цен-
тральний та правий стовпчики) в NO- i SF-фазах при змiнi енергiї h.
Iншi параметри зафiксовано з такими значеннями: J(0) = 1, δ = 0.8,
Θ = 0.05.

Спiльною рисою отриманих графiкiв є змiна знаку функцiї ρA(ω)
при проходженнi через точку ω = 0. При ω < 0 (нижче рiвня хiмi-
чного потенцiалу) спектральна густина вiд’ємна, а при ω > 0 (вище
рiвня µ) — додатна. Додатковi пiдзони, що виникають у SF фазi, ма-
ють спочатку набагато меншу вагу i їх спектральна густина може
вiдрiзнятись навiть на кiлька порядкiв вiд значень ρA для пiдзон,
що iснують у NO фазi (див. рис. 4). При заглибленнi хiмпотенцiалу
у пiдзону, в якiй вiн перебуває (цьому вiдповiдає змiна параметра h
рис. 5), вiдбувається перерозподiл iнтенсивностi додатної i вiд’ємної
гiлок функцiї ρA. Кривi дисперсiї εi(q) зазнають при цьому незна-
чних змiн.
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Рис. 6. Спектр (лiвий стовпчик) i спектральна густина ρA(ω) (пра-
вий стовпчик) в NO- i SF-фазах для δ = 0 при змiнi енергiї h. Iншi
параметри зафiксовано з такими значеннями: J(0) = 1, Θ = 0.2.
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На рис. 6 показано перебудову спектральної густини ρA(~ω) при
перемiщеннi хiмiчного потенцiалу в межах зони у випадку δ = 0.
Зона тут є нерозщепленою (щiлина вiдсутня) i в спектрi iснують
дiракiвськi точки. У SF фазi в порiвняннi з нормальною їх кiлькiсть
подвоюється. На спектральнiй густинi ρA це проявляється у появi
додаткових промiжних точок, де ρA(~ω) дорiвнює нулевi (в околi цих
точок її залежнiсть вiд частоти апроксимується лiнiйною функцiєю).

4. Висновки

Проведенi розрахунки законiв дисперсiї εi(q) i спектральних густин
ρα(~ω) виявили основнi особливостi структури зонного спектру жорс-
тких бозонiв у двовимiрнiй ґратцi типу графену. Описано змiни у
їх спектральних характеристиках при переходi вiд NO до SF фази.
Показано, що вигляд функцiй ρα(~ω) (α = A,B) набагато чутливi-
ший до значень енергетичних параметрiв системи, у тому числi до
розташування хiмiчного потенцiалу бозонiв, анiж законiв дисперсiї
εi(q) у бозонних зонах. З цiєї причини функцiї ρα(~ω) можна вважа-
ти основними характеристиками зонного спектру. Сам лише вигляд
залежностей εi(q) не дає його вичерпної картини.

Встановлено, що у випадку ґратки з енергетично еквiвалентними
пiдґратками (при δ = 0) дiракiвськi точки у спектрi зберiгаються при
переходi до SF фази, а їх кiлькiсть подвоюється. Хiмiчний потенцiал
бозонiв залишається в загальному випадку поза околом дiракiвських
точок i не може на них накладатись.

Отриманi результати можуть скласти основу подальшого дослi-
дження термодинамiчних властивостей системи бозе-частинок у ге-
ксагональнiй ґратцi iз структурою типу графену.
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