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Анотацiя. Розглянуто слабонерiвноважний теплопровiдний стацiо-
нарний стан газу низької густини в наближеннi лiнiйного ходу тем-
ператури. Виведено простi аналiтичнi оцiнки для тиску, внутрiш-
ньої енергiї та ентропiї. Проаналiзовано стисливостi й теплоємностi.
Показано, що результат для ентропiї узгоджується з II-им началом
термодинамiки. Введено наближення змiщення лiнiйного ходу тем-
ператури, покликане врахувати нелiнiйнiсть дiйсного ходу.
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low-density gas is considered in the approximation of the linear temper-
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1. Вступ

Теплопровiднi властивостi макроскопiчних систем у слабонерiвнова-
жних станах з поширенням тепла добре описуються законом Фур’є,
який визначає пропорцiйнiсть теплового потоку через систему до
ґрадiєнта температури. Цей закон має експериментально-феномено-
логiчне походження i лежить в основi лiнiйної необоротної термо-
динамiки [1–3]. Закон Фур’є було пiдтверджено теоретично за допо-
могою кiнетичної теорiї [4–7] i теорiї лiнiйного вiдгуку, напр., [7, 8].
Вважається, що вiн застосовний i до теплопровiдних систем при ста-
цiонарних умовах, коли процеси релаксацiї вiдсутнi.

Щодо термодинамiчного опису теплопровiдних стацiонарних ста-
нiв, то натепер навiть для газiв немає загальновизнаного методу роз-
рахунку таких характеристик, як тиск, внутрiшня енергiя чи ен-
тропiяї. Приглянувшись уважнiше, можемо виявити, що не iснує за-
гального термодинамiчного формалiзму (на взiр методу характери-
стичних функцiй Ґiбса), статистичнi ансамблi та їхнi розподiли для
стацiонарних станiв також невiдомi.

До проблеми розрахунку термодинамiчних величин систем у те-
плопровiдних стацiонарних станах було запропоновано кiлька пiдхо-
дiв. В рамках кiнетичної теорiї Больцмана [18–20] та iнформацiйної
теорiї (методу максимiзацiї ентропiї з додатковими умовами) [15–17]
для газу низької густини i кiнетичної теорiї Енскога [21–23] для твер-
дих кульок використовують слабонерiвноважнi результати для одно-
частинкової функцiї розподiлу. Вiдповiднi нерiвноважнi внески до
тиску та ентропiї квадратичнi за змiнною теплового потоку. Проте,
навiть для простого випадку больцманiвського газу показано [19],
що результати кiнетичної теорiї та iнформацiної теорiї вiдрiзняються
мiж собою.

Застосування методу флуктуацiйних теорем дає швидше форма-
льнi результати для термодинамiчних величин у виглядi усереднень
за траєкторiями системи у фазовому просторi [24–29]. Їх складно
застосувати навiть до такої простої моделi, як газ низької густини.

У недавнiх роботах [32–34] проблема нерiвноважного тиску в рi-
динах, що перебувають у теплопровiдних стацiонарних умовах, роз-
глядається за допомогою пiдходу гiдродинамiчних флуктуацiй. Ав-
тори розраховують нерiвноважний внесок до тиску вiд далекося-
жних кореляцiй [35], що виникають завдяки неоднорiдностi темпе-
ратури, який тлумачать як нерiвноважний ефект Казимира.

Формулювання основних засад термодинамiки стацiонарних ста-
нiв можна розглядати лише як першi спроби. Зокрема, пiдхiд роз-
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ширеної необоротної термодинамiки [9–14] використовує iдею роз-
ширення локально-рiвноважної термодинамiки. А саме, в основну
термодинамiчну тотожнiсть, записану для локальної густини ентро-
пiї, поруч iз внесками вiд диференцiалiв густини внутрiшньої енер-
гiї та локального питомого об’єму введено внесок вiд теплового по-
току. Останнiй iнтерпретується як новий термодинамiчний ступiнь
вiльности. На жаль, статус такої розширеної основної термодинамi-
чної тотожности невiдомий, оскiльки автори не встановлюють для
неї зв’язку iз першим началом термодинамiки.

У феноменологiчних побудовах [30, 31] проглядається помiтний
вплив iдей та уявлень рiвноважної та локально-рiвноважної тер-
модинамiки на формулювання термодинамiчних спiввiдношень для
стацiонарних станiв. Попри деякi методологiчнi досягнення, цi робо-
ти можна розглядати лише як початковi спроби, якi очiкують свого
покращення й розвитку.

Застосування i результати методу комп’ютерних моделювань мо-
жуть служити пiдтвердженнями або спростуваннями тих чи тих тео-
ретичних моделей, або ж бути джерелом нових вiдомостей i якiсних
закономiрностей. У працях [57, 58] данi комп’ютерних моделювань
для двовимiрних твердих дискiв у теплопровiдних стацiонарних ста-
нах проаналiзовано з точки зору локальних рiвноважного рiвняння
стану i закону Фур’є. Виявлено особливi масштабнi спiввiдношення
для ходiв температури i густини, чиннi навiть для сильних вiдхилень
вiд рiвноваги.

Тим не менше, явнi вирази для термодинамiчних величин можуть
дати лише теоретичнi пiдходи. З методологiчної точки зору добре
було би мати зразок простого феноменологiчного опису макроскопi-
чних характеристих, який в найнижчому наближеннi схоплював би
фiзичну суть теплопровiдного стацiонарного стану i давав би оцiно-
чнi вирази для макроскопiчних характеристик. В роботах [36–38] бу-
ло запропоновано опису газу низької густини у слабонерiвноважних
теплопровiдних стацiонарних умовах в рамках пiдходу суцiльного
середовища. Результати для тиску, внутрiшньої енергiї та ентропiї
отримано у виглядi розкладiв за ґрадiєнтами температури до 4-го
порядку включно. Тут ми розглядаємо частковий випадок, коли хiд
температури в системi можна змоделювати лiнiйною залежнiстю. Та-
ке “мiнiмальне” наближення, що узгоджується з лiнiйним законом
Фур’є, дає найпростiшi оцiнки для термодинамiчних величин в ана-
лiтичному виглядi.

У §2 ми подаємо елементарний аналiз слабонерiвноважного теп-
лопровiдного стану. Для лiнiйного ходу температури в припущеннi
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стацiонарности стану розраховуємо тиск, внутрiшню енергiю, ентро-
пiю, а також стисливостi й теплоємностi (§3). Для застосувань у §4
формулюється наближення змiщення лiнiйного ходу i з’ясовуються
його якостi. Пiдсумки наведено у §5.

2. Слабонерiвноважний теплопровiдний стан

Нехай система частинок перебуває у посудинi форми прямокутно-
го паралелепiпеда. На однiй парi протилежних граней за допомогою
термостатiв пiдтримуються рiзнi температури T1 i T2. Вiдстань мiж
гранями позначмо через L, а площу поперечного перетину — через
Ω (Рис. 1). Якщо температури пiдтримувати незмiнними, то з часом
система опиниться у стацiонарному станi з постiйним значенням по-
току тепла, спрямованого вiд бiльш нагрiтої гранi до менш нагрiтої.
У поперечних напрямках система просторово-однорiдна й iзотропна.

L Ω

N

q
X

Y

Z

O

T1 T2

Рис. 1. Система частинок у слабонерiвноважному теплопровiдному стацi-
онарному станi.

Для того, щоб стан був слабонерiвноважний, накладаємо умову,
що значення T1 i T2 мало вiдрiзняються одне вiд одного:

|T1 − T2| ≪ T1, T2. (1)

Сюди не входить L, тому так сформульована умова дещо вiдрiзня-
ється вiд традицiйних тверджень про повiльнiсть змiни локальних
величин (температури, густини числа частинок та iн.) чи про ма-
лiсть їхнiх ґрадiєнтiв, див. [1, 4, 6–8].
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Елементарний аналiз. Наведiмо найпростiшi мiркування про те-
рмодинамiчний опис розглядуваного стану для випадку газу низької
густини. Оскiльки стан мало вiдрiзняється вiд рiвноваги, то мож-
на припустити, що вiдомi рiвноважнi результати будуть непоганим
наближенням. Тобто, нерiвноважнi тиск P i внутрiшня енергiя E
задовольняють такi рiвняння стану (напр., [39, 40]):

P =
N

V
kBTeff , E =

D

2
NkBTeff , (2)

де D — вимiрнiсть простору. Тут Teff не має визначеного фiзичного
змiсту, а є ефективним параметром наближення, у якому слабоне-
рiвноважнi тиск i внутрiшня енергiя трактуються через рiвноважнi
рiвняння стану.

Треба однак вирiшити, що взяти в ролi Teff у ситуацiї, коли газ пе-
ребуває мiж двома термостатами з температурами T1 i T2. Iнтуїтивно
можна збагнути, що значення Teff має бути мiж T1 i T2. Найпростi-
ший варiант вибору Teff , зважаючи на слабку нерiвноважнiсть —
взяти пiвсуму 1

2 (T1 + T2). Це дає конкретнi вирази для нерiвнова-
жних тиску та внутрiшньої енергiї:

P ≈ N

V
kB

T1 + T2

2
, E ≈ D

2
NkB

T1 + T2

2
. (3)

Недолiк цих формул у тому, що вони не мiстять залежности вiд
перепаду температур T2 −T1. Iншими словами, для двох станiв A та
B з температурами термостатiв

TA
1 = T − t, TA

2 = T + t i TB
1 = T − 2t, TB

2 = T + 2t,

iз |t| ≪ T , наближення пiвсуми дає однаковi значення P та E. Крiм
того, воно не враховує явища теплового розширення, завдяки якому
при T1 6= T2 у лiвiй [z ∈ (0; 1

2L)] i правiй [z ∈ (12L;L)] половинах
посудини перебуває суттєво рiзна кiлькiсть частинок. Можливо, T1 i
T2 мали би входити у фф. (3) з рiзною вагою, оскiльки “гарячiших”
частинок менше.

Цi аргументи наводять на думку, що вирази з пiвсумою темпера-
тур, хоч, може, i дають прийнятнi кiлькiснi значення тиску й внутрi-
шньої енергiї для слабонерiвноважного стану, однак є назагал якiсно
неправильнi . Далi ми вводимо найпростiше наближення щодо хо-
ду температури, яке дає оцiночнi результати для термодинамiчних
величин, що позбавленi зазначених недолiкiв. Обговорення його пра-
вочинности подано у §4.
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Лiнiйний хiд температури. Розгляньмо наближений опис теп-
лопровiдного стацiонарного стану, коли просторова змiна локальної
температури моделюється лiнiйною залежнiстю. Спрямувавши ко-
ординатну вiсь OZ паралельно до вектора потоку тепла й розмiстив-
ши початок вiдлiку на однiй з граней (Рис. 1), можемо записати:

T (z) = T1 +
T21

L
z, (4)

де T21 ≡ T2 − T1, а z — координата вздовж OZ (Рис. 2). Цей вираз
правильно вiдтворює значення температур T1 i T2 на гранях конта-
ктiв системи з термостатами.

O z

T(z)

T1

L

T2

Linear profile of the local temperature

Рис. 2. Хiд локальної температури вздовж нерiвноважної системи.

3. Розрахунок термодинамiчних величин

Вiдшукаймо вирази для тиску, внутрiшньої енергiї, ентропiї та вiль-
ної енергiї газу низької густини у станi з лiнiйним ходом температури
(4). Як i ранiше [36,38,41], вважаємо, що факт механiчної рiвноваги
системи означає, що тиск має всюди одне i те ж значення:

P = const. (5)

Завдяки низькiй густинi приймаємо для нього рiвняння стану iде-
ального газу, напр. [39, 42], чинне локально:

P = n(z) kBT (z), (6)

де n(z) — густина числа частинок, kB — стала Больцмана. Це рiвня-
ння зв’язує просторовi залежностi n(z) i T (z).
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Локальному рiвнянню стану (6) вiдповiдають такi вирази для ло-
кальних густин внутрiшньої енергiї ε(z), ентропiї s(z) та вiльної ене-
ргiї f(z), див. [40, 43]:

ε(z) ≡ 1
2Dn(z)kBT (z), (7)

s(z) ≡ kBn(z)
[

− lnn(z) + 1
2D lnT (z) + ξ

(D)
S

]

, (8)

f(z) ≡ −n(z)kBT (z)
[

− lnn(z) + 1
2D lnT (z) + ξ

(D)
F

]

, (9)

де константи ξ
(D)
S ≡ ξ(D) + 1 + 1

2D та ξ
(D)
F ≡ ξ(D) + 1 виражаються

через комбiнацiю ξ(D) ≡ D
2 ln(2πkBm/h2), m — маса частинки, h —

стала Планка. Цi вирази отримано з вiдповiдних рiвноважних гу-
стин, за допомогою замiни температури i густини числа частинок на
локальнi [36–38].

Сама можливiсть введення локальних величин передбачає, що ми
описуємо газ за допомогою моделi суцiльного середовища, яка не-
хтує його молекулярну будову. Модель допустима, коли просторовi
масштаби розглядуваних явищ суттєво бiльшi за характернi молеку-
лярнi чи мiжмолекулярнi вiдстанi [5–8]. Таке нехтування накладає
обмеження знизу на розмiри посудини:

L ≫ lfree, Ω ≫ l2free,

де lfree — довжина вiльного пробiгу частинки газу.
Повну адитивну величину A означуємо за допомогою iнтеґруван-

ня її локальної густини a(z) по всьому об’єму Ω×L. Завдяки просто-
ровiй однорiдностi у напрямках, поперечних щодо теплового потоку,
можна означити:

A ≡ Ω

∫ L

0

dz a(z). (10)

В одновимiрному випадку покладаємо Ω = 1, а для D = 2 величина
Ω має сенс поперечного лiнiйного розмiру.

3.1. Рiвняння стацiонарного стану

Тиск i внутрiшня енергiя. Тиск шукаємо з умови нормування

Ω

∫ L

0

dz n(z) = N, (11)

де N — повне число частинок, яке є фiксоване. Пiдставивши сюди
вираз

n(z) =
PL

kBT21

1

z + T1L/T21
,
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отриманий з фф. (5) i (4), можна проiнтеґрувати явно з таким ре-
зультатом:

P =
N

ΩL
kB

T2 − T1

ln(T2/T1)
. (12)

Це баричне рiвняння слабонерiвноважного стацiонарного стану. Ви-
дно, що тиск не вiдчуває окремо поперечних i поздовжнiх ґеоме-
тричних розмiрiв, приймаючи одне i те ж значення для рiзних пар
Ω1, L1 i Ω2, L2 з однаковим об’ємом Ω1L1 = Ω2L2.

Густина внутрiшньої енергiї не залежить вiд z, оскiльки ε(z) =
1
2DP . Тому з фф. (10) i (12) слiдує такий вираз:

E =
D

2
NkB

T21

lnT2/1
, (13)

де позначено T2/1 ≡ T2/T1. Як i для рiвноваги, енергiя не залежить
вiд об’єму газу, що зумовлено для низької густини великим вiддале-
нням частинок мiж собою.

Вирази для P та E мають суто термодинамiчний вигляд , оскi-
льки мiстять лише глобальнi характеристики газу: число частинок,
розмiри посудини i температури термостатiв. Крiм того, T1 i T2 вхо-
дять рiвновправно, так що P та E залишаються незмiнними при
перестановцi iндексiв 1→

←
2.

Вигляд формул прямо слiдує з припущення про лiнiйнiсть ходу
температури. Хоч вони i наближенi, основна їхня цiннiсть, на наш
погляд, полягає в тому, що P та E представлено як цiлком визначенi
функцiї, а не у виглядi рядiв, як це було ранiше [36–38]. Крiм того,
у цi вирази безпосередньо входять температури термостатiв, що дає
змогу вiдразу робити оцiнки.

Отриманi результати узгоджуються з рiвноважними вiдповiдни-
ками. Нехай ми переводимо систему в рiвноважний стан, змiнюючи,
скажiмо, лише температуру 2-го термостата вiд T2 до T1. Неважко
переконатися (напр., за правилом Льопiталя), що вiдповiдна границя
для дробу у фф. (12) i (13) дорiвнює:

lim
T2→T1

T21

ln(T2/T1)
= lim

T2→T1

1

1/T2
= T1.

Це пiдтверджує належну граничну поведiнку виразiв для P й E.

Ефективна температура. Зiставляючи фф. (12) i (13) з рiвнян-
нями (2), можна iдентифiкувати ефективну температуру для набли-
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ження лiнiйного ходу:

Teff =
T21

lnT2/1
. (14)

З’ясуймо, як вона спiввiдноситься зi значеннями T1 i T2. Використав-
ши, що ln(T2/T1) = ln(1+τ), де τ ≡ T21/T1 — мале завдяки умовi (1),
можна скористатися з розкладу ln(1 + τ) = τ − 1

2τ
2 + 1

3τ
3 − 1

4τ
4 ± . . .

Вiдшукавши ряд, обернений до нього (дод. A), знаходимо:

Teff = T1

[

1 + 1
2τ − 1

12τ
2 + 1

24τ
3 − 19

720τ
4 + 67

1440 τ
5 ∓ . . .

]

або у явному виглядi:

Teff = 1
2 (T1 + T2) − 1

12

T 2
21

T1
+ 1

24

T 3
21

T 2
1

∓ . . . .

Отже, ефективна температура менша за пiвсуму T1 i T2. Це наслiдок
неоднорiдности густини числа частинок n(z).

Зважаючи на головний внесок, наведiмо ще розклад бiля сере-
днього арифметичного Tam ≡ 1

2 (T1 + T2). Зi спiввiдношень

T1 = Tam − 1
2T21, T2 = Tam + 1

2T21 (15)

знаходимо, що lnT2/1 = 2 arth δ, де δ ≡ 1
2T21/Tam i було використано,

що 1
2 ln 1+δ

1−δ = arth δ, див. напр. [44, 45]. Пiдставивши розклад

arth δ = δ + 1
3δ

3 + 1
5δ

5 + 1
7δ

7 + . . . , δ2 < 1,

i знайшовши обернений ряд (дод. A), отримуємо:

Teff = T1+T2

2

[

1 − 1
3δ

2 − 4
45δ

4 − 44
945δ

6 − . . .
]

. (16)

Цей ряд дає розклади за δ для P та E бiля Tam. Тут 2-й i 4-й сте-
пенi збiгаються з вiдповiдними внесками вiд першого ґрадiєнта тем-
ператури, обчисленого в ґеометричнiй серединi посудини, якi було
знайдено ранiше [36, 38].

Зiставлення зi станом рiвноваги. З’ясуймо, наскiльки нерiвно-
важний стацiонарний тиск вiдрiзняється вiд рiвноважного. Якщо газ
низької густини перебуває в посудинi Ω×L у станi рiвноваги при
температурi Teq, то тиск у ньому довiвнює Peq = (N/ΩL)kBTeq. Пе-
реведiмо цей газ у теплопровiдний стацiонарний стан (як на рис. 1)
з температурами Teq − t i Teq + t, |t| ≪ Teq. Для рiзницi тискiв зна-
ходимо:

P (t) − Peq = Peq

[Teff(t)

Teq
− 1

]

,
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Табл. 1. Вiдхилення тиску вiд рiвноважного Peq = 101325 Па для
газу в стацiонарному станi при рiзних значеннях t i Teq = 300 K.

t, К 1 3 5 10 15 20
P (t) − Peq, Па −0.375 −3.37 −9.38 −37.54 −84.49 −150.28

де Teff(t) ≡ 2t/ ln
(

[Teq + t]/[Teq − t]
)

згiдно ф. (14). Поведiнка вiд-
носного тиску P (δ)/Peq iз δ = t/Teq засвiдчує зниження тиску у по-
рiвняннi з рiвноважним (Рис. 3). Наближення другого порядку за δ
згiдно ф. (16) дає непогану оцiнку для области |δ| ≤ 0.5.
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/P
eq
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1− δ2/3

Рис. 3. Вiдношення слаборiвноважного стацiонарного тиску до рiвно-
важного: результат (12) i наближення другого порядку з ф. (16). Ко-
ли 2|t| ≪ Teq означає, що величини вiдрiзняються на один порядок, то
прийнятна область слабкої нерiвноважности становить −0.05 ≤ δ ≤ 0.05.

Для бiльш вiдчутного порiвняння у табл. 1 подано рiзницю мiж
стацiонарним i рiвноважним тиском P (t) − Peq для описаної ситу-
ацiї, коли початкова температура Teq = 300 K, а рiвноважний тиск
дорiвнює атмосферному. Напр., коли перепад температур менший на
порядок вiд Teq (t = 15 К), зниження тиску становить 84.5 Па.

Флуктуацiйний тиск. У недавнiх роботах [32–34] також розгля-
дається проблема нерiвноважного тиску, правда, не у газах, а в рi-
динах, якi перебувають у теплопровiдних стацiонарних умовах. На
основi пiдходу гiдродинамiчних флуктуацiй автори розраховують не-
рiвноважний внесок у тиск, зумовлений зв’язком мiж тепловою i
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в’язкою модами, який iнтерпретується як нерiвноважний ефект ти-
пу Казимира. Пiдхiд побудовано за схемою теорiї збурень бiля стану
локальної рiвноваги, а сам внесок має другий порядок за флуктуа-
цiями.

Особливостi цього результату в тому, що флуктуацiйний внесок
пропорцiйний до квадрата ґрадiєнта температури i залежить вiд про-
сторової координати вздовж теплового потоку, зникаючи на поверх-
нях контакту системи з термостатами. Ще вiн залежить вiд вiдстанi
L мiж термостатами i для фiксованого перепаду температур обер-
нено пропорцiйний до неї. Коефiцiєнт пропорцiйности (нелiнiйний
коефiцiєнт Бернета) мiстить такi термофiзичнi характеристики, як
питому теплоємнiсть, температурний коефiцiєнт об’ємного розшире-
ння i коефiцiєнти теплопровiдности та зсувної в’язкости. Зокрема,
автори повiдомляють, що для води величина флуктуацiйного тиску
(усереднена вздовж теплового потоку) становить +10 Па при перепа-
дi температури у 25 К i вiдстанi мiж термостатами 10−7 м, коли iншi
термофiзичнi величини взято для “середньої” температури 298 К (i,
треба думати, атмосферного тиску).

Ефект мав би фiксуватися на тлi (основного) локально-рiвнова-
жного тиску, для якого автори не задають явного спiввiдношення.
Тому проблема полягає в тому, що неясно, вiд якого значення вiдра-
ховувати флуктуацiйний тиск при вимiрюваннях.

Хоч нашi результати стосуються газу (напр., повiтря), однак вони
показують, що самi нерiвноважнi умови (незалежно вiд iнтенсивно-
сти флуктуацiй) спричинюють пониження значення тиску, вiд якого
мав би вiдраховуватися внесок вiд нерiвноважних флуктуацiй, пе-
редбачуваний у цитованих працях. Нашi результати не залежать вiд
вiдстанi мiж термостатами i при тих же значеннях середньої темпе-
ратури 298 К (яку ми беремо тут за середнє арифметичне значен-
ня), атмосферного тиску й перепаду 25 К дають для газу −59.5 Па.
Хоч для рiдин падiння тиску буде iнше, але порядок мав би бути
той самий. Тому спочатку потрiбно точно визначити падiння тиску
у рiдинах вiд нерiвноважних умов (яке не залежить вiд локальних
флуктуацiй), а вже потiм реєструвати виявлений [32–34] тонкий флу-
ктуацiйний ефект.

3.2. Похiднi термодинамiчнi величини

Iзотермiчнi стисливостi. У системi є видiлений напрямок, пов’я-
заний з вектором потоку тепла. Може виявитися, що деякi власти-
востi системи будуть по-рiзному проявлятися в рiзних напрямках.
З цiєї причини доречно розрiзняти iзотермiчнi стисливостi вздовж
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χ
‖
T1,T2

i впоперек χ⊥
T1,T2

теплового потоку. Їхнi означення можна ви-
вести зi звичайного [39, 40, 46], узагальненого до

χT1,T2
≡ − 1

V

(∂V

∂P

)

T1,T2

,

у виглядi:

χ
‖
T1,T2

≡ − 1

L

( ∂L

∂P

)

T1,T2,Ω
, χ⊥

T1,T2
≡ − 1

Ω

(∂Ω

∂P

)

T1,T2,L
. (17)

Легко знайшовши оберненi похiднi

(∂P

∂L

)

T1,T2,Ω
= − N

ΩL2

kBT21

lnT2/1
= −P

L
,

(∂P

∂Ω

)

T1,T2,L
= −P

Ω
,

отримуємо:

χ
‖
T1,T2

= − 1

L

1
(

∂P/∂L
)

T1,T2,Ω

=
1

P
, χ⊥

T1,T2
=

1

P
. (18)

Це показує, що стисливостi вздовж i впоперек потоку рiвнi мiж собою
i виражаються через тиск так само, як у рiвновазi.

Теплоємностi. У рiвновазi теплоємнiсть задає кiлькiсть теплоти,
яку система отримує чи вiддає при змiнi температури термостата на
1 градус [39, 40]. Ще теплоємнiсть залежить вiд умов (cond) такого
теплообмiну:

Ccond ≡ (δQ/dTeq)cond,

де δQ — тепло, яке система отримала, а dTeq — мала змiна рiвно-
важної температури. Для стацiонарного стану з тепловим потоком
природно означити такi характеристики стосовно кожного термоста-
та:

C
(1)
cond;T2

≡
( δQ

dT1

)

cond,T2

, C
(2)
cond;T1

≡
( δQ

dT2

)

cond,T1

, (19)

де верхнiй iндекс в дужках вказує, температура якого термостата
змiнюється. Можна сказати, що це одностороннi теплоємностi.

Цiлком подiбно до рiвноважного випадку [40, 46], при змiнi те-
плопровiдного стацiонарного стану передане тепло δQ пов’язане зi
змiною внутрiшньої енергiї dE та з роботою δA, яку система вико-
нує, за допомогою I-го начала термодинамiки:

dE = δQ− δA, (20)
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який виражає баланс енергiї при переходах мiж близькими стацiо-
нарними станами.

В ролi умов розгляньмо фiзично цiкавi режими, при яких пiдтри-
муються постiними об’єм1 V = const i тиск P = const.

Iзохорнi теплоємностi. При сталому об’ємi робота не вико-
нується δA = 0 i тому, згiдно I-го начала (20), теплоємностi можна
ввести не через отримане тепло δQ, ф. (19), а через внутрiшню енер-
гiю:

C
(1)
V,T2

=
( ∂E

∂T1

)

V,T2

, C
(2)
V,T1

=
( ∂E

∂T2

)

V,T1

. (21)

Отже, напр., C
(1)
V,T2

характеризує змiну внутрiшньої енергiї вiд ма-
лої iзохорної змiни температури першого термостата при умовi, що
температура другого термостата залишається постiйною.

Для газу низької густини E = D
2 NkBTeff , де Teff(T1, T2) — функцiя

лише температур. Тому маємо:

C
(1)
V,T2

=
D

2
NkB

(∂Teff

∂T1

)

T2

. (22)

Вiдшукавши похiдну вiд Teff , заданої у ф. (14), знаходимо:

C
(1)
V,T2

=
D

2
NkB

[

− 1

lnT2/1
+

T21

T1(lnT2/1)2

]

(23)

або C
(1)
V,T2

= D
2 NkB

(

−lnT2/1 + T2/1 − 1
)

/ ln2 T2/1. Другу теплоємнiсть
одержимо, переставивши iндекси:

C
(2)
V,T1

=
D

2
NkB

[ 1

lnT2/1
− T21

T2(ln T2/1)2

]

. (24)

Цi формули асиметричнi за iндексами термостатiв.

Iзобарнi теплоємностi. Коли не об’єм, а тиск постiйний, пе-
редане тепло частково затрачається на виконання роботи, тому з
ф. (20) слiдує:

C
(1)
P,T2

≡
( δQ

dT1

)

P,T2

=
( dE

dT1

)

P,T2

+
( δA

dT1

)

P,T2

. (25)

1Ми не розглядаємо тут змiнних Ω i L поокремо, бо у баричне рiвняння стану
(12) входить лише їх добуток V ≡ ΩL.
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У загальному випадку можуть змiнюватися T1, T2 i V , а внутрiшня
енергiя залежить вiд цих змiнних E(T1, T2, V ). Її диференцiал дорi-
внює:

dE =
( ∂E

∂T1

)

V,T2

dT1 +
( ∂E

∂T2

)

V,T1

dT2 +
(∂E

∂V

)

T1,T2

dV.

Для похiдної вiд внутрiшньої енергiї, що у ф. (25), отримуємо:

( dE
dT1

)

P,T2

=
( ∂E

∂T1

)

V,T2

+
(∂E

∂V

)

T1,T2

( ∂V

∂T1

)

P,T2

.

Спiввiдношення для роботи δA = PdV дає:

( δA

dT1

)

P,T2

= P
( ∂V

∂T1

)

P,T2

.

Пiдставивши останнi два вирази у ф. (25), отримуємо узагальнення
вiдомого зв’язку [40,46] мiж iзобарною та iзохорною теплоємностями
на випадок теплопровiдного стацiонарного стану:

C
(1)
P,T2

= C
(1)
V,T2

+
[(∂E

∂V

)

T1,T2

+ P
]( ∂V

∂T1

)

P,T2

, (26)

де було використано ф. (21).
Для газу низької густини внутрiшня енергiя не залежить вiд об’-

єму, ф. (13), тому перший доданок у прямокутних дужках пропадає.
Знайшовши похiдну з V = (N/P )kBTeff , див. ф. (12), отримуємо:

C
(1)
P,T2

=
(

D
2 + 1

)

NkB

(∂Teff

∂T1

)

T2

. (27)

Зiставивши цей результат iз ф. (22), бачимо, що вiдношення γ ≡
C

(1)
P,T2

/C
(1)
V,T2

для газу низької густини таке саме, як у рiвновазi: γ =
1 + 2/D. Тобто, iзохорнi й iзобарнi теплоємностi вiдрiзняються на
числовий множник, i тому далi розглянемо лише iзохорнi.

Симетрична й антисиметрична теплоємностi. Є ще одна
можливiсть змiнити температурнi умови при постiйному об’ємi:2 змi-
нювати одну з двох величин — пiвсуму температур Tam ≡ 1

2 (T1 +T2)
або їх перепад T21 — зафiксувавши другу. У першому випадку ми
пiднiмаємо або опускаємо температури термостатiв на одну й ту ж

2Результати при постiйному тиску вiдрiзнятимуться у γ разiв.
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величину, а в другому — одну температуру пiднiмаємо, а другу опу-
скаємо, але на однакову величину. Таким змiнам вiдповiдає ще одна
пара iзохорних теплоємностей:

C
(am)
V,T21

≡
( ∂E

∂Tam

)

V,T21

, C
(21)
V,Tam

≡
( ∂E

∂T21

)

V,Tam

. (28)

Подавши ф. (13) через Tam i T21 у виглядi

E =
D

2
NkB

T21

ln(Tam + 1
2T21) − ln(Tam − 1

2T21)

i взявши похiднi, знаходимо:

C
(am)
V,T21

=
D

2
NkB

1

T1T2

( T21

lnT2/1

)2

(29)

та

C
(21)
V,Tam

=
D

2
NkB

[ 1

ln T2/1
− 1

2

1

T1T2

T 2
2 − T 2

1

ln2 T2/1

]

, (30)

де ми знову повернулися до змiнних T1 i T2. Видно, що C
(am)
V,T21

— си-

метрична, а C
(21)
V,Tam

— антисиметрична за iндексами термостатiв, ос-
кiльки вiдповiдають симетричному й антисиметричному характеру
змiни зовнiшнiх умов. Залежностi цих теплоємностей вiд перепаду
температур наведено на рис. 4.
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Рис. 4. Теплоємностi як функцiї вiдносного перепаду температур δ.
Прийнятна область слабкої нерiвноважности: −0.05 ≤ δ ≤ 0.05.
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Пари {T1, T2} i {Tam, T21} лiнiйно зв’язанi мiж собою за допомо-
гою фф. (15), тому мають мiсце рiвностi:











∂

∂T1
=

1

2

∂

∂Tam
− ∂

∂T21
,

∂

∂T2
=

1

2

∂

∂Tam
+

∂

∂T21
;











∂

∂Tam
=

∂

∂T1
+

∂

∂T2
,

∂

∂T21
= −1

2

∂

∂T1
+

1

2

∂

∂T2
,

де зворотнiй зв’язок слiдує також з означень Tam i T21. Тому, пари
теплоємностей (21) i (28) мають виражатися одна через другу:
{

C
(1)
V,T2

= 1
2C

(am)
V,T21

− C
(21)
V,Tam

,

C
(2)
V,T1

= 1
2C

(am)
V,T21

+ C
(21)
V,Tam

;

{

C
(am)
V,T21

= C
(1)
V,T2

+ C
(2)
V,T1

,

C
(21)
V,Tam

= − 1
2C

(1)
V,T2

+ 1
2C

(2)
V,T1

.

(31)
Результати (23), (24) i (29), (30) задовольняють цi умови.

На (T1, T2)-дiаграмi (рис. 5) зображено напрямки iзохорних (чи
iзобарних) змiн нерiвноважного стану, за якi вiдповiдають введенi
теплоємностi. Для т. A наведено лише одностороннi теплоємностi,
а для т. B — лише “симетричну” й “антисиметричну” теплоємностi.
Штрихова лiнiя вiдповiдає станам рiвноваги.

2T

1T

A

B

CV,T

(2)

(1)

V,T

C
C

V,T

C

V,T
(21)

(am)am

21

1

2

Рис. 5. Напрямки iзохорних процесiв з точок A та B, що описуються
рiзними теплоємностями.

Отримаймо для введених теплоємностей розклади за малим вiд-
хиленням вiд рiвноваги, вибравши за точку розкладу середню ариф-
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метичну температуру Tam. Продиференцiювавши за T2 розклад (16)
для ефективної температури, знаходимо:

C
(2)
V,T1

= D
2 NkB

[

1
2− 1

3δ+ 1
6δ

2− 8
45δ

3+ 2
15δ

4− 44
32·5·7δ

5+ 22
33·7δ

6∓. . .
]

. (32)

Друга теплоємнiсть одержується за допомогою переставлення iнде-
ксiв; тут це означає змiну знаку δ → −δ:

C
(1)
V,T2

= D
2 NkB

[

1
2 + 1

3δ+ 1
6δ

2+ 8
45δ

3+ 2
15δ

4+ 44
32·5·7δ

5+ 22
33·7δ

6+. . .
]

. (33)

Порiвняймо цi величини. Якщо T21 > 0 (δ > 0 теж), то C
(1)
V,T2

> C
(2)
V,T1

.
Тобто, бiльшою є та з одностороннiх теплоємностей, яка вiдповiдає
змiнi температури холоднiшого термостата. Це є проявом теплового
розширення у неоднорiдно нагрiтому стацiонарному газi: бiля тер-
мостата з нижчою температурою перебуває бiльше частинок (хоч i
“холоднiших”) i потрiбно бiльше тепла, щоб перевести газ в iнший
стацiонарний стан, пiднявши цю температуру на 1K, нiж якби ми
пiднiмали температуру гарячiшого термостата, бiля якого частинок
менше.

За допомогою ф. (31) знаходимо:

C
(am)
V,T21

= D
2 NkB

[

1 + 1
6δ

2 + 4
15δ

4 + 44
33·7δ

6 + . . .
]

, (34)

C
(21)
V,Tam

= D
2 NkB(−1)

[

1
3δ + 8

45δ
3 + 44

32·5·7δ
5 + . . .

]

. (35)

C
(21)
V,Tam

непарна за вiдхиленням δ. Нехай знову T21 > 0: при збiльшен-
нi перепаду температур повна енергiя системи зменшується (при фi-
ксованому Tam), а при зменшеннi — зростає. Це теж наслiдок явища
теплового розширення i узгоджується з порiвнянням одностороннiх
теплоємностей, поданим вище. Розклад (16) пiдтверджує таку пове-
дiнку C

(21)
V,Tam

: коли зменшувати |δ| при фiксованому Tam, внутрiшня
енергiя зростає i в рiвновазi при температурi Tam i δ = 0 досягає
найбiльшого значення.

3.3. Ентропiя

Щоб вiдшукати ентропiю системи, подаймо її густину (8) у виглядi

s(z) = kBn(z)
[

d1 lnT (z) − ln
(

P/kB
)

+ ξ
(D)
S

]

, (36)

де d1 ≡ 1
2D + 1 i ми скористалися локальним рiвнянням стану (6).

Iнтеґрування цього виразу згiдно ф. (10) дає три внески до повної
ентропiї

S = ST + SP + Sξ,
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що вiдповiдають доданкам у прямокутних дужках ф. (36).
Другий i третiй знаходимо за допомогою умови нормування (11):

SP+ξ = NkB

[

ln
ΩL

N
− ln

T21

lnT2/1
+ ξ

(D)
S

]

. (37)

Для внеску ST маємо:

ST ≡ Ω kBd1

∫ L

0

dz n(z) lnT (z) = Ω d1P

∫ L

0

dz
lnT (z)

T (z)
, (38)

де було пiдставлено ф. (6), а T (z) задається явною залежнiстю (4).
Iнтеґруючи за новою змiнною T = T1 +T21z/L, отримуємо результат

ST = Ω d1P
L

T21
× 1

2

[(

lnT2

)2 −
(

lnT1

)2]
,

з якого слiдує:
ST = NkB

1
2d1 ln

(

T1T2

)

. (39)

Повна ентропiя визначається сумою фф. (37) та (39):

S = NkB

[

ln
ΩL

N
+ 1

2 (12D + 1) ln
(

T1T2

)

− ln
T21

ln T2/1
+ ξ

(D)
S

]

(40)

i, як тиск (12) та внутрiшня енергiя (13), є симетричною функцiєю
температур T1 i T2.

Розклавши другий i третiй лоґарифми бiля Tam за вiдносним вiд-
хиленням δ ≡ 1

2T21/Tam,

ln
T21

lnT2/1
= lnTam − 1

3δ
2 − 13

90δ
4 − 251

34·5·7δ
6 − . . . ,

ln(T1T2) = 2 lnTam − δ2 − 1
2δ

4 − 1
3δ

6 − . . . ,

отримуємо розклад для комбiнацiї лоґарифмiв у ф. (40):

1
2 (D2 + 1) ln(T1T2) − lnTeff =

= D
2 lnTam − (D4 + 1

6 )δ2 − (D8 + 19
180 )δ4 − ( D

12 + 443
2·34·5·7 )δ6 − . . .

При D = 3 числа бiля δ2 i δ4 збiгаються з тими, якi отримано за
допомогою розкладiв за ґрадiєнтами в середнiй точцi [36, 38].

Покажiмо, що вираз (40) узгоджується з другим началом тер-
модинамiки. Якщо ми усунемо термостати, iзолювавши систему, то
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вона почне релаксувати до рiвноваги. При цьому внутрiшня енер-
гiя залишається постiйною: E = const. У рiвновазi вона дорiвнює
E = D

2 NkBTfin, де Tfin — температура, яку ми приписуємо кiнце-
вому рiвноважному стану. Пiдставивши її у вираз для рiвноважної
ентропiї [43], знаходимо:

Sfin = NkB
[

ln(ΩL/N) + D
2 lnTfin + ξ

(D)
S

]

, (41)

де Tfin = Teff , ф. (14). Результат для рiзницi ∆S ≡ S−Sfin має вигляд:

∆S = NkB

(

D
2 + 1

)

ln

√
T1T2 lnT2/T1

T21
. (42)

Якщо позначити φ ≡ T2/T1 > 0, дрiб пiд лоґарифмом набуває ви-
гляду: σ(φ) ≡

√
φ lnφ/[φ− 1]. Вiн залишається незмiнним при замiнi

φ → 1/φ. З графiка (Рис. 6) видно, що σ(φ) ≤ 1, а рiвнiсть досягає-
ться при φ = 1, тобто, при T1 = T2. Цю поведiнку σ(φ) для значень
φ близьких до 1 можна виявити ще за допомогою розкладу в ряд,
ввiвши x таке, що φ = 1 + x:

σ(1 + x) = 1 − 1
24x

2 + 1
24x

3 − 71
3·5·27x

4 + . . .

Тому з ф. (42) слiдує, що ∆S ≤ 0, тобто, знайдена ентропiя (40)
задовольняє друге начало термодинамiки для нерiвноважних проце-
сiв [40].
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Рис. 6. Функцiя σ(φ) ≡
√
φ lnφ/[φ − 1] у залежностi вiд вiдношення тем-

ператур φ ≡ T2/T1.

Вище ми розглянули ефективну температуру (14), пов’язану з ба-
ричним i калоричним рiвняннями стану. Можна спробувати записати
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i нерiвноважну ентропiю (40) у рiвноважному виглядi [тобто, у фор-
мi (41)] через ефективну температуру. Однак, зiставляючи фф. (40)
i (41), знаходимо, що ефективна температура, пов’язана з ентропiєю

T S
eff ≡

[

(T1T2)
1

4
(D+2) lnT2/1

T21

]2/D

,

вiдрiзняється вiд попередньої Teff . Ця вiдмiннiсть означає, що сама
концепцiя ефективної температури для теплопровiдного стацiонар-
ного стану не є самоузгодженою навiть у слабонерiвноважному ви-
падку i не може повнiстю описати всiх його особливостей. Можливо
з цiєї причини не можна узгодити мiж собою рiзнi намагання ввести
означення температури в нерiвноважних умовах [47]. Мабуть, вони
бiльшою мiрою продиктованi безпосереднiми обставинами оглянутих
в [47] систем у конкретних нерiвноважних станах, нiж здатнiстю
такого ефективного параметра повноцiнно описати нерiвноважний
стан.

3.4. Iнтеґрування густини вiльної енергiї

Величину F , означену як iнтеґрування (10) локальної густини вiль-
ної енергiї (9), розраховуємо подiбно до ентропiї. Три внески F =
FT + FP + Fξ виникають пiсля пiдстановки у ф. (10) виразу

f(z) = −P
[

d1 lnT (z) − ln
(

P/kB
)

+ ξ
(D)
F

]

, (43)

отриманого з фф. (8) та (6). Перший iнтеґрується безпосередньо:

FT ≡ −ΩPd1

∫ L

0

dz lnT (z) = −ΩPd1L
(T2 lnT2 − T1 lnT1

T21
− 1

)

.

Об’єднавши його з результатами для FP та Fξ, пошук яких елемен-
тарний, отримуємо:

F = −NkB
T21

lnT2/1

[

ln
ΩL

N
+ [ 12D + 1]

(T2 lnT2 − T1 lnT1

T21
− 1

)

− (44)

− ln
T21

lnT2/1
+ ξ

(D)
F

]

.

Основна мета пошуку цiєї величини полягала в тому, що вона
могла виявитися термодинамiчним потенцiалом, даючи повний тер-
модинамiчний опис стану подiбно до формалiзму, розвинутого для



20 Препринт

випадку рiвноваги. На жаль, це не так. Легко пересвiдчитися, що ди-
ференцiювання за Ω чи L дає вiдповiдно −PL та −PΩ. Тобто, похiднi
вiд F за термодинамiчними змiнними механiчної природи пов’язанi
зi спряженою величиною — тиском. Однак, величина F не пов’язана
з ентропiєю (40) за допомогою диференцiювань за температурами,
i, отже, не є термодинамiчним потенцiалом в сенсi, аналогiчному до
рiвноважного. Тут ми не називаємо її “вiльною енергiєю” i подали
лише з мiркувань повноти.

Попри негативний результат, можна зробити висновок, що фор-
мальна структура термодинамiки теплопровiдного стацiонарного ста-
ну в розумiннi повного опису за допомогою термодинамiчного потен-
цiала як твiрної функцiї для iнших термодинамiчних величин, напр.,
тиску та ентропiї, iнша, нiж у рiвновазi. Найпершу вiдмiннiсть ви-
дно вiдразу — температурних параметрiв тут два, а ентропiя лише
одна. Однак, сам термодинамiчний потенцiал i його зв’язок з цими
змiнними ще належить встановити.

4. Наближення змiщеного лiнiйного ходу

Iнтерпретацiї закону Фур’є. Для слабонерiвноважного тепло-
провiдного стану добре встановленим вважається (лiнiйний) закон
Фур’є для густини теплового потоку [1–3,40]:

q = −λ∇T, (45)

де λ — лiнiйний коефiцiєнт теплопровiдности. Закон має феномено-
логiчно-експериментальне походження, однак, знайшов пiдтвердже-
ння в рамках, напр., кiнетичної теорiї [4–6] чи теорiї лiнiйного вiд-
гуку [7,8,48]. Вiн є наближенням, оскiльки нехтує внесками до q вiд
вищих ґрадiєнтiв температури ∂iT/∂ri

∣

∣

i≥2
i вiд добуткiв ґрадiєнтiв.

Є двi рiзнi iнтерпретацiї цього закону. Зокрема, в пiдходi суцiль-
ного середовища [1–3] стан системи описується локально за допомо-
гою полiв температури, густин числа частинок i внутрiшньої енергiї,
тиску, теплового потоку та iн., якi є просторово-змiнними функцiя-
ми. (Залежнiсть вiд часу тут не важлива.) Тому у ф. (45) входять
величини з просторовою залежнiстю:

q(r) = −λ
(

T (r), n(r)
)

∇T (r),

де для коефiцiєнта теплопровiдности вказано його можливу зале-
жнiсть вiд локальних температури i густини числа частинок. Тут
закон Фур’є має локальний характер i таке тлумачення ближче до
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iдей лiнiйної необоротної термодинамiки, кiнетичної теорiї чи нерiв-
новажної статистичної механiки.

Iснує ще iнтерпретацiя, ближча до експериментальних обставин.
Суть її в тому, що коли в системi створено невелику рiзницю темпе-
ратур мiж точками A i B, рознесеними на вiддаль L, то за ґрадiєнт
температури у ф. (45) приймають величину

∇TBA =
TB − TA

L
k,

де k — одиничний вектор з напрямком вiд точки A до точки B.
Тут локальна просторова залежнiсть температури (i густини числа
частинок) нiби вiдходить за заднiй план з огляду на слабке вiдхи-
лення вiд рiвноваги. Тому для коефiцiєнта λ фiксують залежнiсть
вiд якихось середнiх температури i густини числа частинок. Так са-
мо i введена величина ∇TBA є свого роду усередненим ґрадiєнтом
температури, який встановився у системi. Таке тлумачення викори-
стовується ще в оцiнках величин для конкретних експериментальних
умов.

Iнколи пiд впливом цiєї iнтерпретацiї теплопровiдний стацiонар-
ний стан мислиться як стан з однорiдним ґрадiєнтом температури
вздовж теплового потоку, що не вiдповiдає дiйсностi. Тим не мен-
ше, наближення першого ґрадiєнта часто використовується в описi
теплопровiдного стацiонарного стану, напр., щодо впливу нерiвнова-
жности на процес розсiяння свiтла [49–54].

Наближення. Взагалi, хiд температури у теплопровiдному стацi-
онарному станi не є лiнiйний — числовi моделювання виявляють його
вгнутий характер [55–58]. При розрахунку термодинамiчних величин
у §3 ми вважали хiд температури лiнiйним. Це припущення означає,
що насправдi ми пiдмiнили систему з дiйсним ходом температури си-
стемою з лiнiйним ходом. З останньою ми обходилися так, нiби вона
перебуває у стацiонарному станi. Щоб застосувати отриманi у §3 ре-
зультати, треба зв’язати параметри лiнiйного ходу з температурами
термостатiв T1 i T2.

Як видно з Рис. 7, якщо би шукана лiнiйна залежнiсть проходи-
ла через точки (0;T1) i (L;T2), то таке наближення було би доволi
грубе, оскiльки вiдповiдний профiль (лiнiя 2) розташований далеко
вiд дiйсного (лiнiя 1). Iмовiрно, ситуацiя дещо покращиться, коли
лiнiйний профiль вибрати, щоб вiн дотикався до дiйсного (лiнiя 3).
Однак, сама точка дотику невiдома i тому ми не можемо отримати
параметри “дотичної” лiнiйної залежности, виходячи з набору T1 i
T2.
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Рис. 7. Лiнiйнi наближення дiйсного ходу температури (позн. 1).
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Рис. 8. Дiйсний хiд температури T (z) i його лiнiйне наближення Tθ(z).

Оптимальним, на нашу думку, є такий вибiр, коли наближений
лiнiйний хiд нiби “перекреслює” дiйсний хiд у двох точках (Рис. 8),
а кут нахилу вiдповiдає “усередненому” ґрадiєнту (T2 − T1)/L. Цей
вибiр узгоджується з “усередненим” законом Фур’є i дає належне
значення теплового потоку. При цьому наближений температурний
хiд змiщений на деяку величину θ вiдносно прямої, що проходить
через точки (0;T1) i (L;T2). Значення θ поки-що не вiдоме i тому θ
залишається вiльним параметром. Вiн залежить як вiд T1 i T2, так
i, можливо, вiд L. Ввiвши позначення T1θ ≡ T1 − θ i T2θ ≡ T2 − θ,
змiщений температурний хiд записуємо явно:

Tθ(z) ≡ T1θ −
T21

L
z.

Його змiщення вiдносно значень T1 i T2 — це намагання частко-
во компенсувати нехтування нелiнiйности дiйсного ходу темепарту-

ICMP–16–09U 23

ри, тобто, нехтування вищих ґрадiєнтiв. Хоча ефективнiсть такого
способу залишається пiд питанням.

O z

n(z)

L

2

n1

n

n (z)θ

θ,2

θ,1

n

n

Рис. 9. Схематичний хiд локальних густин числа частинок, що походять
вiд незмiщеного [n(z)] i змiщеного [nθ(z)] профiлiв температури.

На рис. 9 схематично зображено просторову залежнiсть густи-
ни числа частинок nθ(z), що вiдповiдає профiлю Tθ(z). Видно, що
наближення змiщеного ходу температури зумовлює “перезаселення”
приграничних областей (“гарячих” i “холодних”) i “недозаселення”
центральної области. Термодинамiчнi величини зазнаватимуть спо-
творення вiд цих неточностей.

Оцiнка для θ. Наведiмо примiтивну оцiнку для величини змiще-
ння θ, засновану на геометричних мiркуваннях. Розгляньмо, якого
значення може набувати змiщений хiд Tθ(z) у геометрично середнiй
точцi системи z = 1

2L. У нiй маємо 3 характернi температурнi значен-
ня: середнє арифметичне Tam ≡ 1

2 (T1+T2), температуру холоднiшого
термостата T1 (беремо, що T21 > 0) i невiдоме значення дiйсного ходу
T0 ≡ T (12L), рис. 10. Тому що дiйсний хiд вгнутий, T0 має розташо-
вуватися мiж двома попереднiми: T1 < T0 < Tam; отже має бути, що
θ < 1

2 |T21|.
Тепер приймiмо припущення стосовно дiйсного ходу T (z), вва-

жаючи, що значення T0 не менше за середнє арифметичне мiж T1

i Tam. (Це означає, що зростання температури на промiжку (0 ; 1
2L)

становить не менше, як 1
4T21, а на промiжку (12L;L) — не бiльше, як

3
4T21.) Тодi оцiнка пiдсилюється: θ ≤ 1

4 |T21|. Вибравши точку прохо-
дження змiщеного ходу температури Tθ(z) посерединi мiж T0 i Tam,
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Рис. 10. Лiнiйний профiль проходить мiж значеннями Tam i T ( 1
2
L).

отримуємо:
θ ≈ 1

8 |T21|.
Зрозумiло, що ця оцiнка надто спрощена. Однак з неї можна

висунути припущення, що правдоподiбно, що величина змiщення θ
менша майже на порядок за величину перепаду температур |T21|.
Очевидно — це наслiдок прийнятої оцiнки стосовно T0.

Застосування. Використаймо наближення змiщеного ходу темпе-
ратури у знайдених ранiше виразах для тиску (12) i внутрiшньої
енергiї (13). У них на мiсце T1 i T2 потрiбно пiдставити T1θ i T2θ. Для
тиску в цьому наближеннi, позначеному через Pθ, отримуємо:

Pθ = nkB
T21

ln T2−θ
T1−θ

. (46)

де n ≡ N/(ΩL). Вiдшукаймо першi поправки за θ. Записавши дрiб у
виглядi

T21

lnT2/1

1

1 + 1
lnT2/1

[

ln
(

1 − θ
T2

)

− ln
(

1 − θ
T1

)] ,

можемо розкласти його за малими величинами θ
Ti

. Для перших двох
порядкiв одержуємо:

Pθ = n kBTeff

[

1 − T21

lnT2/1

θ

T1T2
−
(1

2

T 2
2 − T 2

1

lnT2/1
− T 2

21

ln2 T2/1

) θ2

T 2
1 T

2
2

+ . . .
]

,

(47)
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де поправки покликанi врахувати нелiнiйнiсть дiйсного ходу T (z).
Аналогiчну формулу для внутрiшньої енергiї перепишемо так:

Eθ = 1
2DNkBTeff

[

1 − Teff
θ

T1T2
− Teff(Tam − Teff)

θ2

T 2
1 T

2
2

+ . . .
]

, (48)

де коефiцiєнти бiля θ i θ2 виражено через Teff , ф. (14).
Знаки поправок вказують на те, що змiщення лiнiйного ходу тем-

ператури в бiк дiйсного ходу понижує значення тиску i внутрiш-
ньої енергiї. Перша поправка має порядок θ/Ti; ї ї можна наблизити
виразом − 1

2
T1+T2

T1T2

θ. Щодо другої поправки: оскiльки Tam − Teff ≈
1
12T

2
21/Tam згiдно ф. (16) i, крiм того, θ < 1

2 |T21| строго, то вона ви-
являється надзвичайно малою, бо має оцiнку зверху як ∼ 1

48T
4
21 (див.

штрихованi лiнiї на рис. 11).
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Рис. 11. Залежнiсть приведеного тиску вiд вiдносного вiдхилення δ для
випадкiв без змiщення (суцiльна лiнiя) i в наближеннi змiщеного ходу при
θ = 1

8
|T21| (штрихованi лiнiї): довший штрих — ф. (46), коротший штрих

— коли у розкладi (47) враховано лише лiнiйну за θ поправку.

Повнiше вплив величини змiщення на значення тиску зображе-
но на рис. 12. Як бачимо, врахування змiщення у ф. (46) для тиску
i припущення пропорцiности θ ∼ |T21| порушують його аналiтичнi
властивостi — функцiя Pθ має злам у точцi рiвноваги δ = 0. При
зменшеннi коефiцiєнта пропорцiности θ∗ у спiввiдношеннi θ = θ∗|T21|
злам послаблюється (Рис. 12). Тим не менше, наявнiсть зламу вка-
зує на те, що введене наближення доволi грубе, i може розглядатися
лише як оцiночне, а θ — як параметр пiдгонки. З математичного
погляду це легко зрозумiти — ми спочатку отримали результат (12)
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Рис. 12. Залежнiсть приведеного тиску (46) вiд вiдносного вiдхилення δ
для рiзних значень змiщення лiнiйного ходу θ = θ∗|T21|.

для тиску, а потiм його “зiпсували”, штучно ввiвши змiщення й отри-
мавши ф. (46). Ми не наводимо виразiв для стисливостей i теплоєм-
ностей, бо залежнiсть θ вiд T1, T2 i L не вiдома.

Отримаймо подiбний вираз для ентропiї з поправками вiд θ. Пiд-
становка T1θ i T2θ у ф. (40) замiсть T1 i T2 дає:

Sθ = NkB

[

ln
ΩL

N
+ 1

2 (12D + 1) ln
(

T1θT2θ

)

− ln
T21

lnT2θ/1θ
+ ξ

(D)
S

]

. (49)

Розклавши до другого порядку за θ

ln
(

T1θT2θ

)

= ln(T1T2) − T1 + T2

T1T2
θ − 1

2

T 2
1 + T 2

2

T 2
1 T

2
2

θ2 + . . . ,

lnT2θ/1θ = lnT2/1 +
T21

T1T2
θ +

1

2

T 2
2 − T 2

1

T 2
1 T

2
2

θ2 + . . . ,

ln
T21

lnT2θ/1θ
= lnTeff − Teff

θ

T1T2
+

1

2

[

T 2
eff − T 2

2 − T 2
1

lnT2/1

] θ2

T 2
1 T

2
2

+ . . . ,

знаходимо:

Sθ = NkB

[

ln
ΩL

N
+ 1

2 (D2 + 1) ln
(

T1T2

)

− ln
T21

lnT2/1
+ ξ

(D)
S − (50)

−
(

[D2 + 1]Tam − Teff

) θ

T1T2
−

− 1
2

(

[D2 + 1]
T 2

1
+T 2

2

2 − Teff [2Tam − Teff ]
) θ2

T 2
1 T

2
2

− . . .
]

,

де у другому й третьому рядках записано шуканi поправки.
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5. Пiдсумки

Для газу низької густини у слабонерiвноважному теплопровiдному
стацiонарному станi розглянуто одне з найпростiших наближень, ко-
ли локальна температура змiнюється лiнiйно вздовж теплового пото-
ку. В цiлому воно узгоджується iз законом теплопровiдности Фур’є.
Аналiтичнi вирази для тиску, внутрiшньої енергiї, ентропiї, стисли-
востей i теплоємностей, отриманi в пiдходi суцiльного середовища,
якiсно описують вiдхилення стану вiд рiвноваги. Вони задають хара-
ктерну поведiнку знайдених термодинамiчних величин i дають при-
клад типових нерiвноважних стацiонарних термодинамiчних резуль-
татiв.

Iз загального погляду отриманi вирази мають термодинамiчний
характер, оскiльки виражаються через глобальнi макроскопiчнi па-
раметри газу, не мiстячи при цьому дисипативних характеристик
(таких як коефiцiєнт теплопровiдности, час релаксацiї i подiбних).
Позитивною рисою є те, що знайдена ентропiя узгоджується з II-м
началом термодинамiки для нерiвноважних процесiв.

Результати зiставлено з передбаченнями пiдходу гiдродинамiч-
них флуктуацiй (у варiантi нерiвноважної теорiї зв’язаних мод) i
показано, що зниження тиску вiд самої нерiвноважної стацiонарно-
сти спiвмiрне з флуктуацiйним внеском у тиск, навiть коли вiдстань
мiж термостатами, зменшуючись вiд макроскопiчних розмiрiв, до-
сягає 10−7 м. Надiємося, що це може допомогти у виявленi цього
тонкого флуктуацiйного ефекту.

Нелiнiйнiсть дiйсного ходу температури враховано ефективно за
допомогою змiщення модельного лiнiйного ходу вниз вiдносно дiй-
сних температур термостатiв. Величина змiщення вiдiграє при цьому
роль вiльного параметра. З огляду на прийняте наближення лiнiй-
ного ходу температури зрозумiло, що отриманi результати мають
якiсний, оцiночний характер. Однак, ми сподiваємося, що вони мо-
жуть вiдiгравати роль тестового iнструмента для реалiстичнiших i
детальнiших наближень чи пiдходiв.
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м.н. Т.М. Верхоляку за кориснi обговорення окремих аспектiв роботи
i за повiдомлення про працi, що стосуються флуктуацiйного тиску.

У роботi використано вiдомостi з бази даних ADS NASA.



28 Препринт

A. Обертання степеневого ряду

Ряди A ≡ a0+a1x+a2x
2+. . . i B ≡ b0+b1x+b2x

2+. . . взаємнооберненi,
якщо AB = BA = 1. Коли коефiцiєнти {a} вiдомi, то {b} можна
виразити через них. Вiдшукаймо цей зв’язок:

AB =
+∞
∑

i=0

+∞
∑

k=0

aibkx
i+k =

+∞
∑

p=0

xp

p
∑

k=0

ap−kbk = 1,

де пiсля другого ‘=’ внески з однаковим степенем x згруповано i
введено новий iндекс p = i + k. З останньої рiвности знаходимо, що
∑p

k=0 ap−kbk = δ0p iз символом Кронекера справа. Звiдси отримуємо
рекурентнi спiввiдношення

bp =
δ0p
a0

− 1

a0

p−1
∑

k=0

ap−kbk.

Якщо a0 = 1, то також b0 = 1, а вираз для bp спрощується:

bp
∣

∣

p≥1
= −

p−1
∑

k=0

ap−kbk.

Кiлька перших мають такий вигляд:

b1 = −a1, b2 = −a2 − a1b1, b3 = −a3 − a2b1 − a1b2, . . .

З них знаходимо явно:

b1 = −a1, b2 = −a2 + a21, b3 = −a3 + 2a2a1 − a31, . . .

Неважко переконатися, що коефiцiєнти {a} виражаються через кое-
фiцiєнти {b} згiдно тих самих спiввiдношень.
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