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Анотацiя. Розраховано хiмiчний потенцiал металевої плiвки у ме-
жах моделi «желе» з врахуванням кулонiвської взаємодiї мiж еле-
ктронами. Поверхневий потенцiал змодельовано прямокутною без-
межно глибокою потенцiальною ямою. Дослiджено поведiнку хiмi-
чного потенцiалу як функцiї товщини плiвки, виявлено квантово-
розмiрний ефект для цiєї величини. Показано, що врахування куло-
нiвської взаємодiї приводить до значного зменшення хiмiчного по-
тенцiалу та посилення ефекту квантово-розмiрного квантування.

Effect of Coulomb interaction on chemical potential of metallic
slab

P.P. Kostrobij, B.M. Markovych

Abstract. Chemical potential of metallic slab within the jellium model
taking into account the Coulomb interaction between electrons is calcul-
ated. Surface potential is modeled by the infinite rectangular potential
well. The behavior of the chemical potential as a function of film thick-
ness is studied, the quantum-size effect for this quantity is discovered. It
is shown that taking into account the Coulomb interaction leads to a si-
gnificant decrease in chemical potential and increase of the quantum-size
effect.
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2 Препринт

1. Вступ

Бурхливий розвиток нанотехнологiй за участю процесiв осадження
металiв на рiзних пiдкладках потребує теоретичного аналiзу та розу-
мiння електронних ефектiв в нанокластерних та наноплiвкових стру-
ктурах. Якщо розмiр наноструктури спiвмiрний з вiдповiдною дов-
жиною хвилi Фермi електронiв в цiй наноструктурi, то рiзнi фiзичнi
властивостi можуть сильно залежати вiд розмiру цiєї наноструктури.
Таке явище називається «квантово-розмiрний ефект» [1–6] i є хара-
ктерним для багатьох фiзичних характеристик металевих наноплi-
вок, наприклад, для термодинамiчної стiйкостi, електричного опору,
роботи виходу, поверхневої енергiї i т.д. Внаслiдок можливих вiдмiн-
ностей властивостей металевої наноструктури вiд об’ємних власти-
востей макроскопiчного зразка цього ж металу, дослiдження таких
властивостей становить значний теоретичний та експериментальний
iнтерес.

Першi теоретичнi розрахунки хiмiчного потенцiалу металевої плi-
вки без врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами у межах
моделi «желе» проведенi у працях [7–9]. Проте, як показано у пра-
цях [10,11], у цих розрахунках не враховано умову електронейтраль-
ностi i внаслiдок цього розрахованi значення хiмiчного потенцiалу є
неправильними. Вiдносно нещодавно з’явилася праця [12], автор якої
претендує на те, що вiн вперше знайшов залежнiсть енергiї Фермi вiд
товщини плiвки для такої ж моделi металевої плiвки. Проте насправ-
дi це є повторенням результатiв працi [7] без посилання на неї.

Вперше квантово-розмiрний ефект для хiмiчного потенцiалу ме-
талевої плiвки у межах моделi «желе» був дослiджений Шульте [13]
за допомогою метода функцiоналу густини з використанням набли-
ження локальної густини. Пiзнiше вiн порiвняв цi результати для
хiмiчного потенцiалу з розрахованими ним ж значеннями хiмiчного
потенцiалу для плiвки в межах моделi «желе» без врахування ку-
лонiвської взаємодiї мiж електронами [11] та виявив добре узгодже-
ння. Проте у своїх розрахунках [11] Шульте для вiддалi мiж пло-
щиною плiвки та потенцiальною стiнкою використовував результат
з працi [14], який справджується для моделi напiвобмеженого «же-
ле» (див., наприклад, [14–17]). Вiн же був використаний i у значно
пiзнiших працях [18,19], де також проведено порiвняння мiж розра-
хунками за допомогою методу функцiонала густини та розрахунка-
ми без врахування кулонiвської взаємодiї у межах моделi «желе», у
працi [19] виявлено добре узгодження для певних плiвок. Правиль-
ний вираз для цiєї вiддалi був отриманий у працi [20], де проведено
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аналiтичнi розрахунки для рiзних моделей потенцiального бар’єру
у межах моделi «желе» без врахування кулонiвської взаємодiї мiж
електронами. У працi [21] дослiджувалась стабiльнiсть металевих
плiвок та проведено розрахунок хiмiчного потенцiалу в межах моде-
лi «желе» без врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами,
проте, як i у працях [7–9, 12], не враховано умову електронейтраль-
ностi.

У представленiй роботi за допомогою методу функцiонального
iнтегрування [16, 17] дослiджується металева плiвка у межах моделi
«желе» з врахуванням кулонiвської взаємодiї мiж електронами. По-
верхневий потенцiал змодельовано прямокутною потенцiальною без-
межно глибокою ямою. У граничному випадку низьких температур
проведено розрахунки хiмiчного потенцiалу та вiддалi мiж площи-
ною плiвки i потенцiальною стiнкою безмежної висоти для рiзних
значень радiуса Вiгнера-Зейтца (rs). Хiмiчний потенцiал знайдено
як розв’язок нелiнiйного рiвняння, яке отримане у працях [16, 17]
за допомогою методу функцiонального iнтегрування, що добре се-
бе зарекомендував при дослiдженнi моделi напiвобмеженого «же-
ле» [16,17,22]. Дослiджено залежнiсть розрахованих величин вiд тов-
щини плiвки, показано, що врахування кулонiвської взаємодiї мiж
електронами приводить до значного зменшення хiмiчного потенцi-
алу та збiльшення вiддалi мiж площиною плiвки та потенцiальною
стiнкою безмежної висоти, а також до збiльшення амплiтуд їх осци-
ляцiй, тобто до посилення ефекту квантово-розмiрного ефекту. По-
казано, що зi зростанням товщини плiвки хiмiчний потенцiал прямує
до хiмiчного потенцiалу необмеженого металу в моделi «желе», а ця
вiддаль прямує до значення, яке отримане у працях [16, 17] для на-
пiвобмеженого «желе».

2. Модель

z0 l

d d

lslab

Film

Рис. 1.

Нехай є металева плiвка, яка розташова-
на у просторi так, що двi паралельнi без-
межнi гранi є паралельними до площи-
ни xOy. Товщина плiвки вiдкладається
вздовж осi z та дорiвнює lslab. Одна грань
плiвки розташована у точцi z = d, а iнша,
паралельна до неї, — у точцi z = lslab + d
(див. рис. 1).

Плiвку розглядаємо у межах моделi
«желе», тобто iонна пiдсистема замiнена
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додатним зарядом з таким розподiлом:

̺jell(r||, z) ≡ ̺jell(z) = ̺0 θ(z − d) θ(lslab + d− z) =

=

{

̺0, z ∈ [d, lslab + d],
0, z 6∈ [d, lslab + d],

де θ(x) — функцiя Хевiсайда, r|| = (x, y), x, y ∈ (−
√
S/2,+

√
S/2),

z ∈ (−∞,+∞), S — площа гранi плiвки (S → ∞). Причому має мiсце
умова електронейтральностi

lim
S→∞

∫

S

dr||

+∞
∫

−∞

dz ̺jell(r||, z) = eN, e > 0 (2.1)

та термодинамiчна границя

lim
N,S→∞

eN

Slslab
= ̺0,

де N — кiлькiсть електронiв, якi знаходяться у полi додатного заря-
ду.

Внаслiдок просторової симетрiї такої плiвки у площинi xOy рух
електрона є вiльним, а вздовж осi z визначається поверхневим потен-
цiалом Vsurf(z), який змоделюємо прямокутною потенцiальною ямою
з безмежно високими стiнками, тобто

Vsurf(z) =

{

∞, z 6 0, z > l,
0, 0 < z < l.

(2.2)

Цей модельний потенцiал дозволяє аналiтично розв’язати стацiонар-
не рiвняння Шредiнгера

[

− ~
2

2m
∆ + Vsurf(z)

]

Ψa(r) = EaΨa(r), r = (r||, z) (2.3)

з такими крайовими умовами (умовами Дiрiхле):

Ψa(r)
∣

∣

z=0
= Ψa(r)

∣

∣

z=l
= 0,

де m — маса електрона, a = (k||, α), k|| — двовимiрний хвильовий
вектор електрона у площинi xOy, α = πn/l, n = 1, 2, . . ., тобто знайти
хвильовi функцiї Ψa(r) та вiдповiднi енергетичнi рiвнi Ea електрона
у станi a = (k||, α):

Ψa(r) =
1√
S

eik||r||ϕα(z), Ea =
~
2(k2|| + α2)

2m
,
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ϕα(z) =

√

2

l
sin(αz) θ(z) θ(l − z) = (2.4)

=

{ √

2
l

sin(αz), 0 < z < l,

0, z 6 0, z > l.
(2.5)

Як видно з рис. 1, мiж параметром модельного потенцiалу l та
товщиною плiвки lslab iснує зв’язок

l = lslab + 2d, (2.6)

де параметр d згiдно з [20]:

d =
3π

8KF
+

π2

8K2
Fl
, (2.7)

KF =
√

2mµ/~ — величина хвильового вектора Фермi, µ — хiмiчний
потенцiал,.

З (2.7) та (2.6) знаходимо параметр l безмежної прямокутної по-
тенцiальної ями як функцiї KF

l(KF) =
lslab

2
+

3π

8KF
+

√

16K2
Fl

2
slab + 24πKFlslab + 25π2

8KF
.

Зауважимо, що з прямуванням l до безмежностi параметр d пря-
мує до вiдомого значення d∞ = 3π/(8KF), яке є вiддалю вiд краю
додатного заряду до безмежно високої потенцiальної стiнки для мо-
делi напiвобмеженого «желе» (див., наприклад, [14–17]).

3. Рiвняння для хiмiчного потенцiалу

У працях [16,17] за допомогою методу функцiонального iнтегруван-
ня отримано загальний вираз для середнього вiд оператора кiлькостi
електронiв, який у випадку нашої задачi має такий вигляд:

〈N〉 = 〈N〉0 −
1

2S

∑

q 6=0

∑

k||,α

∂nα(k||)

∂µ

l
∫

0

dz |ϕα(z)|2
(

g(q, z, z) − ν(q, 0)
)

+

+
1

2S

∑

q 6=0

∑

k||,α1,α2

∂
(

nα1
(k||)nα2

(k|| − q)
)

∂µ
×

×
l
∫

0

dz1

l
∫

0

dz2 ϕ
∗
α1

(z1)ϕα2
(z1)ϕ∗

α2
(z2)ϕα1

(z2) g(q, z1, z2), (3.1)
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де
〈N〉0 =

∑

k||,α

nα(k||) (3.2)

— середнє вiд оператора кiлькостi електронiв без врахування куло-
нiвської взаємодiї мiж ними,

nα(k||) =
1

eβ(Eα(k||)−µ) + 1

— функцiя розподiлу Фермi-Дiрака, β — обернена термодинамiчна
температура, µ — хiмiчний потенцiал, q = (qx, qy) — двовимiрний ве-
ктор з компонентами qx,y = 2πnx,y/

√
S, nx,y = 0,±1,±2, . . ., ν(q, 0) =

2πe2/q, g(q, z1, z2) — ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї
в (q, z)-представленнi, аналiтичний вираз для якого з використанням
наближень, що використовувалися в [16, 17, 22], отримано у [23].

У граничному випадку низьких температур

nα(k||) = θ
(

K2
F − k2|| − α2

)

.

Пiдсумовування за двовимiрним вектором k|| у виразi (3.1) можна
виконати аналiтично, перейшовши вiд пiдсумовування до iнтегрува-
ння за правилом [16,17, 22]

∑

k||

. . . =
2S

(2π)2

∫

dk|| . . . ,

де враховано двi можливi орiєнтацiї спiна електрона. У результатi
отримуємо, що

∑

k||

nα(k||) =
S

2π

(

K2
F − α2

)

θ
(

K2
F − α2

)

, (3.3)

∑

k||

∂nα(k||)

∂µ
=

S

2π

2m

~2
θ
(

K2
F − α2

)

. (3.4)

У працях [16, 17] показано, що

∑

k||

∂
(

nα1
(k||)nα2

(k|| − q)
)

∂µ
=

2S

(2π)2
4m

~2
I(q, α1, α2), (3.5)
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де

I(q, α1, α2) =

=





























































0, 0 6 q 6 c1 − c2,

arccos
q2 + c21 − c22

2c1q
, c1 − c2 < q 6 c1 + c2,

0, c1 + c2 < q < ∞,















, c1 > c2,















π, 0 6 q 6 c2 − c1,

arccos
q2 + c21 − c22

2c1q
, c2 − c1 < q 6 c1 + c2,

0, c1 + c2 < q < ∞,















, c2 > c1,

c1 =
√

K2
F − α2

1, c2 =
√

K2
F − α2

2, α1,2 6 KF.

Пiдсумовування за квантовим числом α можна подати так:

∑

α

. . . =

nmax
∑

n=1

. . . ,

де nmax є цiлою частиною вiд lKF/π.
Як показано у працi [7], обчислити середнє вiд оператора кiлько-

стi електронiв без врахування кулонiвської взаємодiї мiж ними (3.2)
можна виконати аналiтично, у результатi чого отримуємо:

〈N〉0 =
S

2π
nmax

(

K2
F − π2

6l2
(nmax + 1)(2nmax + 1)

)

. (3.6)

З умови електронейтральностi (2.1) випливає, що e〈N〉 = ̺0Slslab,
тобто ̺0 = e〈N〉/(Slslab). Поклавши ̺0/e = 3/(4πr3s ), маємо

3

4πr3s
=

〈N〉
Slslab

, (3.7)

де rs — радiус Вiгнера-Зейтца. Домноживши рiвняння (3.1) на
2π/(Slslab) та враховуючи спiввiдношення (3.7), отримуємо для вели-
чини хвильового вектора Фермi KF, яка пов’язана з хiмiчним потен-
цiалом µ (µ = ~

2K2
F/(2m)), нелiнiйне рiвняння (розрахунок iнтегра-

лiв з ефективним потенцiалом мiжелектронної взаємодiї виконано у
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додатку A):

3

2r3s
=

nmax

lslab

(

K2
F − π2

6l2
(nmax + 1)(2nmax + 1)

)

−

− a2B
lslab

nmax
∑

n=1

∞
∫

0

dq

[

q

Q

1

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

×

×
(

1 +

(

Q− q

Q + q

)2

e−2Ql +
4α2

Ql

Q− q

Q + q

1 − e−2Ql

4α2 + Q2

)

− 1

]

+

+
8

π

a4B
lslabl2

nmax
∑

n1=1

nmax
∑

n2=1

∞
∫

0

dq
q

Q

1

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

×

×
[

I1(Q,α1, α2) +

(

Q− q

Q + q

)2

e−2QlI1(−Q,α1, α2)+

+
Q− q

Q + q

(

I22 (Q,α1, α2) + e−2QlI22 (−Q,α1, α2)
)

]

, (3.8)

де aB — радiус Бора, вирази для Q, функцiй I1 та I2 наведено у
додатку A, (див. формули (A.2), (A.4) та (A.5) вiдповiдно).

Зауважимо, що у разi вiдсутностi кулонiвської взаємодiї мiж еле-
ктронами, тобто для iдеального електронного газу, нелiнiйне рiвня-
ння (3.8) значно спрощується

3

2r3s
=

nmax

lslab

(

(K0
F)2 − π2

6l20
(nmax + 1)(2nmax + 1)

)

, (3.9)

де K0
F — величина хвильового вектора Фермi iдеального електрон-

ного газу, l0 = l(K0
F). Розв’язавши це рiвняння, отримуємо хiмiчний

потенцiал µ0 = ~
2(K0

F)2/(2m) невзаємодiючого електронного газу.

4. Результати чисельних розрахункiв та їх обгово-

рення

На рис. 2–6 подано результати розрахунку хiмiчного потенцiалу як
функцiї товщини плiвки. Суцiльною лiнiєю зображено хiмiчний по-
тенцiал з врахуванням кулонiвської взаємодiї мiж електронами, тоб-
то знайдений з нелiнiйного рiвняння (3.8), штриховою — без враху-
вання цiєї взаємодiї, тобто знайдений з нелiнiйного рiвняння (3.9).
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Крiм того, на цих рисунках штриховими горизонтальними прямими
зображено об’ємнi значення хiмiчного потенцiала [16,17] з врахуван-
ням кулонiвської взаємодiї мiж електронами µbulk та без врахування
цiєї взаємодiї µ0

bulk вiдповiдно.
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    (a
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bulk
0

Рис. 2. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд товщини плiвки для
rs = 2aB.

З цих рисункiв видно, що залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд
товщини плiвки немонотонна, є чергування пiкiв, тобто спостерiгає-
ться квантово-розмiрний ефект для хiмiчного потенцiалу металевої
плiвки. Це є наслiдком квантування енергетичних рiвнiв електронiв,
рух яких у перпендикулярному напрямку до плiвки є обмеженим. Зi
збiльшенням товщини плiвки цей квантово-розмiрний ефект зникає,
значення хiмiчного потенцiалу наближаються до об’ємних значень.
Врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами приводить до
значного зменшення хiмiчного потенцiалу, що вiдомо, наприклад, з
працi [16,17], а також до посилення квантово-розмiрного ефекту: пi-
ки стають вищими, а ями — глибшими, перiод чергування пiкiв та ям
збiльшується. Як вiдзначив Шульте у працi [13], вiддаль мiж сусi-
днiми пiками хiмiчного потенцiалу без врахування кулонiвської вза-
ємодiї мiж електронами становить приблизно λ0

F/2, де λ0
F = 2π/K0

F

— довжина хвилi Фермi для iдеального електронного газу. Виявляє-
ться, що i у разi врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами
вiддаль мiж сусiднiми пiками хiмiчного потенцiалу також становить
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Рис. 3. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд товщини плiвки для
rs = 3aB.
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Рис. 4. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд товщини плiвки для
rs = 4aB.
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Рис. 5. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд товщини плiвки для
rs = 5aB.
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Рис. 6. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд товщини плiвки для
rs = 6aB.
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λF/2, проте тут λF = 2π/KF — довжина хвилi Фермi для взаємодiю-
чого електронного газу.

Як вже зауважено ранiше, автори праць [7, 8, 12, 21, 24], розрахо-
вуючи хiмiчний потенцiал металевої плiвки без врахування кулонiв-
ської взаємодiї мiж електронами, не враховували параметр d, тоб-
то вважали, що положення потенцiальної стiнки та краю додатного
заряду спiвпадають. Внаслiдок цього розрахованi ними значення хi-
мiчного потенцiала є сильно завищеними та не виходять на об’ємне
значення хiмiчного потенцiала. Вперше хiмiчний потенцiал металевої
плiвки без врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами, але
з врахуванням параметра d був розрахований Шульте у працi [11].
Проте для параметра d, який визначається формулою (2.7), вiн взяв
значення d0∞ = 3π/(8K0

F), тобто таке як для напiвобмеженого «же-
ле» (див., наприклад, [14–17]). Таке ж наближення було зроблено i у
значно пiзнiшiй працi [19]. Це призвело до дуже доброго узгодження
цих результатiв, якi отриманi без врахування кулонiвської взаємо-
дiї мiж електронами, з результатами для хiмiчного потенцiалу, якi
вiн отримав ранiше [13] за допомогою методу функцiоналу густи-
ни у наближеннi локальної густини. Таке узгодження є дивним, бо
як показують представленi розрахунки, а також результати наших
попереднiх праць [16, 17], кулонiвська взаємодiя мiж електронами
приводить до значного зменшення хiмiчного потенцiалу.

Як видно з аналiзу результатiв для хiмiчного потенцiалу, коре-
ктний розрахунок параметра d є дуже важливим. На рис. 7–11 пода-
но залежностi цього параметра вiд товщини плiвки. Суцiльною лiнi-
єю зображено параметр d з врахуванням кулонiвської взаємодiї мiж
електронами, штриховою — без врахування цiєї взаємодiї. Крiм того,
на цих рисунках штриховими горизонтальними прямими зображено
значення параметра d для напiвобмеженого металу, тобто у грани-
цi lslab → ∞, з врахуванням кулонiвської взаємодiї мiж електронами
d∞ та без врахування цiєї взаємодiї d0∞ вiдповiдно.

З цих рисункiв видно, що залежнiсть параметра d вiд товщини
плiвки є немонотонною, є чергування пiкiв, тобто i тут спостерiга-
ється квантово-розмiрний ефект для параметра d. Зi збiльшенням
товщини плiвки цей квантово-розмiрний ефект зникає. Врахуван-
ня кулонiвської взаємодiї мiж електронами приводить до значного
збiльшення параметра d, що вiдомо, з праць [16, 17], а також до по-
силення квантово-розмiрного ефекту: локальнi максимуми стають
вищими, а локальнi мiнiмуми — глибшими, перiод чергування ло-
кальних максимумiв та мiнiмумiв збiльшується. Як i для хiмiчно-
го потенцiала, перiод чергування становить приблизно λ0

F/2 у разi
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Рис. 7. Залежнiсть параметра d вiд товщини плiвки для rs = 2aB.

Рис. 8. Залежнiсть параметра d вiд товщини плiвки для rs = 3aB.
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Рис. 9. Залежнiсть параметра d вiд товщини плiвки для rs = 4aB.

Рис. 10. Залежнiсть параметра d вiд товщини плiвки для rs = 5aB.
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Рис. 11. Залежнiсть параметра d вiд товщини плiвки для rs = 6aB.

вiдсутностi кулонiвської взаємодiї мiж електронами та λF/2 у разi
врахування кулонiвської взаємодiї мiж електронами.
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5. Висновки

У граничному випадку низьких температур проведено розрахунок
хiмiчного потенцiалу металевої плiвки, яка розглянута у межах мо-
делi «желе» з врахуванням кулонiвської взаємодiї мiж електрона-
ми, шляхом розв’язування нелiнiйного рiвняння. Виявлено, що за-
лежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд товщини плiвки є немонотонною,
тобто спостерiгається квантово-розмiрний ефект для хiмiчного по-
тенцiалу металевої плiвки, вiддаль мiж сусiднiми максимумами ста-
новить приблизно пiв довжини хвилi Фермi. Зi зростанням товщини
плiвки квантово-розмiрний ефект зникає, хiмiчний потенцiал прямує
до об’ємного значення. Крiм того, врахування кулонiвської взаємо-
дiї мiж електронами приводить до пiдсилення квантово-розмiрного
ефекту та до значного зменшення хiмiчного потенцiалу.

У цих самих наближеннях проведено розрахунок параметра d,
який є вiддалю вiд площини плiвки до потенцiальної стiнки, як фун-
кцiї вiд товщини плiвки. Виявлено, що i ця залежнiсть вiд товщини
плiвки є немонотонною, спостерiгається квантово-розмiрний ефект
для параметра d. Зi збiльшенням товщини плiвки цей квантово-роз-
мiрний ефект зникає. Врахування кулонiвської взаємодiї мiж еле-
ктронами приводить до значного збiльшення параметра d, а також
до посилення квантово-розмiрного ефекту. Вiддаль мiж сусiднiми
максимумами становить також приблизно пiв довжини хвилi Фермi.
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A. Розрахунок iнтегралiв з ефективним потенцiа-

лом мiжелектронної взаємодiї

Вираз для ефективного потенцiалу мiжелектронної взаємодiї
g(q, z1, z2) в (q, z)-представленнi отримано у працi [23]. В областi
0 6 z1, z2 6 l вiн має такий вигляд:

g(q|z1, z2) =
2πe2

Q

1

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

×

×
[

e−Q|z1−z2| +

(

Q− q

Q + q

)2

e−Q(2l−|z1−z2|)+

+
Q− q

Q + q

(

e−Q(z1+z2) + e−Q(2l−z1−z2)
)

]

, (A.1)

де
Q =

√

q2 + κ2, (A.2)

κ
2(q) =

4

laB

∑

α

[

1 −
√

1 − 4
K2

F − α2

q2
θ
(

1 − 4
K2

F − α2

q2

)

]

θ(KF − α),

aB — борiвський радiус.
Iнтеграли вiд добуткiв хвильових функцiй (2.5) та ефективно-

го потенцiалу мiжелектронної взаємодiї у виразi (3.1) обчислюються
аналiтично i у результатi отримуємо, що

l
∫

0

dz |ϕα(z)|2g(q, z, z) =
2πe2

Q

1

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

×

×
[

1 +

(

Q− q

Q + q

)2

e−2Ql +
4α2

Ql

Q− q

Q + q

1 − e−2Ql

4α2 + Q2

]

, (A.3)
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l
∫

0

dz1

l
∫

0

dz2 ϕ
∗
α1

(z1)ϕα2
(z1)ϕ∗

α2
(z2)ϕα1

(z2) g(q, z1, z2) =

=
4

l2
2πe2

Q

1

1 −
(

Q−q
Q+q

)2

e−2Ql

[

I1(Q,α1, α2)+

+

(

Q− q

Q + q

)2

e−2QlI1(−Q,α1, α2)+

+
Q− q

Q + q

(

I22 (Q,α1, α2) + e−2QlI22 (−Q,α1, α2)
)

]

,

де

I1(Q,α1, α2) =
8Q2α2

1α
2
2

(

e−Ql cos(α1l) cos(α2l) − 1
)

[

(Q2 + α2
1 + α2

2)
2 − 4α2

1α
2
2

]2 +

+
lα2

1δα1,α2

Q(8α2
1 + 2Q2)

, (A.4)

I2(Q,α1, α2) =
2Qα1α2

(

1 − e−Ql cos(α1l) cos(α2l)
)

(Q2 + α2
1 + α2

2)
2 − 4α2

1α
2
2

. (A.5)
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