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Анотацiя. Показано, що в моделi Бозе-Фермi-Хаббарда (використо-
вується для опису атомної бозон-фермiонної сумiшi в оптичнiй грат-
цi) iснує фермiон дiркова симетрiя, що встановлює вiдповiднiсть мiж
випадками мiжсортового одновузлового вiдштовхування та притяга-
ння. Виходячи з фазових дiаграм, побудованих шляхом вiдповiдного
перетворення параметрiв моделi в рамках опису на основi великого
канонiчного ансамблю, проаналiзовано умови iснування надплинної
фази при бозон-фермiонному вiдштовхуваннi або притяганнi.

Fermion-hole symmetry and thermodynamics of Bose-Fermi-
Hubbard model

I.V. Stasyuk, V.O. Krasnov

Abstract. It is shown, that in the Bose-Fermi-Hubbard model (used for
description of the atomic boson-fermion mixture in the optical lattice)
the fermion-hole symmetry exists; a correspondence between cases of
the on-site repulsion and attraction is established. Based on the phase
diagrams, built with the help of corresponding transformation of model
parameters in the frames of the grand canonical ensemble, the conditions
of the superfluid phase existence at the boson-fermion attraction are
analyzed.
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1. Вступ

Створення оптичних граток з ультрахолодними атомами на початку
2000-х рокiв дало новий поштовх для розвитку фiзики систем силь-
носкорельованих квантових частинок. Цей напрямок бере свiй поча-
ток з дослiдження електронних систем у вузьких зонах провiдностi з
сильними локальними взаємодiями. Популярною моделлю, запропо-
нованою для їх опису, є модель Хаббарда, у якiй основну роль поряд з
перенесенням елктронiв по гратцi вiдiграє одновузлове вiдштовхува-
ння електронiв з протилежними спiнами. По аналогiї, подiбнi моделi
були сформульованi для оптичних граток з бозе-атомами – модель
Бозе-Хаббарда [1,2] та для граток з сумiшами бозе- та фермi-атомiв –
модель Бозе-Фермi-Хаббарда [3]. За допомогою цих моделей описано
ряд властивостей таких систем, зокрема їх термодинамiку та фазовi
переходи мiж нормальною (MI, фазою моттiвського дiелектрика) та
надплинною (SF, суперфлюїд) фазами.

Перехiд до SF фази у моделi Бозе-Хаббарда (БХ), який є 2-го
роду i пов’язаний з появою бозе-конденсату, вивчений достатньо до-
бре (див. [4–6]). Аналогiчний перехiд у моделi Бозе-Фермi-Хаббарда
(БФХ) ускладнює присутнiсть фермiонiв. В лiтературi цьому питан-
ню присвячено значну увагу. Першi експерименти у цьому напрямку
були виконанi в [3,7–9] на прикладi сумiшi 87Rb−40K, де було помiче-
но втрату когерентностi бозе-атомiв 87Rb та розпад конденсату при
збiльшеннi концентрацiї фермi-атомiв 40K. Цей ефект був вiдчутний
у певному iнтервалi значень термодинамiчних параметрiв (таких як
хiмiчний поенцiал бозонiв чи температура). Щоб його описати про-
водились розрахунки фазових дiаграм для БФХ, звертаючи увагу на
фактори, що впливають на зсув кривої SF-MI переходiв пiд впливом
фермiонної пiдсистеми. Сюди можна вiднести перенормування пара-
метра перестрибування бозонiв [7, 9, 10] ,вплив збуджених бозонних
зон [11,12], ефекти корельованого перенесення [13], тощо. Перелiченi
фактори впливають по-рiзному, приводячи, як показано, до покра-
щення або погiршення умов виникнення бозе-конденсату. В загаль-
ному, була вiдзначена вiдмiннiсть у поведiнцi бозон-фермiонних сумi-
шей i у вiдповiдних фазових дiаграмах [3,7] при бозон-фермiонному
локальному вiдштовхуваннi або ж притяганнi.

З другого боку, умови проведення експериментiв [7–9], у яких
фiксується перехiд з SF до MI фази шляхом миттєвого вимкнення
утримуючого перiодичного лазерного поля та реєстрацiї розподiлу
за iмпульсами частинок, що розлiтається (т.зв. “time-of-flight experi-
ment”), не можна описати самою лише моделлю БФХ. Потрiбно ви-
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ходити за її межi, враховуючи, зокрема ефект адiабатичного розши-
рення пiдсистеми бозонiв та фермiонiв [14].

Модель БФХ володiє бiльш складною термодинамiкою нiж мо-
дель БХ. За рахунок перенесення фермiонiв тут виникають новi
квантовi фази, такi як фаза типу CDW (з модуляцiєю густини ча-
стинок), фаза суперсолiд (SS), конденсат фермiонних пар (див. [15]).
Вони вiдсутнi лише в границi т.зв. важких фермiонiв, коли їх вла-
сного перенесення по гратцi немає.

Переважна бiльшiсть теоретичних дослiджень моделi БФХ про-
ведена при заданiц концентрацiї фермiонiв. У цьому випадку MI-SF
перехiд є 2-го роду. Перехiд до опису в рамках великого канонiчно-
го ансамблю, запропонований в [16], дозволив виявити можливiсть
змiни роду такого переходу з 2-го на 1-ий та встановити умови, за
яких це має мiсце. З цiєї точки зору питання про вплив фермiонiв
на появу бозе-конденсату потребує перегляду навiть у спрощеному
варiантi моделi – границi важхих фермiонiв. Така модель, коли ще
використовувати пiдхiд жорстких бозонiв (з обмеженням на число
заповнення ni ≤ 1) була застосована нами в [16]. Будуючи фазовi
дiаграми для бозон-фермiонної (БФ) сумiшi та дослiджуючи змiни,
якi наступають залежно вiд рiвня хiмiчного потенцiалу фермiонiв,
ми обмежилися випадком БФ-вiдштовхування (U ′ > 0). Повний ана-
лiз ролi цiєї взаємодiї потребує подiбного дослiдження для U ′ < 0.

Саме таке завдання ставиться в данiй роботi. При цьому ми по-
кажемо, що модель БФХ володiє внутрiшньою симетрiєю, що грун-
тується на фермiон-дiрковому перетвореннi i дозволяє спiвставити
мiж собою термодинамiчнi функцiї i фазовi дiаграми для U ′ > 0 i
для U ′ < 0.

При нашому розглядi будемо виходити з гамiльтонiана моделi
БФХ, записаного у виглядi [3, 17]
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переходячи в подальшому до жорстких бозонiв (при U → ∞ опера-
тори бозонiв bi, b

+

i стають операторами Паулi) та обмежуючись гра-
ницею важких фермiонiв (t′ij → 0) при дослiдженнi термодинамiки
моделi у наближеннi хаотичних фаз. Хiмiчнi потенцiали бозонiв µ та
фермiонiв µ′ вважатимемо незалежними змiнними. Термодинамiчну
рiвновагу визначатиме абсолютний мiнiмум великого термодинамi-
чного потенцiалу.

ICMP–17–09U 3

2. Фермiон-дiркове перетворення для моделi БФХ

Гамiльтонiан моделi Бозе-Фермi-Хаббарда володiє певною внутрi-
шньою симетрiєю. Щоб побачити її, розглянемо перетворення опе-
раторiв

ai = c+i ; a+i = ci

nf
i = a+i ai = cic

+

i = 1 − c+i ci = 1 − nh
i (2.1)

a+i aj = −c+i cj (i 6= j),

де новi фермi-оператори ci, c
+

i описують знищення i народження
фермiонних дiрок. Вихiдний гамiльтонiан (1.1) прийме вигляд
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Введемо позначення

U ′ − µ = −µ; µ′ = −µ′; t′ij = −t
′
ij (2.3)
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Цей гамiльтонiан вiдрiзняється вiд вихiдного (1.1) замiною U ′ →
−U ′. Якщо позначити −U ′ = U ′, то прийдемо до такого самого опе-
ратора як i (1.1), з дещо iншими позначеннями для хiмiчних потен-
цiалiв i параметра взаємодiї. Основна особливiсть лише в тому, що
якщо у гамiльтонiанi (1.1) бозон-фермiонна взаємодiя є вiдштовху-
вальною (U ′ > 0), то у перетвореному гамiльтонiанi (2.4) вона має

характер притягання (U
′
< 0).

Iншими словами, формальна замiна

U ′ − µ → −µ, µ′ → −µ′, t′ij → −t′ij , U ′ → −U ′ (2.5)

у гамiльтонiанi моделi БФХ ставить у взаємну вiдповiднiсть два ви-
падки – з додатнiми i вiд’ємними значеннями параметра взаємодiї
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U ′. Це означає, що результати, отриманi при дослiдженнi термодина-
мiки чи енергетичного спектру моделi БФХ з БФ-вiдштовхуванням
можуть бути перенесенi на випадок моделi з притяганням шляхом
застосування перетворення (2.5).

Проiлюструємо це на прикладi спрощеного варiанту моделi БФХ
(границя жорстких бозонiв та важких фермiонiв), розглянутого на-
ми ранiше в [16] для U ′ > 0.

3. Фазовi дiаграми (µ, µ′) та (µ, |t0|) для U ′ > 0 при

T = 0

Термодинамiку моделi БФХ у границi U → ∞, t′ij → 0 та при
U ′ > 0 було дослiджено в [16, 18] у наближеннi середнього поля у
випадках як T = 0, так i T 6= 0. Модель при цьому є чотиристано-
вою (|0〉 = |0, 0〉; |1〉 = |1, 0〉; |0̃〉 = |0, 1〉; |1̃〉 = |1, 1〉), де обмежений
базис |nb, nf 〉 формується числами заповнення nb = 0, 1;nf = 0, 1 i
характеризується одновузловим енергетичним спектром

ε0′,1′ = −
µ

2
±
√

µ2/4 + t20ϕ
2 (3.1)

ε0̃′,1̃′ = −µ′ −
µ

2
+

U ′

2
±
√

(U ′ − µ)2/4 + t20ϕ
2

Тут ϕ = 〈b〉 = 〈b+〉 – параметр порядку бозе-конденсату, t0 =
∑

j

tij ,

а штрихи бiля iндексiв позначають власнi стани, отриманi шляхом
дiагоналiзацiї одновузлового оператора енергiї [16].

Замiна U ′ − µ → −µ, µ′ → −µ′ i включення до енергiй станiв
доданка −µ′, який походить вiд члена −µ′

∑

i 1 в гамiльтонiанi (2.4),
призводить до наступного результату

ε0′,1′ → −
µ

2
−

U ′

2
±

√

(µ + U ′)2

4
+ t20ϕ

2 − µ ≡ ε0̃′,1̃′

∣

∣

∣

∣

∣

U ′→−U ′

ε0̃′,1̃′ → −µ′ −
µ

2
±

√

µ2

4
+ t20ϕ

2 − µ ≡ ε0′,1′ , (3.2)

що пiдтверджує, що маємо тепер справу з випадком притягання.
Очевидно, що при цьому перетворюються середнi

〈X0
′
0
′

〉 → 〈X 0̃
′
0̃
′

〉

〈X1
′
1
′

〉 → 〈X 1̃
′
1̃
′

〉
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〈X 0̃
′
0̃
′

〉 → 〈X0
′
0
′

〉 (3.3)

〈X 1̃
′
1̃
′

〉 → 〈X1
′
1
′

〉

i, вiдповiдно, рiвняння для параметра порядку ϕ, отримане в [16,18],
яке мало вигляд (ф-ла 4.10)
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)

, (3.4)

запишеться у даному випадку як

ϕ =
|t0|ϕ

2

(

〈X 1̃
′
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′
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µ2/4 + t20ϕ
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)

(3.5)

Воно є таким самим, як рiвняння (3.4), але з замiною U ′ → −U ′.
Наведене вище пiдтверджує, що замiна (2.5) дає можливiсть вiд-

творити термодинамiку моделi з U ′ < 0, виходячи з результатiв,
отриманих при U ′ > 0.

Розглянемо в першу чергу фазовi дiаграми (µ, µ′) при T = 0, якi
iлюструють областi iснування рiзних фаз (при нульовiй температурi
– це областi iснування рiзних основних станiв системи). Побудова
дiаграм для U ′ < 0 (випадок II), виходячи з попереднiх для U ′ >
0 (випадок I), що поданi в [16], зводиться до двох перетворень на
площинi (µ, µ′) : 1) вiдбиття стосовно горизонтальної осi µ; 2) зсув
налiво вздовж осi µ на величину |U ′|. Отриманi таким способом новi
дiаграми представленi (поряд з вихiдними ) на рис. 1.

Як видно з цих дiаграм, з появою фермiонiв та поступовим збiль-
шенням їх концентрацiї (що вiдбувається при наростаннi хiмiчного
потенцiалу µ′) має мiсце поступове придушення SF фази.

Якщо |t0| < |U ′|/2, при подальшому ростi µ′ SF фаза зникає; це
наступає при µ′ ≥ |t0| для U ′ > 0 та при µ′ ≥ U ′ + |t0| для U ′ < 0.
Рiзниця мiж випадками I i II полягає, однак, у тому, що у першому
з них при появi фермiонiв пропадає спочатку конденсат з малою
концентрацiєю бозонiв, а в другому – навпаки, з великою. Крiм того,
сам фазовий перехiд при зростаннi µ′ вiдбувається у випадку I з
SF фази |1′〉 у MI фазу |0̃〉 (для неї nF = 1, nB = 0), в той час
як у випадку II - з SF фази |1′〉 у MI фазу |1̃〉 (де nF = 1, nB =
1). Це є вiдображенням ефекту вiдштовхування B-F чи, вiдповiдно,
притяганння.

У щiлинi |t0| ≤ µ′ ≤ U ′ − |t0| (чи U ′ + |t0| < µ′ < −|t0|) SF фаза
не iснує. В областi великих концентрацiй фермiонiв вона з’являється



6 Препринт

~

~

|0>

|1'> |1>

|1'>

|1>

U'-|t
0
|

|t
0
|

U'+|t
0
|U'-|t

0
|-|t

0
|

'

|t
0
| U'

U'

U'/2

|0>

~

1

2

~~

U'+|t0|

|0> |1'>

|1'> |1>
U'

'
0

U'-|t0|

U'+|t0|U'

|0>

~|1>

_

~

|0>

|0>

~~|1'> |1>

|1'>

|1>

-|t
0
|

U'

U'-|t
0
|

|t
0
|

U'+|t
0
|U'U'-|t

0
| |t

0
|

'

~

~~

|0>

|1'>

|1'> |1>
U'

U'-|t0|

'
|t0|U'+|t0| 0U'

|1>

|0>

Рис. 1. Фазовi дiаграми (µ′, µ) при T = 0 для U ′ > 0 (злiва) та
U ′ < 0 (справа). Верхнiй ряд – дiаграми при |t0| < |U ′|/2, нижнiй
ряд – при |U ′|/2 < |t0| < |U ′|. Тут, i на рис.2, 3 та 4, суцiльнi лiнiї
– фазовi переходи 1-го роду, штриховi лiнiї – фазовi переходи 2-го
роду, пунктирнi лiнiї – спiнодалi.

знову (при подальшому наростаннi µ′), починаючи з менших (випа-
док I) чи бiльших (випадок II) значень µ i, тим самим концентрацiй
бозонiв. Тут це фаза |1̃′〉 з великою концентрацiєю nF , на вiдмiну вiд
фази |1′〉, де конденсат iснує на фонi малої концентрацiї фермiонiв.
Перехiд до фази |1̃′〉 вiдбувається з MI фази |1〉 при U ′ > 0 (чи з
MI фази |0〉 при U ′ < 0); конденсат виникає при цьому за рахунок
змiшування станiв з nB = 0 i nB = 1 за участi фермiонiв.

Якщо ж |U ′|/2 < |t0| < |U ′|, то ситуацiя в загальному залишає-
ться подiбною. Разом з тим, щiлини, що роздiляє на дiаграмi (µ, µ′)
областi iснування двох конденсатiв, тут немає. Навпаки, у промiжнiй
областi значень µ′ вони спiвiснують. Перехiд мiж ними вiдбувається
на лiнiї переходiв 1-го роду, яка має протилежний нахил у випадках
I i II.

На рис. 2 представлено фазовi дiаграми (µ, |t0|) для U ′ > 0 та для
U ′ < 0; дiаграми для другого випадку отриманi за допомогою опи-
саної вище замiни параметрiв моделi. Вiзуально дiаграми на рис. 2a
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Рис. 2. Фазовi дiаграми (|t0|, µ) при T = 0 для U ′ > 0 (злiва) та U ′ < 0
(справа). Верхнiй ряд: дiаграми при |U ′|/2 < µ′ < |U ′|, нижнiй ряд –
при 0 < µ′ < |U ′|/2.

i 2b та 2c i 2d мiж собою попарно подiбнi. Однак, при бозон-
фермiонному вiдштовхуваннi першою для 0 < |µ′| < |U ′|/2 при зро-
станнi бозонного перенесення |t0| виникає фаза SF |1′〉, в той час як у

випадку притягання – фаза SF |1̃′〉. Для |U ′|/2 < |µ′| < |U ′| – ситуа-
цiя обернена. Тип конденсату, що з’являється першим, залежить не
тiльки вiд знаку взаємодiї мiж бозонами i фермiонами, але й вiд роз-
ташування хiмiчного потенцiалу фермiонiв – вище чи нижче рiвня
U ′/2. Послiдовнiсть фаз, через якi проходить система при збiльшен-
нi хiмiчного потенцiалу бозонiв, є рiзною у випадках I i II. Зокрема,
при U ′ > 0 та 0 < µ′ < U ′/2 – це |0̃〉 → |1〉, якщо |t0| < µ′, та
|0̃〉 → |1′〉 → |1〉 чи |0〉 → |1̃′〉 → |1′〉 → |1〉, якщо |t0| > µ′; при U ′ < 0
та 0 > µ′ > U ′/2 – це |0〉 → |1̃〉, якщо |t0| < −µ′, та |0〉 → |1̃′〉 → |1̃〉
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чи |0〉 → |1′〉 → |1̃′〉 → |1̃〉, якщо |t0| > −µ′.
При великих µ (повне заповнення бозонних станiв) у випадку

вiдштовхування залишається фаза |1〉 (без фермiонiв), а у випадку
притягання – фаза |1̃〉 (заповнений стан бозон-фермiонних пар). Бозе
конденсат з’являється при µ = µ′ для U ′ > 0 та при µ = U ′ − µ′

для U ′ < 0, що при T = 0 вiдповiдає (нижче порогу появи бозе-
конденсату) змiнi основного стану i стрибку концентрацiї бозонiв мiж
значеннями nB = 1 i nB = 1.

4. Фазовi дiаграми (T, µ)

Перетворення (2.5) дозволяє будувати фазовi дiаграми у випадку Б-
Ф притягання i при ненульових температурах. Наприклад, виходячи
з (T, µ) дiаграм розрахованих в [18] для U ′ > 0, можна отримати
вiдповiднi дiаграми при U ′ < 0.

На рис. 3 i 4 представленi (T, µ) дiаграми для значень параметрiв,
що вiдповiдають областям |t0| < |U ′|/2 та |U ′|/2 < |t0| < |U ′|. Для
порiвняння подано графiки для випадкiв як вiдштовхування (U ′ >
0), так i притягання (U ′ < 0). Форма кривих попарно однакова, вони
вiдрiзняються лише зсувом вздовж осi µ на U ′. Важливо, однак, що
типи бозе-конденсату у областях пiд вiдповiдними куполами рiзнi
(наприклад, у випадку U ′ < 0 при |t0| = 0.2, µ′ = 0.01 це фаза SF |1′〉),

а у випадку U ′ < 0 при |t0| = 0.8, µ′ = −0.01 це фаза SF |1̃′〉). Це
пов’язано з тим, що бозе-конденсацiя наступає тут у вiдсутностi або
присутностi фермiонiв.

Температурна перебудова областей iснування SF фази на площи-
нi (µ, µ′) при U ′ < 0 показана на рис. 5. За своєю суттю вона така ж,
як i при U ′ > 0 (див. [18]). Роздiлення єдиної областi SF фази на двi
окремi вiдбувається при тiй же температурi Tc

∼= 0, 341|U ′| у точцi з
координатами µ = |U ′|/2, |µ′| = |U ′|/2.

5. Висновки

Дослiдження, проведене в данiй роботi, показало, що в моделi Бозе-
Фермi-Хаббарда iснує фермiонн-дiркова симетрiя, яка дозволяє вста-
новити вiдповiднiсть мiж випадками одновузлового вiдштовхування
(U ′ > 0) та притягання (U ′ < 0) мiж бозонами i фермiонами. Це дало
можливiсть, шляхом вiдповiдного перетворення параметрiв моделi,
перенести результати, отриманi при U ′ > 0 для термодинамiки моде-
лi БФХ у границi жорстких бозонiв (у режимi фiксованих хiмiчних
потенцiалiв бозонiв i фермiонiв), на випадок моделi з U ′ < 0.
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Рис. 3. Фазовi дiаграми (T, µ) у випадку |t0| < |U ′|/2 для U ′ > 0
(злiва) та U ′ < 0 (справа). Тут, i на рис. 4 та 5, величини, зо мають
розмiрнiсть енергiї, подано в одиницях |U ′|. Для температури kT
використано скорочене позначення T .
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Рис. 4. Фазовi дiаграми (T, µ) у випадку |U ′|/2 < |t0| < |U ′| для
U ′ > 0 (злiва) та U ′ < 0 (справа).

Структура побудованих фазових дiаграм (µ′, µ), (|t0|, µ), (T, µ) є
в цiлому такою самою, як i дiаграм для бозон-фермiонної сумiшi з
мiжсортовим Б-Ф вiдштовхуванням. Загальною спiльною рисою є те,
що поява фермiонiв та наростання їх хiмiчного потенцiалу має своїм
наслiдком, залежно вiд рiвня хiмiчного потенцiалу бозонiв зникнен-
ня або появу бозе-конденсату. При наростаннi µ′ у випадку U ′ < 0
фаза SF |1′〉) переходить у MI фазу |1̃〉, а у випадку U ′ > 0 – у MI
фазу |0̃〉. З другого боку, при пониженнi µ′ (зменшеннi концентрацiї

фермiонiв) та при U ′ < 0 має мiсце перехiд SF |1̃′〉 → MI |0〉, у той час
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Рис. 5. Перебудова областi SF фази на площинi (µ′, µ) при змiнi тем-
ператури. Тут |t0| = 0.8 (випадок |U ′|/2 < |t0| < |U ′|); U ′ < 0

як при U ′ > 0 вiдбувається перехiд SF |1̃′〉 → MI |1〉. Все це залежить
вiд розташування хiмiчного потенцiалу бозонiв. Фаза SF |1′〉 зникає
пiд впливом фермiонiв при −|t0| < µ < |t0|, а фаза SF |1̃′〉 з’являє-
ться (при nF → 1), якщо |U ′| − |t0| < µ < |U ′| + |t0|. Тим самим,
не слiд вважати, що поява фермiонiв погiршує умови для iснуван-
ня бозе-конденсату. Це стосується лише напдплинної фази SF |1′〉 з
конденсатом, що iснує на фонi незайнятих фермiонних станiв. У той
же час, наявнiсть фермiонiв стимулює появу бозе-конденсату iншого
типу – SF |1̃′〉, де конденсацiя вiдбувається у присутностi фермiо-
нiв. Наведенi дiаграми демонструють умови iснуванння цих фаз при
бозон-фермiонному вiдштовхуваннi або притяганнi.
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