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Анотацiя. Для узгодженого опису кiнетики та гiдродинамiки си-
стем взаємодiючих частинок оптимiзовано набiр параметрiв скороче-
ного опису згiдно Боголюбову, який включає колективнi змiннi. При
цьому роздiленi вклади вiд короткодiючих i далекодiючих взаємодiй
мiж частинками. Короткодiючi взаємодiї описуються в координатно-
iмпульсному просторi, а далекодiючi — у просторi колективних змiн-
них. Використовуючи метод нерiвноважного статистичного операто-
ра Зубарєва отримано систему рiвнянь переносу для нерiвноважної
одночастинкової функцiї розподiлу, середнього значення енергiї вза-
ємодiї частинок та функцiї розподiлу колективних змiнних. Розрахо-
вано вищих наближеннях нiж гаусове структурну функцiю i гiдро-
динамiчнi швидкостi.

The collective variable method in the theory of nonlinear
fluctuations taking into account kinetic processes

I.R. Yukhnovskii, M.V. Tokarchuk, P.A. Hlushak

Abstract. A set of parameters, which includes collective variables, for
reduced description in a manner of Bogolyubov is optimized for a consi-
stent description of kinetics and hydrodynamics of interacting particle
systems. The contributions from short and long-range interactions were
separated. The short-range interactions are described in the coordinate-
momentum space, while the long-range ones are described in the space
of collective variables. Next, using the Zubarev’s non-equilibrium stati-
stical operator method, a system of transport equations for a non-
equilibrium one-particle distribution function, a average value of the
particle interaction energy and a distribution function of collective vari-
ables were obtained. The structural function and the hydrodynamic
velocities in approximations higher than Gaussian are calculated.
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1. Вступ

Дослiдження нелiнiйних кiнетичних та гiдродинамiчних флуктуацiй
у густих газах, плазмi та рiдинах у явищах турбулентностi, дина-
мiцi фазових переходiв, хiмiчних реакцiях, самоорганiзацiйних про-
цесах залишаються актуальними як на кiнетичному, так i гiдроди-
намiчному рiвнях опису в статистичнiй теорiї нерiвноважних проце-
сiв [1–30]. Нерiвноважнi стани таких систем далекi вiд рiвноваги i
тому важливими є дослiдження, з однiєї сторони, процесiв встанов-
лення стацiонарних станiв iз характерними часами життя, з iншої
– процесiв релаксацiї до вже вiдомих нерiвноважних станiв, зокре-
ма, якi описуються в рамках молекулярної гiдродинамiки [2, 31–33]
у випадку рiдин та густих газiв. Важливо зазначити, що особливi-
стю дослiджень нерiвноважних явищ у густих газах, рiдинах, густiй
плазмi (пилова плазма) є узгоджений опис кiнетичних та гiдродина-
мiчних процесiв [34–38] та врахування характерних короткодiючих
та далекодiючих взаємодiй мiж частинками систем.

Побудова кiнетичних рiвнянь з врахуванням нелiнiйних гiдроди-
намiчних флуктуацiй [39–42] є важливою проблемою в теорiї проце-
сiв переносу в густих газах, рiдинах. Зокрема, ця проблема виникає
при описi низькочастотних аномалiй у кiнетичних рiвняннях та по-
в’язаних з ними ”довгих хвостiв” кореляцiйних функцiй [1,43,44]. У
роботах [34, 45, 46] був запропонований узгоджений опис кiнетичних
та гiдродинамiчних процесiв у густих газах i рiдинах на основi мето-
ду нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва [8, 9]. Зокре-
ма, цей пiдхiд був застосований для отримання з ланцюжка рiвнянь
ББГКI кiнетичного рiвняння ревiзованої теорiї Енскога [46, 47] для
системи твердих сфер та кiнетичного рiвняння Енскога-Ландау для
однокомпонентної системи заряджених твердих сфер. У роботi [34]
були отриманi немарковськi рiвняння переносу для нерiвноважної
одночастинкової функцiї розподiлу та нерiвноважного значення се-
редньої потенцiальної енергiї взаємодiї частинок. Пiзнiше [35, 37] цi
рiвняння використовувались для дослiджень часових кореляцiйних
функцiй та спектру колективних збуджень для слабо нерiвноважних
процесiв у рiдинах. Очевидно, пiдхiд [34, 45, 46] може бути застосо-
ваний для опису як слабо так i сильно нерiвноважних систем.

У той же час для узгодженого опису кiнетичних процесiв та не-
лiнiйних гiдродинамiчних флуктуацiй зручно переформулювати те-
орiю таким чином, щоб отримати набiр рiвнянь для нерiвноважної
одночастинкової функцiї розподiлу та функцiоналу розподiлу гiдро-
динамiчних змiнних: густин числа частинок, їх iмпульсу та енергiї.
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Iдея такого пiдходу була сформульована у роботах [48, 49]. Ми роз-
винули у [50, 51] даний пiдхiд з використанням методу колективних
змiнних [52] з метою узгодженого опису кiнетичних та гiдродина-
мiчних процесiв, якi характеризуються нелiнiйними флуктуацiями
густин числа частинок, їх iмпульсiв та повної енергiї.

У данiй роботi на вiдмiну вiд робiт [50,51], для опису колективних
динамiчних процесiв у системi як колективнi змiннi ми вводимо тiль-
ки фур’є-компоненту густини числа частинок, оскiльки вона зв’я-
зана iз густиною iмпульсу рiвнянням неперервностi, а також через
неї виражається далекодiюча частина потенцiальної енергiї взаємо-
дiї частинок. При цьому густини кiнетичної енергiї та короткодiючої
частини потенцiалу взаємодiї частинок описуються в координатно-
iмпульсному просторi.

У другому роздiлi отримаємо нерiвноважний статистичний опе-
ратор нерiвноважного стану системи, коли параметрами скороченого
опису є нерiвноважна одночастинкова функцiя розподiлу частинок,
нерiвноважне середнє значення густини потенцiальної енергiї взає-
модiї i нерiвноважна функцiя розподiлу колективних змiнних густи-
ни числа частинок.

У третьому роздiлi розглянемо один iз способiв розрахунку стру-
ктурної функцiї розподiлу колективних змiнних густини числа ча-
стинок та їх гiдродинамiчних швидкостей (вище гаусового набли-
ження), що входять в узагальнене рiвняння Фоккера-Планка для
нерiвноважної функцiї розподiлу колективних змiнних. При цьому
будуть роздiленi вклади вiд короткодiючих i далекодiючих взаємо-
дiй мiж частинками. Це приведе до того, що короткодiючi взаємодiї
(наприклад, модель твердих сфер) описуватимуться в координатно-
iмпульсному просторi, а далекодiючi – у просторi колективних змiн-
них. Бiльше того, короткодiюча складова розглядається як базисна,
якiй вiдповiдає ланцюжок рiвнянь ББГКI для нерiвноважних фун-
кцiй розподiлу, зокрема, у випадку для моделi твердих сфер [36].

2. Нерiвноважна функцiя розподiлу в методi нерiв-

новажного статистичного оператора Зубарєва

Для узгодженого опису кiнетичних та гiдродинамiчних флуктуацiй
у класичних густих газах та рiдинах необхiдний вiдбiр параметрiв
скороченого опису одночастинкових i колективних процесiв. У яко-
стi таких параметрiв на вiдмiну вiд [50,51] ми виберемо нерiвноважну
одночастинкову функцiю розподiлу f1(x; t) = 〈n̂1(x)〉t, нерiвноважне
середнє значення енергiї взаємодiї частинок Hint(r, t) = 〈Ĥint(r)〉t
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та нерiвноважну функцiю розподiлу колективних змiнних f(ρ; t) =
〈δ(ρ̂− ρ)〉t, що вiдповiдають густинi числа частинок. Мiкроскопiчна
фазова густина числа частинок та мiкроскопiчна густина потенцi-
альної енергiї взаємодiї частинок системи задаються виразами:

n̂1(x) =

N
∑

j=1

δ(x− xj) =

N
∑

j=1

δ(r− rj)δ(p− pj), (2.1)

Ĥint(r) =
1

2

N
∑

j 6=l=1

Φ(|rlj |)δ(r− rj), (2.2)

де xj = (rj ,pj) – координати та iмпульси частинок фазового просто-
ру, N – повне число частинок системи в об’ємi V . Мiкроскопiчний
фазовий розподiл колективних змiнних ρ записується наступним чи-
ном:

f̂(ρ) = δ(ρ̂− ρ) =
∏

k

δ(ρ̂k − ρk), (2.3)

де

ρ̂k =

N
∑

j=1

e−ikrj (2.4)

– фур’є-компонента густини числа частинок i ρk – вiдповiдна ко-
лективна змiнна. У парному потенцiалi взаємодiї мiж частинками
Φ(|rlj |) = Φ(|rl−rj |) видiлимо короткодiючу Φsh(|rlj |) i далекодiючу
Φlong(|rlj |) частини:

Φ(|rlj |) = Φsh(|rlj |) + Φlong(|rlj |).

Вiдповiдно нерiвноважне значення потенцiальної енергiї взаємодiю-
чих частинок матиме вигляд:

〈Ĥint(r)〉t = 〈Ĥsh(r)〉t +
1

2V 2

∑

q,k

ν(k)eiqr ×

×
(

〈ρ̂q+kρ̂−k〉
t − 〈ρ̂q〉

t
)

,

де ν(k) – фур’є-компонента далекодiючої частини потенцiалу
взаємодiї частинок. Нерiвноважна функцiя розсiяння частинок
〈ρ̂q+kρ̂−k〉

t = F (q,k; t) зв’язана iз нерiвноважним динамiчним стру-
ктурним фактором S(q,k;ω), який безпосередньо вимiрюється в про-
цесах розсiяння нейтронiв.
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Нерiвноважнi середнi значення 〈n̂1(x)〉t, 〈Ĥint(r)〉t i 〈δ(ρ̂ − ρ)〉t

розраховуються з нерiвноважною функцiєю розподiлу N -частинок
̺(xN ; t), що задовольняє рiвняння Лiувiлля. У вiдповiдностi до iдеї
скороченого опису нерiвноважного стану ця функцiя є функцiона-
лом:

̺(xN ; t) = ̺
(

. . . , f1(x; t), 〈Ĥint(r)〉t, f(ρ; t), . . .
)

.

Для знаходження нерiвноважної функцiї розподiлу ̺(xN ; t) ми ви-
користаємо метод Зубарєва [49,53], у якому загальний розв’язок рiв-
няння Лiувiлля з врахуванням процедури проектування може бути
поданий у виглядi:

̺(xN ; t) = ̺q(x
N ; t) −

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)Tq(t, t

′) ×

×
(

1 − Pq(t′)
)

iLN̺q(x
N ; t′), (2.5)

де ǫ → +0 пiсля граничного термодинамiчного переходу, що вiдбирає
запiзнюючi розв’язки рiвняння Лiувiлля з оператором iLN . Tq(t, t

′) =

exp+

(

−
∫ t

t′
dt′

(

1 − Pq(t′)
)

iLN

)

– узагальнений оператор еволюцiї у

часi з врахуванням проектування Кавасакi-ГантонаPq(t). Структура
Pq(t) залежить вiд релевантної функцiї розподiлу ̺q(x

N ; t), яка у
методi Зубарєва знаходиться iз екстремуму iнформацiйної ентропiї
при фiксованих значеннях параметрiв скороченого опису, у нашому
випадку f1(x; t), 〈Ĥint(r)〉t, f(ρ; t), та збереженi умови нормування:

∫

dΓN̺q(xN ; t) = 1, (2.6)

де

dΓN =
(dx)N

N !
=

(dx1, . . . , dxN )

N !
, dx = drdp.

Таким чином, релевантна функцiя розподiлу може бути записана у
виглядi:

̺q(xN ; t) = exp
[

− Φ(t) −

∫

drβ(r; t)Ĥint(r) − (2.7)

−

∫

dxγ(x; t)n̂1(x) −

∫

dρF (ρ; t)f̂(ρ)
]

,

де dρ =
∏

k dρk, Φ(t) – функцiонал Мас’є-Планка, який визначається
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iз умови нормування релевантної функцiї розподiлу

Φ(t) = ln

∫

dΓN exp
[

−

∫

drβ(r; t)Ĥint(r) −

−

∫

dxγ(x; t)n̂1(x) −

∫

dρF (ρ; t)f̂(ρ)
]

.

Множники Лагранжа γ(x; t), β(r; t) та F (ρ; t) знаходяться iз умов
самоузгодження:

f1(x; t) = 〈n̂1(x)〉t = 〈n̂1(x)〉tq , (2.8)

〈Ĥint(r)〉t = 〈Ĥint(r)〉tq ,

f(ρ; t) = 〈δ(ρ̂− ρ)〉t = 〈δ(ρ̂− ρ)〉tq,

де 〈. . .〉tq =
∫

dΓN . . . ̺q(xN ; t). Для розкриття внутрiшньої структу-
ри нерiвноважної функцiї розподiлу ̺(xN ; t) ми виключимо функцiю
F (ρ; t) iз релевантної функцiї розподiлу. Для цього використаємо
умову самоузгодження (2.8). В результатi отримаємо:

̺q(xN ; t) = ̺kin−hyd
q (xN ; t)

f(ρ; t)

W (ρ; t)

∣

∣

∣

ρ=ρ̂
, (2.9)

де

W (ρ; t) =

∫

dΓNe−Φ(t)−
∫
drβ(r;t)Ĥint(r)−

∫
dxγ(x;t)n̂1(x)f̂(ρ) =

=

∫

dΓN̺kin−hyd
q (xN ; t)f̂(ρ) (2.10)

– нерiвноважна структурна функцiя розподiлу колективних змiнних,
яка є якобiяном переходу f̂(ρ) у простiр колективних змiнних ρk.
При цьому усереднення у (2.10) виконується з релевантною функцi-
єю розподiлу

̺kin−hyd
q (xN ; t) = exp

{

− Φ(t) − (2.11)

−

∫

drβ(r; t)Ĥint(r) −

∫

dxγ(x; t)n̂1(x)
}

,

яка була побудована у роботах [34, 35, 37] при узгодженому описi
кiнетичних та гiдродинамiчних процесiв у системах взаємодiючих
частинок. Релевантнiй функцiї розподiлу (2.9) вiдповiдає ентропiя
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Гiбса

S(t) = −〈ln ̺q(xN ; t)〉tq = Φ(t) + (2.12)

+

∫

drβ(r; t)〈Ĥint(r)〉t +

∫

dxγ(x; t)〈n̂1(x)〉t +

+

∫

dρf(ρ; t) ln
f(ρ; t)

W (ρ; t)
,

яка в комбiнацiї iз умовами самоузгодження (2.8) може розглядатися
як ентропiя нерiвноважного стану.

Для отримання явного вигляду нерiвноважної функцiї розподiлу
згiдно (2.5) необхiдно виконати дiю операторiв Лiувiлля i Кавасакi-
Гантона на функцiю ̺q(xN ; t). Проекцiйний оператор Кавасакi-
Гантона вiдповiдно до (2.9) має наступну структуру:

Pq(t)̺′ = ̺q(x
N ; t)

∫

dΓN̺′ +

∫

dx
∂̺q(xN ; t)

∂〈n̂1(x)〉t
× (2.13)

×
[

∫

dΓN n̂1(x)̺′ − 〈n̂1(x)〉t
∫

dΓN̺′
]

+

+

∫

dr
∂̺q(x

N ; t)

∂〈Ĥint(r)〉t
×

×
[

∫

dΓN Ĥint(r)̺′ − 〈Ĥint(r)〉t
∫

dΓN̺′
]

+

+

∫

dρ
∂̺q(x

N ; t)

∂( f(ρ;t)
W (ρ;t) )

1

W (ρ; t)
×

×

[
∫

dΓN f̂(ρ)̺′ − f(a; t)

∫

dΓN̺′
]

+

+

∫

dx
∫

dρ
∂̺q(x

N ; t)

∂( f(ρ;t)
W (ρ;t) )

f(ρ; t)

W (ρ; t)

∂ lnW (ρ; t)

∂〈n̂1(x)〉t
×

×

[
∫

dΓN n̂1(x)̺′ − 〈n̂1(x)〉t
∫

dΓN̺′
]

+

+

∫

dr
∫

dρ
∂̺q(x

N ; t)

∂( f(ρ;t)
W (ρ;t) )

f(ρ; t)

W (ρ; t)

∂ lnW (ρ; t)

∂〈Ĥint(r)〉t
×

×

[
∫

dΓN Ĥint(r)̺′ − 〈Ĥint(r)〉t
∫

dΓN̺′
]

.

Насамперед, ми розкриємо дiю оператора Лiувiлля на релевантну
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функцiю розподiлу (2.9). В результатi отримаємо:

iLN̺q(xN ; t) = −

∫

dxγ(x; t) ˙̂n1(x)̺q(xN ; t) − (2.14)

−

∫

drβ(r; t)
˙̂
Hint(r)̺q(xN ; t) +

+

[

iLN

f(ρ; t)

W (ρ; t)

∣

∣

∣

ρ=ρ̂

]

̺kin−hyd
q (xN ; t),

де ˙̂n1(x) = iLN n̂1(x), ˙̂
Hint(r) = iLN Ĥint(r). Використавши спiввiд-

ношення

iLN f̂(ρ) = iLN f̂(ρk) =
∑

k

[ ∂

∂ρk
f̂(ρ) ˙̂ρk

]

,

де ˙̂ρk = iLN ρ̂k, останнiй доданок у (2.14) можемо переписати у ви-
глядi:

[

iLN

f(ρ; t)

W (ρ; t)

∣

∣

∣

ρ=ρ̂

]

̺kin−hyd
q (xN ; t) = (2.15)

=

∫

dρ
∑

k

[

˙̂ρkW (a; t)
( ∂

∂ρk

f(ρ; t)

W (ρ; t)

)

]

̺L(xN , ρ; t).

У цьому виразi ми ввели нову релевантну функцiю розподiлу
̺L(xN , ρ; t) з мiкроскопiчним розподiлом колективних змiнних

̺L(xN , ρ; t) = ̺kin−hyd
q (xN ; t)

f̂(ρ)

W (ρ; t)
, (2.16)

яка зв’язана iз ̺q(xN ; t) спiввiдношенням:

̺q(xN ; t) =

∫

dρf(ρ; t)̺L(xN , ρ; t) (2.17)

i є нормованою
∫

dΓN̺L(xN , ρ; t) = 1. (2.18)

Використавши спiввiдношення (2.16), середнi значення, що розрахо-
вуються з релевантною функцiєю розподiлу, можна подати у вигляд:

〈. . .〉tq =

∫

dρ〈. . .〉tLf(ρ; t), (2.19)

〈. . .〉tL =

∫

dΓN . . . ̺L(xN , ρ; t).
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Тепер iз врахуванням (2.15) i (2.16) результат дiї оператора Лiувiлля
на ̺q(xN ; t) запишеться наступним чином:

iLN̺q(xN ; t) = −

∫

dρ
∫

dxγ(x; t) ˙̂ρ1(x)̺L(xN , ρ; t)f(ρ; t) −

−

∫

dρ
∫

drβ(r; t)
˙̂
Hint(r)̺L(xN , ρ; t)f(ρ; t) + (2.20)

+

∫

dρ
∑

k

[

˙̂ρkW (ρ; t)
∂

∂ρk

f(ρ; t)

W (ρ; t)

]

̺L(xN , ρ; t).

Пiдставивши цей вираз у (2.5), ми отримаємо нерiвноважну функцiю
розподiлу

̺(xN ; t) =

∫

dρf(ρ; t)̺L(xN , ρ; t) + (2.21)

+

∫

dρ
∫

dr
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)Tq(t, t

′)
(

1 − Pq(t′)
)

×

×
˙̂
Hint(r)̺L(xN , ρ; t)f(ρ; t′)β(r; t′) −

−

∫

dρ
∫

dx
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)Tq(t, t

′)
(

1 − Pq(t′)
)

×

× ˙̂n1(x)̺L(xN , ρ; t′)f(ρ; t′)γ(x; t′) −

−

∫

dρ
∑

k

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)Tq(t, t

′)
(

1 − Pq(t′)
)

×

×

[

˙̂ρkW (ρ; t′)
∂

∂ρk

f(ρ; t′)

W (ρ; t′)

]

̺L(xN , ρ; t′),

з допомогою якої отримаємо вiдповiднi узагальненi рiвняння пере-
носу для параметрiв скороченого опису:
[ ∂

∂t
+

p

m
·
∂

∂r

]

f1(x; t) −

∫

dx′ ∂

∂r
Φ(|r− r′|) × (2.22)

×
[ ∂

∂p
−

∂

∂p′

]

g2(x, x
′; t) =

= −

∫

dr′
∫

dρ
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φint

nH(x, r′, ρ; t, t′)f(ρ; t′)β(r′; t′) −

−

∫

dx′

∫

dρ
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φnn(x, x′, ρ; t, t′)f(ρ; t′)γ(x′; t′) −

−
∑

k

∫

da
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)

{

φnρ(x,k, ρ; t, t′)
∂

∂ρk

} f(ρ; t′)

W (ρ; t′)
,
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∂

∂t
〈Ĥint(r)〉t = 〈

˙̂
Hint(r)〉tq − (2.23)

−

∫

dr′
∫

dρ
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φint

HH (r, r′, ρ; t, t′)f(ρ; t′)β(r′; t′) −

−

∫

dx′

∫

dρ
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φint

Hn(r, x′, ρ; t, t′)f(ρ; t′)γ(x′; t′) −

−
∑

k

∫

dρ
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)

{

φint
Hε(r,k, ρ; t, t′)

∂

∂ρk

} f(ρ; t′)

W (ρ; t′)
,

∂

∂t
f(ρ; t) =

∑

k

δ

δρk
vρ(k; t)f(ρ; t) − (2.24)

−
∑

k

δ

δρk

∫

dr′
∫

dρ′
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t) ×

×φρH(r′,k, ρ, ρ′; t, t′)f(ρ′; t′)β(r′; t′) −

−
∑

k

δ

δρk

∫

dx′

∫

dρ′
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t) ×

×φρn(x′,k, ρ, ρ′; t, t′)f(ρ′; t′)γ(x′; t′) +

+
∑

k,q

∫

dρ′
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t) δ

δρk
φρρ(k,q, ρ, ρ′; t, t′)

δ

δρq

f(ρ′; t′)

W (ρ′; t′)
.

Узагальненi рiвняння переносу (2.22) – (2.24) мiстять релевантну
парну функцiю розподiлу частинок g2(x, x′; t):

g2(x, x′; t) =

∫

dΓN−2̺(xN ; t) =

∫

dρgL2 (x, x′; ρ; t)f(ρ; t), (2.25)

де gL2 (x, x′; ρ; t) =
∫

dΓN−2̺L(xN , ρ; t) є L-парною релевантною фун-
кцiєю розподiлу частинок.

Узагальненi ядра переносу

φαβ(t, t′) = 〈Iα(t)Tq(t, t′)Iβ(t′)〉t
′

L , (2.26)

α, β = {n,H, ρ},

що входять у рiвняння переносу, описують немарковськi процеси i
є нерiвноважними кореляцiйними функцiями. Вони побудованi на
узагальнених потоках:

În(x; t) =
(

1 − P (t)
)

˙̂n1(x), (2.27)
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ÎintH (r; t) =
(

1 − P (t)
) ˙̂
Hint(r), (2.28)

Îρ(k; t) =
(

1 − P (t)
)

˙̂ρk, (2.29)

де P (t) – узагальнений оператор Морi, що зв’язаний з проекцiйним
оператором Кавасакi-Гантона Pq(t) спiввiдношенням:

Pq(t)a(x)̺q(xN ; t) = ̺q(x
N ; t)P (t)a(x).

Важливо зазначити, що у (2.26) середнi значення розраховую-
ться з функцiєю розподiлу ̺L(xN , ρ; t) (2.16), так що ядра переносу
є функцiями колективних змiнних ρk.

У рiвняннi (2.24) функцiї vρ(k; t) є потоками у просторi колектив-
них змiнних, якi називають гiдродинамiчними швидкостями. Озна-
ченi вони наступним чином:

vρ(k; t) =

∫

dΓN
˙̂ρk̺L(xN , ρ; t) = 〈 ˙̂ρk〉

t
L. (2.30)

Представлена система рiвнянь переносу (2.22)–(2.24) забезпечує
узгоджений опис кiнетичних та гiдродинамiчних процесiв у класи-
чних рiдинах i густих газах з врахуванням довгоживучих флукту-
ацiй. Ця система рiвнянь є незамкнута за параметрами Лагранжа
β(r; t), γ(x; t), якi визначаються iз вiдповiдних умов самоузгодження.
Необхiдно зауважити, що якщо не враховувати кiнетичнi процеси i
вклад середньої потенцiальної енергiї, то отримаємо узагальнене (не-
марковське) рiвняння Фоккера-Планка для нерiвноважної функцiї
розподiлу колективних змiнних, яке може бути отримано методом
проекцiйних операторiв Цванцига чи методом Зубарєва [53]:

∂

∂t
f(ρ; t) =

∑

k

δ

δρk
vρ(k; t)f(ρ; t) + (2.31)

+
∑

k,q

∫

dρ′
t

∫

−∞

dt′eǫ(t
′−t) ×

×
δ

δρk
φρρ(k,q, ρ, ρ′; t, t′)

δ

δρq

f(ρ′; t′)

W (ρ′; t′)
.

Однiєю iз головних проблем для аналiзу рiвнянь переносу (2.22)–
(2.24) i ядер переносу (2.26) є розрахунок структурної функцiї
W (ρ; t) колективних змiнних i гiдродинамiчних швидкостей vρ(k; t).
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3. Розрахунок структурної функцiї W (ρ; t) i гiдро-

динамiчних швидкостей vρ(k; t) методом колек-

тивних змiнних

Ми застосуємо метод колективних змiнних [50–52, 55, 56] для розра-
хунку структурної функцiї W (ρ; t) та гiдродинамiчних швидкостей
vρ(k; t). Спочатку розрахуємо структурну функцiю W (ρ; t) для коле-
ктивних змiнних, коли взаємодiю мiж частинками на малих вiдста-
нях будемо описувати короткодiючим потенцiалом Φsh(|rlj |), зокре-
ма, у випадку потенцiалу твердих сфер, а за межами його дiї деяким
далекодiючим потенцiалом Φlong(|rlj |). Вiдповiдно, в операторi Лiу-
вiлля видiлимо короткодiючi i далекодiючi взаємодiї мiж частинка-
ми:

iLN = iL0
N + T̂N + iL

long
N ,

де iL0
N – оператор Лiувiлля N невзаємодiючих частинок, T̂N – опера-

тор розсiяння системи, у випадку моделi твердих сфер [36,39,42,46],
iL

long
N – потенцiальна частина оператора Лiувiлля з далекодiючим

потенцiалом взаємодiї мiж частинками.
Далi застосуємо iнтегральне представлення для δ-функцiї, тодi

f̂(ρ) подамо у виглядi:

f̂(ρ) =

∫

dω exp{−iπ
∑

k

ωk(ρ̂k − ρk)}. (3.1)

Використавши кумулянтний розклад [50,51,56] для W (ρ; t), отрима-
ємо:

W (ρ; t) =

∫

dΓN̺
kin−hyd
rel (xN ; t)f̂(ρ) = (3.2)

=

∫

dω exp
{

− iπ
∑

k

ωkρ̄k −

−
1

2V 2

∑

q

∑

k

β−q(t)ν(k)(ρq+kρ−k − ρq) −

−
π2

2

∑

k1,k2

M2(k1,k2; t)ωk1
ωk2

}

×

× exp

{

∑

n≥3

Dn(ω; t)

}

,
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де

ρ̄k = ρk − 〈ρ̂k〉
t
kin−sh, dω = Πkdω

r
kdω

s
k,

ωk = ωr
k − iωs

k, ω−k = ω∗
k,

Dn(ω; t) =
(−iπ)n

n!

∑

k1,...,kn

Mn(k1, . . . ,kn; t) × (3.3)

× ωk1
. . . ωkn

.

Нерiвноважнi кумулянтнi середнi n-порядку

Mn(k1, . . . ,kn; t) = 〈ρ̂k1
, . . . ρ̂kn

〉t,ckin−sh (3.4)

розраховуються iз релевантною функцiєю розподiлу з короткодiю-
чою мiжчастинковою взаємодiєю:

̺kin−sh
q (xN ; t) = exp

{

− Φ(t) − (3.5)

−

∫

drβ(r; t)Ĥsh(r) −

∫

dxγ(x; t)n̂1(x)
}

,

де верхнiй iндекс c означає кумулянтне середнє. Важливо зазначи-
ти, що у (3.2) ми роздiлили вклади вiд короткодiючих та далекодi-
ючих взаємодiй. Короткодiючi взаємодiї врахованi у релевантному
розподiлi (3.5) (який можна розглядати як базисний), а далекодiючi
взаємодiї поданi через колективнi змiннi:

∫

drβ(r; t)Ĥ long(r) =
1

2V 2

∑

q

∑

k

β−q(t)ν(k) ×

×
(

ρq+kρ−k − ρq
)

.

Для подальшого розрахунку структурну функцiю W (ρ; t) подамо
у виглядi:

W (ρ; t) = Wβ(ρ; t)

∫

dω exp

{

− iπ
∑

k

ωkρ̄k −

−
π2

2

∑

k1,k2

M2(k1,k2; t)ωk1
ωk2

}

× (3.6)

×
(

1 + B +
1

2!
B2 +

1

3!
B3 + . . . +

1

n!
Bn + . . .

)

,
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де

Wβ(ρ; t) = exp
(

−
1

2V 2

∑

q

∑

k

β−q(t)ν(k) × (3.7)

×
(

ρq+kρ−k − ρq
)

)

i B =
∑

n≥3 Dn(ω; t). Якщо в розкладi у ряд експоненти (3.6), тоб-
то exp{

∑

n≥3 Dn(ω; t)}, зберегти лише перший доданок, що рiвний
одиницi, то отримаємо наближення Гауса для W (ρ; t):

WG(ρ; t) = Wβ(ρ; t)

∫

dω exp
{

iπ
∑

k

ωkρ̄k − (3.8)

−
π2

2

∑

k1,k2

M2(k1,k2; t)ωk1
ωk2

}

,

де нерiвноважне кумулянтне середнє густина-густина має вигляд:

M2(k1,k2; t) = 〈ρ̂k1
ρ̂k2

〉t,ckin−sh =

= 〈ρ̂kρ̂−k〉
t
kin−sh − 〈ρ̂k〉

t
kin−sh〈ρ̂−k〉

t
kin−sh.

Для проведення iнтегрування за dω у (3.8) необхiдно привести вираз
в експонентi до квадратичної дiагональної форми за ωk. У зв’язку з
цим треба знайти власнi значення, розв’язавши рiвняння:

det
∣

∣

∣
M̃2(k1,k2; t) − Ẽ(k; t)

∣

∣

∣
= 0, (3.9)

Ẽ(k; t) – дiагональна матриця. З врахуванням цього, отримаємо:

WG(ρ; t) = Wβ(ρ; t)

∫

dω̃ exp
{

− iπ
∑

k

ρ̃kω̃k −

−
π2

2

∑

k

E(k; t)ω̃kω̃−k

}

. (3.10)

Пiдiнтегральний вираз у (3.10) є квадратичною функцiєю ω̃k, тому,
виконуючи iнтегрування за dωk, для структурної функцiї в гаусово-
му наближеннi WG(a; t) отримаємо:

WG(ρ; t) = Wβ(ρ; t) × (3.11)

× exp
{

−
1

2

∑

k

E−1(k; t)ρ̃kρ̃−k

}

×

× exp
{

−
1

2

∑

k

ln π det Ẽ(k; t)
}

,
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або через змiннi ρ̄k:

WG(ρ; t) = Z(t)Wβ(ρ; t) × (3.12)

× exp
{

−
1

2

∑

k

Ē(k; t)ρ̄kρ̄−k

}

,

де

Z(t) = exp
{

−
1

2

∑

k

ln π det Ẽ(k; t)
}

.

Структурна функцiя WG(ρ; t) у гаусовому наближеннi дає можли-
вiсть розрахунку повної структурної функцiї (3.2) у вищих набли-
женнях за гаусовими моментами [50,51]:

W (ρ; t) = Wβ(ρ; t)W̄G(ρ; t) exp
{

∑

n≥3

〈D̃n(ρ; t)〉G
}

, (3.13)

де

W̄G(ρ; t) = Z(t) exp
{

−
1

2

∑

k

Ē(k; t)ρ̄kρ̄−k

}

(3.14)

i 〈D̃n(ρ; t)〉G наближено представимо так:

〈D̃3(ρ; t)〉G = 〈D̄3(ρ; t)〉G,

〈D̃4(ρ; t)〉G = 〈D̄4(ρ; t)〉G,

〈D̃6(ρ; t)〉G = 〈D̄6(ρ; t)〉G −
1

2
〈D̄3(ρ; t)〉2G,

〈D̃8(ρ; t)〉G = 〈D̄8(ρ; t)〉G − 〈D̄3(ρ; t)〉G〈D̄5(ρ; t)〉G −

−
1

2
〈D̄4(ρ; t)〉2G,

〈D̃n(ρ; t)〉G =
1

W̄G(ρ; t)

∑

k1,...,kn

M̄n(k1, . . . ,kn; t) ×

×
1

(iπ)n
δn

δρ̄k1
...δρ̄kn

W̄G(ρ; t).

〈D̃n(ρ; t)〉G – перенормованi n-тi нерiвноважнi кумулянтнi середнi
для змiнних ρ̄k вищих порядкiв.

Метод розрахунку структурної функцiї W (ρ; t) може бути засто-
сований для наближених розрахункiв гiдродинамiчних швидкостей
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vρ(k; t). Вiдповiдно до означення гiдродинамiчних швидкостей (2.30)
представимо загальну формулу у виглядi:

vρ(k; t) =

∫

dΓN
˙̂ρk̺

kin−hyd
rel (xN ; t)f̂(ρ) (3.15)

i введемо функцiю W (ρ, λ; t):

W (ρ, λ; t) =

∫

dΓN e−iπ
∑

k
λk

˙̂ρk × (3.16)

× ̺
kin−hyd
rel (xN ; t)f̂(ρ),

так що

vρ(k; t) =
∂

∂(−iπλk)
lnW (ρ, λ; t)

∣

∣

∣

λk=0
. (3.17)

Ми розрахуємо функцiю W (ρ, λ; t), використавши отриманi резуль-
тати розрахункiв структурної функцiї W (ρ; t), тому перепишемо
W (ρ, λ; t) так:

W (ρ, λ; t) =

∫

dΓN

∫

dω exp
{

− iπ
∑

k

λk
˙̂ρk

}

×

× exp
{

− iπ
∑

k

ωk(ρ̂k − ρk)
}

̺
kin−hyd
rel (xN ; t).

(3.18)

Тепер приймемо до уваги усереднення (3.18) з ̺kin−sh
q (xN ; t), вико-

риставши кумулянтний розклад:

W (ρ, λ; t) = Wβ(ρ, λ; t)

∫

dω exp
{

− iπ
∑

k

ωkρ̄k + (3.19)

+
∑

n≥1

[

Dn(ω; t) + Dn(λ; t) + Dn(ω, λ; t)
]

}

,
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де

Wβ(ρ, λ; t) = Wβ(ρ; t) exp
{

− iπ
∑

k

λk
˙̂ρk

}

, (3.20)

Dn(ω; t) =
(−iπ)n

n!

∑

k1,...,kn

Mn(k1, . . . ,kn; t)ωk1
. . . ωkn

,

Dn(λ; t) =
(−iπ)n

n!

∑

k1,...,kn

M
(1)
n (k1, . . . ,kn; t)λk1

. . . λkn
,

Dn(ω, λ; t) =
(−iπ)n

n!

∑

k1,...,kn

M
(2)
n (k1, . . . ,kn; t) ×

× ωk1
. . . ωkn−1

. . . λkn
,

у якому кумулянти мають таку структуру:

Mn(k1, . . . ,kn; t) = 〈ρ̂k1
, . . . ρ̂kn

〉t,ckin−sh,

M
(1)
n (k1, . . . ,kn; t) = 〈 ˙̂ρk1

, . . . ˙̂ρkn
〉t,ckin−sh,

M
(2)
n (k1, . . . ,kn; t) = n

[

(n− j) + (j − n + 1)δ...,ln−1

]

×

× 〈ρ̂k1
, . . . , ρ̂kn−j

, . . . , ˙̂ρkn−j+1
, . . . , ˙̂ρkn

〉t,ckin−sh.

Розглянемо спочатку наближення Гауса для W (ρ, λ; t), тобто в
експонентi пiдiнтегрального виразу залишимо лише доданки з n = 2
лiнiйнi за λk:

WG(ρ, λ; t) = Wβ(ρ, λ; t)

∫

dω exp
{

iπ
∑

k

ωkρ̄k − (3.21)

−
π2

2

∑

k1,k2

M2(k1,k2; t)ωk1
ωk2

−
π2

2

∑

k1,k2

M
(2)
2 (k1,k2; t)ωk1

λk2

}

.

Приводячи цей вираз в експонентi за змiнними ωk до дiагональної
квадратичної форми, подiбно як для W (ρ; t), пiсля iнтегрування за
новими змiнними ω̄k, отримаємо:

WG(ρ, λ; t) = Wβ(ρ, λ; t) × (3.22)

× exp
{

−
π2

2

∑

k

E−1(k; t)bkb−k −
1

2

∑

k

lnπ det Ẽ(k; t)
}

,

де

bk = ρ̄k +
iπ

2
M

(2)
2 (k; t)λk.
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Тут кумулянти M
(2)
2 (k; t) мають наступну структуру:

M
(2)
2 (k; t) = 〈 ˙̂ρkρ̂−k〉

t
kin−sh − 〈 ˙̂ρk〉

t
kin−sh〈ρ̂−k〉

t
kin−sh. (3.23)

Оскiльки ˙̂vk = −ik · v̂k, де v̂k =
∑N

j=1 vje
−ik·r – фур’є-компонента

мiкроcкопiчної густини швидкостi частинок, то M
(2)
2 (k; t) = −ik ·

(〈v̂kρ̂−k〉
t
kin−sh−〈v̂k〉

t
kin−sh〈ρ̂−k〉

t
kin−sh) є перехресною кореляцiйною

функцiєю "швидкiсть-густина"для системи з короткодiючою взаємо-
дiєю ̺kin−sh

q (xN ; t). Далi ми розрахуємо гiдродинамiчнi швидкостi
vρ(k; t) у наближеннi Гауса згiдно формули:

vρ(k; t) =
∂

∂(−iπλk)
lnWG(ρ, λ; t)

∣

∣

∣

λk=0
= (3.24)

= 〈 ˙̂ρk〉
t
kin−sh −

π2

2
E−1(k; t)M

(2)
2 (k; t)ρ̄k.

Вираз мiстить два доданки. Перший зв’язаний iз усередненою фур’є-
компонентою густини швидкостi частинок за розподiлом з короткодi-
ючою взаємодiєю ̺kin−sh

q (xN ; t): 〈 ˙̂ρk〉
t
kin−sh = −ik · 〈v̂k〉

t
kin−sh, а дру-

гий iз спiввiдношенням кореляцiйних функцiй E−1(k; t) та M
(2)
2 (k; t)

i є лiнiйним за колективними змiнними густини числа частинок
ρ̄k(t) = ρk − 〈ρ̂k〉

t
kin−sh. У вищих наближеннях за гаусове набли-

ження вiдповiдно до (3.17) i (3.19) vρ(k; t) буде функцiєю колектив-
них змiнних ρk другого, третього i вищого порядкiв, що важливо
з точки зору розрахункiв вкладiв флуктуацiй в узагальненi коефi-
цiєнти переносу та часовi кореляцiйнi функцiї [57, 58]. Зокрема, ви-
хiд за гаусове наближення можна здiйснити врахуванням кореляцiй
M

(2)
3 (k1,k2,k3; t). Тодi для W (ρ, λ; t) отримаємо:

W (ρ, λ; t) = Wβ(ρ; t)

∫

dω exp
{

iπ
∑

k

ωkρ̄k − (3.25)

−iπ
∑

k

〈 ˙̂ρk〉
t,c
kin−shλk −

π2

2

∑

k1,k2

M2(k1,k2; t)ωk1
ωk2

−

−
π2

2

∑

k1,k2

M
(2)
2 (k1,k2; t)ωk1

λk2
−

−
π2

2
(
−iπ

3
)

∑

k1,k2,k3

M
(2)
3 (k1,k2,k3; t)ωk1

ωk2
λk3

}

.

В експонентi у правiй частинi цього виразу ми маємо квадратичну
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залежнiсть вiд ωk1
ωk2

. Даний вираз можемо подати у виглядi:

W (ρ, λ; t) = Wβ(ρ; t) exp
{

− iπ
∑

k

〈 ˙̂ρk〉
t,c
kin−shλk

}

× (3.26)

×

∫

dω exp
{

iπ
∑

k

ωkbk −
π2

2

∑

k1,k2

M̄2(k1,k2; t)ωk1
ωk2

}

,

якщо ввести позначення

(3.27)

M̄2(k1,k2; t) = M2(k1,k2; t) + (
−iπ

3
)
∑

k3

M
(2)
3 (k1,k2,k3; t)λk3

.

Далi, провiвши процедуру дiагоналiзацiї вiдповiдно до

det
∣

∣

∣

˜̄
M2(k1,k2, λ; t) − Ẽ(k, λ; t)

∣

∣

∣
= 0, (3.28)

для W (ρ, λ; t) пiсля iнтегрування за (dω), остаточно отримаємо:

W (ρ, λ; t) = Wβ(ρ; t) × (3.29)

× exp
{

− iπ
∑

k

〈 ˙̂ρk〉
t
kin−shλk −

−
π2

2

∑

k

E−1(k, λ; t)bkb−k −

−
1

2

∑

k

lnπ det Ẽ(k, λ; t)
}

,

При цьому E−1(k, λ; t) залежить вiд параметра λk. Тепер можемо
розрахувати гiдродинамiчну швидкiсть vρ(k; t) з врахуванням коре-

ляцiй третього порядку M
(2)
3 (k1,k2,k3; t). В результатi отримаємо:

vρ(k; t) =
∂

∂(−iπλk)
lnW (ρ, λ; t)

∣

∣

∣

λk=0
= (3.30)

= 〈 ˙̂ρk〉
t
kin−sh −

π2

2
E−1(k; t)M

(2)
2 (k; t)ρ̄k −

−
π2

2

∂

∂(−iπλk)
E−1(k, λ; t)|λk=0ρ̄kρ̄−k −

−
1

2

∂

∂(−iπλk)
lnπ det Ẽ(k, λ; t)|λk=0.

Як бачимо у цьому наближеннi vρ(k; t) є квадратичною функцiєю
колективних змiнних ρ̄kρ̄−k.
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В загальному, використавши методику розрахунку W (ρ; t), для
W (ρ, λ; t) отримаємо:

W (ρ, λ; t) = Wβ(ρ, λ; t)W̄G(ρ, λ; t) × (3.31)

× exp
{

∑

n≥3

(

〈D̃n(ρ; t)〉G + 〈D̃(2)
n (ρ, λ; t)〉G

)

}

,

де

W̄G(ρ, λ; t) = exp
{

−
π2

2

∑

k

E−1(k; t)bkb−k −

−
1

2

∑

k

lnπ det Ẽ(k; t)
}

, (3.32)

〈D̃n(ρ; t)〉G наближено подамо так:

〈D̃3(ρ; t)〉G = 〈D̄3(ρ; t)〉G,

〈D̃4(ρ; t)〉G = 〈D̄4(ρ; t)〉G,

〈D̃6(ρ; t)〉G = 〈D̄6(ρ; t)〉G −
1

2
〈D̄3(ρ; t)〉2G,

〈D̃8(ρ; t)〉G = 〈D̄8(ρ; t)〉G −

−〈D̄3(ρ; t)〉G〈D̄5(ρ; t)〉G −
1

2
〈D̄4(ρ; t)〉2G,

〈D̃n(ρ; t)〉G =
1

W̄G(ρ; t)
×

×
∑

k1,...,kn

M̄n(k1, . . . ,kn; t) ×

×
1

(iπ)n
δn

δbk1
...δbkn

W̄G(ρ; t).
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〈D̃
(2)
n (ρ; t)〉G теж наближено подамо так:

〈D̃
(2)
3 (ρ; t)〉G = 〈D̄

(2)
3 (ρ; t)〉G, (3.33)

〈D̃
(2)
4 (ρ; t)〉G = 〈D̄

(2)
4 (ρ; t)〉G,

〈D̃
(2)
6 (ρ; t)〉G = 〈D̄

(2)
6 (ρ; t)〉G −

1

2
〈D̄

(2)
3 (ρ; t)〉2G,

〈D̃
(2)
8 (ρ; t)〉G = 〈D̄

(2)
8 (ρ; t)〉G −

−〈D̄
(2)
3 (ρ; t)〉G〈D̄

(2)
5 (ρ; t)〉G −

1

2
〈D̄

(2)
4 (ρ; t)〉2G,

〈D̃(2)
n (ρ; t)〉G =

1

W̄G(ρ; t)
×

×
∑

k1,...,kn

M̄
(2)
n (k1, . . . ,kn; t)λk1

) ×

×
1

(iπ)n
δn

δbk1
...δbkn

W̄G(ρ; t).

〈D̃n(ρ; t)〉G, 〈D̃(2)
n (ρ; t)〉G – перенормованi n-тi нерiвноважнi кумулян-

тнi середнi для змiнних ρ̂k вищих порядкiв.

4. Висновки

Для узгодженого опису кiнетичних та гiдродинамiчних флуктуа-
цiй в системi взаємодiючих частинок, використавши метод нерiвно-
важного статистичного оператора Зубарєва отримано систему рiв-
нянь переносу для нерiвноважної одночастинкової функцiї розподiлу
f1(x; t) = 〈n̂1(x)〉t, нерiвноважного середнього значення енергiї взає-
модiї частинок Hint(r, t) = 〈Ĥint(r)〉t та нерiвноважної функцiї роз-
подiлу колективних змiнних f(ρ; t) = 〈δ(ρ̂− ρ)〉t. Роздiлення вкладiв
вiд короткодiючих i далекодiючих взаємодiй мiж частинками приве-
ло до того, що короткодiючi взаємодiї (наприклад, модель твердих
сфер) описуються в координатно-iмпульсному просторi, а далекодi-
ючi - у просторi колективних змiнних густини числа частинок. При
цьому, короткодiюча складова розглядається як базисна з розподi-
лом ̺kin−sh

q (xN ; t), якiй вiдповiдає ланцюжок рiвнянь ББГКI для
нерiвноважних функцiй розподiлу частинок, наприклад, для моделi
твердих сфер [36].

Застосований метод колективних змiнних [47, 55, 56] дав можли-
вiсть розрахувати у вищих наближеннях нiж гаусове як структур-
ну функцiю так i гiдродинамiчнi швидкостi колективних змiнних.
Зокрема, у наступному наближеннi за гаусове, виходячи iз (3.19),
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гiдродинамiчнi швидкостi (3.17) будуть пропорцiйнi ρ̄kρ̄k′ , ρ̄kρ̄k′ ρ̄k′′ ,
а ядра переносу у рiвняннi Фоккера-Планка будуть кореляцiйними
функцiями четвертого порядку за змiнними ρ̄k. Важливо зазначи-
ти, що у наближенi Гауса для W̃G(k; t), vρ(k; t) рiвняння Фоккера-
Планка приводить до рiвнянь переносу для 〈ρ̂k〉

t за структурою як
у випадку узагальненої дифузiї, тiльки усереднення здiйснюється

за допомогою ̺L(xN , ρ; t) = ̺kin−hyd
q (xN ; t) f̂(ρ)

WG(ρ;t) . Запропонований

пiдхiд дає можливiсть вийти за рамки наближення Гауса для W̃ (k; t),
vρ(k; t), а отже i для ядер переносу у рiвняннi Фоккера-Планка. Це
дає можливiсть отримати систему рiвнянь для 〈ρ̂k〉

t нелiнiйного ти-
пу. Важливо зазначити, що кiнетичне рiвняння (2.22) [50,51] мiстить
узагальнений iнтеграл типу Фоккера-Планка з узагальненими кое-
фiцiєнтами дифузiї та тертя частинок у фазовому просторi (r,p, t),
де область змiни |r| обмежена значеннями |k|−1

hydr, що вiдповiдають
колективним нелiнiйним гiдродинамiчним процесам. Це означає, що
в областях обмежених |k|−1

hydr процеси описуються узагальненими ко-

ефiцiєнтами дифузiї i тертя, а при малих |k|−1
hydr описуються узагаль-

неними коефiцiєнтами у просторi колективних змiнних. У наступних
роботах ми будемо дослiджувати рiвняння переносу (2.22)–(2.24) у
вищих наближеннях за флуктуацiями нiж гаусове.
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