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Анотацiя. Для опису процесiв переносу iонiв у системi iонний роз-
чин — пористе середовище застосовано кiнетичний пiдхiд, що базує-
ться на ланцюжку рiвнянь ББГКI для нерiвноважних функцiй роз-
подiлу частинок. Шляхом розв’язку кiнетичних рiвнянь Енскога–
Ландау для заряджених твердих сфер, побудови рiвнянь гiдродина-
мiки, отримано аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв взаємної дифузiї,
термодифузiї, в’язкостi та теплопровiдностi через функцiї розподiлу
частинок i їх характер взаємодiї. Їх структура повнiстю вiдображає
характер моделi взаємодiї частинок системи, а саме на малих вiд-
станях — модель твердих сфер, на великих — кулонiвська екранована
взаємодiя.
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based on the kinetic equation of the revised Enskog theory
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Abstract. For describing the processes of ion transfer in a system, an
ionic solution – a porous medium, we applied a kinetic approach based
on the BBGKY chain of equations for the non-equilibrium particle di-
stribution functions. By solving the Enskog–Landau kinetic equations
for charged solid spheres and constructing hydrodynamics equations,
the analytical expressions for mutual diffusion, thermodiffusion, viscosi-
ty and thermal conductivity coefficients were obtained through particle
distribution functions and their nature of interaction. Their structure
fully reflects the nature of the interaction model of the system particles,
namely at small distances — model of solid spheres, at large — screened
Coulomb potential.
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1. Вступ

Теоретичнi дослiдження електродифузiйних процесiв переносу iонiв
у системах “електролiт–пористi середовища (електрод)” є актуальни-
ми, зокрема для електролiтичних систем [1–12] i пов’язанi як iз не-
обхiднiстю опису нерiвноважних процесiв iнтеркаляцiї, так i з потре-
бою застосування на практицi теорiї для прогнозування та керування
цими процесами. Труднощi в описi електродних процесiв пов’язанi,
насамперед, iз поверхневими явищами на межi подiлу “електролiт–
електрод”, де вiдбуваються складнi процеси адсорбцiї, дифузiї, з яки-
ми пов’язанi у свою чергу проблеми накопичення зарядiв на електро-
дах в акумуляторах. Тому дуже важливо враховувати у тiй чи iншiй
мiрi змiну мiкроструктури (фрактальної структури) катодного мате-
рiалу, зокрема, через його поляризацiйнi властивостi та пористiсть.

Для розвитку статистичної теорiї дифузiйних процесiв у систе-
мi “електролiт–пористе середовище” необхiднi детальнi дослiджен-
ня фiзико-хiмiчних процесiв при рiвноправному розглядi як еле-
ктролiту, так i пористого середовища. У значнiй бiльшостi дослi-
джень для опису електродифузiйних процесiв переносу iонiв у си-
стемах “електролiт–електрод” використовуються рiвняння нерiвно-
важної термодинамiки [7] з постiйними коефiцiєнтами дифузiї. У той
же час важливою особливiстю даних систем є їх суттєва просторова
неоднорiднiсть, коли коефiцiєнти дифузiї є функцiями просторових
координат та часу, тобто часовими кореляцiйними функцiями ”потiк-
потiк” 〈̂j(rl; t)̂j(rl′ ; t′)〉 у кожнiй iз фаз та мiж фазами.

Ми запропонували статистичну теорiю [11,12] для опису електро-
дифузiйних процесiв переносу iонiв в системi “електролiт–електрод”
з врахуванням просторової неоднорiдностi та ефектiв пам’ятi, ви-
користавши метод нерiвноважного статистичного оператора (НСО)
Зубарєва. У роботах [13–16] були проведенi експериментальнi та тео-
ретичнi дослiдження субдифузiйного iмпедансу для мультишарової
системи GaSe з iнкапсульованим β - циклодекстрином, яка має фра-
ктальну пористу структуру. З точки зору теоретичних дослiджень
були застосованi узагальненi рiвняння електродифузiї типу Кеттано
у дробових похiдних [16].

У цiй роботi кiнетичний пiдхiд застосовується до опису проце-
сiв переносу iонiв у системi iонний розчин – пористе середовище. А
саме, кiнетичнi рiвняння Енскога–Ландау [17–19], якi отримуються
iз ланцюжка рiвнянь ББГКI з модифiкованими граничними умова-
ми. Шляхом розв’язку кiнетичних рiвнянь Енскога–Ландау для за-
ряджених твердих сфер, побудови рiвнянь гiдродинамiки, отримано
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аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв взаємної дифузiї, термодифузiї,
в’язкостi та теплопровiдностi. Їх структура повнiстю вiдображає ха-
рактер моделi взаємодiї частинок системи, а саме на малих вiдста-
ннях – модель твердих сфер, на великих – кулонiвська екранована
взаємодiя.

2. Ланцюжок рiвнянь ББГКI для системи iонний

розчин – пористе середовище

Будемо розглядати систему iонного розчину, який взаємодiє iз по-
ристим середовищем, дифундуючи у нього. Позитивно та негативно
зарядженi iони розчину можуть проникати у структуру пористого
середовища. Iонний розчин будемо розглядати з певними дiелектри-
чними властивостям без явного врахування молекулярної пiдсисте-
ми, а пористе середовище формоване безструктурними нерухомими
частинками. Гамiльтонiан такої системи можна подати у виглядi:

H =

Nα
∑

α,j=1

p2j

2mα
+
∑

α,γ

Nα,γ
∑

j,l

Φαγ(rj , rl) +
∑

α

Nα,Nm
∑

j,s

Φαs(rj , rs), (2.1)

де iндекси j, l – нумерують iони розчину сортiв α, γ, з масами mα,mγ

та вектор-iмпульсами pj ,pl, s – нумерує частинки пористого середо-
вища (матрицi); Nα – повне число iонiв сорту α, Nm – число частинок
пористого середовища, Φαγ(rj , rl) – парний потенцiал взаємодiї мiж
iонами сорту α, γ, Φαs(rj , rs) – парний потенцiал взаємодiї iонiв iз
частинками пористого середовища, rj , rs – вектори координат вiдпо-
вiдно iонiв та частинок пористого середовища. Нерiвноважний стан
системи повнiстю описується рiвнянням Лiувiлля для нерiвноважної
функцiї розподiлу всiх частинок з оператором Лiувiлля

iLN =

Nα
∑

α,j=1

pj

mα
· ∂

∂rj
−
∑

α,γ

NαNγ
∑

j,l

∂

∂rj
Φαγ(rj , rl) (2.2)

× (
∂

∂pj

− ∂

∂pl

) −
∑

α

Nα,Nm
∑

j,s

∂

∂rj
Φαs(rj , rs) ·

∂

∂pj

.

Нерiвноважний стан системи iонний розчин - пористе середовище
будемо описувати за допомогою ланцюжка рiвнянь ББГКI [17,18]для
частинкових нерiвноважних функцiй розподiлу. Для цього викори-
стаємо пiдхiд запропонований у роботi, де ланцюжок рiвнянь ББГ-
КI будується з врахуванням концепцiї узгодженого опису кiнетики
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та гiдродинамiки нерiвноважних процесiв системи взаємодiючих ча-
стинок. Такий ланцюжок рiвнянь буде мати вигляд:

( ∂

∂t
+ iLα(1)

)

fα(x1; t) +
∑

γ

∫

dx2iLαγ(1, 2)fαγ(x1, x2; t) (2.3)

+

∫

drsiLαs(1, s)fαs(x1, rs; t) = 0,

( ∂

∂t
+ iLα(1) + iLγ(2) + iLαγ(1, 2)

)

fαγ(x1, x2; t) (2.4)

+
∑

ξ

∫

dx3

(

iLαξ(1, 3) + iLγξ(2, 3)
)

fαγξ(x1, x2, x3; t)

+

∫

drs
(

iLαs(1, s) + iLγs(2, s)
)

fαγs(x1, x2, rs; t)

= ε
(

fαγ(x1, x2; t) − gαγ(r1, r2|n; t)fα(x1; t)fγ(x2; t)
)

,

( ∂

∂t
+ iLα(1) + iLαs(1, s)

)

fαs(x1, rs; t) +
∑

γ

∫

dx3

(

iLαγ(1, 3) (2.5)

+iLsγ(s, 3)
)

fαsγ(x1, rs, x3; t) +

∫

drs′ iLαs′(1, s
′)fαss′(x1, rs, rs′ ; t)

= ε
(

fαs(x1, rs; t) − gαs(r1, rs|n; t)fα(x1; t)n(rs)
)

,

де ε → +0 пiсля граничного термодинамiчного переходу, xj = rjpj .

iLα(j) =
pj

mα
· ∂

∂rj
, (2.6)

iLαγ(j, l) = − ∂

∂rj
Φαγ(rj , rl) ·

( ∂

∂pj

− ∂

∂pl

)

– одночастинковi та двочастинковi частини оператора Лiувiлля,

iLαs(j, s) = − ∂

∂rj
Φαs(rj , rs) ·

∂

∂pj

(2.7)

– двочастинковий оператор Лiувiлля частинок рiдинної пiдсисте-
ми i пористої пiдсистеми. gαγ(r1, r2|n; t), gαs(r1, rs|n; t) – парнi ква-
зiрiвноважнi функцiї розподiлу iонiв сортiв α, γ пiдсистеми роз-
чину i розчин-пористої матрицi, n(rs) – рiвноважна унарна фун-
кцiя розподiлу частинок пористої пiдсистеми, fα(x1; t), fαγ(x1, x2; t),
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fαγξ(x1, x2, x3; t) – одно-, дво- i триiоннi нерiвноважнi функцiї роз-
подiлу, fαγs(x1, x2, rs; t), fαs(x1, rs; t), fαss′(x1, rs, rs′ ; t) – нерiвнова-
жнi функцiї розподiлу iонiв i частинок пористого середовища. Три-
частинковi функцiї задовольняють наступним рiвнянням ланцюжка
рiвнянь ББГКI, у якi входять чотиричастинковi нерiвноважнi фун-
кцiї розподiлу. Важливо зазначити, що одно- та двочастинковi (iоннi)
нерiвноважнi функцiї розподiлу визначають поведiнку гiдродинамi-
чних змiнних – середнiх нерiвноважних значень густин числа iонiв
nα(r; t), їх iмпульсу pα(r; t), кiнетичної енергiї εkinα (r; t), а також по-
тенцiальної енергiї εintα (r; t):

nα(r; t) =

∫

dpfα(r,p; t), pα(r; t) =

∫

dpfα(r,p; t)p, (2.8)

εkinα (r; t) =

∫

dp
p2

2mα
fα(r,p; t), (2.9)

εintα (r; t) =
∑

γ

∫

dp
∫

dp′

∫

dr′Φαγ(r, r′)fαγ(r,p, r′,p′; t)

+

∫

dp
∫

drsΦαs(r, rs)fαs(r,p, rs; t).

Цi величини задовольняють вiдповiднi закони збереження середнiх
нерiвноважних значень числа iонiв nα(r; t), повного iмпульсу p(r; t)

p(r; t) =
∑

α

pα(r; t) (2.10)

та повної енергiї

ε(r; t) =
∑

α

(

εkinα (r; t) + εintα (r; t)
)

, (2.11)

що лежать в основi гiдродинамiчного опису нерiвноважних процесiв
в системi iонний розчин-пористе середовище. Крiм того, парнi квазi-
рiвноважнi функцiї розподiлу gαγ(r, r′|n; t), gαs(r, rs|n; t) у ланцюж-
ку рiвнянь ББГКI описують багаточастинковi кореляцiї i зв’язанi з
ними кореляцiйнi функцiї hαγ(r, r′|n; t), hαs(r, rs|n; t) задовольняють
неоднорiднi рiвняння Орнштейна-Цернiке, якi залежать вiд часу:

hαγ(r, r′; t) = cαγ(r, r′; t) (2.12)

+
∑

ξ

∫

dr′′cαξ(r, r′′; t)nξ(r
′′; t)hξγ(r′′, r′; t)

+

∫

drscαs(r, rs; t)ns(rs)hsγ(rs, r
′; t),
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hαs(r, rs; t) = cαs(r, rs; t) (2.13)

+
∑

ξ

∫

dr′′cαξ(r, r′′; t)nξ(r
′′; t)hξs(r

′′, rs; t)

+

∫

drs′cαs(r, rs; t)ns′(rs′)hs′s(rs′ , rs),

hsα(rs, r; t) = csα(rs, r; t) (2.14)

+
∑

ξ

∫

dr′′csξ(rs, r
′′; t)nξ(r

′′; t)hξα(r′′, r; t)

+

∫

drs′css′(rs, rs′)ns′(rs′)hs′α(rs′ , r),

hss(rs, rs′) = css(rs, rs′)+

∫

drs′′css(rs, rs′′)ns(rs′′)hss(rs′′ , rs′),

(2.15)

де cαγ(r, r′; t), cαs(r, rs; t), css(rs, rs′) – прямi кореляцiйнi функцiї iо-
нiв та частинок пористого середовища.

У наступному роздiлi розглянемо наближення парних зiткнень.

3. Наближення парних зiткнень

У наближенi парних зiткнень, коли не враховуються тричастинковi
функцiї розподiлу, отримаємо [17, 19]:

( ∂

∂t
+ iLα(1) + iLγ(2) + iLαγ(1, 2)

)

fαγ(x1, x2; t) (3.1)

= ε
(

fαγ(x1, x2; t) − gαγ(r1, r2|n; t)fα(x1; t)fγ(x2; t)
)

,

( ∂

∂t
+ iLα(1) + iLαs(1, s)

)

fαs(x1, rs; t) (3.2)

= ε
(

fαs(x1, rs; t) − gαs(r1, rs|n; t)fα(x1; t)n(rs)
)

.

Розв’язки даних рiвнянь (3.1), (3.2) можна подати у виглядi:

fαγ(x1, x2; t) = ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL(2)
αγ (1,2))τgαγ(r1, r2|n; t + τ) (3.3)

×fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ),
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fαs(x1, rs; t) = ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL(2)
αs (1,s))τgαs(r1, rs|n; t + τ) (3.4)

×fα(x1; t + τ)n(rs),

де

iL(2)
αγ (1, 2) = iLα(1) + iLγ(2) + iLαγ(1, 2),

iL(2)
αs (1, s) = iLα(1) + iLαs(1, s).

Пiдставивши данi розв’язки у рiвняння (2.3), отримаємо немаркiв-
ське кiнетичне рiвняння для нерiвноважної одночастинкової функцiї
розподiлу у системi розчин-пористе середовище:

( ∂

∂t
+ iLα(1)

)

fα(x1; t) = −
∑

γ

∫

dx2iLαγ(1, 2) (3.5)

× ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL(2)
αγ (1,2))τgαγ(r1, r2|n; t + τ)

× fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ)

−
∫

drsiL(1, s)ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL(2)
αs (1,s))τgαs(r1, rs|n; t + τ)

× fα(x1; t + τ)n(rs).

Отримане кiнетичне рiвняння для нерiвноважної одночастинкової
функцiї розподiлу iонiв враховує також просторову неоднорiднiсть.

У наступному роздiлi розглянемо модель заряджених твердих
сфер для опису iонної пiдсистеми.

4. Модель заряджених твердих сфер. Кiнетичне

рiвняння ревiзованої теорiї Енскога–Ландау для

системи електролiт-пористе середовище.

Розглянемо модель заряджених твердих сфер для iонної пiдсистеми,
коли потенцiал взаємодiї можна подати у виглядi суми [17,19, 20]:

Φαγ(r, r′) = Φsh
αγ(r, r′) + Φl

αγ(r, r′),

де Φsh
αγ(r, r′) – потенцiал твердих сфер, Φl

αγ(r, r′) – далекодiючий по-
тенцiал взаємодiї, зокрема потенцiал Кулона. Крiм того, взаємодiю
iонiв та частинок пористого середовища будемо описувати коротко-
дiючим потенцiалом твердих сфер Φsh

αs(r, rs). На основi робiт [17,19]
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у випадку моделi твердих сфер для рiдинної пiдсистеми iз (3.5) отри-
маємо:

( ∂

∂t
+ iLα(1)

)

fα(x1; t) = −
∑

γ

∫ σγ

0

dr2

∫

dp2 iLsh
αγ(12) (4.1)

×
∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αγ(12)+iLsh

αγ(12))τgαγ(r1, r2|n; t + τ)

× fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ)

−
∑

γ

∫ ∞

σγ

dr2

∫

dp2iL
l
αγ(l)

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αγ(12)+iLl

αγ(12))τ

× gαγ(r1, r2|n; t + τ)fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ)

−
∫ σs

0

drsiLsh
αs(12)

∫ 0

−∞

dτe(ε+iLα(1)+iLsh
αs(12))τ

× gαs(r1, rs|n; t + τ)fα(x1; t + τ)ns(rs)

−
∑

γ

∫ ∞

σγ

dr2

∫

dp2iL
l
αγ(12)

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αγ(12)+iLl

αγ(12))τ

× gαγ(r1, r2|n; t + τ)fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ)

– кiнетичне рiвняння для нерiвноважної одночастинкової функцiї
розподiлу iонiв з врахуванням областей дiї короткодiючого (твердо-
сферного) i далекодiючого потенцiалiв. Врахувавши, що в областi дiї
потенцiалу твердих сфер час взаємодiї τ → +0, а також результати
робiт [17, 19, 20], рiвняння можна подати у виглядi:

( ∂

∂t
+ iLα(1)

)

fα(x1; t) = −
∑

γ

∫

dx2T̂αγ(12)gαγ(r1, r2|n; t) (4.2)

× fα(x1; t)fγ(x2; t) −
∫

drsT̂αs(1s)gαs(r1, rs|n; t)fα(x1; t)ns(rs)

−
∑

γ

∫ ∞

σγ

dr2

∫

dp2iL
l
αγ(12)

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αγ (12)+iLl

αγ(12))τ

× gαγ(r1, r2|n; t + τ)fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ),

де T̂αγ(12) – оператор зiткнення Енскога для заряджених твердих
сфер (iонiв) [17], T̂αs(1s) – оператор зiткнення Енскога для зарядже-
них твердих сфер i твердих сфер, що описують пористе середови-
ще. Далi, якщо у далекодiючiй частинi iнтегралу зiткнення викона-
ти розклад e[ε+iL0

αγ(12)+iLl
αγ(12)]τ за вкладом iLl

αγ(12) далекодiючого



8 Препринт

потенцiалу взаємодiї i обмежитися першим порядком розкладу, то
отримаємо наступне кiнетичне рiвняння:
( ∂

∂t
+ iLα(1)

)

fα(x1; t) = −
∑

γ

∫

dx2T̂αγ(12)gαγ(r1, r2|n; t) (4.3)

× fα(x1; t)fγ(x2; t) −
∫

drsT̂αs(1s)gαs(r1, rs|n; t)fα(x1; t)ns(rs)

−
∑

γ

∫ ∞

σγ

dr2

∫

dp2iL
l
αγ(12)

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αγ (12))τ

× (1 + iLl
αγ(12)τ)gαγ(r1, r2|n; t + τ)fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ),

де перший доданок розкладу це узагальнений оператор зiткнення
Власова – узагальнене середнє поле, а другий доданок – узагальне-
ний оператор зiткнення типу Ландау з врахуванням ефектiв пам’ятi.

Розкривши дiю оператора Енскога в правiй частинi, у просторово
неоднорiдному випадку (з точнiстю до лiнiйних значень за градiєн-
тами та без врахування ефектiв пам’ятi) отримаємо:

( ∂

∂t
+iLα(1)

)

fα(x1; t) = I
(0)
αE(x1; t)+I

(1)
αE(x1; t)+I

(1)
αMF (x1; t)+I

(1)
αL(x1; t),

(4.4)

де доданки справа є iнтегралами зiткнень, що обумовленi вкладом
вiд певного типу мiжчастинкової взаємодiї. Перший та другий з них
є iнтегралами зiткнення типу Енскога теорiї RET [17]:

I
(0)
αE(x1; t) =

∑

γ

∫

dv2

∫

dε
∫

b db g(12)gαγ(σαγ |n; t) (4.5)

×
(

fα(r1,v
′
1; t)fγ(r2,v

′
2; t) − f1(rα,v1; t)fγ(r2,v2; t)

)

,

I
(1)
αE(x1; t) =

∑

γ

σ3
αγ

∫

dr̂12

∫

dv2Θ
(

r̂12 · g(12)
)(

r̂12 · g(12)
)

(4.6)

·
(

gαγ(r12|n; t)r12 · [fα(r1,v’1; t)~▽2fγ(r2,v’2; t)

−fα(r1,v1; t)~▽2fγ(r2,v2; t)] +
1

2

(

r̂12 · ~▽2gαγ(r12|n; t)
)

· [fα(r1,v’1; t)fγ(r2,v’2; t) − fα(r1,v1; t)fγ(r2,v2; t)]
)

,

де b – прицiльний параметр, gαγ2 (σαγ |n; t) – контактне значення пар-
ної квазiрiвноважної функцiї розподiлу, r̂12 = r12

|r12|
– одиничний ве-

ктор, v’1 = v1 + r̂12(r̂12 · g(12)), v’2 = v2 − r̂12(r̂12 · g(12)) – значення
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швидкостей частинок 1, 2 пiсля зiткнення, тодi як v1, v2 – значення
їх швидкостей до зiткнення, де g(12) = v2−v1 – вiдносна швидкiсть.

Наступний доданок – це вклад, розрахований у наближеннi теорiї
середнього поля KMFT [17]:

I
(1)
αMF (x1; t) =

1

mα

∑

γ

∫

dr2
∂

∂r1
Φl

αγ(|r|12) · ∂

∂v1
gαγ(r12|n; t) (4.7)

×fγ(r2,v2; t)nα(r1; t).

Останнiй доданок є iнтегралом зiткнень типу Ландау [17, 19]

I
(1)
αL(x1; t) =

∑

γ

∫ ∫

dv2 dε b db g(12) (4.8)

×
(

fα(r1,v
∗
1; t)fγ(r2,v∗2; t) − fα(r1,v1; t)fγ(r2,v2; t)

)

,

який поданий спрощено у больцманiвськiй формi. Цю формулу мо-
жна отримати шляхом переходу до цилiндричної системи коорди-
нат, ввiвши прицiльний параметр b, азимутальний кут розсiяння
ε, вiдстань по осi цилiндра ξ, та iнтегруючи по ξ з врахуванням
gαγ(r12|n; t) → 1. При розв’язуваннi рiвняння методом Чепмена–
Енскога така форма є зручною. В цих виразах v∗

1 v∗
2 – швидкостi

частинок пiсля кулонiвського розсiяння:

v∗
1 = v1 + △v12, v∗

2 = v2 −△v12,

△v12 = − 1

mαγ

∫

σαγ

dξ
∂

∂r12
Φl

αγ(|r|12)
1

g12

∣

∣

∣

r12=
√

b2+ξ2
,

mαγ – приведена маса частинок сортiв α i γ.

5. Нерiвноважна одночастинкова функцiя розпо-

дiлу у першому наближеннi. Метод Чепмена–

Енскога

Для побудови нормальних розв’язкiв кiнетичного рiвняння типу
Енскога–Ландау будемо використовувати метод Чепмена–Енскога
[21,22]. Оскiльки нас буде цiкавити розв’язок у лiнiйному наближеннi
за градiєнтами вiдповiдних густин числа частинок nα(r; t), гiдроди-
намiчної швидкостi v(r; t) та температури T (r; t), використаємо вiд-
повiднi рiвняння гiдродинамiки для середнiх значень густин числа
частинок, iмпульсу та енергiї [22–24]:

∂

∂t
nα(r; t) = − ∂

∂r
· jα(r; t), (5.1)
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ρ(r; t)
∂

∂t
v(r; t) = − ∂

∂r
:
↔

P (r; t), (5.2)

ρ(r; t)
∂

∂t
Wkin(r; t) = − ∂

∂r
· q(r; t) −

↔

P (r; t) :
∂

∂r
v(r; t). (5.3)

В цих рiвняннях введенi позначення:

nα(r; t) =

∫

dvfα(r,v; t)

– густина частинок сорту α,

ρ(r; t) =
∑

α

∫

dvfα(r,v; t)mα

– повна густина маси частинок,

ρ(r; t)v(r; t) =
∑

α

∫

dvfα(r,v; t)mαv,

v(r; t) – повна гiдродинамiчна швидкiсть частинок,

ρ(r; t)Wkin(r; t) =
∑

α

∫

dvfα(r,v; t)
mαcα(r; t)

2
,

де cα(r; t) = v−v(r; t) – теплова швидкiсть, vα(r; t) =
∫

dvfα(r,v; t)v
– середня швидкiсть частинок сорту α. У лiнiйному наближеннi за
градiєнтами парцiальний потiк jα(r; t) частинок сорту α, повний тен-

зор в’язких напружень
↔

P (r; t) та тепловий потiк q(r; t) можуть бути
поданi через градiєнти та коефiцiєнти переносу:

jα(r; t) = −n2mαmγ

ρ
Dαγdα(r; t) −Dα

T

∂

∂r
lnT (r; t), (5.4)

↔

P (r; t) = P (r; t)
↔

I −κ
( ∂

∂r
: v(r; t)

)

− 2η
↔

S (r; t) (5.5)

q(r; t) = −λ
∂

∂r
T (r; t) +

∑

α

wαdα(r; t), (5.6)

де Dαγ – коефiцiєнт взаємної дифузiї, Dα
T – коефiцiєнт термодифузiї,

κ – коефiцiєнт об’ємної в’язкостi, η – коефiцiєнт зсувної в’язкостi та
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λ – коефiцiєнт теплопровiдностi частинок розчину у системi розчин-
пористе середовище. dα(r; t) – дифузiйна термодинамiчна сила ча-
стинок сорту α, для якої виконується умова

∑

α dα(r; t) = 0.
Поданi рiвняння гiдродинамiки можуть бути побудованi на основi

розв’язкiв кiнетичного рiвняння (4.4). Для знаходження вiдповiдних
виразiв для коефiцiєнтiв переносу вiдповiдно до методу Чепмена–
Енскога [20–23] розв’язок рiвняння (4.4) будемо шукати у виглядi:

fα(r1,v1; t) = f0
α(r1,v1; t)

(

1 + ϕα(r1,v1; t)
)

, (5.7)

де f0
α(r1,v1; t) – локально-рiвноважна функцiя Максвелла як нульове

наближення, що вiдповiдає iдеальнiй гiдродинамiцi

f1 ≡ f (0)
α (x1; t) = nα(r1; t)

( mα

2πkBT (r1; t)

)3/2

exp
(

− mαc
2
α(r1; t)

2kBT (r1; t)

)

.

Поправка ϕα(r1,v1; t) записується через полiноми Сонiна-Лагера
[20–23]:

ϕα(r1,v1; t) = −
√

mα

2kBT
Eα

(mα(cα)2

2

)

ncα · dα (5.8)

−
√

mα

2kBT
Aα

(mα(cα)2

2

)

cα · ∂

∂r
lnT (r1; t)

− mα

2kBT
Bα

(mα(cα)2

2

)(

cαcα − 1

3
(cα)2

↔

I

)

,

де

Eα(x) =

∞
∑

j=0

Eα
j L

3/2
j (x), Aα(x) =

∞
∑

j=0

Aα
j L

3/2
j (x), Bα(x) =

∞
∑

j=0

Bα
j L

5/2
j (x),

Lr
j(x) =

j
∑

s=0

(−1)sxs j!Γ(j + r + 1)

s!Γ(s + r + 1)Γ(j − s + 1)
.

На основi робiт [20–22] визначимо функцiї Eα(x), Aα(x), Bα(x), пiсля
чого у наближеннi нульового полiнома отримаємо наступнi вирази
для коефiцiєнтiв переносу:

Dαγ = − nαρ

mγn

√

kBT

2mα
Eα

0 (5.9)

– коефiцiєнт взаємної дифузiї,

Dα
T = mαnα

√

kBT

2mα
Aα

0 (5.10)
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– коефiцiєнт термодифузiї,

κ =
8

9

∑

αγ

σ4
αγgαγ(σαγ |n, β)nαnγ

mαγ

mγ

√

2πmαγkBT =
∑

αγ

καγ (5.11)

– коефiцiєнт об’ємної в’язкостi,

η =
3

5
κ+

∑

α

nαkBT
[

1+
2π

15

∑

γ

nγσ
3
αγgαγ(σαγ |n, β)

(

1+
mαB

γ
0

mγB
α
0

)]

Bα
0

(5.12)

– коефiцiєнт зсувної в’язкостi та

λ =
3

2

∑

αγ

kBmαmγ

(1

2
(mα + mγ) − 1

8

(mα −mγ)2

mα + mγ

)−3

καγ (5.13)

+
5

4

∑

α

nαkB

√

2kBT

mα

[

1 − Aα
0

Aα
1

+
π

5

∑

γ

nγσ
3
αγgαγ(σαγ |n, β)

(

1 +
m

3/2
α A

γ
1

m
3/2
γ Aα

1

)]

Aα
1

– коефiцiєнт теплопровiдностi частинок,

wα =
5

4
nnα

√

2(kBT )3

mα
Eα

0 . (5.14)

6. Коефiцiєнти дифузiї частинок у системi iонний

розчин – пористе середовище

Розрахувавши функцiю Eα
0 [20] для нашої моделi

Eα
0 = −3πmγ

8ρnα

√

πmα

mαγ

(

gαγ(σαγ |n, β)αγΩ
(1,1)
hs +αγ Ω

(1,1)
l

)−1

, (6.1)

для коефiцiєнта взаємної дифузiї отримаємо наступний вираз:

Dαγ =
3π

8n

√

πkBT

mαγ

(

gαγ(σαγ , n)αγΩ
(1,1)
hs +αγ Ω

(1,1)
l

)−1

. (6.2)

Величини αγΩ
(1,1)
hs i αγΩ

(1,1)
l називають Ω-iнтегралами [17,20,23]. Для

даної системи вони мають наступний вигляд:

αγΩ
(1,1)
hs =

√

kBT

2πmαγ
πσ2

αγ , (6.3)
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αγΩ
(1,1)
l =

√

kBT

2πmαγ

π

2

(ZαZγe2

εkBT

)2

ln
rD

σαγ
, (6.4)

де ε – дiелектрична стала, Zα – валентнiсть iонiв сорту α, rD – радiус
кулонiвського екранування. Для коефiцiєнта дифузiї частинок сорту
α у системi iонний розчин–пористе середовище отримаємо:

Dα =
3π

8n

√

πkBT

mαα

(

gαα(σαα, n)ααΩ
(1,1)
hs +αα Ω

(1,1)
l

)−1

(6.5)

+
3π

8n

√

πkBT

mαγ

(

gαγ(σαγ , n)αγΩ
(1,1)
hs +αγ Ω

(1,1)
l

)−1

+
3π

8n

√

πkBT

mαs

(

gαs(σαs, n)αsΩ
(1,1)
hs

)−1

.

Як бачимо для подальшого чисельного розрахунку коефiцiєнта
дифузiї необхiдний розрахунок контактних значень парних функцiй
розподiлу частинок розчину i пористого середовища з врахуванням
його пористостi, а також вiдповiдних радiусiв екранування. У ви-
падку моделi без врахування далекодiючих взаємодiй отримуємо ко-
ефiцiєнт дифузiї для системи плин – пористе середовище на основi
моделi твердих сфер:

Dα
sh =

3π

8n

√

πkBT

mαα

(

gαα(σαα, n)ααΩ
(1,1)
hs

)−1

(6.6)

+
3π

8n

√

πkBT

mαγ

(

gαγ(σαγ , n)αγΩ
(1,1)
hs

)−1

+
3π

8n

√

πkBT

mαs

(

gαs(σαs, n)αsΩ
(1,1)
hs

)−1

.

7. Висновки

Кiнетичний пiдхiд застосовано до опису процесiв переносу iонiв у
системi iонний розчин–пористе середовище. Шляхом розв’язку кi-
нетичних рiвнянь Енскога–Ландау для заряджених твердих сфер,
побудови рiвнянь гiдродинамiки, отримано аналiтичнi вирази для
коефiцiєнтiв взаємної дифузiї, термодифузiї, в’язкостi та теплопро-
вiдностi через функцiї розподiлу частинок i їх характер взаємодiї.
Їх структура повнiстю вiдображає характер моделi взаємодiї части-
нок системи, а саме на малих вiдстаннях – модель твердих сфер, на
великих – кулонiвська екранована взаємодiя.
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