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Ефект потоку енергiї у одновимiрнiй спiн-1/2 XX моделi
магнетоелектрика. Метод множника Лагранжа

О.Р. Баран

Анотацiя. Для дослiдження нерiвноважних стацiонарних станiв з
потоком енергiї одновимiрної спiн-1/2 XX моделi магнетоелектрика
з механiзмом Кацури-Наґаоси-Балацького при температурах близь-
ких до нуля використано метод множника Лагранжа. З допомогою
перетворення Йордана-Вiґнера задача зводиться до гамiльтонiану
невзаємодiючих безспiнових фермiонiв i може бути розв’язаною то-
чно. Побудовано ряд фазових дiаграм та розраховано залежностi на-
магнiченостi та електричної поляризацiї вiд магнiтного та електри-
чного полiв, а також i вiд потоку енергiї, i вiд поля, яке генерує цей
потiк.

Energy current effect in the one-dimensional spin-1/2 XX mod-
el of the magnetoelectric. Lagrange multiplier method

O.R. Baran

Abstract. The Lagrange multiplier method is used for the investigati-
on of a nonequilibrium steady state with the energy current in the one-
dimensional spin-1/2 XX model of a magnetoelectric with the Katsura-
Nagaosa-Balatsky mechanism at temperatures close to absolute zero. Wi-
thin the Jordan-Wigner transformation the Hamiltonian is reduced to a
free-fermion form, and can be solved exactly. We construct the phase di-
agrams and obtain the dependencies of magnetization and electric polari-
zation on the magnetic and electric fields as well as on the energy current
and the field, which drives this current.
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1. Вступ

В сучаснiй статистичнiй фiзицi значна увага придiляється теорети-
чному вивченню нерiвноважних стацiонарних процесiв рiзної приро-
ди у рiзноманiтних системах та моделях. Зокрема особливостi нерiв-
новажних стацiонарних станiв (НРСС) дослiджувались у рiдинах та
флюїдах [1, 2]; системi частинок рiзної маси у одновимiрному боксi,
якi взаємодiють лише через еластичне зiткнення [3]; нерiвноважнiй
спiн-бозоннiй моделi (скiнченна система невзаємодiючих спiнiв, яка
пiд’єднана до бозонних резервуарiв з рiзними температурами) [4, 5];
моделях ґраткового газу [1, 6–8]; системi електрон-дiрка-фотон [9];
скiнченнiй квантовiй системi взаємодiючих частинок пiд’єднанiй до
електродiв, якi є одночасно i термостатами [10]; квантовiй дроти-
нi [11]; моделi зв’язаних гармонiчних осциляторiв, крайнi iз яких
пiд’єднанi до термостатiв iз рiзними температурами [5]; системi, у
якiй квантова точка помiщена мiж металом i надпровiдником або
феромагнiтними контактами з протилежними поляризацiями [12];
XX ланцюжку у поперечному полi пiд’єднаному до квантоких ре-
зервуарiв невзаємодiючих спiнiв, якi мають рiзну температуру [13];
спiнових моделях iз взаємодiями мiж найближчими сусiдами та з по-
током енергiї [14–27] або спiновим струмом [15,21,28–30]; спрощенiй
моделi системи невзаємодiючих елекронiв {одновимiрний ланцюжок
фермiонiв, який складається iз трьох частин (центральної та двох
металiчних термостатiв), кожна iз яких знаходиться у рiвноважно-
му станi та описується великими канонiчними ансамблями iз рiзними
температурами та хiмiчними потенцiалами i окрiм того враховується
зв’язок центральної системи iз термостатами} [5]. Слiд зауважити,
що основною особливiстю НРСС є наявнiсть постiйного потоку яко-
їсь фiзичної величини (енергiї, магнiтного моменту, заряду тощо).

Для одновимiрних квантових систем iснує декiлька методiв до-
слiдження НРСС. Зокрема в роботах [23–25] нерiвноважну систему
з потоком енергiї, який iндукований рiзними температурами T1 та T2

двох частин ланцюжка, iнтерпретували з допомогою ефективного га-
мiльтонiану як стацiонарну систему (якщо обидвi Ti є ненульовими),
або ж як систему, що знаходиться у основному станi (якщо якесь одне
Ti = 0). В роботах [11, 14–20] використовували метод множника Ла-
гранжа, у якому стан стимульований потоком може бути наближено
згенерований як основний стан ефективного гамiльтонiану H − λJ
(до гамiльтонiану H системи, яка розглядається, додається член про-
порцiйний до оператора потоку J ). Цей метод ґрунтується на тому,
що коли потiк є iнтегралом руху [H,J ] = 0, тодi стацiонарний стан
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можна описати в межах узагальненого ансамблю Гiбса [31,32]. Слiд
наголосити, що для систем у нерiвноважному стацiонарному станi, у
яких потiк енергiї iндукований термостатами iз рiзними температу-
рами, метод множника Лагранжа доцiльно реалiзовувати лише коли
цi температури є низькими i коли їх рiзниця є малою [16].

Зупинимося коротко на основних результатах дослiдження вла-
стивостей НРСС у одновимiрних спiнових моделях з потоком енергiї.
В роботах [14,15] основна увага зосереджена на дослiдженнi парних
кореляцiйних функцiй у одновимiрних моделi Iзiнга та XX моделi,
причому обидвi в поперечному полi. Встановлено, що в станах, коли
має мiсце потiк енергiї, кореляцiї загасають iз вiдстанню мiж вузла-
ми за степеневим законом. У [15] також показано, що у НРСС зага-
сання xx парної кореляцiйної функцiї вiдбувається швидше, анiж у
станi, коли потiк енергiї є вiдсутнiм. В роботi [16] встановлено, що у
одновимiрнiй XX моделi з включенням потоку енергiї вiдбувається
перерозподiл iнтенсивностi xx динамiчного структурного фактора
при низьких частотах вiд краю зони Брiллюена в напрямку до її
центра. Нагадаємо, що зробленi висновки у [14–16] стосуються лише
випадку дуже низьких температур, оскiльки дослiдження проводи-
лись на основi методу множника Лагранжа. У роботах [24,25], вико-
ристовується метод, у якому немає обмежень на температури частин
ланцюжка. В [24] показано, що у XX моделi у поперечному полi при
низьких температурах xx кореляцiйна функцiя загасає iз вiдстанню
за степеневим законом. При високих ж температурах ця кореляцiй-
на функцiя загасає експоненцiйно на великих вiдстанях i степенево
на малих. У [25] вивчається ефект Казимира у квантовому спiново-
му ланцюжку з двома магнiтними домiшками у НРСС. Встановлено,
що сила Казимира загасає екпоненцiйно зi збiльшенням вiдстанi мiж
цими домiшками.

Окремо згадаємо також про роботи [33–36], у яких розглядають
системи iз потоком енергiї з використанням методу множника Ла-
гранжа, проте якi не мають прямого вiдношення до дослiдження
нерiвноважних стацiонарних процесiв. Так у [33] вивчаються власти-
востi основного стану трикубiтної одновимiрної XX моделi в попе-
речному полi при наявностi потоку енергiї. У [34] дослiджують кван-
тову заплутанiсть двох кубiтiв, якi взаємодiють iз XY ланцюжком з
потоком енергiї. У [35] вивчають, як впливає наявнiсть потоку енергiї
на перемiщення квантового стану у XX моделi в однорiдному попе-
речному полi. Ця робота, так само як i двi попереднi, має стосунок
до квантових комп’ютерiв. У [36] розглядають одновимiрну узагаль-
нену модель компаса, у якiй потiк енергiї є iнтегралом руху лише
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у часткових випадках. Вивчається вплив на фiзичнi характеристи-
ки тричастинкових взаємодiй, а також взаємодiї Дзялошинського-
Морiя.

У своєму дослiдженнi в рамках методу множника Лагранжа ми
вивчимо вплив потоку енергiї а також поля, яке генерує цей потiк,
на характеристики основного стану одновимiрної спiн-1/2 iзотропної
XY моделi магнетоелектрика в електричному та в поперечному ма-
гнiтному полях. Пов’язанiсть локалiзованих спiнiв (магнiтних мо-
ментiв) iз електричною поляризацiєю зв’язка у розглянутiй моделi
описується механiзмом Кацури-Наґаоси-Балацького [37,38] (див. та-
кож огляд [39]), в якому поляризацiя виникає внаслiдок змiщення
йона лiганда, який знаходиться помiж двома магнiтними йонами,
причому мiж цими магнiтними частинками має мiсце надобмiнна
взаємодiя. Цей механiзм ґрунтується на твердженнi, що поляризацiя
на зв’язку мiж двома магнiтними йонами пропорцiйна до спiнового
струму мiж ними, який у операторнiй формi для ряду спiнових мо-
делей має вигляд взаємодiї Дзялошинського-Морiя. У зв’язку з цим
такi моделi магнiтоелектрика ще часто називають моделями магнi-
тного потоку або iнверсної взаємодiї Дзялошинського-Морiя. Основ-
на увага у нашiй працi буде зосереджена на аналiзi фазових дiаграм
та залежностей електричної поляризацiї ланцюжка вiд полiв та по-
току енергiї.

2. Одновимiрна спiн-1/2 XX модель магнетоеле-
ктрика

Будемо розглядати одновимiрну спiн-1/2 iзотропну XY модель ма-
гнетоелектрика в електричному полi перпендикулярному до осi z та в
поперечному магнiтному полi (h = (0, 0, h)), у якiй пов’язанiсть лока-
лiзованих спiнiв iз електричною поляризованiстю зв’язка, що з’єднує
цi спiни, описується механiзмом Кацури-Наґаоси-Балацького [37].
Вибрана таким чином конфiгурацiя полiв забезпечує iнтегровнiсть
задачi. Гамiльтонiан дослiджуваного нами магнiтоелектрика має ви-
гляд [40–42]:

HME = J
N
∑

j=1

(

Sx
j S

x
j+1 + Sy

j S
y
j+1

)

− h
N
∑

j=1

Sz
j −

N
∑

j=1

E · pj,j+1. (2.1)

Тут h – зовнiшнє поперечне магнiтне поле; J – надобмiнна взаємодiя;
E – зовнiшнє електричне поле, що лежить в x− y площинi; pj,j+1 =
γ ej,j+1 × Sj × Sj+1 – електрична поляризацiя зв’язка, що з’єднує
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спiни Sj та Sj+1, де ej,j+1 – одиничний вектор орiєнтований вiд j-
го до (j + 1)-го вузла, а γ – коефiцiєнт, який пов’язує електричну
поляризацiю iз оператором спiнового потоку. Зауважимо також, що
осi x, y, z простору та спiнового простору спiвпадають, а ланцюжок
лежить вздовж осi x.

Оскiльки у нашiй задачi електричне поле перпендикулярне до осi
z, й окрiм того ej,j+1 = (1, 0, 0), то гамiльтонiан (2.1) можна перепи-
сати у такому простому виглядi:

HME=
N
∑

j=1

[

J
(

Sx
j S

x
j+1+Sy

j S
y
j+1

)

− hSz
j − γE

(

Sy
j S

x
j+1−Sx

j S
y
j+1

)]

.(2.2)

Тут записаний явно оператор y компоненти електричної поляриза-
цiї зв’язка pj,j+1 ≡ γ(Sy

j S
x
j+1−Sx

j S
y
j+1

), а E є y компонентою еле-
ктричного поля. Слiд зауважити, що в гамiльтонiанi (2.2) вiдсу-
тня x компонента поля E. Це пов’язано з тим, що вiдповiдна x
компонента поляризацiї зв’язка pj,j+1 дорiвнює нулевi через умову
ej,j+1 = (1, 0, 0). Тому можна було з самого початку, як i в роботi [41],
обмежитися випадком, коли електричне поле напрямлене вздовж осi
y (E = (0, E, 0)).

3. Нерiвноважнi стацiонарнi стани

Для вивчення нерiвноважних станiв магнетоелектрика (2.2) iз ста-
цiонарним потоком енергiї можна застосувати метод множника Ла-
гранжа λ для квантових систем [14–20]. При нульовiй температурi
такий стацiонарний стан вiдповiдає стану з найменшою енергiєю для
моделi (2.2) iз заданим потоком енергiї. Таким чином, потрiбно роз-
рахувати основний стан такого ефективного гамiльтонiану:

HE = HME − λJ E . (3.1)

Тут J E – макроскопiчний потiк енергiї, а множник Лагранжа λ є
ефективним полем, яке керує цим потоком.

Локальнi потоки енергiї JE
j , сума яких дає макроскопiчний потiк

(J E =
∑N

j=1
JE
j ), отримуються iз рiвнянь неперервностi [14, 43–45]

dHME
j

dt
= i[HME, HME

j ] = −divJE
j = JE

j−1 − JE
j , (3.2)

де HME
j – оператор локальної енергiї, причому ми поклали h̄ = 1. У

данiй задачi цей оператор може бути вибраний так:

HME
j = J

(

Sx
j S

x
j+1 + Sy

j S
y
j+1

)

− hSz
j − γE(Sy

j S
x
j+1 − Sx

j S
y
j+1). (3.3)
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Зауважимо, по-перше, що це не єдиний спосiб вибору оператора ло-
кальної енергiї, який забезпечує виконання рiвняння неперервностi
(3.2), а також, по-друге, що вибiр HME

j , якщо вiн коректний (забез-
печує виконання (3.2)), не впливає на кiнцевий результат для макро-
скопiчного потоку енергiї.

На основi (3.2) та (3.3) отримаємо оператор локального потоку
енергiї:

JE
j = hγE(Sx

j S
x
j+1 + Sy

j S
y
j+1) + hJ(Sy

j S
x
j+1 − Sx

j S
y
j+1)

+2JγE(Sx
j S

z
j+1S

x
j+2 + Sy

j S
z
j+1S

y
j+2)

+(γ2E2 − J2)(Sx
j S

z
j+1S

y
j+2 − Sy

j S
z
j+1S

x
j+2). (3.4)

4. Перетворення Йордана-Вiгнера

Застосуємо для ефективного гамiльтонiану (3.1) одновимiрне пере-
творення Йордана-Вiґнера [46,47] для операторiв S±

j = Sx
j ± iSy

j , яке
у випадку спiна S = 1/2 має такий простий вигляд

S+

j =

j−1
∏

i=1

Pic
†
j , S−

j =

j−1
∏

i=1

Picj . (4.1)

Тут Pi = (1 − 2ni) = −2Sz
i – проекцiйний оператор, c†i та ci – опера-

тори народження та знищення безспiнових фермiонiв, а ni = c†ici =

S+

i S−
i – оператор кiлькостi фермiонiв. Зрозумiло, що {ci, c†j} = δi,j ,

{c†i , c
†
j} = {ci, cj} = 0.

У результатi такої фермiонiзацiї (4.1) приходимо до задачi невза-
ємодiючих безспiнових фермiонiв:

HE =
N
∑

j=1

[

− h
(

c†jcj −
1

2

)

+
J̃

2

(

c†jcj+1 + c†j+1cj

)

+
iẼ

2

(

c†jcj+1 − c†j+1cj

)

− K̃

4

(

c†j−1cj+1 + c†j+1cj−1

)

− iR̃

4

(

c†j−1
cj+1 − c†j+1

cj−1

)

, (4.2)

де J̃ = J − λhγE, Ẽ = γE + λhJ , K̃ = −2λJγE, R̃ = λ(J2 − γ2E2).
Зауважимо, що даний гамiльтонiан (4.2) має структуру, аналогiчну
до задачi, розглянутої в роботi [41].
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Пiсля переходу до iмпульсного простору

cj =
1√
N

∑

k

eikjck; c†j =
1√
N

∑

k

e−ikjc†k;

k =
2π

N
l; l = −N

2
,−N

2
+ 1, ...,

N

2
− 1 (4.3)

отримаємо гамiльтонiан у дiагональному виглядi:

HE =
∑

−π≤k<π

Λk

(

nk −
1

2

)

. (4.4)

Тут k належить першiй зонi Брiллюена, nk = c†kck, а спектр визна-
чається таким чином:

Λk = −h + J̃ cos k − Ẽ sin k − K̃

2
cos(2k) +

R̃

2
sin(2k). (4.5)

У термодинамiчнiй границi на основi (4.4) отримаємо вiльну енергiю
з розрахунку на вузол:

f = −kBT

N
ln
[

Tr exp
(

− HE

kBT

)]

= −kBT

2π

∫ π

−π

dk ln
[

2 cosh
Λk

2kBT

]

. (4.6)

Надалi обмежимося випадком T → 0. На основi (4.6) легко роз-
рахувати енергiю основного стану та потiк енергiї з розрахунку на
один вузол:

e0 = lim
T→0

f = − 1

4π

∫ π

−π

dk |Λk|, (4.7)

〈JE〉 =
〈J E〉
N

= − lim
T→0

∂f

∂λ
= − 1

4π

∫ π

−π

dk
[

hγE cos k + hJ sin k

−JγE cos(2k) +
γ2E2 − J2

2
sin(2k)

]

sgn(Λk). (4.8)

Намагнiченiсть та електричну поляризацiю (з розрахунку на один
вузол) при нульовiй температурi можна отримати зокрема таким
чином [оскiльки у основному станi 〈nk〉 = 0 (1) при додатному (вi-
д’ємному) значеннi Λk; дивись (4.4)]:

m ≡ lim
N→∞

1

N

N
∑

j=1

〈Sz
j 〉 =

1

2π

∫ π

−π

dk
(

〈nk〉 −
1

2

)

= − 1

4π

∫ π

−π

dk sgn(Λk),
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p ≡ lim
N→∞

1

N

N
∑

j=1

〈pj,j+1〉 =
γ

2π

∫ π

−π

dk 〈nk〉 sin k

= − γ

4π

∫ π

−π

dk sgn(Λk) sin k. (4.9)

5. Результати числових дослiджень

У даному роздiлi зупинимося на дослiдженнi залежностей намагнi-
ченостi та електричної поляризацiї (ми поклали γ = 1) вiд магнi-
тного й електричного полiв, а також вiд потоку енергiї при T → 0.
Оскiльки:

• поля h та E можна масштабувати абсолютним значенням вза-
ємодiї |J |, потiк енергiї з розрахунку на вузол 〈JE〉 = 1

N
〈J E〉 –

значенням J2, множник Лагранжа λ – значенням 1/|J |;

• 〈JE〉 є парною функцiєю обох полiв та взаємодiї, намагнiче-
нiсть – парною функцiєю E та J i непарною функцiєю h, а для
поляризацiї при фiксованому потоцi енергiї мають мiсце вла-
стивостi p(J, h,E) = p(−J,−h,E) = −p(J,−h,−E),

то без втрати загальностi покладемо J = −1 та можемо обмежува-
тись додатними магнiтними полями h ≥ 0 при довiльному E, або ж
навпаки – додатними електричними полями E ≥ 0 при довiльному
h.

Аналогiчно, як i у роботi [15], будемо розрiзняти три рiзнi фази
безщiлинної спiнової рiдини: I – немагнiтна (m = 0) фаза з чотирма
точками Фермi; II та III – магнiтовпорядкованi (m 6= 0) фази з чо-
тирма та двома точками Фермi вiдповiдно. Квантовi фазовi переходи
мiж цими фазами можуть бути лише другого роду. Нагадаємо (див.
наприклад [48–50]), що точками Фермi kF є значення квазiiмпульсу,
при яких спектр елементарних збуджень (4.5) дорiвнює нулю. Бiльш
детально рiзницю мiж магнiтовпорядкованим фазами II та III буде
висвiтлено при аналiзi польових залежностей намагнiченостi та еле-
ктричної поляризацiй, а також у додатку.

На Рис. 1 – 3 представлено фазовi дiаграми в площинах (|h|, 〈JE 〉),
(|E|, 〈JE〉) та (|E|, |h|) вiдповiдно. Рисунок 1 демонструє, як змiнюю-
ться (|h|, 〈JE 〉) дiаграми зi змiною електричного поля. Вони є якiсно
однаковими при будь-яких значеннях E i мають топологiю анало-
гiчну до приведеної i проаналiзованої в роботi [15] для XX-моделi
в поперечному магнiтному полi. На цих фазових дiаграмах наявнi
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Рис. 1. Фазовi дiаграми в площинi модуль магнiтного поля – по-
тiк енергiї при рiзних значеннях модуля електричного поля (|E| =
0.5, 2). Тут також наведено кривi, якi вiдповiдають максимально
досяжному потоку енергiї 〈JE

max〉, вище яких не iснує станiв. Дiагра-
му при E = 0 можна подивитись у роботi [15], де видно, що пере-
хiд мiж магнiтовпорядкованими фазами II та III вiдбувається при
|hII→III

c | = 1.

усi три фази. Границя мiж фазами II та III є вертикальним вiдрiз-
ком. Окрiм лiнiй, якi вiдповiдають фазовим переходам I → II та II
→ III, i якi сходяться у свого роду «потрiйнiй точцi» (TP), на фазо-
вих дiаграмах наявнi кривi максимально досяжного потоку енергiї
〈JE

max(|h|, |E|)〉 (див. також [15]). Вище цих кривих не iснує станiв
(стани iз потоком енергiї бiльшим вiд 〈JE

max〉 при заданих магнiтних
та електричних полях не можуть бути реалiзованими, що буде про-
демонстровано у додатку). Слiд зауважити, що «потрiйна точка» у
данiй задачi не є класичною потрiйною точкою, оскiльки лежить на
кривiй, що окреслює область, де стани не iснують.

Для фазових дiаграм у площинi (|E|, 〈JE〉) iснують три рiзнi то-
пологiї (див. Рис. 2). Так, на дiаграмах при |h| < 1 лiнiя (границя)
мiж фазами I та II не перетинається iз лiнiєю максимально досяжно-
го потоку, а при |h| = 1 цi лiнiї сходяться в точцi E = 0, 〈JE〉 = 1/π.
При |h| > 1 на фазових дiаграмах, на вiдмiну вiд розглянутих ви-
ще випадкiв |h| ≤ 1, наявними є фаза III та «потрiйна точка». Ця
TP зi збiльшенням |h| змiщується у напрямку бiльших |E| та 〈JE〉.
Слiд зауважити, що лiнiї, якi вiдповiдають фазовим переходам мiж
фазами II та I (III) є горизонтальними (вертикальними).

Фазовi дiаграми у площинi (|E|, |h|) можуть мати чотири рiзнi
топологiї (див. Рис. 3). При 〈JE〉 < 1/π лiнiї, якi роздiляють фа-
зи I, II та III, не перетинаються, причому лише при 〈JE〉 < 1/(2π)
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Рис. 2. Фазовi дiаграми в площинi модуль електричного поля –
потiк енергiї при рiзних значеннях модуля магнiтного поля (|h| =
0.5, 1, 2). Тут також наведено кривi, якi вiдповiдають максимально
досяжному потоку енергiї 〈JE

max〉, вище яких не iснує станiв.

на дiаграмах немає областей, де не iснують стани. У випадку ж
〈JE〉 = 1/π вже iснує «потрiйна точка» з координатами (ETP =
0, |hTP|=1). Iз збiльшенням потоку енергiї ця «потрiйна точка» змi-
щується в напрямку збiльшення як |E|, так i |h| (див. Рис. 3 для
〈JE〉 = 1/π та 0.5). Слiд зауважити, що координати точки переходу
(EII→III

c , hII→III
c ) мiж фазами II та III не залежать вiд 〈JE〉 за ви-

ключенням того, що при 〈JE〉 > 1/π лiнiя переходiв мiж згаданими
фазами бере початок з «потрiйної точки». Iншими словами, лiнiя,
яка вiдповiдає фазовим переходам II → III при 〈JE 〉 = 0.5, накла-
дається на вiдповiднi лiнiї при 〈JE〉 = 0.05, 0.2 та 1/π (що можна
побачити на Рис. 3).

Розглянемо тепер, як поводять себе намагнiченiсть m та електри-
чна поляризацiя p зi змiною параметрiв моделi h, E та 〈JE〉. На Рис.
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Рис. 3. Фазовi дiаграми в площинi модуль електричного поля – мо-
дуль магнiтного поля при рiзних значеннях потоку енергiї (〈JE 〉 =
0.05, 0.2, 1/π, 0.5). Тут також наведено лiнiї, в кожнiй точцi яких
максимально досяжний потiк енергiї 〈JE

max〉 дорiвнює вiдповiдним
заданим потокам 〈JE〉 = 0.2, 1/π, 0.5. Нижче цих лiнiй не iснує
станiв.

4 – 6 наявнi майже усi можливi з точки зору якiсної рiзницi зале-
жностi m та p вiд магнiтного та електричного полiв, а також вiд
потоку енергiї. Слiд зразу зауважити, що у своєму дослiдженнi ми
не розглядали випадки, коли хоча б однин iз параметрiв |h|, |E| або
〈JE〉 є безмежно великим. З рисункiв добре видно, що у точках фа-
зових переходiв i намагнiченiсть, i електрична поляризацiя мають
злами. Лише злами p(h) при переходi мiж фазами II та III у випад-
ках електричних полiв близьких до нуля є слабо вираженими (див.
Рис 4).

При достатньо малих значеннях потоку енергiї (наприклад 〈JE〉 =
0.05; див. Рис. 1, 3 та 4) в системi зi змiною h має мiсце каскад чо-
тирьох фазових переходiв III → II → I → II → III при будь-яких
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Рис. 4. Залежностi намагнiченостi m та електричної поляризацiї
p вiд магнiтного поля при рiзних значеннях потоку енергiї та еле-
ктричного поля. Верхнi, середнi та нижнi рисунки вiдповiдають
〈JE〉 = 0.05, 0.2 та 0.5 вiдповiдно.

E, причому поведiнка p(h) у фазi II є кардинально рiзною у випад-
ках додатних та вiд’ємних h. Так, при додатних значеннях магнiтно-
го поля електрична поляризацiя у фазi II може бути немонотонною
функцiєю h з одним максимумом, або монотонно зростаючою (у ви-
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падку, коли електричне поле є близьким до нуля). А от при h < 0 у
фазi II p(h) може бути лише монотонно зростаючою функцiєю при
будь-яких значеннях електричного поля. Слiд також зауважити, що
при 〈JE 〉 = 0.05 у магнiтоневпорядкованiй фазi I електрична поля-
ризацiя може бути лише спадною функцiєю h.

При 〈JE〉 = 0.2 (див. Рис. 1, 3 та 4) на вiдмiну вiд випадку
〈JE〉 = 0.05 при малих полях h та E задане значення потоку енергiї
(〈JE〉 = 0.2) не може бути досягнутим (як вже говорилось вище),
тобто є область, де не iснує станiв. Тому зi збiльшенням h в системi
має мiсце каскад чотирьох фазових переходiв III → II → I → II → III
лише при E > 0.5066, а при менших значеннях електричного поля
маємо два каскади по два переходи III → II → I та I → II → III. У
фазi II залежностi p(h) при рiзних E є аналогiчними до вiдповiдних
залежностей для 〈JE〉 = 0.05: електрична поляризацiя у фазi II при
додатних h може бути зростаючою, або ж немонотонною функцiєю
магнiтного поля, в той час як при h < 0 вона може бути лише мо-
нотонно зростаючою. У фазi I поведiнка p(h) у випадку 〈JE 〉 = 0.2
вiдрiзняється вiд вiдповiдної поведiнки при 〈JE〉 = 0.05. Так, лише
при великих та дуже малих значеннях електричного поля електри-
чна поляризацiя є спадною функцiєю h у цiй магнiтоневпорядкованiй
фазi. А от, наприклад, при E = 0.1, 0.4, 0.5 вона є спадною функцi-
єю магнiтного поля у немагнiтнiй фазi лише при h < 0, тодi як при
h > 0 p(h) є немонотонною функцiєю iз одним максимумом.

У випадку великих значень потоку енергiї, наприклад 〈JE〉 = 0.5
(див. Рис. 1, 3 та 4), зi збiльшенням h в системi вiдбувається каскад
чотирьох фазових переходiв III → II → I → II → III при E > 1.4634,
два каскади переходiв III → II → I та I → II → III при ETP < E <
1.4634 (ETP = 0.7555), а при E < ETP система може знаходитись
лише у фазi III. Електрична поляризацiя у фазi II при вiд’ємних h
є монотонно зростаючою функцiєю магнiтного поля при довiльних
E (аналогiчно, як у описаних вище випадках 〈JE 〉 = 0.05 та 0.2). В
той же час, на вiдмiну вiд випадкiв 〈JE〉 = 0.05 та 0.2, при великих
значеннях потоку енергiї поляризацiя p(h) у фазi II при h > 0 може
бути лише монотонно спадною функцiєю. У магнiтоневпорядкованiй
фазi I поведiнка поляризацiї при 〈JE 〉 = 0.5 також вiдрiзняється
вiд вiдповiдної поведiнки як при 〈JE〉 = 0.05, так i при 〈JE〉 = 0.2.
Зокрема, при E = 2, 1.5, 1.463 поляризацiя p(h) є немонотонною
функцiєю з одним мiнiмумом, а при E = 1.25, 1 вона є монотонно
спадною (зростаючою) у областях I при h меншому (бiльшому) вiд
нуля.
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Усе, що було сказано вище про залежностi поляризацiї вiд ма-
гнiтного поля у немагнiтнiй I та магнiтовпорядкованiй II фазах сто-
сується лише випадкiв скiнченних E ≥ 0. А те, як буде себе пово-
дити p(h) при скiнченних вiд’ємних E можна бачити iз властивостi
p(J, h,E) = −p(J,−h,−E), яка має мiсце при фiксованому потоцi
енергiї.

У магнiтовпорядкованiй ж фазi III, на вiдмiну вiд фаз I та II, за-
лежнiсть поляризацiї вiд магнiтного поля при будь-яких скiнченних
значеннях потоку енергiї 〈JE〉 та електричного поля E (байдуже вiд
його знаку) є однозначною: p(h) – монотонно зростаюча функцiя як
при додатних h, так i при вiд’ємних. Слiд вiдзначити, що лише у
цiй магнiтнiй фазi III електрична поляризацiя є парною функцiєю
електричного поля (p(〈JE〉, J, h, E) = p(〈JE〉, J, h,−E)). Це можна
побачити на Рис. 4, пам’ятаючи про властивiсть p(〈JE〉, J, h, E) =
−p(〈JE〉, J,−h,−E). Але бiльш наочно це буде видно далi при аналi-
зi залежностей p вiд E (Рис. 5).

Варто звернути також увагу на те, що при заданих електрично-
му полi та потоцi енергiї на границях областi, де не iснують стани,
p(h) = −p(−h). Це можна побачити на Рис. 4 для 〈JE〉 = 0.2 при
E = 0, 0.1, 0.4, 0.5 та для 〈JE〉 = 0.5 при E = 0, 0.5, 1, 1.25. У
випадку, коли система знаходиться у фазi III (〈JE〉 = 0.5, E = 0
та 0.5), це можна пояснити зокрема властивiстю p(〈JE〉, J, h, E) =
−p(〈JE〉, J,−h,−E) та тим, що у цiй фазi III поляризацiя є парною
функцiєю електричного поля.

Залежностi намагнiченостi вiд магнiтного поля при будь яких
〈JE〉 є достатньо тривiальними. У магнiтовпорядкованих фазах II
та III m(h) є зростаючою функцiєю. Притому, при магнiтних полях
близьких до ±hII→III

c , при яких вiдбуваються переходи мiж цими
магнiтовпорядкованих фазами, похiднi ∂m/∂h у фазi II є суттєво
бiльшими анiж у фазi III. Цiкавими є залежностi намагнiченостi у
випадку великих 〈JE〉 при значеннях електричного поля, коли систе-
ма може перебувати лише у фазi III (див. Рис. 4; 〈JE〉 = 0.5, E = 0 та
0.5). При великих |h| iз його збiльшенням намагнiченiсть поступово
прямує до насиченого значення. Поблизу ж границь областi, де не
iснує станiв, m(h) рiзко зростає iз ростом h, причому на границях
цiєї областi вона прямує до нуля. Забiгаючи наперед вiдзначимо, що
те, що на границях областi iз неiснуючими станами m → 0 можна
окрiм того бачити на Рис. 5 для 〈JE〉 = 0.5 при h = 1.3, 1.5, а також
на Рис. 6 для |E| = 0.5 при |h| = 1.5, 2 та для |E| = 2 при |h| = 2.5,
3.
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Поведiнка m(E) та p(E) у рiзних фазах та рiзних фазових пе-
реходах продемонстрована на Рис. 5 (див. також рисунки 2 i 3). У
немагнiтнiй фазi I та у магнiтовпорядкованiй фазi II електрична по-
ляризацiя зростає зi збiльшенням електричного поля як при вiд’-
ємних, так i при додатних E (причому p → ±1/π при E → ±∞ i
скiнченних всiх решта параметрах моделi). В той же час у фазi III
p(E) є спадною функцiєю при E < 0, тодi як при E > 0 – зроста-
ючою (оскiльки поляризацiя у фазi III є парною функцiєю E). Iз
сказаного вище зрозумiло, що у точцi фазового переходу II → III
при вiд’ємних значеннях електричного поля p(E) має злам i макси-
мум, а у точцi переходу III → II при додатних полях E поляризацiя
має злам, проте не має екстремуму. Цiкавим є факт, що при заданих
магнiтному полi та потоцi енергiї на границях областi неiснуючих
станiв p(E) = p(−E) не лише, коли система перебуває у фазi III (де
поляризацiя є парною функцiєю E), а й у фазi I (див. Рис. 5 для
〈JE〉 = 0.5 при h = 1.3, 1.5 та h = 0, 1).

Тепер дуже коротко про намагнiченiсть m(E). Оскiльки вона є
парною функцiєю електричного поля, то обмежимося при аналiзi
лише значеннями E ≥ 0. У фазi II m спадає зi збiльшенням E, а у
фазi III – навпаки, зростає. Притому, при значеннях електричного
поля близьких до ±EII→III

c , при яких вiдбуваються переходи мiж
цими магнiтовпорядкованих фазами, абсолютне значення похiдної
∂m/∂E у фазi II є суттєво бiльшим анiж у фазi III.

Усе сказане вище про залежностi намагнiченостi та поляризацiї
вiд електричного поля стосується лише випадкiв скiнченних h ≥ 0.
А те, як буде себе поводити m(E) та p(E) при скiнченних вiд’ємних
h можна бачити iз властивостей m(J, h,E) = −m(±J,−h,±E) та
p(J, h,E) = −p(J,−h,−E), якi мають мiсце при фiксованому потоцi
енергiї.

На сам кiнець розглянемо залежностi намагнiченостi m(〈JE〉) та
електричної поляризацiї p(〈JE〉) при скiнченних h та E (див. Рис.
6, а також Рис. 1 та 2). При достатньо великих значеннях моду-
ля магнiтного поля (наприклад, при |h| > 1.118 для |E| = 0.5, та
при |h| > 2.236 для |E| = 2) система перебуває у магнiтовпоряд-
кованiй фазi III на всьому промiжку 〈JE〉 ∈ [0, 〈JE

max〉], де iснують
стани. При менших ж значеннях |h| iз збiльшенням потоку енергiї
при 〈JE 〉 < 〈JE

max〉 вiдбувається фазовий перехiд з магнiтовпорядко-
ваної фази II у магнiтоневпорядковану I. У фазах II та III p(〈JE 〉)
є практично лiнiйною функцiєю, причому при додатних магнiтних
полях – спадною, а при вiд’ємних – зростаючою. У цих магнiтовпо-
рядкованих фазах при фiксованому електричному полi має мiсце та-
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Рис. 5. Залежностi намагнiченостi m та електричної поляризацiї p
вiд електричного поля при рiзних значеннях потоку енергiї та ма-
гнiтного поля. Верхнi та нижнi рисунки вiдповiдають 〈JE 〉 = 0.05 та
0.5 вiдповiдно.

ка властивiсть для поляризацiї: p(〈JE〉, h) = −p(〈JE〉,−h)+2p(0, |h|),
причому p(0, h) = p(0,−h) є бiльшим вiд нуля (дорiвнює нулю) у
фазi II (III). У немагнiтнiй фазi I поляризацiя є спадною функцiєю
потоку енергiї як при додатних, так i при вiд’ємних h.

Усе, що було сказано про залежностi поляризацiї p(〈JE〉) стосу-
ється лише випадкiв скiнченних E ≥ 0. Як же себе буде поводити
поляризацiя при скiнченних вiд’ємних E можна бачити iз властиво-
стi p(〈JE〉, J, h, E) = −p(〈JE〉, J,−h,−E).

Намагнiченiсть m(〈JE 〉) у магнiтовпорядкованих фазах є, при-
родньо, спадною (зростаючою) функцiєю при додатних (вiд’ємних)
значеннях магнiтного поля. Слiд зауважити, що в околi фазового
переходу II → I у магнiтовпорядкованiй фазi II похiдна ∂m/∂〈JE〉
є скiнченною величиною. У магнiтовпорядкованiй ж фазi III при
〈JE〉 → 〈JE

max〉 зi збiльшенням потоку енергiї m(〈JE〉) досить рiзко
спадає або зростає в залежностi вiд знаку h.
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Рис. 6. Залежностi намагнiченостi m та електричної поляризацiї p
вiд потоку енергiї при рiзних значеннях магнiтного та електричного
полiв. Верхнi рисунки для m та p вiдповiдають випадкам |E| = 0.5
та E = 0.5, а нижнi, аналогiчно, випадкам |E| = 2 та E = 2.

Висновки

В роботi було отримано точнi результати для ряду характеристик
спiн-1/2 XX моделi магнетоелектрика iз стацiонарним потоком енер-
гiї, для врахування якого застосовано метод множника Лагранжа
для квантових систем у випадку безмежно низьких температур. По-
будовано фазовi дiаграми у площинах магнiтне поле – потiк енергiї
(h, 〈JE〉), електричне поле – потiк енергiї (E, 〈JE〉), а також у площинi
(E, h). Проаналiзовано залеженостi намагнiченостi m та електричної
поляризацiї p вiд полiв та потоку енергiї. Коротко перелiчимо основнi
висновки, якi можна зробити iз проведеного дослiдження при скiн-
ченних додатних 〈JE〉, вiд’ємних J та як додатних, так i вiд’ємних
h, E.

∗ Фазовi дiаграми в (h, 〈JE〉) площинi мають одинакову топологiю
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при будь-яких значеннях електричного поля. В той же час на
(E, 〈JE 〉) дiаграмах магнiтовпорядкована фаза з двома точками
Фермi наявна при великих абсолютних значеннях магнiтного по-
ля i вiдсутня при малих його значеннях. На (E, h) фазових дiа-
грамах область, де не iснують стани, наявна лише при достатньо
великих значеннях потоку енергiї. Окрiм того, при малих (〈JE 〉)
лiнiї, якi вiдповiдають фазовим переходам мiж рiзними фазами не
перетинаються, а при великих значеннях потоку сходяться в одну
точку, яка лежить на границi, нижче якої не iснує станiв.

∗ У фазах з чотирма точками Фермi (як магнiтоневпорядкованiй I,
так i магнiтовпорядкованiй II) поляризацiя може бути зростаю-
чою, спадною або ж немонотонною (з одним екстремумом) фун-
кцiєю магнiтного поля. В той же час у магнiтовпорядкованiй фазi
III з двома точками Фермi p iз ростом h може лише зростати,
причому у цiй фазi поляризацiя не залежить вiд напрямку еле-
ктричного поля [p(〈JE〉, J, h, E) = p(〈JE〉, J, h,−E)].

∗ При заданих E та 〈JE 〉 у магнiтовпорядкованiй фазi з чотирма
точками Фермi m(h) зростає суттєво швидше анiж у магнiтнiй
фазi з двома точками Фермi.

∗ Поляризацiя у фазах I та II є зростаючою функцiєю електричного
поля. У фазi ж III p(E) зi збiльшенням електричного поля зростає
при hE > 0 та спадає при hE < 0.

∗ Намагнiченiсть m(E) у фазi II спадає (зростає) при hE > 0 (hE <
0). А у фазi III навпаки: m є зростаючою (спадною) функцiєю
поля E при додатному (вiд’ємному) значенню добутку полiв.

∗ У немагнiтнiй фазi I поляризацiя є спадною функцiєю потоку
енергiї при E > 0, а при вiд’ємному E – зростаючою. У магнi-
товпорядкованих ж фазах II та III p(〈JE 〉) є практично лiнiйною
функцiєю, причому спадною при додатному h та зростаючою при
h < 0.

∗ Залежнiсть m(〈JE〉) у магнiтовпорядкованiй фазi II є досить близь-
кою до лiнiйної. Похiдна ∂m/∂〈JE〉 у фазi II в околi переходу II →
I є скiнченною величиною, а у фазi III в околi областi, де не iснує
станiв, є безмежно великою.

Якою буде ситуацiя при додатнiй надобмiннiй взаємодiї можна
бачити iз властивостей p(−J, h,E) = p(J,−h,E) = −p(J, h,−E) та
m(J) = m(−J). Зокрема, p(h) у фазах I та II може бути як монотон-
ною, так i немонотонною функцiєю (так само, як i при вiд’ємному
J), а от у фазi III p iз ростом h може лише спадати (на вiдмiну вiд
випадку J < 0, коли p(h) є зростаючою функцiєю). p(E) у фазах I
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та II може бути лише зростаючою функцiєю (аналогiчно, як i при
вiд’ємному J), а у фазi III p зi збiльшенням електричного поля спа-
дає при hE > 0 та зростає при hE < 0 (навпаки анiж при J < 0).
p(〈JE〉) у фазi I є спадною при E > 0 та зростаючою при E < 0 (так
само, як i при вiд’ємному J), а от у магнiтовпорядкованих фазах II
та III p(〈JE〉) зростає при h > 0 та спадає при h < 0 (навпаки анiж
при J < 0).

ПОДЯКА: висловлюю подяку Т. М. Верхоляку за допомогу та
кориснi дискусiї.

Додаток

Зупинимося коротко на результатах дослiдження залежностей нама-
гнiченостi, електричної поляризацiї та потоку енергiї вiд полiв h, E,
λ (магнiтного, електричного та того, що керує потоком енергiї) при
значеннi надобмiнної взаємодiї |J | = 1. Цi результати демонструють
деякi вiдмiнностi мiж магнiтовпорядкованими фазами II та III (з чо-
тирма та двома точками Фермi вiдповiдно) додатково до тих, якi
можна бачити, коли незалежними змiнними є магнiтне поле, еле-
ктричне поле та потiк енергiї. Також вони дозволяють зрозумiти
наявностi областей, у яких не iснує фаз. Окрiм того нагадаємо, що у
деяких роботах по дослiдженню нерiвноважних стацiонарних станiв
(наприклад [14,17]) у якостi одного iз параметрiв моделi розглядають
не потiк енергiї, а якраз поле, яке генерує цей потiк.

Фазовi дiаграми в площинi магнiтне поле – поле, яке керує по-
током енергiї, мають однакову топологiю при будь-яких значеннях
електричного поля. На таких фазових дiаграмах наявнi п’ять фаз
(див. Рис. 7). Три iз них з ненульовим потоком енергiї (〈JE 〉 > 0):

• I – магнiтоневпорядкована (m = 0) фаза з чотирма точками
Фермi;

• II – магнiтовпорядкована фаза з чотирма точками Фермi;

• III – магнiтовпорядкована фаза з двома точками Фермi.

А двi iншi – iз вiдсутнiм потоком (〈JE 〉 = 0):

• IV – магнiтовпорядкована фаза з двома точками Фермi;

• V – фаза з щiлиною у спектрi, в якiй намагнiченiсть досягає
насиченого значення (|m| = 1/2) i, вiдповiдно, з нульовою по-
ляризацiєю (p = 0).
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Рис. 7. Фазова дiаграма в площинi |h| – λ при |E| = 0.5.

Про першi три фази вже говорилося при аналiзi результатiв, коли
незалежними змiнними були 〈JE〉, h та E. Фази ж IV та V можуть
реалiзуватися лише, коли незалежними змiнними є λ, h та E.

Фазовi дiаграми в площинi електричне поле – поле, яке керує
потоком енергiї, можуть мати три рiзнi топологiї (див. Рис. 8). При
|h| ≤ 1 на них наявнi три фази I, II та IV, в той час, як при |h| > 1 –
усi п’ять фаз.

На рисунках 9 –11 представленi усi якiсно рiзнi польовi залежно-
стi намагнiченостi m, електричної поляризацiї p та потоку енергiї
〈JE〉. При дослiдженнi p(h) та p(λ) ми обмежились лише додатними
значеннями E, а при дослiдженнi p(E) – лише додатними значення-
ми h. Окрiм того ми також обмежились вiд’ємною надобмiнною взає-
модiєю (J =−1). При цьому не втрачається загальнiсть, оскiльки має
мiсце властивiсть p(λ, J, h, E) = p(λ,−J,−h,E) = −p(λ, J,−h,−E).
Слiд зауважити, що для намагнiченостi i потоку енергiї вищезгаданi
обмеження не робилися.

Спочатку коротко зупинимося на представлених на Рис. 9 зале-
жностях вiд магнiтного поля у випадку |E| = 0.5 (див. також Рис.
7). При λ < 0.894 в системi має мiсце каскад двох фазових переходiв
V → IV → V, а при бiльших λ (наприклад λ = 0.9, 1, 2) – каскад
чотирьох переходiв III → II → I → II → III.

Тепер розглянемо приведенi на Рис. 10 залежностi вiд електри-
чного поля (див. також Рис. 8). Спочатку випадок |h| = 0.5. При
λ = 0 система перебуває при будь-яких E у фазi IV, а при λ > 1.155
– у магнiтоневпорядкованiй фазi I. При 0 < λ < 1 зi змiною E вiд-
бувається каскад чотирьох переходiв I → II → IV → II → I, а при
1 < λ < 1.155 – каскад двох переходiв I → II → I. У випадку ж |h| = 2
не iснує значень λ, при яких вiдсутнi фазовi переходи зi змiною E
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Рис. 8. Фазова дiаграма в площинi |E| – λ при |h| = 0.5, 1, 2.

(як це є для |h| < 1). Так при λ = 0 має мiсце каскад двох переходiв
IV → V → IV, при 0 < λ < 0.5 та 0.5 < λ < 1 – шести переходiв I
→ II → IV → V → IV → II → I та I → II → III → V → III → II
→ I вiдповiдно, а при λ > 1 – чотирьох переходiв I → II → III → II
→ I. Цiкавим є факт, що при вiдмiнних вiд нуля λ поляризацiя при
|E| → ∞ є безмежно малою. Нiчого подiбного не спостерiгається,
коли незалежною змiнною є потiк енергiї, а не поле, яке ним керує.
При E → ±∞ та λ = 0 отримуємо p → ±1/π.

Наостанок коротко про залежностi m, p та 〈JE〉 вiд генеруючого
потiк енергiї поля λ. У випадку |E| = 0.5 (див. Рис. 11, 7) при |h| <
1.118 у системi з ростом λ має мiсце каскад фазовий перехiд IV →
II → I, а при бiльших |h| – перехiд V → III, причому m → 0 при
λ → ∞.

З приведених результатiв можна бачити, що намагнiченiсть i по-
ляризацiя у фазi III не залежать вiд h, а у фазi IV, природно, вiд
λ. В той же час поляризацiя залежить вiд усiх трьох полiв (λ, h та
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Рис. 9. Залежностi намагнiченостi m, електричної поляризацiї p та
потоку енергiї 〈JE〉 вiд магнiтного поля h при E = 0.5 (або E = ±0.5)
та рiзних значеннях λ.

E) у магiтоневполядкованiй фазi I та магнiтовпорядкованiй фазi II.
Намагнiченiсть ж, природно, залежить вiд λ, h та E лише у фазi II.
Вiдзначимо, що така вiдмiннiсть мiж магнiтовпорядкованими фаза-
ми II та III з точки зору залежностi вiд h не має мiсця, коли в якостi
незалежних змiнних виступають 〈JE 〉, h та E.

Сказане вище можна коротко пiдсумувати у таблицi:

I 4 точки Фермi 〈JE〉 > 0 m = 0 p = p(λ, h,E)
II 4 точки Фермi 〈JE〉 > 0 m = m(λ, h,E) p = p(λ, h,E)
III 2 точки Фермi 〈JE〉 > 0 m = m(λ,E) p = p(λ,E)
IV 2 точки Фермi 〈JE〉 = 0 m = m(h,E) p = p(h,E)
V нема точок Фермi 〈JE〉 = 0 m = 1/2 p = 0
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Рис. 10. Залежностi намагнiченостi m, електричної поляризацiї p
та потоку енергiї 〈JE〉 вiд електричного поля E при h = 0.5, 2 (або
h = ±0.5,±2) та рiзних значеннях λ.

Слiд звернути увагу на важливу властивiсть потоку енергiї. Iз йо-
го залежностей вiд поля, яке ним керує (див. Рис. 11) видно, що 〈JE〉
виходить на насичене значення 〈JE

max〉 = 〈JE(λ → ∞)〉. Це пояснює
наявнiсть областей, де стани не iснують, коли незалежною змiнною
є не λ, а 〈JE〉.
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Рис. 11. Залежностi намагнiченостi m, електричної поляризацiї p та
потоку енергiї 〈JE〉 вiд керуючого потоком енергiї поля λ при E = 0.5
(або E = ±0.5) та рiзних значеннях h.
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