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Анотацiя. Запропоновано статистичний пiдхiд опису процесiв пере-
носу носiїв заряду у гiбридних наноструктурах з врахуванням еле-
ктромагнiтних полiв. Отримано узагальненi рiвняння переносу, якi
описують немарковськi процеси переносу заряду у системi з врахува-
нням магнiтних та поляризацiйних процесiв пiд впливом зовнiшнiх
та iндукованих внутрiшнiх електромагнiтних полiв. Отримано уза-
гальнене рiвняння дифузiї типу Кеттано у часових дробових похi-
дних для електронiв з характерним часом релаксацiї та запропо-
новано узагальнену модель, що враховує складнiсть релаксацiйних
електро-магнiто-дифузiйних процесiв для електронiв у шаруватих
наноструктурах.

Microscopic theory of the influence of dipole superparamagne-
tics (type 〈β − CD〈FeSO4〉〉) on current flow in semiconductor
layered structures (type GaSe, InSe)

P.P. Kostrobij, F.O. Ivashchyshyn, B.M. Markovych, M.V. Tokarchuk

Abstract. A statistical approach to the description of charge carri-
er transfer processes in hybrid nanostructures taking into account
electromagnetic fields is proposed. Generalized transfer equations are
obtained, which describe non-Markov processes of charge transfer in the
system taking into account magnetic and polarization processes under
the influence of external and induced internal electromagnetic fields. A
generalized Cattaneo-type diffusion equation in time fractional derivati-
ves for electrons with a characteristic relaxation time is obtained and
a generalized model is proposed that takes into account the complexity
of relaxation electro-magnetic diffusion processes for electrons in layered
nanostructures.
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1. Вступ

Дослiдження впливу процесiв намагнiчення та поляризацiї в еле-
ктроннiй пiдсистемi та iнтеркальованих шарах комплексiв на струмо-
проходження в системi залишаються актуальними [1–3]. У недавнiй
роботi [2] для системи SiO2〈SmCl3〉 були побудованi дiаграми Най-
квiста — вiдображення повного iмпедансу у комплекснiй площинi з
координатними осями його дiйсної i уявної частин — ReZ − ImZ.
Iз дiаграми видно, що пiсля iнкапсуляцiї SmCl3 дiйсна складова пи-
томого комплексного iмпедансу (ReZ) в найнизькочастотнiй обла-
стi (що вiдповiдає струмопроходженню переважно делокалiзованими
носiями) зменшується бiльш як в чотири рази. Водночас, мiняється
i вид годографу iмпедансу в темрявi - появляється горизонтальний
низькочастотний “хвiст”. Вiн, найiмовiрнiше, пов’язаний з розподi-
ленiстю активного опору (зумовленого дискретизацiєю енергетично-
го спектру). Цiкаво, що вiн зберiгається i в постiйному магнiтному
полi напруженiстю 2,75 кОе, яке викликає вiд’ємний магнiторези-
стивний ефект, зумовлений зеєманiвською делокалiзацiєю носiїв з
пасткових центрiв, локалiзованих поблизу рiвня Фермi. Крiм того,
цiкавим виявися ефект переходу низькочастотної дiлянки годографу
iмпедансу у IV-iндуктивний квадрант площини комплексного iмпе-
дансу при освiтленнi. Подiбна поведiнка спостерiгалася i в дiаграмах
Найквiста для GaSe [3–5] i з точки зору теоретичних дослiджень були
трактована як субдифузiйний iмпеданс на основi рiвнянь субдифузiї
типу Кеттано у часових дробових похiдних. Виявлене явище фото-
iндукованої “вiд’ємної” ємностi може знайти своє застосування для
вирiшення проблеми формування безгiраторних нановимiрних лiнiй
затримки з оптичним керуванням. Поява гiгантської вiд’ємної фо-
тоємностi найiмовiрнiше пов’язаний з фотозбудженням електронiв
iз зайнятих станiв нижче рiвня Фермi i формуванням таким чином
пасткових центрiв для iнжектованих електронiв з часом релаксацiї
бiльшим вiд пiвперiоду синусоїдального сигналу. Для вияснення ме-
ханiзмiв таких процесiв необхiднi мiкроскопiчнi пiдходи опису стру-
мопроходження у таких системах з врахуванням їх електромагнiтної
природи.

Дiя зовнiшнього магнiтного поля на молекулярну структуру на-
нопрошаркiв 〈β − CD〈FeSO4〉〉 з вмiстом сульфату залiза, катiонна
структура якого має великий магнiтний момент у шаруватiй стру-
ктурi GaSe може приводити до намагнiчування даних шарiв, що
впливає на змiну опору. Якщо намагнiченостi шарiв паралельнi, то
електричний струм пов’язаний з електронами тунелювання мiж ци-
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ми шарами через напiвпровiдниковий шар буде зростати, а отже опiр
буде зменшуватися. I навпаки, якщо намагнiченостi шарiв антипара-
лельнi, то ймовiрнiсть тунелювання електронiв рiзко зменшується, а
отже опiр зростає. Ефект гiгантського магнiтоопору виникає через
залежнiсть розсiювання електронiв вiд напрямку їх спiну вiдносно
вектора намагнiченостi. Електрони, спiн яких напрямлений проти-
лежно напрямку намагнiченостi, розсiюється iнтенсивнiше, нiж тi
електрони, спiн яких напрямлений однаково з намагнiченiстю. Тому,
коли намагнiченостi у шарах будуть антипаралельнi то опiр буде зро-
стати, i навпаки коли намагнiченостi - паралельнi, опiр буде падати.
Очевидно, що процеси намагнiчення у шарах впливають на спiнову
динамiку електронної пiдсистеми. Це може приводити до суттєвих
кореляцiй мiж потоками заряду електронiв (дирок) з вiдповiдно на-
правленими спiнами i градiєнтами густини заряду електронiв. Сут-
тєва змiна потоку заряду може вiдбуватися за рахунок iндукованих
магнiтноелектричних взаємодiй. Данi процеси є суттєво нелiнiйнi iз
складною поведiнкою релаксацiйних процесiв, пов’язаних iз магнi-
тноелектричними взаємодiями (включаючи внутрiшнi електричнi та
магнiтнi поля), що ведуть до процесiв намагнiчення та поляризацiї
про що свiдчить поведiнка дiелектричної функцiї вiд частоти та iмпе-
данснi залежностi. Внутрiшнi електричнi та магнiтнi поля вносять
суттєвий вплив на асиметризацiю густини станiв над i пiд рiвнем
Фермi, що i забезпечує характер струмопроходження. Такi процеси
можуть також стимулювати виникнення пасток для носiїв заряду,
що впливатиме на струмопроходження, про що свiдчить поведiнка
iмпедансних залежностей. Вiдповiдь на цi питання необхiдно шукати
у дослiдженнях процесiв намагнiчення та поляризацiї в електроннiй
пiдсистемi та iнтеркальованих шарiв комплексiв 〈β − CD〈FeSO4〉〉.
При цьому важливо враховувати фрактальнiсть системи на рiвнi
побудови рiвнянь переносу електронiв та рiвнянь Максвелла для
електромагнiтних полiв. Окремого дослiдження вимагають можливi
процеси тунелювання електронiв мiж модифiкованими комплекса-
ми через шар напiвпровiдникової матрицi. Подiбнi фiзичнi процеси
струмопроходження будуть вiдбуватися i в клатратах GaSe〈SmCl3〉
з можливо бiльшим проявом магнiтних процесiв.

З точки зору моделей, якi б могли бути застосованi для опису
кореляцiй мiж потоками частинок i градiєнтами їх густин, насампе-
ред, це модель субдифузiї на основi рiвнянь Кеттано [3–6], яке було
використано для моделювання подiбної системи з модифiкуванням
β-циклодекстрину без FeSO4. Однак, модифiкацiя рiвняння Кетта-
но повинна враховувати вплив FeSO4, а також вплив зовнiшнього
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магнiтного поля. Важливо зазначити, що розвитку кiнетичної тео-
рiї на основi дробово-диференцiальних рiвнянь переносу для опи-
су процесiв переносу носiїв заряду у напiвпровiдникових структурах
присвячена цiла низка робiт [7–10] феноменологiчного та напiвфено-
менологiчного характеру [11, 12].

У другому роздiлi подано гамiльтонiан моделi гiбридних мульти-
шарових наноструктур в електромагнiтному полi. У третьому роз-
дiлi запропоновано статистичний пiдхiд опису процесiв переносу у
даних системах iз застосуванням методу нерiвноважного статисти-
чного оператора (НСО) Зубарєва [13, 14]. Для опису нерiвноважних
процесiв переносу носiїв заряду у гiбридних наноструктурах з враху-
ванням магнетизму за параметри скороченого опису вибрано нерiв-
новажнi середнi значення операторiв густин електронiв 〈nσ(r)〉

t, ком-
плексiв 〈nc

σ̄(r)〉
t та їх вiдповiдних густин магнiтних моментiв 〈m(r)〉t,

〈Mef (r)〉
t, де усереднення виконується за допомогою нерiвноважно-

го статистичного оператора ̺(t), який знаходиться методом НСО як
запiзнюючий розв’язок квантового рiвняння Лiувiлля. У четвертому
роздiлi за допомогою нерiвноважного статистичного оператора для
параметрiв скороченого опису отримано узагальненi рiвняння пере-
носу, якi описують немарковськi процеси струмопроходження у си-
стемi з врахуванням магнiтних та поляризацiйних процесiв пiд впли-
вом зовнiшнiх та iндукованих внутрiшнiх електромагнiтних полiв.
У п’ятому роздiлi розглянуто слабо нерiвноважнi процеси струмо-
проходження у наноструктурах та отримано нерiвноважний стати-
стичний оператор, за допомогою якого у шостому роздiлi записано
магнiто-дифузiйнi рiвняння переносу для електронiв у шаруватих
наноструктурах. У сьомому роздiлi отримано узагальнене рiвнян-
ня дифузiї типу Кеттано у часових дробових похiдних для електро-
нiв з характерним часом релаксацiї, а у восьмому - запропоновано
узагальнену модель, що враховує складнiсть релаксацiйних електро-
магнiто дифузiйних процесiв для електронiв у шаруватих наностру-
ктурах.

2. Гамiльтонiан системи

З точки зору теоретичних дослiджень важливо розглядати модель гi-
бридної мультишарової наноструктури GaSe〈β−CD〈FeSO4〉〉 у полях
свiтла, електричного та магнiтного полiв. Гамiльтонiан такої моделi
можна подати у виглядi:

H(t) = He +He−ph +He−m +Hm−ph +Hm−m +Hph, (2.1)
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He(t) =
~
2

2m2

Ne
∑

j=1

(

∇j −
e

c
A(rj ; t)

)2

+Hee+Hs+Hef (t)+

Ne
∑

j=1

eΦ(rj ; t),

(2.2)
— гамiльтонiан електронної пiдсистеми, Hee — гамiльтонiан ефе-
ктивної електрон-електронної взаємодiї та He−ph — гамiльтонiан
електрон-фононної взаємодiї у наноструктурi. A(rj ; t), Φ(rj ; t) — ве-
кторний i скалярний потенцiали електромагнiтного поля, що дiє на
електрони та макромолекули у наноструктурi, включаючи внутрi-
шнi та зовнiшнi поля. He−m — гамiльтонiан взаємодiї електронiв та
поляризованих макромолекул, зокрема β-циклодекстрину модифiко-
ваного FeSO4. Комплекси 〈β − CD〈FeSO4〉〉 є дипольними суперпа-
рамагнетиками у шаруватiй структурi GaSe. Тому в електричних
та магнiтних полях вони будуть поляризуватися та намагнiчуватися
вiдповiдно i через магнiтоелектричну взаємодiю з електронною пiд-
системою можуть впливати на струмопроходження в системi. Стру-
мопроходження через молекулярну структуру нанопрошаркiв з вмi-
стом сульфату залiза може бути обумовлене, насамперед взаємодiєю
носiїв заряду матрицi iз d-електронами залiза. Hm−ph — гамiльтонiан
взаємодiї комплексiв 〈β−CD〈FeSO4〉〉 у шарах iз структурою матри-
цi, а Hm−m — гамiльтонiан взаємодiї мiж комплексами у шарах i мiж
шарами.

Hs = −~ωs

∑

j

szj (2.3)

— зеєманiвська енергiя електронiв, szj — компонента вектора спiну
електрона,

Hef (t) = −gsµ0(
∑

j

sjB(rj ; t) +
∑

j

SjB(rj ; t)) (2.4)

=

∫

drm(r)B(r; t) +

∫

drMef (r)B(r; t)

— взаємодiя спiнiв електронiв та комплексiв iз змiнним магнiтним
полем B(rj ; t), m(r) =

∑

j sjδ(r− rj) — густина магнiтного моменту
електронiв, Mef (r) =

∑

j Sjδ(r− rj) — оператор густини магнiтного
моменту комплексiв, iнтеркальованих у наноструктуру.

Hee = Vee +Hd +Hds, (2.5)

Vee — потенцiал ефективної електростатичної взаємодiї електронiв,

Hd = −
1

2

∑

l 6=j

J(rlj)slsj, (2.6)
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— обмiнна магнiтна взаємодiї електронiв провiдностi з обмiнним iн-
тегралом J(rlj),

Hds = −U
∑

q

sqs̄−q, (2.7)

— обмiнна магнiтна взаємодiї електронiв провiдностi i локалiзованих
електронiв з обмiнним iнтегралом U , sq i s̄q — фур’є-компоненти
густин спiнiв електронiв провiдностi i локалiзованих електронiв,
s̄q =

∑

f e
iqrf s̄f , s̄f — спiн електрона, локалiзованого на f -вузлi.

Очевидно, що це не повний гамiльтонiан такої складної системи,
однак магнiтна складова нами найбiльш врахована. Крiм цього, ва-
жливо врахувати в Hm−m диполь-дипольну взаємодiю комплексiв
〈β − CD〈FeSO4〉〉 у шаруватiй структурi GaSe, а також у Hm−e —
взаємодiю електронiв iз цими дипольними суперпарамагнетиками.

У наступному роздiлi ми запропонуємо статистичний пiдхiд опи-
су цих процесiв методом нерiвноважного статистичного оператора
та отримаємо узагальненi рiвняння переносу для носiїв заряду iз га-
мiльтонiаном (2.1) для опису процесiв струмопроходження у таких
гiбридних наноструктурах.

3. Нерiвноважний статистичний оператор системи

Для опису нерiвноважних процесiв переносу носiїв заряду у гiбри-
дних наноструктурах з врахуванням магнетизму за параметри ско-
роченого опису виберемо нерiвноважнi середнi значення операторiв
густин електронiв 〈nσ(r)〉

t, комплексiв 〈nc
σ̄(r)〉

t та їх вiдповiдних гу-
стин магнiтних моментiв 〈m(r)〉t, 〈Mef (r)〉

t, де 〈(. . .)〉t = Sp (. . . ̺(t))
усереднення виконується за допомогою нерiвноважного статистично-
го оператора ̺(t) , який знаходиться методом НСО [13, 14], як запi-
знюючi розв’язки квантового рiвняння Лiувiлля:

̺(t) = ̺rel(t)−

∫ t

−∞

eε(t
′−t)T (t, t′)(1− Prel(t

′))iL(t′)̺rel(t
′)dt′, (3.1)

де iL(t′) — оператор Лiувiлля, що вiдповiдає гамiльтонiану зада-

чi (2.1), T (t, t′) = exp(−
∫ t

t′
(1 − Prel(t

′′))iL(t′′)dt′′) — узагальнений
оператор еволюцiї з проектуванням Кавасакi-Гантона Prel(t

′′), стру-
ктура якого залежить вiд параметрiв скороченого опису та релеван-
тного (квазiрiвноважного) статистичного оператора ̺rel(t). В методi
Зубарєва ̺rel(t) знаходиться iз екстремуму iнформацiйної ентропiї
(ентропiї Гiббса) при фiксованих значеннях спостережуваних змiн-
них (у нашому випадку фiксованi) та збереженi умови нормування
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∫

dΓ̺rel(t) = 1 [13, 14]:

̺rel(t) = exp

(

− Φ(t)− β(t)
(

H(t)−
∑

σ

∫

drnσ(r)νσ(r; t) (3.2)

−
∑

σ̄

∫

drnc
σ̄(r)ν

c
σ̄(r; t)−

∫

drm(r)b(r; t) −

∫

drMef (r)b
′(r; t)

)

)

,

де nσ(r) — оператор густини електронiв з вiдповiдним напрямком
спiнiв σ =↑, ↓, nc

σ̄(r) — оператор густини комплексiв напрямком спi-
нiв σ̄ =↑, ↓, iнтеркальованих у наноструктуру, β(t) — обернене значе-
ння нерiвноважної температури системи, νσ(r; t) = µσ(r; t)− eϕ(r; t),
µσ(r; t) — електрохiмiчний та хiмiчний потенцiал електронiв з вiдпо-
вiдним напрямком спiнiв, вiдповiдно, νcσ̄(r; t) = µc

σ̄(r; t) + def · e(r; t)
— дипольно-хiмiчний потенцiал комплексiв з вiдповiдним напрямком
спiнiв, def — їх ефективний дипольний момент, вiдповiдно, ϕ(r; t) —
скалярний потенцiал внутрiшнього електромагнiтного поля з напру-
женостями e(r; t) та b(r; t). Φ(t) — функцiонал Мас’є-Планка:

Φ(t) = lnSp exp(−β(t)(H(t)−
∑

σ

∫

drnσ(r)νσ(r; t) (3.3)

−
∑

σ̄

∫

drnc
σ̄(r)ν

c
σ̄(r; t)−

∫

drm(r)b(r; t) −

∫

drMef (r)b
′(r; t))),

у якому нерiвноважнi параметри Лагранжа β(t), νσ(r; t), νcσ̄(r; t),
b(r; t), b′(r; t) визначаються iз умов самоузгоджень:

〈H(t)〉t = 〈H(t)〉trel, 〈nσ(r)〉
t = 〈nσ(r)〉

t
rel, 〈n

c
σ̄(r)〉

t = 〈nc
σ̄(r)〉

t
rel, (3.4)

〈m(r)〉t = 〈m(r)〉trel, 〈Mef (r)〉
t = 〈Mef (r)〉

t
rel.

Виходячи iз означення ентропiї Гiббса та умов самоузгоджень (3.4),
отримаємо ентропiю Гiббса нерiвноважних процесiв у розглядуванiй
системi:

S(t) = −〈ln ̺rel(t)〉
t
rel = Φ(t) + β(t)(H(t) −

∑

σ

∫

dr〈nσ(r)〉
tνσ(r; t)

(3.5)

−
∑

σ̄

∫

dr〈nc
σ̄(r)〉

tνcσ̄(r; t)−

∫

dr〈m(r)〉tb(r; t)−

∫

dr〈Mef (r)〉
t
b
′(r; t)),

де
S(t) = −〈ln ̺rel(t)〉

t
rel = Φ(t) + β(t)(H(t) (3.6)
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−
∑

σ

∫

dr〈nσ(r)〉
t(µσ(r; t)− eϕ(r; t))

−
∑

σ̄

∫

dr〈nc
σ̄(r)〉

t(µc
σ̄(r; t) + def · e(r; t))

−

∫

dr〈m(r)〉tb(r; t) −

∫

dr〈Mef (r)〉
t
b
′(r; t)),

де, зокрема, 〈nσ(r)〉
te = ρeσ(r; t) — нерiвноважне значення густи-

ни заряду електронiв з вiдповiдним напрямком спiнiв, 〈nc
σ̄(r)〉

t
def =

dc(r; t) — нерiвноважне значення густини дипольного заряду магнi-
тних комплексiв 〈β − CD〈FeSO4〉〉. Розкривши дiю операторiв iL(t),
(1−Prel(t

′)) на ̺rel(t), для нерiвноважного статистичного оператора
отримаємо:

̺(t) = ̺rel(t)−

∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t
′−t)T (t, t′) (3.7)

(
∑

σ

Ienσ(r
′; t′, τ)β(t′)νσ(r

′; t′) +
∑

σ̄

Icnσ̄(r
′; t′, τ)β(t′)νcσ̄(r

′; t′)

+Im(r′; t′, τ)β(t′)b(r′; t′) + IM (r′; t′, τ)β(t′)b′(r′; t′))dt′,

де Il(r
′; t′, τ) =

∫ 1

0
̺τrel(t

′)Il(r
′; t′)̺−τ

rel(t
′)dτ

Ienσ(r
′; t′) = (1− P (t′))iL(t′)nσ(r

′), Icnσ̄(r
′; t′) = (1− P (t′))iL(t′)nc

σ̄(r
′),

(3.8)
Im(r′; t′) = (1 − P (t′))iL(t′)m(r′), IM (r′; t′) = (1− P (t′))iL(t′)Mef (r

′)

- узагальненi потоки з проекцiйним оператором Морi P (t′), що по-
будований на операторах Al(r) : A1(r) = nσ(r), A2(r) = nc

σ̄(r),
A3(r) = m(r), A4(r) = Mef (r):

P (t)A(r) = 〈A(r)〉trel +
∑

l

∫

dr
δ〈A(r)〉trel
δ〈Al(r)〉t

(〈Al(r)− 〈Al(r)〉
t) (3.9)

з властивостями P (t)P (t′) = P (t), P (t)(1 − P (t′)) = 0, P (t)Al(r) =
Al(r). Узагальненi потоки описують процеси переносу електронiв
з врахуванням магнiтно-поляризацiйних процесiв у системi iз ма-
гнiтними комплексами впроваджених у структуру пiд впливом свi-
тла, магнiтного поля. Нерiвноважний статистичний оператор (3.7) за
структурою є функцiоналом параметрiв скороченого опису середнiх
значень операторiв густин електронiв 〈nσ(r)〉

t, комплексiв 〈nc
σ̄(r)〉

t та
їх вiдповiдних густин магнiтних моментiв 〈m(r)〉t ,〈Mef (r)〉

t та уза-
гальнених потокiв Il(r

′; t′) є основою побудови узагальнених рiвнянь
переносу для параметрiв скороченого опису.
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4. Узагальненi рiвняння переносу

За допомогою нерiвноважного статистичного оператора (3.7) для па-
раметрiв скороченого опису можуть бути отриманi узагальненi рiв-
няння переносу, якi подамо у матричному виглядi:

∂

∂t
〈Ã(r)〉t = 〈 ˙̃

A(r)〉trel −

∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t
′−t)W̃II(r, r

′; t, t′)F̃ (r′; t′)dt′,

(4.1)
де Ã(r) = col(nσ(r), n

c
σ̄(r),m(r),Mef (r)) — вектор-стовпець,

Ã(+)(r) = nσ(r), n
c
σ̄(r),m(r),Mef (r) — вектор-стрiчка, F̃ (+)(r; t) =

β(t)νσ(r; t), β(t)ν
c
σ̄(r; t), β(t)b(r; t), β(t)b

′(r; t) - вектор-стрiчка, ˙̃
A(r) =

iLÃ(r).

W̃II(r, r
′; t, t′) = SpĨ(r; t)T (t, t′)

∫ 1

0

̺τrel(t
′)Ĩ(+)(r′; t′)̺1−τ

rel (t′)dτ =

(4.2)
∣

∣

∣

∣

W̃InIn W̃InIm

W̃ImIn W̃ImIm

∣

∣

∣

∣

(r,r′;t,t′)

— блочна матриця ядер переносу, де Ĩ(r; t) =
col(Ienσ(r; t), I

c
nσ̄(r; t), Im(r′; t′), IM (r′; t′)) — вектор-стовчик i

Ĩ(+)(r; t) = Ienσ(r; t), I
c
nσ̄(r; t), Im(r′; t′), IM (r′; t′) — вектор-стрiчка

узагальнених потокiв. Матриця W̃InIn(r, r
′; t, t′) є блочною з

наступною структурою:

W̃InIn(r, r
′; t, t′) =

∣

∣

∣

∣

W̃ ee
InIn

W̃ ec
InIm

W̃ ce
ImIn

W̃ cc
ImIm

∣

∣

∣

∣

(r,r′;t,t′)

, (4.3)

де

W̃ ee
InIn

(r, r′; t, t′) =

∣

∣

∣

∣

W ee
In↑In↑

W ee
In↑In↓

W ee
In↓In↑

W ee
In↓In↓

∣

∣

∣

∣

(r,r′;t,t′)

(4.4)

матриця, елементи якої описують часово - просторовi кореляцiї еле-
ктронних потокiв з вiдповiдними напрямками спiнiв,

W̃ ec
InIn

(r, r′; t, t′) =

∣

∣

∣

∣

W ec
In↑In↑

W ec
In↑In↓

W ec
In↓In↑

W ec
In↓In↓

∣

∣

∣

∣

(r,r′;t,t′)

(4.5)

W̃ ce
InIn

(r, r′; t, t′) =

∣

∣

∣

∣

W ce
In↑In↑

W ce
In↑In↓

W ce
In↓In↑

W ce
In↓In↓

∣

∣

∣

∣

(r,r′;t,t′)

(4.6)
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матрицi, елементи яких описують часово - просторовi кореляцiї еле-
ктронних потокiв iз потоками (дипольними орiєнтацiями) комплексiв
з вiдповiдними напрямками спiнiв,

W̃ cc
InIn

(r, r′; t, t′) =

∣

∣

∣

∣

W cc
In↑In↑

W cc
In↑In↓

W cc
In↓In↑

W cc
In↓In↓

∣

∣

∣

∣

(r,r′;t,t′)

(4.7)

матриця, елементи якої описують часово - просторовi кореляцiї мiж
потоками (дипольними орiєнтацiями) комплексiв з вiдповiдними на-
прямками спiнiв.

W̃InIM (r, r′; t, t′) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

W e
In↑Im

W e
In↑IM

W e
In↓Im

W e
In↓IM

W c
In↑Im

W c
In↑IM

W c
In↓Im

W c
In↓IM

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(r,r′;t,t′)

, (4.8)

W̃IM In(r, r
′; t, t′) =

∣

∣

∣

∣

W e
ImIn↑

W e
IMIn↑

W c
ImIn↑

W c
IM In↑

W e
ImIn↓

W e
IMIn↓

W c
ImIn↓

W c
IM In↓

∣

∣

∣

∣

(r,r′;t,t′)

, (4.9)

матрицi, елементи (ядра переносу) яких описують часово - просто-
ровi кореляцiї електронних потокiв потокiв (дипольними орiєнтацi-
ями) комплексiв з вiдповiдними напрямками спiнiв iз узагальнени-
ми магнiтними потоками електронiв Im(r; t) та магнiтних комплексiв
Im(r; t),

W̃IM IM (r, r′; t, t′) =

∣

∣

∣

∣

WImIm WImIM

WIM Im WIM IM

∣

∣

∣

∣

(r,r′;t,t′)

, (4.10)

матриця, елементи (ядра переносу) якої описують часово-просторовi
кореляцiї мiж узагальненими магнiтними потоками електронiв
Im(r; t) та узагальненими потоками магнiтних комплексiв Im(r; t). У
розгорнутому виглядi рiвняння переносу мають наступну структуру:

∂

∂t
〈nσ(r)〉

t = (4.11)

−

∫

dr′
∑

σ′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

InσInσ′
(r, r′; t, t′)β(t′)(µσ′ (r′; t′)−eϕ(r′; t′))dt′

−

∫

dr′
∑

σ̄′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

InσInσ̄′
(r, r′; t, t′)β(t′)(µσ̄′ (r′; t′)+def ·e(r

′; t′))dt′

−

∫

dr′
∑

σ′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

InσIm
(r, r′; t, t′)β(t′)b(r′; t′)dt′
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−

∫

dr′
∑

σ′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

InσIM
(r, r′; t, t′)β(t′)b′(r′; t′)dt′,

∂

∂t
〈m(r)〉t = 〈ṁ(r)〉t (4.12)

−

∫

dr′
∑

σ′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

ImInσ′
(r, r′; t, t′)β(t′)(µσ′ (r′; t′)− eϕ(r′; t′))dt′

−

∫

dr′
∑

σ̄′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

ImInσ̄′
(r, r′; t, t′)β(t′)(µσ̄′ (r′; t′)+def ·e(r

′; t′))dt′

−

∫

dr′
∑

σ′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

ImIm
(r, r′; t, t′)β(t′)b(r′; t′)dt′

−

∫

dr′
∑

σ′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

ImIM
(r, r′; t, t′)β(t′)b′(r′; t′)dt′,

∂

∂t
〈nσ̄(r)〉

t = (4.13)

−

∫

dr′
∑

σ′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

Inσ̄I
nσ′

(r, r′; t, t′)β(t′)(µσ′ (r′; t′)− eϕ(r′; t′))dt′

−

∫

dr′
∑

σ̄′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

Iσ̄I
nσ̄′

(r, r′; t, t′)β(t′)(µσ̄′ (r′; t′)+def ·e(r
′; t′))dt′

−

∫

dr′
∑

σ′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

Inσ̄Im
(r, r′; t, t′)β(t′)b(r′; t′)dt′

−

∫

dr′
∑

σ′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

Inσ̄IM
(r, r′; t, t′)β(t′)b′(r′; t′)dt′,

∂

∂t
〈Mef (r)〉

t = 〈Ṁef (r)〉
t (4.14)

−

∫

dr′
∑

σ′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

IM Inσ′
(r, r′; t, t′)β(t′)(µσ′ (r′; t′)− eϕ(r′; t′))dt′

−

∫

dr′
∑

σ̄′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

IM Inσ̄′
(r, r′; t, t′)β(t′)(µσ̄′ (r′; t′)+def ·e(r

′; t′))dt′

−

∫

dr′
∑

σ′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

IM Im
(r, r′; t, t′)β(t′)b(r′; t′)dt′
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−

∫

dr′
∑

σ′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)W ee

IMIM
(r, r′; t, t′)β(t′)b′(r′; t′)dt′,

де

ṁ(r) = −
∂

∂r
J
(1)
m (r)−−

∂

∂r
J
(2)
m (r)−Rm(r; t),

J
(1)α
m (r) =

∑

j

pα

me

sjδ(r− rj),

J
(2)α
m (r) =

1

2

∑

l 6=j

rαlj [sl × sj ]

∫ 1

0

dξδ(r− rj + ξrl),

Rm(r; t) = −

∫

dr[B(r; t)×m(r′)]δ(r− r
′)

iз характерним вкладом спiнової компоненти у магнiтний потiк. Уза-
гальненi рiвняння переносу (4.11)–(4.14) описують немарковськi про-
цеси струмопроходження у системi з врахуванням магнiтних та по-
ляризацiйних процесiв пiд впливом зовнiшнiх та iндукованих вну-
трiшнiх електромагнiтних полiв, якi вiдображенi у правих части-
нах даних рiвнянь. I очевидно, данi рiвняння необхiдно доповнити
вiдповiдною системою рiвнянь Максвелла для електромагнiтних по-
лiв. Отриманi рiвняння переносу можуть описувати як сильно, так
i слабо нерiвноважнi процеси вiдповiдно у сильних та слабких (або
сталих) електромагнiтних полях. У випадку сильно нерiвноважних
процесах рiвняння переносу є незамкнутi i потребують наближених
(числових) методiв розрахунку. У зв’язку з тим, що у експеримен-
тальних дослiдженнях використовуються слабкi, або постiйнi еле-
ктричнi та магнiтнi поля у наступному роздiлi розглянемо випадок
слабо нерiвноважних процесiв з врахуванням того, що парамагнiтнi
комплекси у шарах певним чином орiєнтуються пiд дiєю постiйного
зовнiшнього магнiтного поля, створюючи ефективне постiйне магнi-
тне поле, що дiє на електронну пiдсистему, впливаючи на процеси
струмопроходження. Тобто при такому розглядi впровадженi ком-
плекси знаходяться у рiвноважному станi.

5. Слабо нерiвноважнi процеси

струмопроходження

Будемо розглядати слабо нерiвноважнi процеси в системi, коли зна-
чення термодинамiчних параметрiв та магнiтного поля мало вiдрi-
зняються вiд їх локально рiвноважних значень, тобто флуктуацiї
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параметрiв δβ(t) = β(t) − β, δν↑(r; t) = ν↑(r; t) − ν↑(r), δν↓(r; t) =
ν↓(r; t)−ν↓(r) , δb(r; t) = b(r; t)−b(r) є малi, де νσ(r) = µσ(r)−eϕ(r),
µσ(r), ϕ(r), b(r) — локально рiвноважнi значення хiмiчного потенцiа-
лу електронiв, електричного потенцiалу та внутрiшнього магнiтного
поля. Крiм цього, будемо вважати, що температура стала: β(t) = β,
тобто δβ(t) = 0. У цьому випадку релевантний статистичний опе-
ратор у лiнiйному наближенi за даними флуктуацiями буде мати
вигляд:

̺0rel(t) = (1−

∫

drβδν↑(r; t)n↑(r; τ) (5.1)

−

∫

drβδν↓(r; t)n↓(r; τ) −

∫

drβδb(r; t)m(r; τ))̺0 ,

де nσ(r; τ) =
∫ 1

0 dτ̺τ0nσ(r)̺
−τ
0 , m(r; τ) =

∫ 1

0 dτ̺τ0m(r)̺−τ
0 ,

̺0 = e−Φ−β(H−
∑

σ

∫
drνσ(r))nσ(r)−

∫
drb(r)m(r) (5.2)

— великий канонiчний розподiл Гiббса, який повнiстю описує рiв-
новажнi термодинамiчнi та структурнi властивостi системи. Для
подальшого використання ̺0rel(t) необхiдно визначити флуктуацiї
вiдповiдних термодинамiчних параметрiв та магнiтного поля. Пара-
метр δν↑(r; t) будемо визначати iз умови самоузгодження:

〈n↑(r)〉
t = 〈n↑(r)〉

t
rel, (5.3)

тодi iз врахуванням (5.1), отримаємо:

〈n↑(r)〉
t = 〈n↑(r)〉0 (5.4)

−

∫

dr′Φ↑↑(r, r
′)βδν↑(r

′; t)−

∫

dr′Φ↑↓(r, r
′)βδν↓(r

′; t)

−

∫

dr′Φ↑m(r, r′)βδb(r′; t),

де 〈(. . .)〉0 = Sp (. . .)̺0 усереднення виконується iз рiвноважним роз-
подiлом ̺0,

Φ↑↑(r, r
′) = 〈n↑(r)n↑(r

′; τ)〉0,Φ↑↓(r, r
′) = 〈n↑(r)n↓(r

′; τ)〉0 (5.5)

- рiвноважнi кореляцiйнi функцiї “густина–густина” типу Грiна-Кубо
для електронiв iз вiдповiдними напрямками спiнiв,

Φ↑m(r, r′) = 〈n↑(r)m(r′; τ)〉0 (5.6)
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— рiвноважна кореляцiйна функцiя типу Грiна–Кубо, що описує
магнiтострикцiйнi властивостi. Фур’є-образи кореляцiйних функцiй
(5.5) у просторi хвильових векторiв є рiвноважними структурними
факторами електронiв, якi можуть бути вимiрянi в експериментах
iз розсiювання нейтронiв. Iз (5.4) знайдемо параметр δν↑(r; t). Для
цього означимо функцiю Φ−1

↑↑ (r, r
′), обернену до Φ↑↑(r, r

′) за iнте-
гральним спiввiдношенням:

∫

drΦ−1
↑↑ (r

′′, r)Φ↑↑(r, r
′) = δ(r′′ − r

′). (5.7)

Далi домножимо рiвняння (5.4) на Φ−1
↑↑ (r, r

′) та проiнтегруємо за
∫

dr, пiсля нескладних перетворень для параметра δν↑(r; t) отрима-
ємо наступний вираз:

βδν↑(r; t) = −

∫

dr′Φ−1
↑↑ (r, r

′)〈δn↑(r
′)〉t (5.8)

−

∫

dr′
∫

dr′′Φ−1
↑↑ (r, r

′′)Φ↑↓(r
′′, r′)βδν↓(r

′; t)

−

∫

dr′
∫

dr′′Φ−1
↑↑ (r, r

′′)Φ↑m(r′′, r′)βδb(r′; t),

де δn↑(r
′) = n↑(r

′)−〈n↑(r
′)〉0 — флуктуацiї оператора мiкроскопiчної

густини електронiв iз напрямком спiнiв ↑ вiдносно рiвноважного зна-
чення розподiлу густини. Тепер, пiдставивши (5.8) у (5.1) для ̺0rel(t)
отримаємо:

̺0rel(t) = (1 +

∫

dr

∫

dr′〈δn↑(r
′)〉tΦ−1

↑↑ (r
′, r)n↑(r; τ) (5.9)

−

∫

drβδν↓(r; t)n̄↓(r; τ) −

∫

drβδb(r; t)m′(r; τ))̺0,

де

n̄↓(r) = n↓(r)−

∫

dr′
∫

dr′′Φ↓↑(r, r
′′)Φ−1

↑↑ (r
′′, r′)n↑(r

′) = (1−Pn↑)n↓(r),

(5.10)

m
′(r) = m(r)−

∫

dr′
∫

dr′′Φm↑(r, r
′′)Φ−1

↑↑ (r
′′, r′)n↑(r

′) = (1−Pn↑)m(r)

(5.11)
— новi оператори густини електронiв iз напрямком спiнiв ↓ та ма-
гнiтного моменту, вiдпроектованих на простiр операторiв густини
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електронiв iз напрямком спiнiв ↑. Pn↑ — проекцiйний оператор типу
Морi, який має наступну структуру:

Pn↑A =

∫

dr′
∫

dr′′〈An↑(r
′′)〉0Φ

−1
↑↑ (r

′′, r′)n↑(r
′). (5.12)

Важливо зазначити, що оператори n̄↓(r), m
′(r) є ортогональнi до

n↑(r
′) у розумiннi середнiх значень:

〈n̄↓(r)n↑(r
′′)〉0 = 〈m′(r)n↑(r

′′)〉0 = 0. (5.13)

Тепер, визначивши подiбним способом параметри δν↓(r; t), δb(r; t) iз
вiдповiдних умов самоузгоджень:

〈n̄↓(r)〉
t = 〈n̄↓(r)〉

t
rel, 〈m

′(r)〉t = 〈m′(r)〉trel, (5.14)

для ̺0rel(t) отримаємо наступний вираз:

̺0rel(t) =

(

1 +

∫

dr

∫

dr′〈δn↑(r
′)〉tΦ−1

↑↑ (r
′, r)n↑(r; τ) (5.15)

+

∫

dr

∫

dr′〈δn̄↑(r
′)〉tΦ̄−1

↓↓ (r
′, r)n̄↓(r; τ)

+

∫

dr

∫

dr′〈δm̄(r′)〉tΦ−1
m̄m̄(r′, r)m̄(r; τ)

)

̺0,

де δn̄↑(r
′) = n̄↑(r

′) − 〈n̄↑(r
′)〉0, Φ̄

−1
↓↓ (r

′, r), Φ−1
m̄m̄(r′, r) — функцiї обер-

ненi до рiвноважних кореляцiйних функцiй, вiдповiдно

Φ̄↓↓(r
′, r) = 〈n̄↓(r

′)n̄↓(r; τ)〉0,Φ
−1
m̄m̄(r′, r) = 〈m̄(r′)m̄(r; τ)〉0 (5.16)

за iнтегральними спiввiдношеннями:

∫

drΦ̄−1
↓↓ (r

′′, r)Φ̄↓↓(r, r
′) = δ(r′′ − r

′), (5.17)

∫

drΦ−1
m̄m̄(r′′, r)Φm̄m̄(r, r′) = δ(r′′ − r

′), (5.18)

у яких m̄(r) — новий оператор наступної структури:

m̄(r) = m
′(r) −

∫

dr′
∫

dr′′Φm′↓(r, r
′′)Φ̄−1

↓↓ (r
′′, r′)n̄↓(r

′) (5.19)

= (1 − Pn̄↓)(1 − Pn↑)m(r),
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де Pn̄↓ — проекцiйний оператор побудований на операторах n̄↓(r)

Pn̄↓A =

∫

dr′
∫

dr′′〈An̄↓(r
′′; τ)〉0Φ̄

−1
↓↓ (r

′′, r′)n̄↓(r
′), (5.20)

при цьому m̄(r) та n̄↓(r
′) є ортогональнi у розумiннi середнiх значень:

〈m̄(r)n̄↓(r
′; τ)〉0 = 0. (5.21)

Кореляцiйна функцiя Φ̄↓↓(r
′, r) має наступний вигляд:

Φ̄↓↓(r
′, r) = Φ↓↓(r

′, r)− 〈Pn↑n↓(r
′)〉0 − 〈Pn↑n↓(r)〉0 (5.22)

+〈Pn↑n↓(r
′)Pn↑n↓(r)〉0 =

Φ↓↓(r
′, r)−

∫

dr′′
∫

dr′′′Φ↓↑(r, r
′′)Φ−1

↑↑ (r
′′, r′′′)Φ↑↓(r

′′′, r′).

Iнша кореляцiйна функцiя Φm̄m̄(r, r′) , що описує магнiтнi властиво-
стi має наступну структуру:

Φm̄m̄(r, r′) = Φmm(r, r′)− 〈m(r)(Pn̄↓ + Pn↑ − Pn̄↓Pn↑)m(r′)〉0 (5.23)

−〈m(r′)(Pn̄↓ + Pn↑ − Pn̄↓Pn↑)m(r)〉0

+〈(Pn̄↓ + Pn↑ − Pn̄↓Pn↑)m(r)(Pn̄↓ + Pn↑ − Pn̄↓Pn↑)m(r′)〉0,

де Φmm(r, r′) — просторово неоднорiдна магнiтна сприйнятливiсть
системи, наступнi доданки у (5.23) описують складнi магнiтостри-
кцiйнi кореляцiї.

У знайденому лiнiйному наближеннi за флуктуацiями нерiвно-
важних термодинамiчних параметрiв та магнiтного поля для ̺0rel(t)
(5.15) нерiвноважний статистичний оператор системи буде мати ви-
гляд:

̺(t) = ̺0rel(t)−

∫

dr

∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t
′−t)T0(t, t

′)× (5.24)

(In↑(r
′; τ)Φ−1

↑↑ (r
′, r)〈δn↑(r)〉

t′ + In̄↓(r
′; τ)Φ̄−1

↓↓ (r
′, r)〈δn̄↓(r)〉

t′

+Im̄(r′; τ)Φ−1
m̄m̄(r′, r)〈δm̄(r)〉t

′

)̺0dt
′,

де
In↑(r) = (1− P )iLn↑(r), In̄↓(r) = (1− P )iLn̄↓(r), (5.25)

Im̄(r) = (1− P )iLm̄(r)
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— узагальненi потоки електронiв iз вiдповiдними напрямками спiнiв
та магнiтного потоку спiнiв у лiнiйному наближеннi, у яких P —
проекцiйний оператор Морi, що має таку структуру:

P = Pn↑ + Pn̄↓ + Pm̄, (5.26)

де

Pm̄(. . .) =

∫

dr′
∫

dr′′〈(. . .)m̄(r′′)〉0Φ
−1
m̄m̄(r′′, r′)m̄(r′) (5.27)

i має наступнi властивостi P 2 = P , (1 − P )P = 0. T0(t, t
′) =

e−(1−P )iL(t′−t) — оператор еволюцiї (лiнiйне наближення) у часi для
системи, що вiдповiдає вiдомiй теорiї Морi.

6. Магнiто-дифузiйнi рiвняння переносу для еле-

ктронiв у шаруватих наноструктурах

За допомогою нерiвноважного статистичного оператора (5.24) мо-
жна побудувати систему рiвнянь переносу для опису процесiв еле-
ктронного переносу в системi з врахуванням магнiтних процесiв. Да-
на система має вигляд:

∂

∂t
〈δn↑(r)〉

t = (6.1)

−

∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t
′−t)WI↑I↑(r, r

′; t, t′)〈δn↑(r
′)〉t

′

dt′

−

∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t
′−t)WI↑I↓(r, r

′; t, t′)〈δn̄↓(r
′)〉t

′

dt′

−

∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t
′−t)WI↑Im̄(r, r′; t, t′)〈δm̄(r′)〉t

′

dt′,

∂

∂t
〈n̄↓(r)〉

t = (6.2)

−

∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t
′−t)WI↓I↑(r, r

′; t, t′)〈δn↑(r
′)〉t

′

dt′

−

∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t
′−t)WI↓I↓(r, r

′; t, t′)〈δn̄↓(r
′)〉t

′

dt′

−

∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t
′−t)WI↓Im̄(r, r′; t, t′)〈δm̄(r′)〉t

′

dt′,
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∂

∂t
〈m̄(r)〉t = −

∫

dr′iΩm̄m̄(r, r′)〈m̄(r′)〉t (6.3)

−

∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t
′−t)WIm̄I↑(r, r

′; t, t′)〈δn↑(r
′)〉t

′

dt′

−

∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t
′−t)WIm̄I↓(r, r

′; t, t′)〈δn̄↓(r
′)〉t

′

dt′

−

∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t
′−t)WIm̄Im̄(r, r′; t, t′)〈δm̄(r′)〉t

′

dt′,

де

iΩm̄m̄(r, r′) =

∫

dr′′〈iLm̄(r) · m̄(r′′)〉0Φ
−1
m̄m̄(r′′, r′) (6.4)

— нормована кореляцiйна функцiя, що описує недисипативнi магнi-
тнi властивостi,

WI↑I↑(r, r
′; t, t′) =

∫

dr′′〈In↑(r)T0(t, t
′)In↑(r

′′)〉0Φ
−1
↑↑ (r

′′, r′) (6.5)

WI↑I↓(r, r
′; t, t′) =

∫

dr′′〈In↑(r)T0(t, t
′)In̄↓(r

′′)〉0Φ̄
−1
↓↓ (r

′′, r′), (6.6)

WI↓I↓(r, r
′; t, t′) =

∫

dr′′〈In̄↓(r)T0(t, t
′)In̄↓(r

′′)〉0Φ̄
−1
↓↓ (r

′′, r′), (6.7)

WI↑Im̄(r, r′; t, t′) =

∫

dr′′〈In↑(r)T0(t, t
′)Im̄(r′′)〉0Φ

−1
m̄m̄(r′′, r′), (6.8)

WI↓Im̄(r, r′; t, t′) =

∫

dr′′〈In̄↓(r)T0(t, t
′)Im̄(r′′)〉0Φ

−1
m̄m̄(r′′, r′) (6.9)

WIm̄Im̄(r, r′; t, t′) =

∫

dr′′〈Im̄(r)T0(t, t
′)Im̄(r′′)〉0Φ

−1
m̄m̄(r′′, r′) (6.10)

— узагальненi ядра переносу (функцiї пам’ятi), що описують еле-
ктроннi дифузiйнi процеси з врахуванням напрямкiв спiнiв за i проти
напрямку ефективного магнiтного поля, та магнiто дифузiйнi проце-
си в системi. Зокрема, ядро WI↑I↑(r, r

′; t, t′) описує дисипативнi часо-
вi та просторовi кореляцiї мiж потоками електронiв iз напрямком спi-
нiв за полем, WI↓I↓(r, r

′; t, t′) описує дисипативнi часовi та просторовi
кореляцiї мiж потоками електронiв iз напрямком спiнiв проти поля,
а WI↑I↓(r, r

′; t, t′) описує дисипативнi часовi та просторовi кореляцiї
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мiж потоками електронiв iз напрямками спiнiв за i проти напрям-
ку магнiтного поля. Ядро переносу WIm̄Im̄(r, r′; t, t′) описує магнiтну
дифузiю в системi, а WI↓Iσ (r, r

′; t, t′) — взаємнi просторово-часовi
кореляцiї потокiв електронiв iз вiдповiдним напрямком спiнiв i ма-
гнiтним потоком. Як бачимо, за структурою система рiвнянь (6.1)–
(6.3) є замкнута. Використавши фур’є-перетворення за часом до да-
них рiвнянь, можемо шляхом розв’язкiв вiдповiдних iнтегральних
рiвнянь знайти точнi рiвняння для вiдповiдних фур’є-образiв вiдпо-
вiдних нерiвноважних значень операторiв густин електронiв з видi-
леним напрямком спiнiв та оператора магнiтного моменту. Зокрема,
для флуктуацiй нерiвноважного середнього значення оператора гу-
стини електронiв iз напрямком спiнiв за магнiтним полем 〈δn↑(r)〉

ω ,
отримуємо вiдповiдне iнтегральне рiвняння:

iω〈δn↑(r)〉
ω = −

∫

dr′DI↑I↑(r, r
′;ω + iε)〈δn↑(r

′)〉ω, (6.11)

де ω — частота,

DI↑I↑(r, r
′;ω) = W̄I↑I↑(r, r

′;ω) (6.12)

−

∫

dr′′
∫

dr′′′W̄I↑I↓(r, r
′′;ω)Σ−1

I↓I↓(r
′′, r′′′;ω)W̄I↓I↑(r

′′′, r′;ω)

— узагальнене ядро переносу, що враховує складнi дисипативнi ко-
реляцiї через ядра переносу (6.5)–(6.10) та складнi перенормовки че-
рез магнiтнi дисипативнi процеси, що виражаються через вiдповiднi
ядра переносу:

W̄I↑I↑(r, r
′;ω) = WI↑I↑(r, r

′;ω) (6.13)

−

∫

dr′′
∫

dr′′′WI↑Im̄(r, r′′;ω)Σ−1
Im̄Im̄

(r′′, r′′′;ω)WIm̄I↑(r
′′′, r′;ω),

W̄I↑I↓(r, r
′;ω) = WI↑I↓(r, r

′;ω) (6.14)

−

∫

dr′′
∫

dr′′′WI↑Im̄(r, r′′;ω)Σ−1
Im̄Im̄

(r′′, r′′′;ω)WIm̄I↓(r
′′′, r′;ω),

W̄I↓I↑(r, r
′;ω) = WI↓I↑(r, r

′;ω) (6.15)

−

∫

dr′′
∫

dr′′′WI↓Im̄(r, r′′;ω)Σ−1
Im̄Im̄

(r′′, r′′′;ω)WIm̄I↑(r
′′′, r′;ω),

W̄I↓I↓(r, r
′;ω) = WI↓I↓(r, r

′;ω) (6.16)
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−

∫

dr′′
∫

dr′′′WI↓Im̄(r, r′′;ω)Σ−1
Im̄Im̄

(r′′, r′′′;ω)WIm̄I↓(r
′′′, r′;ω),

у яких функцiя Σ−1
Im̄Im̄

(r′′, r′′′;ω) знаходиться iз iнтегрального рiвня-
ння

∫

dr′′Σ−1
Im̄Im̄

(r, r′′;ω)ΣIm̄Im̄(r′′, r′;ω) = δ(r− r
′) (6.17)

i обернена до функцiї, яка вже враховує перенормовку через магнi-
тну пiдсистему

ΣIm̄Im̄(r, r′;ω) = iωδ(r− r
′)− Ωm̄m̄(r, r′) +WIm̄Im̄(r, r′;ω). (6.18)

Вiдповiдно функцiя Σ−1
I↓I↓(r

′′, r′′′;ω) визначається iз iнтегрального
спiввiдношення

∫

dr′′Σ−1
I↓I↓(r, r

′′;ω)ΣI↓I↓(r
′′, r′;ω) = δ(r− r

′) (6.19)

i обернена до функцiї, яка вже враховує перенормовку через магнi-
тну пiдсистему

ΣI↓I↓(r, r
′;ω) = iωδ(r− r

′) + W̄I↓I↓(r, r
′;ω) = (6.20)

iωδ(r− r
′) +WI↓I↓(r, r

′;ω)

−

∫

dr′′
∫

dr′′′WI↓Im̄(r, r′′;ω)Σ−1
Im̄Im̄

(r′′, r′′′;ω)WIm̄I↓(r
′′′, r′;ω).

Виконавши у (6.11) зворотне фур’є-перетворення, отримаємо уза-
гальнене рiвняння дифузiї для флуктуацiй середнiх нерiвноважних
значень:

∂

∂t
〈δn↑(r)〉

t =

∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t
′−t)DI↑I↑(r, r

′; t, t′)〈δn↑(r
′)〉t

′

dt′ =

(6.21)
∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t
′−t) ∂

∂r
· D̄I↑I↑(r, r

′; t, t′) ·
∂

∂r′
〈δn↑(r

′)〉t
′

dt′,

де D̄I↑I↑(r, r
′; t, t′) — узагальнений коефiцiєнт дифузiї для електронiв

iз напрямком спiнiв за напрямком магнiтного поля i, який визнача-
ється через ядро (6.12), вiдповiдно. Треба зазначити, що структу-
ра функцiй (6.12)–(6.20) важлива з точки зору розумiння, а також
моделювання механiзмiв вiдповiдних процесiв струмопроходження у
системах.
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7. Рiвняння дифузiї типу Кеттано у часових дро-

бових похiдних для електронiв

Узагальнене рiвняння дифузiї (6.21) для електронiв описує немар-
ковськi просторово неоднорiднi процеси, тобто ефекти пам’ятi, якi
пов’язанi iз характерними часами релаксацiї електронних (включа-
ючи тунелювання), магнiтних процесiв вiдповiдно до поведiнки ядер
переносу (6.12)–(6.20). На даний час точний розрахунок ядер пере-
носу неможливо провести. Тому проводять наближений розрахунок,
виходячи iз певних припущень про основнi можливi механiзми стру-
мопроходження в системi. Для подальшого дослiдження особливо-
стей iмпедансної поведiнки, пов’язаної iз ефектами затримки, iнду-
ктивностi, ефекти пам’ятi будемо описувати на основi припущень,
якi приводять до дробової динамiки [6, 15]. Для D̄I↑I↑(r, r

′; t, t′) за-
стосуємо наступне наближення:

D̄I↑I↑(r, r
′; t, t′) ≈ RI↑I↑(t, t

′)D̄I↑I↑(r, r
′), (7.1)

де RI↑I↑(t, t
′) можна означити як функцiю пам’ятi у часi. З враху-

ванням цього наближення рiвняння (6.21), можна подати у виглядi:

∂

∂t
〈δn↑(r)〉

t =

∫ t

−∞

eε(t
′−t)RI↑I↑(t, t

′)ΨI↑I↑(r; t
′)dt′, (7.2)

де

ΨI↑I↑(r; t
′) =

∫

dr′
∂

∂r
· D̄I↑I↑(r, r

′) ·
∂

∂r′
〈δn↑(r

′)〉t
′

. (7.3)

Застосувавши перетворення Фур’є до рiвняння (7.2), отримаємо:

iω〈δn↑(r)〉
ω = RI↑I↑(ω)ΨI↑I↑(r;ω). (7.4)

Увiвши час релаксацiї τ↑ (який характеризує процеси переносу еле-
ктронiв iз напрямком спiнiв ↑ у системi), частотну залежнiсть фун-
кцiї пам’ятi подамо у виглядi:

RI↑I↑(ω) =
(iω)1−ξ

1 + iωτ↑
, 0 < ξ ≤ 1. (7.5)

Тодi рiвняння (7.4) можна записати так:

(1 + iωτ↑)iω〈δn↑(r)〉
ω = (iω)1−ξΨI↑I↑(r;ω). (7.6)

Далi використаємо перетворення Фур’є до дробових похiдних вiд
функцiй: L(0D

1−ξ
t f(t) : iω) = (iω)1−ξL(f(t) : iω),

0D
1−ξ
t f(t) =

1

Γ(ξ)

d

dt

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)1−ξ
dτ (7.7)
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— дробова похiдна Рiмана–Лiувiлля. З його використанням, зворо-
тнiй перехiд у рiвняннi (7.6) до часової залежностi дає узагальнене
рiвняння дифузiї типу Кеттано з врахуванням часової фрактально-
стi:

τ↑
∂2

∂t2
〈δn↑(r)〉

t +
∂

∂t
〈δn↑(r)〉

t = (7.8)

0D
1−ξ
t

∫

dr′
∂

∂r
· D̄I↑I↑(r, r

′) ·
∂

∂r′
〈δn↑(r

′)〉t.

Рiвняння (7.9) мiстять суттєву просторову неоднорiднiсть у
D̄I↑I↑(r, r

′). Якщо знехтувати просторовою неоднорiднiстю:
D̄I↑I↑(r, r

′) = D̄I↑I↑δ(r − r
′) , то отримаємо:

τ↑
∂2

∂t2
〈δn↑(r)〉

t +
∂

∂t
〈δn↑(r)〉

t =0 D
1−ξ
t D̄I↑I↑

∂2

∂r2
〈δn↑(r)〉

t (7.9)

— рiвняння дифузiї типу Кеттано iз часовою фрактальнiстю iз ста-
лим коефiцiєнтом дифузiї електронiв iз напрямком спiнiв за магнi-
тним полем.

8. Електро-магнiто дифузiйнi релаксацiйнi

процеси

Моделювання субдифузiйних процесiв на основi рiвнянь дифузiї ти-
пу Кеттано у дробових похiдних для носiїв заряду характеризува-
лось вiдповiдним часом релаксацiї та коефiцiєнтом дифузiї. Однак,
така модель очевидно не враховує складнiсть релаксацiйних електро-
магнiто дифузiйних процесiв, якi в цiлому описуються системою рiв-
нянь (6.1)–(6.3). Ми розглянемо модель з врахуванням ряду релакса-
цiйних процесiв шляхом моделювання функцiй пам’ятi (6.5)–(6.10),
для яких маємо зв’язок з узагальненими коефiцiєнтами:

WIjIl(r, r
′; t, t′) =

∂

∂r
·DIjIl(r, r

′; t, t′) ·
∂

∂r′
(8.1)

для електронiв з вiдповiдним напрямком спiнiв, магнiтної дифузiї та
коефiцiєнтiв дифузiї, що описують перехреснi процеси. Далi прийме-
мо для узагальнених коефiцiєнтiв переносу наступнi наближення:

DIjIl(r, r
′; t, t′) ≈ WIjIl(t, t

′)D̄IjIlδ(r− r), (8.2)

де WIjIl(t, t
′) — функцiї пам’ятi у часi, D̄IjIl — вiдповiднi сталi

коефiцiєнти дифузiї вiдповiдно для електронiв, магнiтної дифузiї,
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якi в принципi можуть бути оцiненi iз експериментальних дослi-
джень. Використавши наближення (8.2), систему рiвнянь (6.1)–(6.3)
у частотно-хвильовому зображенi Фур’є подамо у виглядi:

iω〈δn↑(k)〉ω = −k2WI↑I↑(ω)D̄I↑I↑〈δn↑(k)〉ω (8.3)

−k2WI↑I↓(ω)D̄I↑I↓〈δn↓(k)〉ω − k2WI↑Im̄(ω)D̄I↑Im̄〈δm̄(k)〉ω ,

iω〈δn↓(k)〉ω = −k2WI↓I↑(ω)D̄I↓I↑〈δn↑(k)〉ω (8.4)

−k2WI↓I↓(ω)D̄I↓I↓〈δn↓(k)〉ω − k2WI↓Im̄(ω)D̄I↓Im̄〈δm̄(k)〉ω ,

iω〈δm̄(k)〉ω = iΩm̄m̄(k)〈δm̄(k)〉ω − k2WIm̄I↑(ω)D̄Im̄I↑〈δn↑(k)〉ω (8.5)

−k2WIm̄I↓(ω)D̄Im̄I↓〈δn↓(k)〉ω − k2WIm̄Im̄(ω)D̄Im̄Im̄〈δm̄(k)〉ω .

Знайдемо розв’язки даної системи рiвнянь. Iз (8.5) знайдемо
〈δm̄(k)〉ω

〈δm̄(k)〉ω = −k2Σ−1
Im̄Im̄

(k;ω)WIm̄I↑(ω)D̄Im̄I↑〈δn↑(k)〉ω (8.6)

−k2Σ−1
Im̄Im̄

(k;ω)WIm̄I↓(ω)D̄Im̄I↓〈δn↓(k)〉ω ,

де функцiя Σ−1
Im̄Im̄

(k;ω) обернена до ΣIm̄Im̄(k;ω)

ΣIm̄Im̄(k;ω) = iω − iΩm̄m̄(k) +WIm̄Im̄(ω)D̄Im̄Im̄ . (8.7)

Далi (8.6) пiдставимо у Iз (8.3) i Iз (8.4) вiдповiдно, в результатi
отримаємо:

iω〈δn↑(k)〉ω = −k2ΣI↑I↑(k;ω)〈δn↑(k)〉ω − k2ΣI↑I↓(k;ω)〈δn↓(k)〉ω ,
(8.8)

iω〈δn↓(k)〉ω = −k2ΣI↓I↑(k;ω)〈δn↑(k)〉ω − k2ΣI↓I↓(k;ω)〈δn↓(k)〉ω ,
(8.9)

де
ΣI↑I↑(k;ω) = WI↑I↑(ω)D̄I↑I↑ (8.10)

−k2WI↑Im̄(ω)D̄I↑Im̄Σ−1
Im̄Im̄

(k;ω)WIm̄I↑(ω)D̄Im̄I↑ ,

ΣI↑I↓(k;ω) = WI↑I↓(ω)D̄I↑I↓ (8.11)

−k2WI↑Im̄(ω)D̄I↑Im̄Σ−1
Im̄Im̄

(k;ω)WIm̄I↓(ω)D̄Im̄I↓ ,
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ΣI↓I↑(k;ω) = WI↓I↑(ω)D̄I↓I↑ (8.12)

−k2WI↓Im̄(ω)D̄I↓Im̄Σ−1
Im̄Im̄

(k;ω)WIm̄I↑(ω)D̄Im̄I↑ ,

ΣI↓I↓(k;ω) = WI↓I↓(ω)D̄I↓I↓ (8.13)

−k2WI↓Im̄(ω)D̄I↓Im̄Σ−1
Im̄Im̄

(k;ω)WIm̄I↓(ω)D̄Im̄I↓

Iз системи рiвнянь (8.8), (8.9) для 〈δn↑(k)〉ω отримуємо наступне
рiвняння:

iω〈δn↑(k)〉ω + k2(ΣI↑I↑(k;ω) (8.14)

−k2ΣI↑I↓(k;ω)
1

iω + k2ΣI↓I↓(k;ω)
ΣI↓I↑(k;ω))〈δn↑(k)〉ω = 0.

i в результатi приходимо до особливостей частотно-хвильового спе-
ктру:

iω + k2(ΣI↑I↑(k;ω)− k2ΣI↑I↓(k;ω)
1

iω + k2ΣI↓I↓(k;ω)
ΣI↓I↑(k;ω)) = 0.

(8.15)
розрахунок, якого потребує задання частотної залежностi часових
функцiй пам’ятi WIjIl(ω), введенням вiдповiдних часiв релаксацiї,
що характеризують електро-магнiто дифузiйнi процеси.

9. Висновки

1. Побудована модель опису дипольно-магнiтних властивостей су-
перпарамагнетикiв 〈β −CD〈FeSO4〉〉 iнкапсульованих у напiвпровiд-
никовi шаруватi структури GaSe. Модель враховує взаємодiю носi-
їв заряду матрицi iз d-електронами залiза, обмiнну магнiтну взає-
модiю електронiв провiдностi та локалiзованих електронiв, а також
диполь-дипольну взаємодiю комплексiв у шаруватiй структурi GaSe.
Визначено основнi параметри скороченого опису процесiв струмо-
проходження з врахуванням магнетизму у гiбридних нанострукту-
рах 〈β − CD〈FeSO4〉〉 GaSe. Отримано нерiвноважний статистичний
оператор системи як функцiонал параметрiв скороченого опису.

2. Отримано узагальненi рiвняння переносу (4.11)–(4.14), якi опи-
сують немарковськi процеси струмопроходження у шаруватих на-
ноструктурах з врахуванням магнiтних та поляризацiйних процесiв
пiд впливом зовнiшнiх та iндукованих внутрiшнiх електромагнiтних
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полiв, якi вiдображенi у правих частинах даних рiвнянь. Отрима-
нi рiвняння переносу можуть описувати як сильно, так i слабо не-
рiвноважнi процеси вiдповiдно у сильних та слабких (або сталих)
електромагнiтних полях.

3. У випадку слабо нерiвноважних процесiв отримано магнiто-
дифузiйнi рiвняння переносу (6.1)–(6.3) для електронiв у шарува-
тих наноструктурах. Шляхом розв’язкiв через iнтегральнi рiвняння,
отримано узагальнене рiвняння дифузiї електронiв iз напрямком спi-
нiв за магнiтним полем. Узагальнене рiвняння дифузiї (6.21) для еле-
ктронiв описує немарковськi просторово неоднорiднi процеси, тобто
ефекти пам’ятi, якi пов’язанi iз характерними часами релаксацiї еле-
ктронних (включаючи тунелювання), магнiтних процесiв вiдповiдно
до поведiнки ядер переносу (6.13)–(6.20).

4. Шляхом моделювання функцiї пам’ятi з введенням характер-
ного часу релаксацiї, отримано узагальнене рiвняння дифузiї типу
Кеттано з врахуванням часової фрактальностi для електронiв iз на-
прямком спiнiв за магнiтним полем.

5. Запропоновано узагальнену модель, що враховує складнiсть
релаксацiйних електро-магнiто дифузiйних процесiв для електронiв
у шаруватих наноструктурах. У наближеннi (8.2), розв’язано си-
стему рiвнянь (6.1)–(6.3), що привело до розрахунку вiдповiдного
частотно-хвильового спектру електро-магнiто дифузiйних процесiв
у шаруватих наноструктурах.
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