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Про рiвняння руху поляризованої дзиґи

А. Дувiряк

Анотацiя. З умов балансу моменту iмпульсу та виразу для сили
реакцiї випромiнювання виводяться два рiзних рiвняння руху поля-
ризованої дзиґи, що вiдрiзняються на член типу Шотта. Для симе-
тричної дзиґи обидва рiвняння iнтеґровнi, i приводять до суттєво
рiзних розв’язкiв. Дискутується питання про коректнiсть умов ба-
лансу моменту iмпульсу та роль члену типу Шотта.

On the equations of motion of a polarized spinning-top

A. Duviryak

Abstract. We derive, from the balance conditions of the angular
momentum, and from the expression for radiation reaction force, two
different equations of motion of a polarized spinning-top which differ
by Schott-like term. Both equations are integrable for the symmetric
top and lead to quite different solutions. Correctness of the angular
momentum balance conditions and the role of Schott-like term are di-
scussed.
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1. Вступ

Вiдомо, що iнтенсивнiсть випромiнювання системи прискорених за-
рядiв, яка описується формулою Лармора, не узгоджується з робо-
тою сили променевої протидiї цим зарядам, а рiзниця цих величин
рiвна швидкостi змiни так званої енергiї Шотта [1, 2]. Хоча диску-
сiя про фiзичну природу чи iнтерпретацiю енергiї Шотта ведеться
вiддавна, усталеного уявлення про неї ще не склалося [3–5]. Iнше пи-
тання – наскiльки iстотним є шоттiвський член у рiвняннi балансу
енергiї системи рухомих зарядiв. В багатьох класичних пiдручниках
з електродинамiки, таких як Джексона [6, § 16.2], Панофскi i Фiлi-
пса [7, § 21-6] чи Ґрiффiса [8, § 11.2.2], з цього рiвняння виводять
рiвняння руху заряджених частинок, що враховує силу променевої
протидiї. При цьому вимагають, щоби шоттiвський член давав нульо-
вий внесок, принаймнi у середньому за час руху заряду (наприклад,
перiодичного руху). Або ж вважають очевидним (як у пiдручнику
Ландау-Лiфшиця [9, § 75]), що член Шотта є нехтувано малим, якщо
обмежитися майже стацiонарним рухом системи зарядiв1.

У дiйсностi, величина шоттiвського члена може бути рiзною. В
лiтературi на простих прикладах руху релятивiстичних частинок в
електромагнетному полi показано, що пiд час перiодичного руху ма-
лим може бути не тiльки середнє [10], а й миттєве значення члена
Шотта [11]. Але його нехтування при аналiзi майже стацiонарного
руху заряду у магнетному полi приводить до скiнченної похибки у
нахилi траєкторiї [12]. А у рiвноприскореному русi шоттiвський член
є вiд’ємним, сумiрним за абсолютною величиною з iншими членами
рiвняння балансу енергiї, i необмежено спадає у часi [4].

Поданi вище приклади побудованi на основi рiвнянь руху, отрима-
них безвiдносно до формули Лармора чи балансу енергiї – iнакше цi
рiвняння, рух зарядiв i їх енергiя були б недостовiрними. На щастя,
iснує низка альтернативних до вище зазначеного способiв виведення
рiвнянь руху точкових зарядiв [1, 9, 13–15]. Майже усi вони приво-
дять до рiвняння Лоренца-Абрагама-Дiрака [16] чи його нерелятивi-
стичного наближення, вiдомого як рiвняння Абрагама-Лоренца [17].
З цих рiвнянь можна однозначно вивести рiвняння балансу енер-
гiї [9, § 75], що мiстить член Шотта, якою б не була його величина.

Подiбно до iнтенсивностi випромiнювання, в пiдручниках роз-
глядається потiк моменту iмпульсу, що втрачається зарядами через
випромiнювання. Для однiєї частинки в консервативному централь-
ному полi швидкiсть втрати моменту iмпульсу можна знайти в [6],

1Тобто рухом, який був би стацiонарним, коли знехтувати випромiнюванням.
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для системи зарядiв вiдповiдну формулу виведено в [9, § 72,§ 75]. Як
i у випадку з енергiєю, ця формула не узгоджується з моментом
сил променевої протидiї зарядам, а рiзниця рiвна швидкостi змiни
векторної величини, котру тут називатимемо моментом iмпульсу
Шотта. У згаданих пiдручниках пропонується, за аналогiєю до ви-
падку з енергiєю, нехтувати вiдповiдним членом типу Шотта i в рiв-
няннi балансу моменту iмпульсу також.

У данiй роботi продемонстровано, що загалом така процедура є
некоректною, i може приводити до хибних вислiдiв навiть у нереля-
тивiстичному наближеннi. Для цього розглядається вiльна електри-
чно нейтральна дзиґа, що має власний сталий електричний диполь-
ний момент. Поступальний рух такої дзиґи є тривiальним рухом за
iнерцiєю, а для опису її обертального руху можна використати рiв-
няння балансу моменту iмпульсу. Виникає питання: чи включати у
це рiвняння шоттiвський член ? В обидвох випадках (з членом i без)
рiвняння балансу можна звести до нелiнiйних рiвнянь типу Ойле-
ра, i якщо дзиґа аксiально-симетрична, то цi рiвняння iнтеґровнi.
Отриманi розв’язки в обидвох випадках суттєво вiдрiзняються один
вiд одного, i представляють цiлком рiзнi еволюцiї дзиґи. Таким чи-
ном, постає проблема вибору коректного рiвняння балансу моменту
iмпульсу, яка дискутується у Висновках.

2. Рiвняння балансу моменту iмпульсу системи за-

рядiв

Розгляньмо нерелятивiстичну систему зарядiв q з масами m, роз-
ташованих у просторi в точках r(t) i рухомих зi швидкостями ṙ ≡
dr /dt , значно меншими вiд швидкости свiтла c. Така система втра-
чає енергiю за через дипольне випромiнювання (iншi мультипольнi
компоненти в нерелятивiстичному наближеннi є нехтувано малими).
Так само, система втрачає момент iмпульсу, який можна обчисли-
ти по-рiзному. В пiдручнику Ландау i Лiфшиця це зроблено двома
способами. 1-й спосiб, подiбний до отримання формули Лармора –
шляхом пiдрахунку потоку моменту iмпульсу дипольного випромi-
нювання через сферу, що охоплює заряди – приводить до формули
(див. [9], §72, Задача 2, р-ня (3); також р-ня (75.7))

dL

dt
= − 2

3c3
ḋ× d̈ (2.1)

для моменту iмпульсу L =
∑

m r × v, де d =
∑

qr – дипольний
момент системи; тут i далi пiдсумовування ведеться за усiма частин-
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ками системи.
2-й спосiб ґрунтується на обчисленнi моменту сил променевої про-

тидiї Абрагама-Лоренца, i дає iншу формулу (див. [9], §75, р-ня без
номера):

dL

dt
=

2

3c3
d×

...
d . (2.2)

Щоб отримати узгодження з формулою (2.1), автори [9] представля-
ють вираз у правiй частинi (2.2) у виглядi:

d×
...
d =

d

dt
d× d̈− ḋ× d̈ (2.3)

i, зауваживши, що повна похiдна за часом (1-й член справа) пропа-
дає внаслiдок усереднення впродовж стацiонарного руху (маючи на
думцi майже стацiонарний рух; див. виноску1 на стор. 1), отримують
формулу (2.1).

За аналогiєю до поняття енергiї Шотта [1, 2], зручно ввести ве-
кторну величину, яку зватимемо момент iмпульсу Шотта:

LS ≡ 2

3c3
d× d̈ =

2

3c3
d

dt
d× ḋ. (2.4)

Тодi з урахуванням р-ня (2.3) праву частину р-ня (2.2) можна звести
до правої частини р-ня (2.1) плюс шоттiвський член L̇S (швидкiсть
змiни моменту iмпульсу Шотта), який в [9, § 75] вважається нехту-
вано малим.

В пiдручнику Джексона [6, § 16.2] з рiвняння Абрагама-Лоренца
для частинки в зовнiшньому центральному полi V (r):

mv̇ = Fex +
2q2

3c3
v̈, де Fex = −dV

dr

r

r
, (2.5)

виводять рiвняння балансу моменту iмпульсу L = mr× v частинки:

dL

dt
=

2q2

3c3
r × v̈. (2.6)

Тут враховано, що момент зовнiшньої сили r × Fex = 0, а решту у
правiй частинi знову можна представити так:

2q2

3c3
r × v̈ = τ0

d2L

dt2
− 2q2

3c3
v × v̇. (2.7)

де τ0 =
2q2

3mc3
– малий параметр з розмiрнiстю часу (для електрона

τ0 ≈ (2/3)×10−23сек.). В [6, § 16.2] припускається, що момент iм-
пульсу L мало змiнюється за час τ0. Тому 1-м, шоттiвським членом
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L̇S = τ0L̈, можна знехтувати, що зводить р-ня (2.6) до такого:

dL

dt
= −2q2

3c3
v × v̇. (2.8)

Прискорення у 2-му членi виражають через зовнiшню силу з допо-
могою незбуреного рiвняння руху2. В результатi отримано рiвняння
балансу:

dL

dt
= −τ0

m

〈

1

r

dV

dt

〉

L, (2.9)

в якому усереднення 〈. . . 〉 здiйснено вздовж орбiти. З цього рiвняння
випливає, що |L̇| = O(τ0), а |L̇S| = |τ0L̈| = O(τ30 ), отже нехтування
шоттiвським членом було законним.

В наступних роздiлах ми розглянемо контрприклад, коли нехту-
вання шоттiвським членом приводить до неправильних вислiдiв.

3. Рiвняння руху вiльної поляризованої дзиґи

Нехай система зарядiв становить композитну частинку, яку роз-
глядатимемо як тверде тiло – вiльну дзиґу. Якщо дзиґа в цiлому
електро-нейтральна, то її поступальний рух – це тривiальний рух за
iнерцiєю. Обертальний рух дзиґи можна описати з допомогою рiвня-
ння балансу моменту iмпульсу. Для цього довiльну точку дзиґи r(t)
представимо так: r(t) = O(t)ρ, де O(t) ∈ SO(3) є матрицею повороту,
а ρ – стале (у часi) розташування цiєї точки у власнiй системi вiдлiку
дзиґи. Звiдси маємо кiнематичнi спiввiдношення:

v ≡ ṙ = Ȯρ = O(Ω× ρ),

v̇ = O{Ω× (Ω× ρ) + Ω̇× ρ}, (3.1)

де Ω – вектор кутової швидкости дзиґи у її власнiй системi вiдлiку,
дуальний до косо-симетричної матрицi Ω ≡ OTȮ. Загалом, для до-
вiльного вектору α у власнiй системi вiдлiку, та його образу a = Oα

в лабораторнiй, має мiсце спiввiдношення:

ȧ = O{α̇ + Ω×α}. (3.2)

Цi кiнематичнi спiввiдношення можна пiдставити у рiвняння балансу
моменту iмпульсу, щоб отримати рiвняння обертального руху типу
Ойлера.

2Зауважмо, що в [9, §75] цей спосiб застосовують не лише до рiвнянь балан-
су, але i для редукцiї прискорень i вищих похiдних у правiй частинi рiвнянь
Абрагама-Лоренца (2.5) чи Лоренца-Абрагама-Дiрака, а редукованi таким чи-
ном рiвняння називають в лiтературi рiвняннями Ландау-Лiфшиця.
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У цьому мiсцi виникає дилема – яке саме рiвняння балансу обра-
ти: (2.1) чи (2.2)?

Розгляньмо обидвi можливостi.
Пiдставляння спiввiдношень (3.1) в (2.1) дає рiвняння:

IΩ̇ + Ω× IΩ = − 2

3c3
{(d×Ω)2Ω + (d · (Ω× Ω̇))d}, (3.3)

де I = ||Iij || (i, j = 1, 2, 3) – тензор iнерцiї, а d ≡ OT
d =

∑

mρ –
сталий дипольний момент дзиґи у її власнiй системi вiдлiку.

Подiбним чином, врахування (3.1) i (3.2) в (2.2) дає рiвняння:

IΩ̇ + Ω× IΩ =
2

3c3
d× {d× (Ω2

Ω− Ω̈)

+ (d · Ω̇)Ω + 2(d ·Ω)Ω̇}; (3.4)

де Ω ≡ |Ω|. Це рiвняння, що є вiдповiдником рiвняння Абрагама-
Лоренца для дзиґи, природньо назвати рiвнянням Абрагама-
Лоренца-Ойлера (АЛО). Рiвняння (3.3), в якому у порiвняннi з
(3.4) знехтувано шоттiвським членом, назвемо вкороченим рiвнян-
ням АЛО.

Для опису повної динамiки дзиґи у просторi рiвняння (3.3) чи
(3.4) слiд доповнити рiвняннями Пуасона:

Ω1 = ϕ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ

Ω2 = ϕ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ

Ω3 = ϕ̇ cos θ + ψ̇, (3.5)

що пов’язують компоненти кутової швидкости Ω = {Ω1,Ω2,Ω3} з
кутами Ойлера ϕ, θ, ψ.

4. Динамiка аксiально-симетричної дзиґи

4.1. Вкороченi рiвняння Абрагама-Лоренца-Ойлера

Надалi обмежимося випадком аксiально-симетричної дзиґи з ди-
польним моментом вздовж осi симетрiї:

Iij = Iiδij , I2 = I1; d1 = d2 = 0, d3 ≡ d (4.1)

(пiдсумовування за i немає). Також вважатимемо, що I1 6= 0, I3 6= 0,
якщо не зазначено iнше. Тодi рiвняння (3.3) розчеплюється у таку
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нелiнiйну систему рiвнянь, зведену до нормального вигляду:

Ω̇1 − (1 − I3/I1)Ω2Ω3 = −τΩ2

⊥
Ω1, (4.2)

Ω̇2 + (1 − I3/I1)Ω1Ω3 = −τΩ2

⊥Ω2, (4.3)

Ω̇3 = −τΩ2

⊥
Ω3, (4.4)

де знову введено малий параметр розмiрности часу τ =
2d2

3I1c3
, а

Ω⊥ = |Ω⊥| =
√

Ω2
1

+ Ω2
2
, де Ω⊥ = {Ω1,Ω2, 0}.

Щоб розв’язати цю систему, домножмо спочатку р-ня (4.2) на Ω2,
р-ня (4.3) на Ω1, i додамо їх, отримавши рiвняння для Ω⊥:

Ω̇⊥ = −τΩ3

⊥
. (4.5)

Його розв’язок

Ω⊥(t) = Ω⊥0/R(t), де R(t) ≡
√

1 + 2τΩ2

⊥0
t, Ω⊥0 ≡ Ω⊥(0), (4.6)

можна пiдставити в (4.4), а тодi – в (4.2), (4.3), звiвши усю систему до
лiнiйної. Скориставшись аксiальною симетрiєю, виберiмо початковi
умови так, щоб Ω10 ≡ Ω1(0) = 0. Тодi Ω⊥0 = |Ω20|, i розв’язок набуває
вигляду:

Ω1(t) =
Ω20

R(t)
sin

{

Ω̃30[R(t)−1]

τΩ2
20

}

, Ω2(t) =
Ω20

R(t)
cos

{

Ω̃30[R(t)−1]

τΩ2
20

}

,

Ω3(t) = Ω30/R(t), (4.7)

де Ω30 ≡ Ω3(0), а Ω̃30 ≡ (1 − I3/I1)Ω30.
Маючи цей розв’язок, можна визначити розташування дзиґи у

просторi у кожен момент часу. Для цього обернiмо рiвняння Пуа-
сона (3.5) щодо похiдних вiд кутiв Ойлера, звiвши цю систему до
нормального вигляду:

ϕ̇ = (Ω1 sinψ + Ω2 cosψ)/ sin θ,

θ̇ = Ω1 cosψ − Ω2 sinψ,

ψ̇ = Ω3 − (Ω1 sinψ + Ω2 cosψ) ctg θ. (4.8)

Пiдставляння у праву частину розв’язку (4.6)-(4.7), i замiна ча-
сової та однiєї з кутових змiнних:

t 7→ ϑ = [R(t)−1]/(τΩ2

⊥0), ψ 7→ ψ̃ = ψ − Ω̃30ϑ (4.9)

дозволяє спростити систему (4.8) до вигляду:

dϕ/dϑ = Ω20 cos ψ̃/ sin θ

dθ /dϑ = −Ω20 sin ψ̃,

dψ̃ /dϑ = Ω30I3/I1 − Ω20 cos ψ̃ ctg θ. (4.10)
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Оскiльки розглядається вiльна дзиґа в iзотропному просторi, то усi
її початковi розташування фiзично еквiвалентнi, i досить обрати
розв’язок для будь-яких початкових значень, наприклад, такий:

ψ̃ = 0 =⇒ ψ = Ω̃30ϑ,

θ = arctg(Ω20/Ω̃30),

ϕ =
Ω20

sin θ
ϑ (4.11)

Цей розв’язок з точнiстю до замiни t 7→ ϑ збiгається з розв’язком
незбурених рiвнянь Ойлера-Пуасона для вiльної симетричної дзиґи,
тобто рiвнянь (4.8) з функцiями Ωi(t) (i = 1, 2, 3), що є розв’язка-
ми р-нь Ойлера (4.2)-(4.4) з нулями у правiй частинi. Це означає,
що дзиґа обертаючись прецесує зi сталим кутом θ (тобто, θ̇ = 0), а
швидкiсть прецесiї ϕ̇ зменшується з часом як 1/R(t) ∼ 1/

√
t. Змен-

шується так само i швидкiсть власного обертання ψ̇, що є дивним.
Дiйсно, можна уявити еквiвалентну дзиґу – з тим самим тензором
iнерцiї та дипольним моментом, в якої усi заряди розташованi на осi
симетрiї. Тодi немає зарядiв, що обертаються вiдносно осi симетрiї.
Звiдки ж з’являється момент гальмiвної сили щодо цiєї осi ?

4.2. Редукованi рiвняння Абрагама-Лоренца-Ойлера

Розглянемо тепер рiвняння Абрагама-Лоренца-Ойлера (3.4). Воно
мiстить у правiй частинi 2-гу похiдну Ω̈, помножену на малий па-
раметр d2/c3 ∝ τ , тобто є синґулярно-збуреним рiвнянням, схожим
за структурою до рiвняння Абрагама-Лоренца (2.5). Такi рiвняння
допускають неаналiтичнi за параметром збурення τ надлишковi роз-
в’яки, що описують нефiзичний рух з необмеженим самоприскорен-
ням. Проблема усувається редукцiєю вищих похiдних у малих членах
з допомогою незбурених рiвнянь руху та їх диференцiйних наслiд-
кiв, що дає фiзично прийнятнi рiвняння руху типу Ландау-Лiфшиця
(див. зауваження2 на стор. 4).

Якщо розписати покомпонентно рiвняння (3.4) для аксiально-
симетричної дзиґи (4.1), i врахувати у правих частинах незбуренi
рiвняння Ойлера (р-ня (4.2)-(4.4) з нулями справа) разом з їх ди-
ференцiйними наслiдками, то отримуємо таку систему редукованих
рiвняннь Абрагама-Лоренца-Ойлера [18, 19]:

Ω̇1 − Ω2Ω̃3 = −τ{Ω2

⊥
+ (I3/I1)2Ω2

3}Ω1, (4.12)

Ω̇2 + Ω1Ω̃3 = −τ{Ω2

⊥
+ (I3/I1)2Ω2

3}Ω2, (4.13)

Ω̇3 = 0, (4.14)
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де Ω̃3 ≡ (1 − I3/I1)Ω3. З р-ня (4.14) випливає, що Ω3 = const. Решта
рiвнянь (4.12), (4.13) iнтеґруються подiбно до рiвнянь (4.2), (4.3).
Iз введеними вище позначеннями i аналогiчним вибором початкових
умов Ω10 = 0 розв’язок має вигляд:

Ω1 = Ω20Φ(t) sin Ω̃3t, Ω2 = Ω20Φ(t) cos Ω̃3t, (4.15)

Φ(t) ≡
√

β − 1

βe 2t/σ − 1
, β ≡ 1 +

I23Ω2
3

I2
1
Ω2

20

, σ ≡ I21
I2
3
Ω2

3
τ
. (4.16)

В границi Ω3 → 0 функцiя Φ(t) зводиться до 1/R(t); див. (4.6).
Рiвняння Пуасона (4.8) для цього випадку мають вигляд:

ϕ̇ = Ω20Φ(t) cos ψ̄/ sin θ

θ̇ = −Ω20Φ(t) sin ψ̄,

˙̄ψ = Ω30I3/I1 − Ω20Φ(t) cos ψ̄ ctg θ, (4.17)

де ψ̄ = ψ − Ω̃3t.
Знову, в силу iзотропности простору, досить знайти будь-який

частковий розв’язок рiвнянь (4.17). Це можна здiйснити чисельно,
оскiльки знайти точний аналiтичний розв’язок не вдається. Нато-
мiсть легко показати, що iснує частковий розв’язок з такою асим-
птотикою при t→ ∞:

ϕ ∼ (I3/I1)Ω3t, ψ ∼ Ω̃3t, θ ∼ e−t/σ. (4.18)

Отже, в границi t → ∞ дзиґа орiєнтується вертикально (θ → 0)
i обертається з кутовою швидкiстю φ̇+ ψ̇ = Ω3. Це не узгоджується
з розв’язком для випадку вкорочених рiвнянь Абрагама-Лоренца-
Ойлера, коли дзиґа при t → ∞ припиняє будь-який обертовий рух,
згiдно з розв’язком (4.11).

5. Висновки

Рiвняння балансу моменту iмпульсу системи зарядiв без члену Шот-
та (2.1) i з ним (2.2) приводять до рiзних обертальних рухiв симе-
тричної поляризованої дзиґи. В першому випадку дзиґа рухається
так, як i вiльна дзиґа Ойлера, сповiльнюючи однак в асимптотицi
t → ∞ усi кутовi швидкостi φ̇, ψ̇ (а θ̇ = 0) пропорцiйно за степене-
вим законом ∼ 1/

√
t; див. рис. 1. В другому випадку дзиґа зменшує

кут нахилу за експоненцiйним законом, стабiлiзуючи в асимптоти-
цi орiєнтацiю власної осi та власне обертання з кутовою швидкiстю
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Ω3, моментом iмпульсу L3 = I3Ω3 та енергiєю E = I3Ω2
3/2; рис. 2.

Хоча така поведiнка дзиґи видається природнiшою, нiж у першому
випадку, потрiбнi бiльш строгi аргументи на користь того чи iншого
рiвняння.

Згiдно з [9, § 75], рiвняння (2.2) виведено з виразу для сили ре-
акцiї дипольного випромiнювання – узагальнення виразу Абрагама-
Лоренца для системи зарядiв. Оскiльки рiвняння Абрагама-Лоренца
загальноприйняте, то слiд надати перевагу рiвнянню балансу (2.2).
Зауважмо, що автори пiдручника [9] очевидно розглядають його як
промiжну формулу (ненумеровану у текстi), яку далi зводять до
ранiше отриманого рiвняння (2.1) шляхом нехтування шоттiвським
членом. Умовою правомiрности такого кроку вказується стацiонар-
нiсть руху (очевидно, йдеться про незбурений рух). У нашому випад-
ку вiльна симетрична дзиґа Ойлера очевидно здiйснює стацiонарний
рух, однак врахування радiацiйного збурення без шоттiвського чле-
ну чи з ним приводить до рiзних майже стацiонарних рухiв з рiзни-
ми кiнцевими станами дзиґи. Тому застосування принаймнi одного
з рiвнянь балансу (2.1) чи (2.2) в нашому випадку є помилковим.

Подiбно до формули Лармора, рiвняння балансу (2.1) виведено
в [9] (§ 72, Задача 2) шляхом iнтеґрування потоку моменту iмпульсу
через сферу деякого радiусу R0, що охоплює систему зарядiв. Згiдно
з поширеною iнтерпретацiєю, енергiя Шотта (а в даному випадку –
момент iмпульсу) не врахована у формулi Лармора (у даному випад-
ку – в р-нi (2.1)), бо локалiзована поблизу зарядiв [4]. Але нехтування
шоттiвським членом у нашому випадку приводить до безповоротної
“втрати” дзиґою енергiї E = I3Ω2

3/2 та моменту iмпульсу L3 = I3Ω3

поза поверхню iнтегрування, що ставить пiд сумнiв таке припуще-
ння про локалiзацiю. Згiдно з iншою, пiзнiшою iнтерпретацiєю [5],
при розглядi формули Лармора зазвичай не враховують той факт,
що хоча радiус сфери iнтеґрування R0 випадає з остаточної формули
(див., наприклад, (67.8) чи (67.9) в [9]), її права частина вiдноситься
до моменту часу, спiзненого на R0/c – величину, необхiдну для дося-
гнення електромагнетним сигналом сфери з її центру. Перерахунок
формули Лармора до “реального” часу, здiйснений в [5], вiдновлює у
нiй шоттiвський член, i цим усуває неузгодженiсть рiвнянь балансу
енергiї. Такий перерахунок, однак, апелює до електромагнетної стру-
ктури заряджених частинок, що вiдiграє, таким чином, роль носiя
енергiї Шотта. В Додатку подiбний перерахунок здiйснено у рiвнян-
нi балансу моменту iмпульсу зарядженої частинки, який демонструє
коректнiсть формули (2.2) i хибнiсть застосування формули (2.1).
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Рис. 1. Злiва – годограф кутової швидкости Ω у власнiй системi вiд-
лiку симетричної поляризованої дзиґи та його проєкцiї на коорди-
натнi площини згiдно iз вкороченими рiвняннями АЛО: вiдношення
головних моментiв iнерцiї I3/I1 = 2/5, початкова кутова швидкiсть
Ω0 = {0, 0.1, 0.2} в одиницях 1/τ . Справа – якiсна поведiнка дзиґи
у просторi: кут нахилу θ – сталий, а кутовi швидкостi прецесiї ϕ̇ та
власного обертання ψ̇ зменшуються в асимптотицi t→ ∞ як ∼ 1/

√
t.

Рис. 2. Те саме, що й на рис. 1, але згiдно з редукованими рiвняннями
АЛО: кут нахилу θ в асимптотицi t → ∞ експоненцiйно прямує до
нуля, а кутова швидкiсть власного обертання прямує до сталої Ω3.
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Додаток. До природи шоттiвського члена у рiвнян-

нi балансу моменту iмпульсу

Услiд за [5] представимо заряджену частинку як сферу малого радi-
усу r0, а її масу – як суму “защепної” маси m0 та електромагнетної
маси mem = 2q2/(3c2r0). Тодi рiвняння руху можна представити так:

d

dt

{

m0v(t) +memv(t− r0/c)
}

+O(r0) = Fex(t), (A.1)

що в границi r0 → 0 повна маса m = m0 +mem залишається скiнчен-
ною, а рiвняння (A.1) переходить в (2.5). 1-й член у фiгурних дужках
представляє “защепний” внесок в iмпульс частинки, 2-й член – вне-
сок її електромагнетного “хутра”; внаслiдок скiнченности розмiрiв
заряду ця частина реагує на змiну швидкости зi спiзненням. Нада-
лi момент часу t як аргумент фiзичних величин будемо упускати, а
спiзнений момент часу t− r0/c будемо вiдзначати iндексом “ret”.

Домножмо рiвняння (A.1) векторно на r i перегрупуймо члени:

d

dt

{

m0r × v +mem[r × v]ret
}

+O(r0) = −2q2

3c3
[v × v̇]ret. (A.2)

Це рiвняння прояснює змiст рiвняння (2.8): злiва у фiгурних дуж-
ках – повний момент iмпульсу частинки, що мiстить “защепний” та
електромагнетний внески. Справа – результат iнтеґрування потоку
моменту iмпульсу через сферу, радiус якої не може бути меншим,
нiж r0 (звiдси i спiзнений арґумент). У границi

lim
r0→0

mem

{

[r × v]ret − r × v
}

= −τ0L̇ ≡ −LS, (A.3)

де τ0 = 2q2/(3mc3), що зводить рiвняння (A.2) до (2.6). Очевидно,
що подiбним чином можна iнтерпретувати зв’язок рiвняннь балансу
(2.1) i (2.2) для системи зарядiв.
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