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Вiльний пропагатор сильно анiзотропних систем з вiльними
поверхнями

М.А. Шпот

Анотацiя. Представлено короткий огляд флуктуацiйно iндукова-
них сил у статистичних системах з плiвковою геометрiєю, що пере-
бувають у критичнiй точцi, та розрахунку амплiтуд Казимира, якi
характеризують цi сили кiлькiсно. Особливий наголос зроблено на
розглядi особливостей сильно анiзотропних m-вiсних систем у точцi
Лiфшица, зокрема, на випадку “перпендикулярної” орiєнтацiї повер-
хонь з вiльними граничними умовами. За межами найпростiшого
однопетльового наближення розрахунки амплiтуд Казимира немо-
жливi без знання Гаусового пропагатора, що вiдповiдає лiнiям дiа-
грам Фейнмана в теорiї збурень. Ми представили явний вираз для
такого пропагатора у випадку анiзотропної системи з паралельними
поверхнями, перпендикулярними до однiєї з осей анiзотропiї.

The free propagator of strongly anisotropic systems with free
surfaces

M.A. Shpot

Abstract. A brief overview of fluctuation-induced forces in statisti-
cal systems with film geometry at the critical point and the calculati-
on of Casimir amplitudes, which characterize these forces quantitati-
vely, is presented. Particular attention is paid to the special features of
strongly anisotropic m-axis systems at the Lifshitz point, specifically, in
the case of a “perpendicular” orientation of surfaces with free boundary
conditions. Beyond the simplest one-loop approximation, calculations
of Casimir amplitudes are impossible without knowledge of the Gaussi-
an propagator, which corresponds to the lines of Feynman diagrams in
the perturbation theory. We present an explicit expression for such a
propagator in the case of an anisotropic system with parallel surfaces
perpendicular to one of the anisotropy axes.
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1. Флуктуацiйно iндукованi сили у фiзицi просто-

рово обмежених систем

Теоретичнi дослiдження просторово обмежених систем є особливо
важливими, оскiльки всi реальнi фiзичнi об’єкти мають граничнi
поверхнi i скiнченнi розмiри. Бiльше того, в таких об’єктах прояв-
ляються ефекти, вiдсутнi в iдеальних модельних системах без про-
сторових обмежень. Одним iз прикладiв є ефект Казимира в кри-
тичних системах, який полягає у виникненнi флуктуацiйно iндуко-
ваних сил притягання чи вiдштовхування мiж граничними поверх-
нями. Вiн вiдбувється завдяки далекосяжним флуктуацiям тодi, ко-
ли температура наближається до критичної точки фазового перехо-
ду в безмежному об’ємi. Величина таких флуктуацiйно iндукованих
взаємодiй може вимiрюватися експериментально [1–3] i визначається
значенням т. зв. амплiтуд Казимира.1

Назва ефекту походить вiд iменi датського фiзика Казимира,
який у 1948 р. показав [9], що паралельнi провiднi пластини розмiще-
нi у вакуумi притягаються завдяки iснуванню нульових вакуумних
флуктуацiй електромагнiтного поля. Казимир розрахував енергiю
взаємодiї δE(L) мiж цими поверхнями на одиницю площi i отримав
результат

δE(L)/A = ~c
(

− π2

720

)

L−3, (1)

де A — площа пластин, а L — вiдстань мiж ними. Коефiцiєнт −π2/720
згодом почали називати амплiтудою Казимира. Диференцiюючи ос-
таннiй вираз за L, Казимир записав вираз для сили притягання мiж
пластинами

|F| = ~c
π2

240
L−4 = 0.013L−4

µ dyne/cm2, (2)

де Lµ — вiдстань мiж поверхнями вимiряна в мiкронах, i зауважив,
що що цю силу можливо вимiряти експериментально, що було успi-
шно реалiзовано в роботi [10].

У статистичну фiзику ефект Казимира “прийшов” завдяки ви-
значнiй роботi Фiшера i де Жена 1978 р. [11]. Вони передбачили
аналогiчне притягання мiж паралельними поверхнями зануреними
в рiдину, що перебуває у критичнiй точцi. На основi скейлiнгового

1Ефекту Казимира в критичних системах (чи термодинамiчному ефекту Ка-
зимира) присвяченi огляди [4–8]. В останньому з них особлива увага придiляється
експериментам.
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аналiзу сингулярної частини вiльної енергiї такої системи цi автори
отримали для енергiї взаємодiї поверхонь оцiнку

δE(L)/A ∼ −kBT L−2, (3)

яка є аналогом формули Казимира (1) в статистичнiй фiзицi. У три-
вимiрному просторi вiдповiдна сила притягання спадає за степене-
вим законом ∼ L−3.

У 1981 р. Симанзiк показав [12], що аналог ефекту Казимира
iснує в безмасовiй (супер)перенормовнiй квантовiй теорiї поля з вза-
ємодiєю gφ4 в просторi вимiрностi d = 4 − ε i геометрiєю плiвки
∞d−1 × L. Вiн довiв скiнченнiсть енергiї Казимира δE(L) для пари
паралельних поверхонь з нульовими граничними умовами Дiрiхле у
всiх порядках теорiї збурень, а також отримав явний вираз для цiєї
енергiї в першому порядку за константою зв’язку g [12, стор. 12].2

Виявилося, що в d-вимiрному просторi δE(L) ∼ Ld−1. Ця зале-
жнiсть узагальнює степенi L, що фiгурували у формулах (1) i (3)
на промiжок 2 ≤ d ≤ 4, де для сили Казимира ми маємо F ∼ L−d.
У граничному випадку d = 2 виникають додатковi логарифмiчнi
залежностi. Згiдно з передбаченням Фiшера i де Жена [11], у двови-
мiрному просторi δE(L) ∼ (lnL)/L.

Формально така сама теорiя в теоретико-польовому пiдходi опи-
сує критичнi явища в класичних статистичних системах. Саме в
цьому контекстi були виконанi розрахунки роботи Креха i Дiтрi-
ха [13, 15]. Тут амплiтуди Казимира вперше визначалися для си-
стем статистичної фiзики з n-компонентним параметром порядку
i рядом рiзних граничних умов на поверхнях з використанням ε-
розкладу Вiльсона-Фiшера [16]. Ця робота дала поштовх до появи
великої кiлькостi теоретичних [4,6,17,18], експериментальних [1–3] i
чисельних [19–23] дослiджень ефекту Казимира в просторово обме-
жених статистичних системах. Далекосяжнi сили подiбного характе-
ру є надзвичайно важливими для нанофiзики та для практичних по-
треб у створеннi максимально компактних приладiв. Проблематика
такого типу докладно розглядається в оглядi [24].

Новим кроком, який необхiдно було зробити з часiв пiонерських
робiт 1981 та 1991 рокiв, де амплiтуди Казимира визначалися тiльки
в лiнiйному за ε наближеннi, стала робота за участю автора [25]. Тут
вперше в лiтературi вдалося просунутися в наступний порядок теорiї

2В роботi [12] цей результат наведено без жодних розрахункових деталей.
Згодом, у контекстi статистичної фiзики, його було вiдтворено в [13, (5.11)] за
допомогою iмпульсного представлення. У реальному просторi його вивiд з вико-
ристанням iнтегралiв вiд добуткiв дзета-функцiй Гурвiца виконано в [14].
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збурень при розглядi плiвкових систем з перiодичними та спецiаль-
ними граничними умовами. Було показано, що внаслiдок особливо-
стей iнфрачервоної поведiнки певного класу дiаграм Фейнмана, у
цих випадках ε-розклад амплiтуд Казимира втрачає аналiтичнiсть
за межами першого порядку. Всупереч наївним очiкуванням додан-
ка порядку O(ε2), було виявлено поправку O(ε3/2) i знайдено кое-
фiцiєнт цiєї нової поправки в явному виглядi. Було також показано,
що ε-розклади таких амплiтуд, крiм цiлих степенiв ε, включають не-
цiлi степенi εk/2 з k ≥ 3, а також степенi ln ε. Ключовою iдеєю, яка
забезпечила систематичний пiдхiд до проблеми, було видiлення не-
безпечної нульової моди i утворення пов’язаного з нею ефективного
гамiльтонiана H(d−1)

eff шляхом вiдiнтегровування ненульових мод.
До цього часу, як зазвичай, ми обговорювали виключно просто-

рово однорiднi системи. Їх характерною рисою є наявнiсть iзотро-
пної масштабної iнварiантностi. Це означає, що у вiдсутностi границь
цi системи залишаються “самоподiбними”, коли вiдстанi ∆x вздовж
будь-яких напрямiв перетворюються як ∆x = ℓ∆x′, де ℓ — довiль-
ний масштабний фактор. У таких системах кореляцiйна довжина ξ
проявляє однаковi степеневi сингулярностi ∼ |T/Tc−1|−ν у всiх про-
сторових напрямах, коли температура наближається до критичної.

Проте, коли йдеться про системи з неоднорiдностями, якi призво-
дять до втрати глобальної трансляцiйної iнварiантностi, в них iснує
один або декiлька особливих напрямiв (осей анiзотропiї), вздовж
яких масштаб вiдстаней ∆xα повинен змiнюватися нетривiальним
степенем ℓθ масштабного фактора ℓ = ∆xβ/∆x′

β , пов’язаного з ре-
штою напрямiв. При цьому, для кореляцiйних довжин ξβ i ξα асим-
птотичнi степеневi закони ξβ,α ∼ |T/Tc − 1|−νβ,α визначаються рi-
зними показниками νβ i να = θνβ ; величина θ називається iндексом
(показником) анiзотропiї. Такi системи називаються системами з анi-
зотропною масштабною iнварiантнiстю [26–28].

У природi iснує багато фiзичних об’єктiв з такими властивостя-
ми. Важливими прикладами є магнетики, такi як MnP [29–31], твердi
тiла зi структурними фазовими переходами [32, 33], рiдкi кристали
[34–36], сегнетоелектрики [37–39]. Вони характеризуються складни-
ми фазовими дiаграмами з особливою (мульти)критичною точкою
Лiфшица [40–43], в околi якої i реалiзується анiзотропна масштабна
iнварiантнiсть. Теорiя ефектiв просторового обмеження таких систем
поки-що знаходиться на стадiї становлення [44–48].

Через те, що сильно анiзотропнi системи мають рiзнi фiзичнi вла-
стивостi в α- i β-напрямах, слiд очiкувати, що обмеження їх поверх-
нями приводить до бiльш складних ефектiв порiвняно з випадком
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iзотропних систем. Насправдi, сили, iндукованi просторовим обмеже-
нням флуктуацiй в присутностi анiзотропiї вiдрiзняються як кiлькi-
сно, так i якiсно вiд розглянутих на початку роздiлу. Зокрема, стати-
стичний ефект Казимира залежить вiд просторової орiєнтацiї грани-
чних поверхонь вiдносно напрямiв осей анiзотропiї. Так, в роботi [44]
було визначено два принципово рiзнi варiанти орiєнтацiї поверхонь:
“паралельну” орiєнтацiю, при якiй поверхнi є паралельними до всiх
осей анiзотропiї, i “перпендикулярну”, коли одна з осей анiзотропiї є
ортогональною до поверхонь.

Ефективнi сили Казимира, якi виникають в сильно анiзотропних
системах мiж поверхнями з рiзними орiєнтацiями мають наступний
характер [44]:

FC ∝
L→∞

{

∆BC
‖ L−λ‖ ,

∆BC
⊥ L−λ‖/θ,

де λ‖ = d−m + θm. (4)

Тут ∆BC
‖ i ∆BC

⊥ — амплiтуди Казимира, що вiдповiдають паралель-
нiй i перпендикулярнiй орiєнтацiям i залежать вiд граничних умов
на поверхнях (на що вказують iндекси “BC”), а m — кiлькiсть осей
анiзотропiї. Показник загасання λ⊥ = λ‖/θ при перпендикулярнiй
орiєнтацiї поверхонь є в 1/θ ≈ 2 рази бiльшим3, нiж у випадку па-
ралельної орiєнтацiї, i далекодiючi ефективнi сили проявляють себе,
вiдповiдно, у значно меншiй мiрi.

2. Термодинамiка статистичного ефекту Казимира

Залежнiсть сил Казимира вiд орiєнтацiї поверхонь вiдносно осей анi-
зотропiї проявляється на рiвнi визначення i скейлiнгової поведiн-
ки базової термодинамiчної величини, надлишкової вiльної енергiї
fa,b
res (L) анiзотропних систем у плiвковiй геометрiї.

У загальному, для систем, обмежених двома паралельними по-
верхнями, розмiщеними на вiдстанi L, величина fa,b

res (L) визначається
наступним виразом для густини вiльної енергiї на одиницю площi:

fL ≡ lim
A→∞

F

AkBT
= Lf∞ + fa

s + f b
s + fa,b

res (L) . (5)

Тут F = −kBT lnZ — повна вiльна енергiя системи в шарi товщини
L, Z — вiдповiдна статистична сума, A — площа (d − 1)-вимiрних

3Така оцiнка пов’язана з тим, що в точцi Лiфшица [40–43] iндекс анiзотропiї
θ пов’язаний спiввiдношенням θ = (2 − η⊥)/(4 − η‖) з (малими) критичними
показниками кореляцiй η⊥ i η‖ у напрямах, перпендикулярних i паралельних до
осей анiзотропiї [49, 50].
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гiперповерхонь, якими ця система обмежена, f∞ — густина вiльної
енергiї на одиницю об’єму в безмежнiй системi, i fa

s + f b
s — сумарна

густина поверхневих вiльних енергiй обидвох границь на одиницю
площi.4 Надлишкова вiльна енергiя fa,b

res (L) залежить як вiд темпе-
ратури, так i вiд величини L. Згiдно з теорiєю скейлiнгу для систем
скiнчених розмiрiв (finite-size scaling) [51], ця функцiя має скейлiн-
гову форму

fa,b
res (L) ≈ L−ζι Θa,b(L/ξ∞) . (6)

Тут ξ∞ — кореляцiйна довжина в системi безмежних розмiрiв, а
Θa,b(x) — унiверсальна скейлiнгова функцiя, форма якої залежить
вiд типу об’ємного класу унiверсальностi системи, її геометрiї i типiв
поверхонь, що її обмежують. Показник спадання ζι теж унiверсаль-
ний, i у випадку iзотропних систем з короткосяжними взаємодiями
вiн пов’язаний тiльки з вимiрнiстю системи d i рiвний ζι = d− 1.

Коли температура рiвна критичнiй температурi безмежної систе-
ми Tc i об’ємна кореляцiйна довжина ξ∞ стає безмежною, величина
fa,b
res (L) спадає як

fa,b
res (L) ∼ Θa,b(0)L−ζι ≡ ∆BC

ι L−ζι (7)

в границi L → ∞. Для даного середовища i типу поверхонь зна-
чення скейлiнгової функцiї Θa,b(0) визначає амплiтуду Казимира
Θa,b(0) ≡ ∆BC, константу пропорцiйностi, яка вже ранiше фiгуру-
вала у рiвняннi (4). Ця константа є унiверсальною величиною, зале-
жною тiльки вiд найважливiших загальних характеристик системи
i вiд типу граничних умов BC = {a, b}, накладених на її границях.

Амплiтуда Казимира є пропорцiйною до величини iндукованої да-
лекосяжними флуктуацiями сили, що виникає мiж поверхнями при
критичнiй температурi i визначається як

FC

kBTc
= − ∂

∂L
fa,b
res (L;T = Tc) = ζι∆

BCL−(ζι+1). (8)

Вiд’ємнi значення амплiтуд Казимира ∆BC вiдповiдають силам при-
тягання мiж поверхнями, а додатнi — силам вiдштовхування.

Як вже згадувалося, у випадку звичайних iзотропних систем по-
казник спадання ζι = d − 1, i вiн не залежить вiд способу розмiще-
ння поверхонь. Коли ж ми маємо справу iз сильно анiзотропними
системами, суттєве значення має орiєнтацiя поверхонь [44], яку ми

4 Iндексами a, b позначаються як самi поверхнi, так i граничнi умови, вибранi
на кожнiй з них. Граничнi умови можуть бути рiзними на кожнiй з поверхонь.
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визначаємо iндексом ι = {‖,⊥} для паралельної i перпендикуляр-
ної геометрiй, вiдповiдно. В m-вiснiй системi у d вимiрах ми маємо
(порiвн. з (4))

ζ‖ = d−m + θm− 1 i ζ⊥ = (d−m)/θ + m− 1 . (9)

Як показники спадання ζι, так i амплiтуди Казимира ∆BC
ι з ι = ‖ i

⊥ залежать не тiльки вiд граничних умов на поверхнях, а й вiд орi-
єнтацiї цих поверхонь вiдносно осей анiзотропiї, наявних у системi.

Першi некласичнi вирази для амплiтуд Казимира ∆per
ι в точцi

Лiфшица для анiзотропних систем з перiодичними граничними умо-
вами i обидвома варiантами орiєнтацiї поверхонь були отриманi в
роботi [44]. Дослiдження аналогiчних систем з вiльними граничними
умовами типу Дiрiхле є набагато складнiшими, на них ми зупини-
мося у подальшому.

3. Анiзотропнi систем з вiльними граничними умо-

вами

Модельнi системи з вiльними граничними умовами є привабливи-
ми з точки зору фiзики, оскiльки вони бiльш-менш реалiстично вiд-
ображають вiдповiднi просторово обмеженi фiзичнi об’єкти. Проте,
вiдсутнiсть трансляцiйної iнварiантностi (на вiдмiну вiд перiодичних
граничних умов) у таких системах суттєво ускладнює їх математи-
чний опис. Присутнiсть анiзотропiї ще бiльше ускладнює ситуацiю.

Випадок паралельної орiєнтацiї поверхонь в системах з вiльними
граничними умовами є технiчно простiшим, i в роботi [44] вдалося
розрахувати вiдповiднi амплiтуди Казимира з точнiстю до O(ε) (де
ε = 4 + m/2 − d), а також у сферичнiй границi n-векторної моделi
Стенлi, n → ∞.

Накладання вiльних граничних умов на поверхнi передбачає, що
в системi вiдбувається звичайний (ordinary) перехiд при T = Tc [52].
Коли йдеться про перпендикулярну орiєнтацiю поверхонь i точку Лi-
фшица, то вiльнi граничнi умови вiдповiдають парi умов φ = ∂nφ = 0
на границi [53], де ∂n означає похiдну вздовж внутрiшньої нормалi до
поверхнi, тобто, вздовж однiєї з осей анiзотропiї. Для цiєї геометрiї
в роботi [44] амплiтуду Казимира ∆ord

⊥,LP було розраховано в гаусо-
вому наближеннi, що дало тiльки ведучий член нульового порядку
можливого ε-розкладу.

Для отримання цього результату потрiбна статистична сума Z
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була записана в [44] у виглядi функцiонального iнтеграла

Z =

∫

Dφ e−HLP
0 [φ]

∏

r

2
∏

j=1

δ (φ(r, zj)) δ (∂zφ(r, zj)) , (10)

подiбно, як це робилося в [54, 55]. Тут функцiональне iнтегрування
поширюється на конфiгурацiї поля φ(x) = {φi(x), i = 1, . . . , n} для
всiх x в безмежному просторi R

d, а геометричнi обмеження разом
з необхiдними граничними умовами накладаються шляхом введення
вiдповiдних дельта-функцiй. Цi дельта-функцiї забезпечують зану-
лення поверхневих полiв i їх нормальних похiдних на поверхнях, що
проходять через точки z1 = 0 i z2 = L, а також вiддiлення внутрi-
шнього об’єму плiвки, яка нас цiкавить, вiд решти простору поза
її межами [12, 56, 57]. Вiдповiдно до перпендикулярної конфiгура-
цiї, що розглядається, вiсь z спiвпадає з одним iз α-напрямiв (див.
стор. 3). Нарештi, HLP

0 [φ] — трансляцiйно iнварiантний Гаусовий
ефективний гамiльтонiан необмеженої системи безпосередньо в то-
чцi Лiфшица [40], що мiстить тiльки квадратичнi доданки за полем,

HLP
0 [φ] =

1

2

∫

dd−mxβ

∫

dmxα

(

|∇βφ|2 + |∆αφ|2
)

, (11)

де градiєнтний оператор ∇β дiє вздовж β-напрямiв у пiдпросторi
R

d−m
β , а оператор Лапласа ∆α — вздовж осей анiзотропiї в пiдпро-

сторi Rm
α повного фiзичного простору вимiрностi d.

Результатом функцiонального iнтегрування в (10), виконаного в
[44], є представлення амплiтуди Казимира ∆ord

⊥,LP(d,m, n) з 1 ≤ m ≤ d

у виглядi подвiйного iнтеграла5

∆ord
⊥,LP =

n

2
Kd−mKm−1

∫ ∞

0

dp pd−m−1

∫ ∞

0

dq qm−2

ln
[

2e−2κ+

(

ch 2κ+ +
κ2
+

κ2
−

cos 2κ− − 1 − κ2
+

κ2
−

)]

, (12)

де κ∓ = (1/
√

2)
√

√

p2 + q4 ∓ q2, а p i q — модулi iмпульсних змiнних,

спряжених до радiус-векторiв xβ ∈ R
d−m
β i xα ∈ R

m−1
α , якi лежать

у (d−1)-вимiрних гiперплощинах R
d−m
β ⊕R

m−1
α , паралельних до гра-

ничних поверхонь.

5 У крайнiх точках iнтервалу m = 1 i m = d результати спрощуються до
однократних iнтегралiв.
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Пiдкреслимо, що результат (12) було отримано за допомогою шту-
чної процедури без знання Гаусового пропагатора обмеженої систе-
ми, що розглядається. Ми не можемо аналогiчним чином просуну-
тися у вищi порядки теорiї збурень за ε = 4 + m/2 − d. Для побудо-
ви Фейнманiвських дiаграм вищих порядкiв необхiдно розрахувати
вiльний пропагатор теорiї. Результат буде представлено в наступно-
му пунктi.

4. Вiльний пропагатор плiвки з перпендикулярною

орiєнтацiєю вiльних поверхонь

У точцi Лiфшица Гаусова теорiя плiвкової системи з перпендикуляр-
ною орiєнтацiєю вiльних поверхонь описується ефективним гамiль-
тонiаном (11), в якому просторове iнтегрування вздовж однiєї з осей
анiзотропiї, z ≡ x

(m)
α , обмежується скiнченним промiжком [0, L]:

HLP
0⊥[φ] =

1

2

∫

dd−mxβ

∫

dm−1xα

∫ L

0

dz
(

|∇βφ|2 + |∆αφ|2
)

. (13)

Для спрощення запису в порiвняннi з [44] ми покладаємо рiвним
одиницi коефiцiєнт σ0 бiля |∆αφ|2; при потребi залежнiсть вiд цього
параметра можна вiдтворити за допомогою скейлiнгових мiркувань.
Iмпульснi змiннi, спряженi необмеженим перпендикулярним i пара-
лельним координатам xβ i xα, позначатимемо як i ранiше, p i q.

Для знаходження pqz-представлення вiльного пропагатора плiв-
ки з вiльними поверхнями перпендикулярної орiєнтацiї в точцi Лi-
фшица, GFF

⊥ (p, q; z1, z2), ми повиннi розв’язати неоднорiдне диферен-
цiальне рiвняння четвертого порядку з дельта-функцiєю Дiрака в
правiй частинi,

[

( d2

dz21
− q2

)2

+ p2
]

GFF
⊥ (p, q; z1, z2) = δ(z1 − z2), (14)

для z1, z2 ∈ [0, L] з урахуванням чотирьох граничних умов

GFF
⊥ (p, q; z1, z2)

∣

∣

zi∈Bi
= ∂zi G

FF
⊥ (p, q; z1, z2)

∣

∣

zi∈Bi
= 0 з i = 1, 2,

(15)
де B1 i B2 означають поверхнi системи при z = 0 i z = L.

Для компактностi будемо використовувати спрощенi символiчнi
позначення, в термiнах яких рiвняння (14) записується у виглядi

LG(x, ξ) = δ(x − ξ), де L ≡ d4

dx4
− q1

d2

dx2
+ q0, (16)
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а G(x, ξ) — функцiя Ґрiна. Постiйнi коефiцiєнти диференцiального
оператора L позначенi q1 i q0 для збереження контакту iз позначен-
нями роботи [58] яка буде суттєво використовуватися в подальшому.
Для нашого рiвняння (14) маємо

q1 = 2q2 = 2(κ2
+ − κ2

−) i q0 = p2 + q4 = (κ2
− + κ2

+)2, (17)

де комбiнацiї κ∓ = (1/
√

2)
√

√

p2 + q4 ∓ q2 , як i в (12).

Загальна теорiя функцiй Ґрiна викладена в багатьох монографi-
ях з диференцiальних рiвнянь i методiв математичної фiзики (див.,
напр., [59–61]). В них розгляд рiвнянь порядку вищого за другий
є або надто абстрактним для практичних цiлей, або обмежується
описом прикладiв, що включають лише L при q1 = q0 = 0. З iншого
боку, наша проблема є частковим випадком задачi Штурма-Лiувiлля
для диференцiальних рiвнянь четвертого порядку, розв’язаної Еве-
рiттом у 1957р. [58] з елегантнiстю та водночас на дуже практичному
рiвнi. Пропагатор GFF

⊥ (p, q; z1, z2) з рiвняння (14) отриманий нами у
явному виглядi за схемою, розробленою в [58].
Загальнi властивостi функцiї Ґрiна G(x, ξ) добре вiдомi [59–61]:

• вона є добре визначеною i неперервною у всьому квадратi x, ξ ∈
[0, L], включно з його межами, разом iз першою та другою по-
хiдними.

• як функцiя x, для x ∈ [0, ξ[ i x ∈]ξ, L] вона задовольняє одно-
рiдному рiвнянню LG(x, ξ) = 0 iз заданими початковими умо-
вами i має неперервнi похiднi до четвертого порядку.

• при x = ξ ї ї третя похiдна за x має скiнченний стрибок

lim
ǫ→0

[G′′′(ξ + ǫ, ξ) −G′′′(ξ − ǫ, ξ)] = 1. (18)

• функцiя G(x, ξ) є єдиною i симетричною вiдносно замiни її ар-
гумента x i параметра ξ.

Чотирма основними кроками побудови функцiї Ґрiна G(x, ξ) є [59–
61]:

1. Визначити чотири фундаментальнi розв’язки wi ≡ wi(x), i =
1, . . . , 4 однорiдного рiвняння Lw = 0 i побудувати загальний
iнтеграл цього рiвняння у виглядi їх лiнiйної комбiнацiї

w(x) = C1w1 + C2w2 + C3w3 + C4w4. (19)
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2. Зi загального iнтеграла w(x) визначити такi два спецiальнi роз-
в’язки w(1|x) i w(x|2), що кожен iз них задовольняє встановле-
ним граничним умовам лише на одному кiнцi iнтервалу, що
розглядається. У випадку простих граничних умов (15) маємо
w(1|0) = w′(1|0) = w(L|2) = w′(L|2) = 0, i функцiї w(1|x) i
w(x|2) можна записати у виглядi лiнiйних комбiнацiй

w(1|x) = c1φ1(x) + c2φ2(x) i w(x|2) = c3χ1(x) + c4χ2(x).
(20)

3. Визначити константи ci з трьох умов неперервностi — самих
функцiй та їх першої i другої похiдних, а також значення стриб-
ка третiх похiдних для будь-якої внутрiшньої точки ξ ∈]0, L[,

w(α)(ξ|2) − w(α)(1|ξ) = δα,3, α = 0, 1, 2, 3, (21)

де δα,β — дельта-символ Кронекера. Як розв’язки рiвнянь (21),
коефiцiєнти ci є функцiями параметра ξ.

4. Коли набiр констант c1(ξ), . . . , c4(ξ) знайдений, функцiя Ґрiна
G(x, ξ) однозначно визначається як

G(x, ξ)=

{

c1(ξ)φ1(x) + c2(ξ)φ2(x) для 0 ≤ x ≤ ξ < L
c3(ξ)χ1(x) + c4(ξ)χ2(x) для 0 < ξ ≤ x ≤ L

. (22)

Особливу роль в схемi розрахунку Еверiтта [58] вiдiграє функцiя
Px(u, v), що фiгурує у формулi Ґрiна, записанiй у формi [59, с.255]

∫ x2

x1

dx [v(x)Lu(x) − u(x)Lv(x)] = Px(u, v)|x2

x1
, (23)

де 0 ≤ x1 < x2 ≤ L, а u i v — двi довiльнi функцiї, що мають
неперервнi похiднi принаймнi до четвертого порядку. Цю формулу
можна легко отримати з (16) за допомогою повторного iнтегрування
по частинах. Функцiя Px(u, v) називається бiлiнiйним конкомiтантом
диференцiального оператора L. Вона залежить вiд x, на що вказує
нижнiй iндекс, який є неявним аргументом функцiй u i v. Для даного
L з (16) ми маємо

Px(u, v) = q1W (u, v) + W (u′, v′) − (uv′′′ − u′′′v), (24)

де W — детермiнант Вронського, визначений для n функцiй un(x)
як

W (u1, . . . , un) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u1(x) . . . un(x)
. . . . . .

u
(n−1)
1 (x) . . . u

(n−1)
n (x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (25)
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Оскiльки чотири функцiї φi(x) i χi(x) з (20) є лiнiйно незалежни-
ми, для них W ≡ W (φ1, φ2, χ1, χ2) не дорiвнює нулю, i його можна
представити як

W = P11P22 − P12P21, (26)

де Pij ≡ Px(φi, χj) є незалежними вiд x (при цьому Px(φ1, φ2) =
Px(χ1, χ2) = 0).

Формула (21) є неоднорiдною системою лiнiйних рiвнянь для не-
вiдомих коефiцiєнтiв ci. Визначником цiєї системи є W 6= 0, а от-
же (21) однозначно визначає константи ci. Її алгебраїчний розв’язок
приводить до виразу

G(x, ξ) =
1

W

∣

∣

∣

∣

χ1(ξ) χ2(ξ)
P21 P22

∣

∣

∣

∣

φ1(x) +
1

W

∣

∣

∣

∣

P11 P12

χ1(ξ) χ2(ξ)

∣

∣

∣

∣

φ2(x) (27)

при 0 ≤ x ≤ ξ < L

i до аналогiчної формули для G(x, ξ) з 0 < ξ ≤ x ≤ L, де φ i χ
помiнянi мiсцями.

У нашому випадку L з (16), однорiдне рiвняння Lw = 0 має
такий самий фундаментальний набiр лiнiйно незалежних розв’язкiв
wi ≡ wi(x), i = 1, . . . , 4,

w1 = e−xκ+ cosxκ−, w2 = e−xκ+ sinxκ−,

w3 = exκ+ cosxκ−, w4 = exκ+ sinxκ−, (28)

як i в [53], де розглядалася напiвбезмежна система з перпендику-
лярною орiєнтацiєю поверхнi. Отже, загальним розв’язком рiвняння
Lw = 0 є лiнiйна комбiнацiя (19) функцiй (28).

Дотримуючись загальних приписiв, ми будуємо двi функцiї, y1(x)
i y2(x), кожна з яких задовольняє однiй граничнiй умовi на межi iн-
тервалу [0, L]. Початковi умови w(0) = w′(0) = 0 дають нам обмеже-
ння на коефiцiєнти першої з них:

C1 = −C3 i (C2 + C4)κ− + 2C3κ+ = 0 . (29)

Цi умови дозволяють нам побудувати потрiбний розв’язок викори-
стовуючи пару довiльних констант i двох вiдповiдних лiнiйно неза-
лежних функцiй. Ми визначаємо y1(x) = c1f1(x) + c2f2(x) з

f1(x) = shxκ+ sinxκ− , i

f2(x) = κ+e−xκ+sinxκ− − κ− shxκ+ cosxκ−. (30)
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Другий розв’язок, що задовольняє нульовим граничним умовам при
x = L, можна визначити просто як y2(x) = c3f1(L− x) + c4f2(L− x).

Детермiнантом Вронського чотирьох функцiй fi з y1 i y2 є

W (φ1, φ2, χ1, χ2) = −2κ2
−κ

2
+(κ2

− + κ2
+) w(p, q), (31)

де w(p, q) — функцiя

w(p, q) = κ2
− ch 2Lκ+ + κ2

+ cos 2Lκ− − κ2
− − κ2

+. (32)

Цiєї iнформацiї достатньо, щоб записати явний вираз для вiльно-
го пропагатора GFF

⊥ (p, q; z, z′) при довiльнiй кiлькостi осей анiзотро-
пiї m,

GFF
⊥ (p, q; z, z′) =

h(s, y) + h(2L− s, y) − h(2L− y, y) − h(y, y)

4κ−κ+(κ2
− + κ2

+) w(p, q)
. (33)

Функцiя w(p, q) наведена в (32), а функцiя h(s, y) з s ≡ z + z′ та
y ≡ |z − z′| має вигляд

h(s, y) =κ+ sinκ−s
[

(κ2
− + κ2

+) chκ+y − κ2
− chκ+(2L− s)

]

− κ− shκ+(2L− s)
[

(κ2
− + κ2

+) cosκ−y − κ2
+ cosκ−s

]

. (34)

Як i ранiше, κ∓ = (1/
√

2)
√

√

p2 + q4 ∓ q2.

Пропагатор GFF
⊥ (p, q; z, z′) з (33) можна використовувати в роз-

рахунках залишкової вiльної енергiї плiвкових систем з перпенди-
кулярною орiєнтацiєю поверхонь та вiльними граничними умовами.
Отриманий результат узагальнюється на випадок масивної теорiї з
ненульовою масою τ0 шляхом простої замiни p2 → p2 + τ0 у явних
виразах для κ− i κ+.

5. Розрахунок однопельової дiаграми

Найпростiшим прикладом використання пропагатора GFF
⊥ (p, q; z, z′)

з (33) є розрахунок однопельової дiаграми для вiльної енергiї плiв-
ки. Для простоти розглянемо частковий випадок одновiсної системи,
m = 1. У цьому випадку єдина вiсь анiзотропiї спрямована вздовж
осi z, напрямку, в якому розмiр системи є скiнченним. Усi решта d−1
осей, паралельних до поверхонь, є β-напрямами (див. стор. 3).
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У масивнiй теорiї поля диференцiювання за масою τ0 iнтеграла
Фейнмана, що вiдповiдає дiаграмi , дає iнтеграл, що вiдповiдає
дiаграмi з точкою, . У pz-представленнi останнiй має вигляд6

I =

∫

dd−1p

(2π)d−1

∫ L

0

dz GFF
⊥ (p; z, z). (35)

Вiдповiдно до формули (5), яка визначає надлишкову вiльну енергiю,
ми з самого початку лiквiдуємо внесок безмежного об’єму шляхом
вiднiмання об’ємної частини пропагатора в пiдiнтегральному виразi
i розглядаємо iнтеграл

∆I =

∫

dd−1p

(2π)d−1

∫ L

0

dz∆GFF
⊥ (p; z, z), (36)

де ∆GFF
⊥ (p; z, z) = GFF

⊥ (p; z, z) − G∞
LP (p; 0), i G∞

LP (p; 0) = 1/(8κ3) з
κ =

√
p /2. Таким чином, для пiдiнтегральної функцiї в (36) маємо

∆GFF
⊥ (p; z, z) =

e−2κL

4κ3

ĥ(z) + 2 − sin 2κL− cos 2κL− e−2κL

1 + e−4κL + 2e−2κL cos 2κL− 4e−2κL
, (37)

де ĥ(z) = h1(z) + h1(L− z), а

h1(z) = sin 2κz [2 − ch 2κ(L− z)] − sh 2κz [2 − cos 2κ(L− z)] . (38)

Iнтегрування за змiнною z дає результат

∫ L

0

dz∆GFF
⊥ (p; z, z) =

= − 1

4κ4
+

L

4κ3

e−2κL(2 − sin 2κL− cos 2κL− e−2κL)

1 + e−4κL + 2e−2κL cos 2κL− 4e−2κL
.

Перший доданок є незалежним вiд L поверхневим внеском (порiвн.
з (5)), а другий — чистий внесок, притаманний системi скiнченного
розмiру, вiдповiдальний за появу амплiтуди Казимира.

В останньому дробi формули (??) чисельник є похiдною за κ вiд
знаменника. Тому, вiдтворюючи залежнiсть вiд маси в κ (див. при-
мiтку в кiнцi попереднього роздiлу), κ → κ(τ0) = 1/

√
2(p2 + τ0)1/4,

6При m = 1 єдина вiсь анiзотропiї спiвпадає з напрямом z. Оскiльки iнших
осей анiзотропiї немає, у pqz-представленнi зникають вектори q, i ми маємо спра-
ву з pz-представленням, в якому вектор p є (d− 1)-вимiрним.
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ми легко виконуємо зворотнє iнтегрування за τ0, i отримуємо внесок
кiльцевої дiаграми у вiльну енергiю:

∫

dd−1p

(2π)d−1

∫

dτ0

∫ L

0

dz∆GFF
⊥ (p; z, z) = −

∫

dd−1p

(2π)d−1
ln(p2 + τ0)

+

∫

dd−1p

(2π)d−1
ln
[

1 + e−4κL + 2e−2κL cos 2κL− 4e−2κL
]

. (39)

Подiбно як i в (??), перший, незалежний вiд L внесок є поверхневою
вiльною енергiєю fs з (5). Останнiй доданок в (39), який є скiнчен-
ною функцiєю вiд L, узгоджується при τ0 = 0 з границею m = 1
iнтегрального представлення (12) i приводить до результату однопе-
тльового наближення для амплiтуди Казимира ∆FF

⊥ (m=1),7

∆FF
⊥ (m=1) = nKd−12

−d+1

∫ ∞

0

dt t2d−3 ln
(

1 + e−2t + 2e−t cos t− 4e−t
)

,

(40)
виведеного в [44, (5.87)] зовсiм iншим способом, коротко окресленим
на стор. 6, без знання вiльного пропагатора GFF

⊥ (p, q; z, z′) з (33).

6. Заключнi зауваження

У цiй роботi розрахований вiльний пропагатор сильно анiзотропної
системи з плiвковою геометрiєю i перпендикулярною орiєнтацiєю
вiльних поверхонь вiдносно однiєї з осей анiзотропiї, GFF

⊥ (p, q; z, z′).
З усiх комбiнацiй геометричних конфiгурацiй i граничних умов, роз-
глянутих у [44], саме цей варiант виявився технiчно найскладнi-
шим. Тому для цього випадку в роботi [44] нам довелося обмежи-
тися тiльки розглядом Гаусового наближення, причому, без знання
вiдповiдного пропагатора, для отримання результату була викори-
стана штучна процедура, згадана на стор. 6. Зараз, у роздiлi 5, цей
нетривiальний однопетльовий результат був вiдтворений альтерна-
тивним чином, з використанням представленого в (33) пропагатора
GFF

⊥ (p, q; z, z′).
Розрахунок поправок порядку O(ε) i вищих залишається цiка-

вою задачею для майбутнього. У наступному порядку розкладу за
ε амплiтуди Казимира ∆FF

⊥ (m) необхiдно розрахувати двохпетльову

7У d-вимiрному Евклiдовому просторi Rd звичний геометричний фактор Kd

визначається як Kd ≡ (2π)−dSd, де Sd = 2πd/2/Γ(d/2) — площа поверхнi сфери
одиничного радiуса, вбудованої в R

d. У формулi (40) ми маємо справу з (d− 1)-
вимiрною версiєю цiєї ж самої константи.
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дiаграму . На нашу думку, для виконання конкретних розра-
хункiв у першому порядку за ε доречно використати схему робо-
ти Симанзiка [12], детально пророблену в [14]. Для випадку сильно
анiзотропних систем з орiєнтацiєю поверхонь, перпендикулярною до
однiєї з осей анiзотропiї, i вiльними граничними умовами, розгля-
нутого в данiй роботi, структура розрахунку з його вiднiманнями
розбiжних членiв повинна залишитися такою самою. Ускладняться
тiльки функцiональнi залежностi вiдповiдних складових частин но-
вих пiдiнтегральних функцiй.

Автор вдячний за фiнансову пiдтримку згiдно з проектом НДР
“Методи i моделi статистичної фiзики для опису виникнення стру-
ктур та пояснення скейлiнгу у складних системах” за № держреє-
страцiї 6541030.
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