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ÂÑÒÓÏ

Çàäà÷i, ùî ñòîñóþòüñÿ íàóêè ïðî ñêëàäíi ìåðåæi (complex network science)

ñòàëè ïðåäìåòîì çàöiêàâëåííÿ ôiçèêiâ âiäíîñíî íåäàâíî � â îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ

ÕÕ ñòîëiòòÿ. Òåîðiÿ ãðàôiâ, à ôîðìàëüíî ñêëàäíà ìåðåæà, ÿê ìíîæèíè âåðøèí

(âóçëiâ) òà ðåáåð (çâ'ÿçêiâ), ùî ¨õ ïîâ'ÿçóþòü ¹ íå ÷èì iíøèì, ÿê âèïàäêîâèì

ãðàôîì, áåðå ñâié ïî÷àòîê iç çíàìåíèòî¨ ðîáîòè Ëåîíàðäà Îéëåðà ïðî ñiì ìî-

ñòiâ â Êüîíiãñáåðçi [1] i ¹ îäíèì iç ðîçäiëiâ äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè [2]. Çíà÷íîþ

ìiðîþ, ñó÷àñíå çàöiêàâëåííÿ ñêëàäíèìè ìåðåæàìè ñïðè÷èíåíå ïîÿâîþ ïîòó-

æíèõ êîìï'þòåðiâ òà íîñi¨â iíôîðìàöi¨, ùî çäàòíi îïåðóâàòè âåëèêèì îá'¹ìîì

iíôîðìàöi¨ òà çáåðiãàòè çíà÷íi ìàñèâè äàíèõ. ßê âèÿâèëîñÿ, áàãàòî ïðèðîäíèõ

òà ñòâîðåíèõ ëþäèíîþ ñèñòåì îïèñóþòüñÿ ó òåðìiíàõ ìåðåæåâèõ ñòðóêòóð, à íå

ãðàòêîâèõ. Ñåðåä íèõ ìåðåæi ìåòàáîëiçìó, õàð÷óâàííÿ, åêîëîãi÷íi ìåðåæi, ií-

òåðíåò, www, òðàíñïîðòíi, ñîöiàëüíi, ìåðåæi öèòóâàííÿ òà áàãàòî iíøèõ (äèâ.,

íàïðèêëàä, [3�7]). Áiëüøå òîãî, öi ìåðåæi çà ñâî¨ìè âëàñòèâîñòÿìè ñóòò¹âî âiä-

ðiçíÿþòüñÿ âiä êëàñè÷íîãî âèïàäêîâîãî ãðàôà Åðäîøà-Ðåíi [8]. ßê ïðàâèëî, öå

ñêîðåëüîâàíi ñòðóêòóðè, ÿêi, íåçâàæàþ÷è íà âåëèêó êiëüêiñòü âåðøèí, ìàþòü

íåâåëèêèé õàðàêòåðíèé ðîçìið (åôåêò òiñíîãî ñâiòó [9, 10]), âîíè íàäçâè÷àé-

íî ñòiéêi äî âèïàäêîâîãî óñóíåííÿ ñêëàäîâèõ, îäíàê ÷óòëèâi äî ñïðÿìîâàíèõ

àòàê [11, 12]. �ì ïðèòàìàííi åôåêòè ñàìîîðãàíiçàöi¨ i äóæå ÷àñòî ¨õ ñòàòèñòè-

êà îïèñó¹òüñÿ ñòåïåíåâèìè çàêîíàìè (òàê çâàíi áåçìàñøòàáíi ìåðåæi [13, 14]).

À ñàìå òàêi âëàñòèâîñòi ïðèòàìàííi áàãàòüîì ñêëàäíèì ñèñòåìàì i çàñòîñóâàí-

íÿ ìåòîäiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè äî ¨õ îïèñó äîçâîëÿ¹ çðîçóìiòè ïðè÷èíè òàêî¨

ïîâåäiíêè.

Ñåðåä ðiçíèõ çàäà÷ íàóêè ïðî ñêëàäíi ìåðåæi ó ñàìîñòiéíèé íàïðÿìîê âè-
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äiëÿ¹òüñÿ äîñëiäæåííÿ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ íà ñêëàäíèõ ìåðåæàõ. Öi äîñëiäæåí-

íÿ âàæëèâi äëÿ îïèñó òà ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñiâ, ùî âiäáóâàþòüñÿ íà ìåðåæàõ.

Âiäîìî, ùî äëÿ ãðàòêîâèõ ñòðóêòóð îäíi¹þ iç ãëîáàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê, ùî

âèçíà÷à¹ ðiä ôàçîâîãî ïåðåõîäó, ¹ åâêëiäîâà âèìiðíiñòü ïðîñòîðó. Äëÿ ìåðåæ

ïîíÿòòÿ åâêëiäîâî¨ âèìiðíîñòi íå ¹ äîáðå îçíà÷åíå. Óæå ç öüîãî îäíîãî ôàêòó

ñëiä î÷iêóâàòè âiäìiííîñòåé ó ôàçîâèõ ïåðåõîäàõ íà ãðàòêàõ òà íà ìåðåæàõ.

Çîêðåìà, öå áóäå ïðîäåìîíñòðîâàíî ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi.

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíi iç äîñëiäæåííÿì êðèòè÷íî¨ ïîâå-

äiíêè òà ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ íà ñêëàäíèõ ìåðåæàõ, ïî÷àëè ðîçãëÿäàòè ïîðiâíÿíî

íåäàâíî. Ìîæëèâi çàñòîñóâàííÿ ìîäåëåé ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ íà ñêëàäíèõ ìåðå-

æàõ ìîæíà çíàéòè ó ðiçíèõ äiëÿíêàõ ôiçèêè. Òàê ó çàäà÷àõ ñîöiîôiçèêè ðîç-

ãëÿäàþòüñÿ ðiçíi ñòàíè ñîöióìó � ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ àãåíòiâ-iíäèâiäóóìiâ,

ðîçòàøîâàíèõ íà âóçëàõ ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi [15]. Âïîðÿäêîâàíîìó ñòàíó ó òàêié

ñèñòåìi âiäïîâiäà¹ ñóñïiëüíèé êîíñåíñóñ, à âèíèêíåííÿ òàêîãî âïîðÿäêîâàíîãî

ñòàíó îïèñó¹òüñÿ, ÿê ôàçîâèé ïåðåõiä (opinion formation). Iíøèì ïðèêëàäîì

¹ îá'¹êòè íàíîôiçèêè, ñòðóêòóðà ÿêèõ ÷àñòî êðàùå îïèñó¹òüñÿ íå ãåîìåòði¹þ

ãðàòêè, à ìåðåæi ÷è ôðàêòàëó [16]. Áiëüø òîãî, â ïðîöåñi äîñëiäæåíü âèÿâè-

ëîñü, ùî ôàçîâi ïåðåõîäè íà ìåðåæàõ ñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ïåðåõîäiâ íà

ãðàòêàõ, îñêiëüêè ïîíÿòòÿ åâêëiäîâî¨ âèìiðíîñòi äëÿ ìåðåæ íåîçíà÷åíî, i ÷àñòî

ñóïðîâîäæóþòüñÿ íèçêîþ íåçâè÷íèõ åôåêòiâ. Öå, â ñâîþ ÷åðãó, âèêëèêà¹ ÷èñòî

àêàäåìi÷íèé iíòåðåñ äî ¨õ ðîçãëÿäó. Íåùîäàâíî ðåàëiçîâàíèé åêñïåðèìåíò [17]

äîçâîëèâ âèìiðÿòè ôiçè÷íi õàðàêòåðèñòè êâàíòîâî¨ ñèñòåìè, ÿêi ìîæíà ïîñòà-

âèòè ó âiäïîâiäíiñòü êîìïëåêñíèì ôiçè÷íèì ïàðàìåòðàì êëàñè÷íî¨ áàãàòî÷à-

ñòèíêîâî¨ ñèñòåìè. À îòæå, äîñëiäæåííÿ êîìïëåêñíèõ íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè

ñïiíîâèõ ìîäåëåé íà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ ¹ íîâèì íàïðÿìêîì i ïîòðåáó¹

ïîøóêó øëÿõiâ ¨õ åêñïåðèìåíòàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ äëÿ êâàíòîâèõ ñèñòåì.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíèìè îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ó äè-

ñåðòàöiéíié ðîáîòi âèáðàíî ñïiíîâi ñèñòåìè (ìîäåëi Içiíãà òà Ïîòòñà) íà ãðàôàõ

(ïîâíîìó ãðàôi, êîíôiãóðàöiéíié ìîäåëi ãðàôà òà íåñêîðåëüîâàíié âiäïàëåíié
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áåçìàñøòàáíié ìåðåæi). Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âèâ÷åííÿ êðèòè÷íî¨ ïîâå-

äiíêè öèõ ìîäåëåé. Ìåòà äèñåðòàöi¨ ïîëÿãà¹ ó îäåðæàííi òåðìîäèíàìi÷íèõ

ôóíêöié, ïîáóäîâi ôàçîâî¨ äiàãðàìè, ïîøóêó êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ òà iíøèõ

óíiâåðñàëüíèõ âåëè÷èí ó âèïàäêó ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó. Ïðè äîñëi-

äæåííi êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ìè âèêîðèñòîâóâàëè äâà îñíîâíi ìåòîäè: íàáëèæå-

ííÿ íåîäíîðiäíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ òà ôîðìàëiçì Ëi-ßíãà-Ôiøåðà àíàëiçó íóëiâ

ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ó âèïàäêó êîìïëåêñíîãî ïîëÿ òà òåìïåðàòóðè.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äîñëiäæóþ÷è êðèòè÷íó

ïîâåäiíêó q-ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi (çi ñòåïåíåâî çãà-

ñíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó iç ïîêàçíèêîì λ) â íàáëèæåííi ñåðåäíüîãî ïîëÿ íàì

âäàëîñÿ îòðèìàòè: ôàçîâó äiàãðàìó, êðèòè÷íi ïîêàçíèêè, ïîêàçíèêè äëÿ ëî-

ãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê äî ñêåéëiíãó. Òàê, äëÿ q = 1-ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà

(çàäà÷à ïðî ïåðêîëÿöiþ) ïîêàçàíî, ùî ïðè λ = 4 ïåðêîëÿöiÿ íà áåçìàñøòàáíié

ìåðåæi õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïîÿâîþ ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê äî ñêåéëiíãó. Öi ïî-

ïðàâêè ïîñëàáëþþòü ñèíãóëÿðíîñòi ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí â îêîëi òî÷êè

ïðîòiêàííÿ [18]. Â ðåæèìi ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà

íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi âïåðøå îòðèìàíî âèðàçè äëÿ ñêåéëiíãîâèõ ôóíêöié òà

óíiâåðñàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä [19]. Äîñëiäæóþ÷è ñòðè-

áîê òåïëî¹ìíîñòi ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ïðè êðèòè-

÷íié òåìïåðàòóði ìè âñòàíîâèëè, ùî ñòðèáîê çàëèøà¹òüñÿ λ-çàëåæíèì íàâiòü

ïðè λ > 5 òà ïðÿìó¹ äî ñåðåäíüîïîëüîâîãî çíà÷åííÿ â ãðàíèöi λ→ ∞ [20].

Âïåðøå çàñòîñîâàíî ôîðìàëiçì Ëi-ßíãà-Ôiøåðà äëÿ äîñëiäæåííÿ ôàçî-

âèõ ïåðåõîäiâ íà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ. Ïðîàíàëiçîâàíî íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñó-

ìè â ïëîùèíi êîìïëåêñíî¨ òåìïåðàòóðè òà ìàãíiòíîãî ïîëÿ äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà

âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi. Òàêèì ÷èíîì, âïåðøå çäiéñíåíî îïèñ êðèòè-

÷íî¨ ïîâåäiíêè áàãàòî÷àñòèíêîâî¨ ñèñòåìè íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi â òåðìiíàõ

êîíôîðìíî iíâàðiàíòíèõ êóòiâ, ùî õàðàêòåðèçóþòü ðîçòàøóâàííÿ íóëiâ ñòàòè-

ñòè÷íî¨ ñóìè. Ïîêàçàíî çâ'ÿçîê öèõ êóòiâ, à òàêîæ ïîêàçíèêà, ùî õàðàêòåðèçó¹

íàáëèæåííÿ íóëiâ Ëi-ßíãà äî äiéñíî¨ îñi, iç êðèòè÷íèìè ïîêàçíèêàìè, ùî îïè-
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ñóþòü ñèíãóëÿðíîñòi òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié â îêîëi òî÷êè ïåðåõîäó. Ïîäiáíî

äî êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ, êóòè ðîçòàøóâàííÿ íóëiâ âèÿâëÿþòüñÿ λ-çàëåæíèìè,

ùî ñâiä÷èòü ïðî ðîçøèðåííÿ ãiïîòåçè óíiâåðñàëüíîñòi äëÿ êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè

íà ñêëàäíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi. Âèÿâëåíî ïîðóøåííÿ òåîðåìè Ëi-ßíãà ïðî

êîëî îäèíè÷íîãî ðàäióñó äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi

ó äiàïàçîíi 3 < λ < 5 [21, 22].

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îòðèìàíi ó äèñåðòà-

öiéíié ðîáîòi ðåçóëüòàòè ìîæóòü ñëóæèòè ïiäñòàâîþ äëÿ ïîäàëüøîãî ìîäåëþ-

âàííÿ ïðîöåñiâ âïîðÿäêóâàííÿ ó âçà¹ìîäiþ÷èõ ñèñòåìàõ íà áåçìàñøòàáíèõ ìå-

ðåæàõ. Îñêiëüêè áiëüøiñòü ñóñïiëüíèõ ìåðåæ ¹ áåçìàñøòàáíèìè, òî íàøi ðå-

çóëüòàòè çàñòîñîâíi äëÿ ìîäåëåé âèíèêíåííÿ êîíñåíñóñó ó çàäà÷àõ ñîöiîôiçèêè.

Ïîäiáíèì ÷èíîì îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâíi äëÿ îïèñó ôàçîâîãî ïåðåõîäó

â ôåðîìàãíiòíèé ñòàí ó íàíîñòðóêòóðàõ iç òîïîëîãi¹þ ìåðåæi. Çîâñiì íàäàâíî

áóëî çàïðîïîíîâàíî òà åêñïåðèìåíòàëüíî ðåàëiçîâàíî äîñëiäæåííÿ, ùî äîçâî-

ëèëî ïîâ'ÿçàòè êîîðäèíàòè óÿâíèõ íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ç ÷àñàìè êâàíòî-

âî¨ êîãåðåíòíîñòi ïðîáíîãî ñïiíà ó ñåðåäîâèùi iíøèõ ñïiíiâ [17]. Öå âiäêðèâà¹

ìîæëèâiñòü äëÿ åêñïåðèìåòàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â

êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Òàêèì ÷èíîì, îäåðæàíi íàìè ðåçóëüòàòè áóäóòü êîðèñíi

äëÿ òåîðåòèêiâ òà åêñïåðèìåíòàòîðiâ, ùî ðîçðîáëÿòèìóòü ìåòîäè äîñëiäæåííÿ

êâàíòîâî¨ êîãåðåíòíîñòi ñïiíîâèõ ñèñòåì íà ìåðåæàõ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ó ðîáîòàõ, âèêîíàíèõ iç ñïiâàâòîðàìè,

àâòîðó íàëåæèòü:

• âèðàçè äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ â íàáëèæåííi íåîäíîðiäíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ

äëÿ q-ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà íà áåçìàñøòàáíié íåñêîðåëüîâàíié ìåðåæi

òà ¨õ àíàëiç [18, 23];

• âèðàç äëÿ ñòðèáêà òåïëî¹ìíîñòi ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòà-

áíié ìåðåæi ïðè λ > 5. Ïîðiâíÿííÿ ïîâåäiíêè òåïëî¹ìíîñòi ãðàòêîâî¨ òà

ìåðåæåâî¨ ñòðóêòóð [20];
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• òî÷íi iíòåãðàëüíi ïðåäñòàâëåííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà

ïîâíîìó ãðàôi òà íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ó âèïàäêó êîìïëåêñíîãî ìà-

ãíiòíîãî ïîëÿ, ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ íóëiâ

Ëi-ßíãà òà Ôiøåðà [21, 22];

• çíà÷åííÿ ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê äî ïîêàçíèêiâ ñêåéëiíãó äëÿ êîîðäèíàò

íóëiâ Ôiøåðà òà Ëi-ßíãà ïðè λ = 5 [21, 22];

• âèÿâëåííÿ ïîðóøåííÿ òåîðåìè Ëi-ßíãà ïðî êîëî îäèíè÷íîãî ðàäióñà äëÿ

ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ó äiàïàçîíi 3<λ<5. ×è-

ñåëüíèé àíàëiç òà àíàëiòè÷íå ïîÿñíåííÿ [21, 22].

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äè-

ñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà â Iíñòèòóòi ôiçèêè êîíäåíñîâàíèõ ñèñòåì ÍÀÍ

Óêðà¨íè òà ãðóïi ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè Óíiâåðñèòåòó Ëîòàðèíãi¨ (Íàíñi, Ôðàí-

öiÿ) çãiäíî ç ïëàíàìè ðîáiò çà òåìàìè: 0112U007763 �Ïðî ðîçâèòîê òåîðåòè÷íèõ

ìåòîäiâ îïèñó ôëþ¨äiâ, ãðàòêîâèõ òà ñêëàäíèõ ñèñòåì ïîáëèçó òî÷îê ôàçîâî-

ãî ïåðåõîäó� ÍÀÍÓ; çà ïiäòðèìêè àñïiðàíòñüêî¨ ïðîãðàìè �Doctoral College for

the Statistical Physics of Complex Systems� (Ëÿéïöiã-Ëîòàðèíãiÿ-Ëüâiâ-Êîâåíòði)

(L4), òà ïðîåêòiâ ñïiâïðàöi FP7 EU IRSES 269139 �Dynamics and Cooperative

Phenomena in Complex Physical and Biological Media�, 295302 �Statistical Physics

in Diverse Realizations�, 612707 �Dynamics of and in Complex Systems�, 612669

�Structure and Evolution of Complex Systems with Applications in Physics and

Life Sciences�, òà Ïîñîëüñòâà Ôðàíöi¨ â Óêðà¨íi (ñòèïåíäiÿ íà êîðîòêîñòðîêîâå

ñòàæóâàííÿ ó ôðàíöóçüêîìó óíiâåðñèòåòi).

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè áóëè ïðåäñòàâ-

ëåííi íà òàêèõ êîíôåðåíöiÿõ: �Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨-2013� (Ëüâiâ, 3-4 ñi÷íÿ 2013);

XIII Âñåóêðà¨íñüêà øêîëà-ñåìiíàð òà Êîíêóðñ ìîëîäèõ â÷åíèõ çi ñòàòèñòè÷íî¨

ôiçèêè òà òåîði¨ êîíäåíñîâàíî¨ ðå÷îâèíè (Ëüâiâ, 5-7 ÷åðâíÿ 2013); VI Ìiæíàðî-

äíà êîíôåðåíöiÿ �Ôiçèêà íåâïîðÿäêîâàíèõ ñèñòåì� (Ëüâiâ, 14-16 æîâòíÿ 2013);

êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ (Êè¨â, 24-27 ãðóäíÿ 2013); êîíôåðåíöiÿ MECO-
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39 (Êîâåíòði, Àíãëiÿ, 8-10 êâiòíÿ 2014); êîíôåðåíöiÿ CompPhys (Ëÿéïöi , Íi-

ìå÷÷èíà, 27-29 ëèñòîïàäà 2014); �Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨-2015� (Ëüâiâ, 12-13 ñi÷íÿ

2015); XV Âñåóêðà¨íñüêà øêîëà-ñåìiíàð òà Êîíêóðñ ìîëîäèõ â÷åíèõ çi ñòà-

òèñòè÷íî¨ ôiçèêè òà òåîði¨ êîíäåíñîâàíî¨ ðå÷îâèíè (Ëüâiâ, 4-5 ÷åðâíÿ 2015),

�Éîðäàíñüêi ÷èòàííÿ - 2016� (Ëüâiâ, 20.01.16), êîíôåðåíöiÿ MECO-41 (Âiäåíü,

Àâñòðiÿ, 15-17 ëþòîãî 2016). À òàêîæ íà òàêèõ ñåìiíàðàõ: cåìiíàð ãðóïè ñòàòè-

ñòè÷íî¨ ôiçèêè óíiâåðñèòåòó Àíði Ïóàíêàðå (Íàíñi, Ôðàíöiÿ, 20.01.13, 25.11.14);

cåìiíàð-íàðàäà íàãëÿäîâîãî êîìiòåòó àêöi¨ IRSES DCP-PhysBio, (Ëüâiâ, 28-30

òðàâíÿ 2013); cåìiíàð ãðóïè ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè óíiâåðñèòåòó Êîâåíòði (Êî-

âåíòði, Àíãëiÿ, 12.07.13); cåìiíàð ãðóïè ÷èñåëüíî¨ êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ óíiâåð-

ñèòåòó Ëÿéïöi ó (Ëÿéïöi , Íiìå÷÷èíà, 7.11.13); ñòåíäîâà äîïîâiäü íà ði÷íîìó

ñåìiíàði Ecole doctorale (Íàíñi, Ôðàíöiÿ, 12.06.14); ñåìiíàð êàôåäðè ïðèêëàäíî¨

ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè â óíiâåðñèòåòi Ìàði¨ Ñêëîäîâñüêî¨-Êþði (Ëþáëií,

Ïîëüùà, 22.10.15); ñåìiíàðè Ëàáîðàòîði¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè ñêëàäíèõ ñèñòåì

IÔÊÑ ÍÀÍÓ.

Ïóáëiêàöi¨. Çà ìàòåðiàëàìè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî 5 ñòàòåé â æóðíàëàõ

[18�22], îäíà ñòàòòÿ â ìàòåðiàëàõ äîïîâiäåé êîíôåðåíöi¨ [23] òà 9 òåç êîíôåðåí-

öié [24�32].

Ñòðóêòóðà òà îá'¹ì äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç ÷îòèðüîõ

ðîçäiëiâ îñíîâíîãî òåêñòó (îãëÿäó ëiòåðåàòóðè òà òðüîõ îðèãiíàëüíèõ ðîçäiëiâ),

âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë. Ó ðîçäiëi 1 çäiéñíåíî îãëÿä ëiòåðàòó-

ðè, ïîäàíî îçíà÷åííÿ îñíîâíèõ ïîíÿòü; ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi 2 ïðîàíàëiçîâàíî

êðèòè÷íó ïîâåäiíêó ìîäåëi Ïîòòñà ó íàáëèæåííi ñåðåäíüîãî ïîëÿ íà áåçìàñ-

øòàáíié ìåðåæi; 3 òà 4 ðîçäiëè ìiñòèòü ðåçóëüòàòè àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨

ñóìè ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi òà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi âiä-

ïîâiäíî; ó âèñíîâêàõ êîðîòêî ïiäâåäåíi ïiäñóìêè ðîáîòè òà îêðåñëåíî ïîäàëü-

øi ïåðñïåêòèâè. Ðîáîòà âèêëàäåíà íà 110 ñòîðiíêàõ (ðàçîì ç ëiòåðàòóðîþ òà

äîäàòêàìè � 145 ñòîðiíîê), áiáëiîãðàôi÷íèé ñïèñîê ìiñòèòü 208 íàéìåíóâàíü

ïóáëiêàöié ó âiò÷èçíÿíèõ òà çàêîðäîííèõ âèäàííÿõ.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi ïîäà¹òüñÿ îãëÿä îñíîâíèõ ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ äîñëiäæåí-

íþ êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñïiíîâèõ ìîäåëåé íà ñêëàäíèõ ìåðåæàõ. Ñïî÷àòêó (ïiä-

ðîçäië 1.1) ìè ðîçãëÿíåìî ìîäåëi ñêëàäíèõ ìåðåæ òà ââåäåìî îñíîâíi âåëè÷èíè,

ÿêi îïèñóþòü ¨õ êiëüêiñíi õàðàêòåðèñòèêè. Îñîáëèâó óâàãó áóäå ïðèäiëåíî òàê

çâàíèì áåçìàñøòàáíèì ìåðåæàì, ùî õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñòåïåíåâèì çàãàñàííÿì

ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ. Â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi 1.2 ïðèâåäåíî ðå-

çóëüòàòè àíàëiçó êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè áàãàòî÷àñòèíêîâèõ âçà¹ìîäiþ÷èõ ñèñòåì

íà ñêëàäíèõ ìåðåæàõ. Òóò, êðiì ìîäåëi Içiíãà òà ìîäåëi Ïîòòñà, ðîçãëÿíåìî ïî-

âåäiíêó òàêîæ é iíøèõ ìîäåëåé i çîêðåìà ÿâèùå ïåðêîëÿöi¨. Ïîðiâíþþ÷è êðèòè-

÷íó ïîâåäiíêó öèõ ìîäåëåé íà ãðàòêàõ òà íà ñêëàäíèõ ìåðåæàõ, ìè çîñåðåäèìîñÿ

íà òèõ çìiíàõ ó êðèòè÷íié ïîâåäiíöi, äî ÿêèõ ïðèâîäÿòü åôåêòè òiñíîãî ñâiòó

òà áåçìàñøòàáíîñòi, ïðèòàìàííi áàãàòüîì ñêëàäíèì ìåðåæàì. Îñêiëüêè çíà÷íà

÷àòèíà äèñåðòàöi¨ (ðîçäiëè 3-4) âèêîíàíà iç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó àíàëiçó íó-

ëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi, â ïiäðîçäiëi 1.3 ìè çäiéñíèìî

êîðîòêèé îãëÿä ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ öüîìó ìåòîäó.

1.1. Ñêëàäíi ìåðåæi: ìîäåëi òà ñïîñòåðåæóâàíi

Îñòàííiì ÷àñîì ó ôiçè÷íié ëiòåðàòóði âñå ÷àñòiøå çóñòði÷à¹òüñÿ ïîíÿòòÿ

�ñêëàäíà ìåðåæà"(complex network), ùî ¹ ñóêóïíiñòü âóçëiâ, ïî¹äíàíèõ çâ'ÿç-

êàìè - ëiíêàìè. À îòæå, ïiä öèì ïîíÿòòÿì ìà¹òüñÿ íà óâàçi ãðàô, ÷è, òî÷íiøå,

âèïàäêîâèé ãðàô. Òåîðiÿ ãðàôiâ ¹ îäíèì iç ðîçäiëiâ äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè
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[33, 34] òà áåðå ñâié ïî÷àòîê iùå ç 18 ñòîëiòòÿ [1]. Îäíàê ñó÷àñíà íàóêà ïðî ìå-

ðåæi ïî÷àëà ðîçâèâàòèñü íà ïî÷àòêó 90-òèõ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ, iç ïîÿâîþ

ïîòóæíèõ êîìï'þòåðiâ òà íîñi¨â iíôîðìàöi¨ äëÿ îáðîáêè òà çáåðiãàííÿ âåëèêèõ

ìàñèâiâ äàíèõ [35�38]. Â òîé ÷àñ áóëî ïðîàíàëiçîâàíî âëàñòèâîñòi òà ñòðóêòóðó

áàãàòüîõ øòó÷íèõ òà ïðèðîäíèõ ìåðåæ i ïîêàçàíî, ùî ¨õ íåìîæëèâî îïèñàòè â

òåðìiíàõ ãðàòêîâèõ ñòðóêòóð ÷è ðåãóëÿðíèõ ãðàôiâ, òèì ñàìèì çàêëàâøè ôóí-

äàìåíò ðîçâèòêó íàóêè ïðî ìåðåæi (äèâ. íàïðèêëàä, îãëÿäè [4�7]).

Âèïàäêîâèé ãðàô - öå ñòðóêòóðà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç ìíîæèíè âåðøèí òà

âèïàäêîâî ðîçïîäiëåíèõ ðåáåð, ùî ¨õ ïî¹äíóþòü. Îäíi¹þ iç õàðàêòåðèñòèê ãðà-

ôó iç ïåâíîþ êiëüêiñòþ âåðøèí (N) òà âiäîìîþ êiëüêiñòþ çâ'ÿçêiâ ìiæ âiäïîâiä-

íèìè âåðøèíàìè ¹ ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi (adjacency matrix). Ìàòðè÷íèé åëåìåíò

öi¹¨ ìàòðèöi ðiâíèé aij = 1, ÿêùî âóçëè i òà j ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ, òà ðiâ-

íèé aij = 0, ÿêùî ëiíêó ìiæ íèìè íå iñíó¹. Ó âèïàäêó íåñïðÿìîâàíèõ ìåðåæ

aij = aji, aii = 0 é äëÿ ñòóïåíÿ âóçëà (òîáòî, äëÿ êiëüêîñòi çâ'ÿçêiâ, ùî âèõîäÿòü

ç öüîãî âóçëà) ki îòðèìó¹ìî ki =
∑

j aij.

� áàãàòî iíøèõ âåëè÷èí, ââåäåíèõ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ìåðåæ òà ãðàôiâ

[5]:

• ñåðåäíÿ äîâæèíà íàéêîðîòøîãî øëÿõó ìiæ äâîìà âóçëàìè (mean shortest

pass length):

⟨l⟩ =
2

N(N − 1)

∑
i>j

l(ij), (1.1)

äå ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ çà çâ'ÿçíîþ êîìïîíåíòîþ ìåðåæi, à l(ij) -

äîâæèíà íàéêîðîòøîãî øëÿõó, ìiæ âóçëàìè;

• êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi (clustering coe�cient) - öå ëîêàëüíà õàðàêðåðèñòè-

êà âóçëà i äëÿ êîíêðåòíîãî âóçëà i iç ñòóïåíåì ki âiäïîâiäà¹ âiäíîøåííþ

êiëüêiñòü çâ'ÿçêiâ ìiæ íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè Ei äî ìàêñèìàëüíî ìîæëè-

âî¨ êiëüêîñòi çâ'ÿçêiâ ìiæ íèìè:

Ci =
2Ei

ki(ki − 1)
. (1.2)
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×åðåç ìàòðèöþ ñóìiæíîñòi êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi ìîæíà âèðàçèòè òà-

êèì ÷èíîì:

Ci =

∑
i(Â

3)ii∑
i̸=j(Â

2)ij
. (1.3)

Êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi ¹ ñïåöèôi÷íîþ ìiðîþ ñêîðåëüîâàíîñòi âóçëiâ ìå-

ðåæi, âií ïîêàçó¹ ñêiëüêè íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ êîíêðåòíîãî âóçëà ¹ ïîâ'ÿ-

çàíèìè ìiæ ñîáîþ;

• ÷àñòêà êëiê (clique) - êiëüêiñòü âçà¹ìîïîâ'ÿçàíèõ ãðóï âóçëiâ ó ìåðåæi;

• ïîñåðåäíèöòâî (betweenness centrality) - öå òàêîæ ëîêàëüíà õàðàêòåðèñòè-

êà âóçëà, ùî ïîêàçó¹, ñêiëüêè íàéêîðîòøèõ øëÿõiâ ïðîõîäèòü ÷åðåç íüîãî.

Ïîñåðåäíèöòâî îçíà÷à¹òüñÿ, ÿê âiäíîøåííÿ êiëüêîñòi òàêèõ íàéêîðîòøèõ

øëÿõiâ ìiæ âñiìà ïàðàìè âóçëiâ â ìåðåæi, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç âóçîë m,

äî çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi íàéêîðîòøèõ øëÿõiâ ìiæ öèìè âóçëàìè:

σ(m) =
∑
i ̸=j

l(i,m, j)

l(i, j)
. (1.4)

Iíøîþ âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ìåðåæ ¹ ðîçïîäië çà ñòóïåíåì âóçëiâ

P (k), ùî ìà¹ ñåíñ iìîâiðíîñòi òîãî, ùî âèïàäêîâî âèáðàíèé âóçîë i ìà¹ ñòóïiíü

ki = k (êiëüêiñòü íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ). Äëÿ ñêëàäíèõ ìåðåæ íàéáiëüø òèïîâèìè

ïðèêëàäàìè ðîçïîäiëiâ ìîæíà ââàæàòè:

ðîçïîäië Ïóàññîíà

P (k) = e−⟨k⟩ ⟨k⟩
k

k!
, (1.5)

åêñïîíåíöiéíî-çãàñíèé

P (k) ∼ e−k/⟨k⟩, k → ∞ (1.6)

÷è ñòåïåíåâî-çãàñíèé ðîçïîäië

P (k) ∼ 1/kγ, k → ∞. (1.7)

ßêùî ïåðøi äâà ðîçïîäiëè âîëîäiþòü òèïîâèì ìàñøòàáîì, òî òðåòié ïðèí-

öèïîâî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íèõ, âæå õî÷à á òîìó, ùî äëÿ áåçìåæíî¨ ìåðåæi iñíóþòü
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âñi ìîìåíòè ⟨kα⟩ ðîçïîäiëiâ (1.5)-(1.6), â òîé ÷àñ, ÿê äëÿ ðîçïîäiëó (1.7) çáiæíè-
ìè ¹ ëèøå êiëüêà ìîìåíòiâ iç α < γ− 1. Ìåðåæi çi ñòåïåíåâî-çãàñíîþ ôóíêöi¹þ

ðîçïîäiëó çà ñòóïåíåì âóçëiâ âiäíîñÿòü äî îêðåìîãî êëàñó, ùî ìà¹ íàçâó � áåç-

ìàñøòàáíi (scale-free) ìåðåæi [13]. Íàçâà âèïëèâà¹ âëàñíå iç îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨

ðîçïîäiëó, ùî íå ìà¹ òèïîâîãî ìàñøòàáó.

Ìåðåæi iç ñòåïåíåâèì ðîçïîäiëîì îïèñóþòü äóæå áàãàòî ïðèðîäíiõ òà

ñòâîðåíèõ ëþäèíîþ ñèñòåì. Òàê íàïðèêëàä, áóëî âñòàíîâëåíî áåçìàñøòàáíó

ñòðóêòóðó iíòåðíåòó [14, 35, 36, 39�41], äå âóçëàìè ââàæàþòüñÿ âåá-ñòîðiíêè,

à iñíóâàííþ çâ'ÿçêó âiäïîâiäà¹ ãiïåðëiíêè. Öå âiäêðèòòÿ ïðèâåðíóëî îñîáëè-

âó óâàãó äî âèâ÷åííÿ çàäà÷ íà ìåðåæàõ. Iùå ðàíiøå ïîíÿòòÿ ç òåîði¨ ìåðåæ

âèêîðèñòîâóâàëè äëÿ âèâ÷åííÿ ïðîöåñiâ ó ñîöióìi, äå âóçëàì ñòàâèëè ó âiäïî-

âiäíiñòü ÷ëåíiâ ÷è öiëi ãðóïè ñóñïiëüñòâà [42, 43], à ëiíêàì âiäïîâiäàëè âèïàä-

êè çíàéîìñòâà-íåçíàéîìñòâà, äiëîâi êîíòàêòè, çâÿçêè âîðîã-äðóã ìiæ ÷ëåíàìè

ñîöióìó. ßñêðàâèì ïðèêëàäîì ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi ¹ ìåðåæà íàóêîâî¨ ñïiâïðàöi

[42, 44], äëÿ ÿêî¨ âóçëè ñèñòåìè - öå íàóêîâöi, à ëiíê âiäïîâiäà¹, íàïðèêëàä, íàÿâ-

íîñòi ñïiëüíèõ ïóáëiêàöié. Âèâ÷åííÿ ðîçïîäiëó ëiíêiâ ó òàêèõ ìåðåæàõ ïîêàçó¹,

ùî âií ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ ñòåïåíåâîìó çàêîíó, àëå iç åêñïîíåíöiéíèì îáðiçàííÿì

[42, 45], çóìîâëåíèì îáìåæåíiñòþ ÷àñîâîãî ïðîìiæêó ïðîñòåðåæåííÿ. Iíøèì öi-

êàâèì ïðèêëàäîì äëÿ äîñëiäæåííÿ ¹ ìåðåæi òðàíñïîðòó, äå âóçëè - öå ñòàíöi¨

(çóïèíêè), à ëiíêàì âiäïîâiäàþòü ëiíi¨ ìàðøðóòiâ. Òàêèì ÷èíîì áóëî âñòàíîâ-

ëåíî áåçìàñøòàáíó ñòðóêòóðó ÿê ìåðåæ àåðîïîðòiâ [46�51], çàëiçíèöü [52], òàê

i ãðîìàäñüêîãî òðàícïîðòó [53�58].

Äëÿ îïèñó ñêëàäíèõ ìåðåæ áóëî çàïðîïîíîâàíî ðÿä ìîäåëåé, íàéâiäîìè-

øèìè ç íèõ ¹:

• Êëàñè÷íèé âèïàäêîâèé ãðàô Åðäîøà-Ðåíi

Çàñòîñîâóþ÷è ïðîáàëiñòè÷íi ìåòîäè, À. Ðåíi òà Ï. Åðäîø â ñåðåäèíi ìè-

íóëîãî ñòîëiòòÿ äåòàëüíî îïèñàëè âëàñòèâîñòi öüîãî ãðàôó [8]. Ìîæëèâi

äâà ñïîñîáè ïîáóäîâè êëàñè÷íîãî âèïàäêîâîãî ãðàôó. Äëÿ ìîäåëi ïåðøî-

ãî òèïó â àíñàìáëi iç äîâiëüíîãî ÷èñëà âåðøèí ôiêñó¹òüñÿ iìîâiðíiñòü,
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ç ÿêîþ ìiæ äâîìà âåðøèíàìè ìîæå iñíóâàòè ðåáðî. Ó äðóãîìó âèïàäêó

ðåáðà ðîçïîäiëåíi íåçàëåæíî é âèïàäêîâî ìiæ óñiìà âåðøèíàìè. Îáèäâà

ñïîñîáè ïðèâîäÿòü äî iäåíòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ó âèïàäêó áåçìàñøòàáíîãî

ãðàôó.

• Ìîäåëü òiñíîãî ñâiòó

Ìåðåæåþ òiñíîãî ñâiòó íàçèâà¹òüñÿ òàêà ìåðåæà, õàðàêòåðíèé ðîçìið ÿêî¨

l ñïàäà¹ ïîâiëüíiøå, íiæ çà ñòåïåíåâèì çàêîíîì iç çðîñòàííÿì êiëüêîñòi

âóçëiâ N . Äëÿ òàê çâàíî¨ ìåðåæi òiñíîãî ñâiòó Âàòòñà-Ñòðîãàöà l ∼ lnN

[9]. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ñîöiàëüíi ìåðåæi ¹ ìåðåæàìè òiñíîãî ñâiòó (çâiäñè i

âèíèê òåðìií "small world network"). Ìåðåæà Âàòòñà-Ñòðîãàöà óòâîðþ¹-

òüñÿ iç ðåãóëÿðíî¨ ñòðóêòóðè (îäíîâèìiðíîãî ëàíöþæêà), øëÿõîì ïðîöå-

äóðè ïåðåç'¹äíàííÿ (rewiring) [9]: iç iìîâiðíiñòþ p êîæåí iñíóþ÷èé çâ'ÿçêîê

ðîçðèâà¹òüñÿ òà ïåðåç'¹äíó¹òüñÿ iç iíøèìè âóçëàìè. Òàêèì ÷èíîì ìåðåæà

òiñíîãî ñâiòó äîçâîëÿ¹ çäiéñíèòè iíòåðïîëÿöiþ ìiæ ðåãóëÿðíîþ ãðàòêîþ

òà âèïàäêîâèì ãðàôîì çà äîïîìîãîþ çìiíè îäíîãî ïàðàìåòðà p. Íà ìåðå-

æàõ òàêîãî òèïó îäíî÷àñíî ðåàëiçó¹òüñÿ ëîêàëüíå ðîçòàøóâàííÿ ñóñiäiâ,

ÿê ó ðåãóëÿðíié ãðàòöi, ðàçîì ç ãëîáàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè âèïàäêîâèõ

ãðàôiâ, òàêèìè ÿê ìàëà ñåðåäíÿ âiäñòàíü ìiæ äîâiëüíîþ ïàðîþ âóçëiâ [10].

• Ìîäåëü Áàðàáàøi-Àëüáåðòà (ïåðåâàæíå ïðè¹äíàííÿ)

Îäíèì iç ìîæëèâèõ ñïîñîáiâ ïîáóäîâè áåçìàñøòàáíî¨ ìåðåæi ¹ ñöåíàðié

Áàðàáàøi-Àëüáåðòà [13, 14]. Öié ìîäåëi âiäïîâiäà¹ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó çà

ñòóïåíåì âóçëiâ � P (k) ∼ 1/k3. Ïîáóäîâà ìåðåæi áàçó¹òüñÿ íà äâîõ ïðèí-

öèïàõ: çðîñòàííÿ òà ïåðåâàæíîãî ïðè¹äíàííÿ [13, 14]. Íà ïî÷àòêó ñèñòåìà

ñêëàäà¹òüñÿ iç íåâåëèêî¨ êiëüêîñòi âóçëiâ n0, äî ÿêèõ íà êîæíîìó íàñòó-

ïíîìó êðîöi äîäà¹òüñÿ íîâèé âóçîë ç n < n0 çâ'ÿçêàìè, ÿêi ïî¹äíóþòüñÿ iç

iñíóþ÷èìè n0 âóçëàìè. À iìîâiðíiñòü iñíóâàííÿ ëiíêó ìiæ íîâèì âóçëîì

òà âóçëîì i ñèñòåìè ïðîïîðöiéíà äî ñòóïåíÿ âóçëà ki.

Â ïîäàëüøîìó ìè çóïèíèìîñü íà ðîáîòàõ, â ÿêèõ äîñëiäæóâàëàñÿ ïîâåäií-
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êà òðàäèöiéíèõ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè (ÿê ïðàâèëî - ñïiíîâèõ ìîäåëåé) íà

ñêëàäíèõ ìåðåæàõ. Â òàêîìó ðîçãëÿäi äîâîäèòüñÿ ìàòè ñïðàâó ÿê iç áåçëàäîì,

ïîâ'ÿçàíèì iç ñòðóêòóðîþ ìåðåæi, òàê i ç áåçëàäîì, ïîâ'ÿçàíèì iç ðîçïîäiëîì ií-

äèâiäóàëüíèõ ñòàíiâ ÷àñòèíîê. Â ñâîþ ÷åðãó, öå ïðèçâîäèòü äî ââåäåííÿ ðiçíèõ

ìîäåëåé, ïîäiáíî äî òîãî, ÿê ðîçãëÿäà¹ìî çàìîðîæåíèé (quenched) òà âiäïàëå-

íèé (annealed) ñòðóêòóðíèé áåçëàä â òåîði¨ ñòðóêòóðíî-íåâïîðÿäêîâàíèõ ñèñòåì

[59]. Äëÿ íåñêîðåëüîâàíèõ ìåðåæ òàêèìè ìîäåëÿìè ¹ êîíôiãóðàöiéíà ìîäåëü ìå-

ðåæi (con�gurational model) [60] òà âiäïàëåíà ìåðåæà (annealed network) [61, 62].

Êîíôiãóðàöiéíà ìîäåëü ¹ ìàêñèìàëüíî âèïàäêîâèì ãðàôîì iç çàäàíèì ðîçïî-

äiëîì ñòóïåíiâ âóçëiâ. Â òåîði¨ ãðàôiâ òàêèé ãðàô íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâèì ãðà-

ôîì ç ìiòêàìè (labeled random graph) iç çàäàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ âóçëiâ [60, 63, 64]

Âiäïîâiäíî ó âiäïàëåíié ìåðåæi êîíôiãóðàöi¨ çâ'ÿçêiâ ôëóêòóþþòü íà îäíàêî-

âèõ ÷àñîâèõ ìàñøòàáàõ iç ñïiíîâèìè çìiííèìè. Öå ïðèçâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi

óñåðåäíåííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, à íå ¨¨ ëîãàðèôìó, ÿê ó ïîïåðåäíüîìó âèïàä-

êó [59]. Òàêà âëàñòèâiñòü âiäïàëåíèõ ìåðåæ äîçâîëÿ¹ òî÷íî îïèñàòè ïîâåäiíêó

áàãàòüîõ ñïiíîâèõ ìîäåëåé íà ìåðåæàõ [61, 62], çîêðåìà äëÿ íåñêîðåëüîâàíî¨

âiäïàëåíî¨ ìåðåæi ñòàòèñòè÷íó ñóìó ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðìi õàðàêòåðíié äëÿ

ìîäåëi íà ïîâíîìó ãðàôi iç ñåïàðàáåëüíèìè âçà¹ìîäiÿìè [61].

1.2. Ñïiíîâi ìîäåëi íà ñêëàäíèõ ìåðåæàõ

Âïðîäîâæ êiëüêîõ îñòàííiõ äåñÿòèëiòü, êðèòè÷íi ÿâèùà íà ñêëàäíèõ ìå-

ðåæàõ ñòàíîâèëè îäíó iç íàéáiëüø äîñëiäæóâàíèõ äiëÿíîê ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçè-

êè òà ôiçèêè êîíäåíñîâàíèõ ñèñòåì [64]. Â öüîìó êîíòåêñòi ðîçãëÿäàëàñÿ ði-

çíîìàíiòíà òåìàòèêà, ÿê îò âèíèêíåííÿ êðèòè÷íî¨ (áåçìàñøòàáíî¨) ñòðóêòóðè

ìåðåæi, ÿâèùå ïåðêîëÿöi¨, ïîðiã ïðîòiêàííÿ åïiäåìi¨ íà ìåðåæi, ôàçîâi ïåðå-

õîäè òà êîîïåðàòèâíà ïîâåäiíêà áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñèñòåì, ëîêàëiçîâàíèõ íà

âóçëàõ ìåðåæi. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè çäiéñíèìî êîðîòêèé îãëÿä ðîáiò, ïðè-

ñâÿ÷åíèõ îñòàííüîìó ç ïåðåëi÷åíèõ âèùå ïèòàíü, à ñàìå, ìè çîñåðåäèìîñÿ íà

äîñëiäæåííÿõ, ìåòîþ ÿêèõ áóâ àíàëiç êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñïiíîâèõ ìîäåëåé íà
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ñêëàäíèõ ìåðåæàõ. Òàêi äîñëiäæåííÿ ìàþòü öiëó íèçêó öiêàâèõ çàñòîñóâàíü,

âiä çàäà÷ ôiçèêè íàíîñèñòåì äî ñîöiîôiçèêè. Òàê, ÷àñòî âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî àð-

õiòåêòóðà áàãàòî÷àñòèíêîâèõ íàíîóòâîðåíü àäåêâàòíiøå îïèñó¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ

ìåðåæi, íiæ òîïîëîãi¹þ ãðàòêè [16]. Ç iíøîãî áîêó, ÷èñëåííi ìîäåëi ñóñïiëüíî¨

ïîâåäiíêè áàçóþòüñÿ íà ðîçãëÿäi âçà¹ìîäiþ÷èõ àãåíòiâ ó ñîöiàëüíèõ ìåðåæàõ

[3]. Âiäïîâiäíî, ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâiñòü âïîðÿäêîâàíîãî ñòàíó ó ñïiíîâié ñè-

ñòåìi íà çàäàíié ñêëàäíié ìåðåæi ìîæå áóòè ïåðåôîðìóëüîâàíå ó ïèòàííÿ ïðî

ìîæëèâiñòü äîñÿãíåííÿ ñïiëüíî¨ äóìêè ó ñèñòåìi âçà¹ìîäiþ÷èõ àãåíòiâ íà ìåðå-

æi òàêî¨ æ ñòðóêòóðè (opinion formation models) [65, 66]. Çãàäàíi âèùå ìîòèâàöi¨

äëÿ âèâ÷åííÿ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ íà ñêëäíèõ ìåðåæàõ ñëiä äîïîâíèòè iùå îäíi-

¹þ: ïîâåäiíêà áàçîâèõ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè çàçíà¹

êàðäèíàëüíèõ çìií, ÿêùî öi ìîäåëi ðîçãëÿäàþòüñÿ íå íà d-âèìiðíèõ ãðàòêàõ, à

íà ìåðåæàõ.

Äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà êðèòè÷íà ïîâåäiíêè âèçíà÷à¹òüñÿ íå òiëüêè âèìiðíi-

ñòþ ãðàòêè, àëå é çíà÷åííÿì ïîòñiâñüêî¨ çìiííî¨ q[67]. Ñõîæå, ÿê äëÿ ìîäåëi

Içiíãà [68, 69], ìîäåëü Ïîòòñà íà äåðåâi Êåéëi õàðàêòåðèçóþòüñÿ äàëåêîñÿæíèì

âïîðÿäêóâàííÿì [70], àëå ó íié âiäáóâà¹òüñÿ íîâèé òèï ôàçîâîãî ïåðåõîäó, òàê

çâàíèé ôàçîâèé ïåðåõiä íåïåðåðâíîãî ïîðÿäêó (phase transition of continuous

order) [71]. Â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðíî-çàëåæíî¨ êîíñòàíòè âçà-

¹ìîäi¨, ïîðÿäîê íèéíèæ÷î¨ ñèíãóëÿðíî¨ ïîõiäíî¨ çìåíøó¹òüñÿ âiä ïåðøîãî äî

áåçìåæíîãî.

Óæå òîé ôàêò, ùî ïîíÿòòÿ åâêëiäîâî¨ âèìiðíîñòi íå ¹ îçíà÷åíèì äëÿ ãðà-

ôà, à ñàìå âèìiðíiñòü ïðîñòîðó ¹ îäíèì iç ôàêòîðiâ, ÿêèé (ïîðÿä iç ñèìåòði¹þ

ïàðàìåòðà ïîðÿäêó òà òèïîì âçà¹ìîäi¨) âèçíà÷à¹ êðèòè÷íó ïîâåäiíêó, äîçâîëÿ¹

ñïîäiâàòèñÿ íà âiäìiííîñòi ó êðèòè÷íié ïîâåäiíöi ãðàòêîâèõ ñèñòåì òà ñèñòåì

íà ãðàôàõ. Ó âèïàäêó ìåðåæ ñèòóàöiÿ óñêëàäíþ¹òüñÿ ïðèñóòíiñòþ áåçëàäó ó

ðîçïîäiëi çà ñòóïåíÿìè âóçëiâ. Íà âiäìiíó âiä ñòðóêòóðíîãî áåçëàäó, ùî ìîæå

áóòè ïðèñóòíiì ó ãðàòêîâèõ ñèòåìàõ [75, 76], äëÿ ñêëàäíèõ ìåðåæ ìà¹ìî ñïðà-

âó iç ñèëüíèì áåçëàäîì (strong disorder), ùî ÷àñòî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ðîçáiæíîþ
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äèñïåðñi¹þ. Ïðèñóòíiñòü òàêîãî áåçëàäó, ïîðÿä iç åôåêòîì òiñíîãî ñâiòó (äèâ.

ïîïåðåäíié ïiäðîçäië), ¹ ãîëîâíèìè ôàêòîðàìè, ùî îáóìîâëþþòü îñîáëèâîñòi

ïîâåäiíêè ñècòåìè íà ñêëàäíié ìåðåæi. Òàê, ó ìîäåëi Içiíãà òà ó XY ìîäåëi íà

ìåðåæi òiñíîãî ñâiòó, ïîáóäîâàíié íà îñíîâi îäíîâèìiðíî¨ ãðàòêè, âiäáóâà¹òüñÿ

ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó òèïó ñåðåäíüîãî ïîëÿ [77, 78]. Ïîäiáíèé ôàçîâèé

ïåðåõiä òèïó ñåðåäíüîãî ïîëÿ ñïîñòåðiãàâñÿ íà ìåðåæàõ òiñíîãî ñâiòó ïîáóäîâà-

íèõ íà d = 2 i d = 3 ãðàòêàõ [79, 80], à â àíèòèôåðîìàãíiòíié ìîäåëi Içiíãà íà

ìåðåæi òiñíîãî ñâiòó, ïîáóäîâàíié íà äâîâèìiðíié ãðàòöi, âiäáóâà¹òüñÿ ôàçîâèé

ïåðåõiä ïàðàìàãíåòèê-ñïiíîâå ñêëî [81].

Êðèòè÷íà ïîâåäiíêà íà ñêëàäíèõ ìåðåæàõ ñóòò¹âèì ÷èíîì çàëåæèòü âiä

íàÿâíîñòi êîðåëÿöi¨ ìiæ ñòóïåíÿìè âóçëiâ, ùî óòâîðþþòü ìåðåæó. Áiëüøiñòü

ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, ñòîñó¹òüñÿ íåñêîðåëüîâàíèõ ìå-

ðåæ. Êîðîòêèé îãëÿä êðèòè÷íè¨ ïîâåäiíêè ñïiíîâèõ ìîäåëåé íà òàêèõ ìåðåæàõ

ìè ïðèâåäåìî ó öüîìó ïiäðîçäiëi. Ïåðåä òèì çàóâàæèìî, ùî êîðåëÿöi¨ ìiä ñòó-

ïåíÿìè âóçëiâ ¹ âàæëèâîþ ðèñîþ ñêëàäíèõ ìåðåæ. Òàê âiäîìî [82], ùî ó ñî-

öiàëüíèõ ìåðåæàõ âóçëè ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ ëiíêiâ (ãàáè) ìàþòü òåíäåíöiþ

ïðè¹äíóâàòèñÿ îäèí äî îäíîãî. Òàêà âëàñòèâiñòü ìåðåæ íàçèâà¹òüñÿ àñîðòàòèâ-

íiñòþ. Ïðîòèëåæíèìè ïðèêëàäàìè ¹ áàãàòî áiîëîãi÷íèõ ìåðåæ, íåñïðÿìîâàíà

ìåðåæà www [83, 84], ó ÿêèõ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ àíòèêîðåëÿöiÿ ãàáiâ. Òàêi ìåðåæi

íàçèâàþòü äèñîðòàòèâíèìè. Âðàõóâàííÿ åôåêòiâ äèñîðòàòèâíîñòi òà àñîðòàòèâ-

íîñòi íà êðèòè÷íó ïîâåäiíêó áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñèñòåì çàëèøà¹òüñÿ àêòóàëü-

íîþ ïðîáëåìîþ òåîði¨ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ [85, 86].

Äëÿ âèïàäêîâèõ íåñêîðåëüîâàíèõ ìåðåæ (äëÿ ÿêèõ iìîâiðíiñòü iñíóâàí-

íÿ ëiíêó ìiæ äâîìà âóçëàìè ïðîïîðöiéíà äî äîáóòêó ¨õ ñòóïåíiâ) êðèòè÷íà

ïîâåäiíêà âèçíà÷à¹òüñÿ çáiæíiñòþ ìîìåíòiâ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âóçëiâ P (k). Ó

ìåðåæàõ iç çáiæíèì ìîìåíòîì ⟨k4⟩ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïîâåäiíêà òèïó êëàñè÷íîãî
ñåðåäíüîãî ïîëÿ. ßêùî ìîìåíò ⟨k4⟩ ðîçáiæíèé, à ìîìåíò ⟨k2⟩ � çáiæíèé, óíiâåð-
ñàëüíi õàðàêòåðèñòèêè êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè çàëåæàòü âiä àñèìïòîòèêè ôóíöi¨

P (k) ïðè âåëèêèõ k. Âiäïîâiäíî, ñïiíîâi ñèñòåìè íà ìåðåæàõ iç çáiæíèì ⟨k⟩ i
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ðîçáiæíèì ⟨k2⟩ çíàõîäÿòüñÿ ó âïîðÿäêîâàíîìó ñòàíi ïðè áóäü-ÿêîìó ñêií÷åí-

íîìó çíà÷åííi òåìïåðàòóðè. Äëÿ ôåðîìàãíiòíî¨ ìîäåëi Içiíãà íà íåñêîðåëüîâà-

íié âèïàäêîâié ìåðåæi öi ðåçóëüòàòè áóëè îòðèìàíi ç âèêîðèñòàííÿì òî÷íîãî

ðåêóðåíòíîãî ìåòîäó [63] òà ìåòîäó ðåïëiê [87]. Äëÿ áåçìàñøòàáíî¨ ìåðåæi iç

ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ (1.7) ïîêàçíèê çàãàñàííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäi-

ëó âóçëiâ λ âèçíà÷à¹ êîëåêòèâíó ïîâåäiíêó òà âiäiãðà¹ ðîëü ãëîáàëüíîãî ïà-

ðàìåòðà, ïîäiáíî äî òîãî, ÿê âèìiðíiñòü ïðîñòîðó d ¹ ãëîáàëüíèì ïàðàìåòðîì

äëÿ ãðàòêîâèõ ñèñòåì. Äëÿ ìîäåëåé íà ìåðåæàõ òàêîæ iñíó¹ âåðõí¹ òà íèæí¹

êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ùî àíàëîãi÷íå iñíóâàííþ âåðõíüî¨ òà íèæíüî¨

êðèòè÷íî¨ âèìiðíîñòi äëÿ ãðàòîê. Ïðè âåðõíüîìó êðèòè÷íîìó çíà÷åííi λ = λuc

òà d = duc ñêåéëiíãîâà ïîâåäiíêà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïîÿâîþ ëîãàðèôìi÷íèõ ïî-

ïðàâîê [63, 87�89], â òîé ÷àñ ÿê âèùå öüîãî çíà÷åííÿ êðèòè÷íi ïîêàçíèêè ñïiâ-

ïàäàþòü iç êëàñè÷íèìè ç òåîði¨ ñåðåäíüîãî ïîëÿ. Îäíàê,òàêà àíàëîãiÿ ìà¹ ïåâíi

îáìåæåííÿ: ãðàòêîâà ñèñòåìà ïðè d ≤ dlc çàëèøà¹òüñÿ íåâïîðÿäêîâàíîþ ïðè

áóäü-ÿêié ñêií÷åííié òåìïåðàòóði T , òîäi ÿê ñèñòåìè íà ìåðåæàõ çàâæäè çáå-

ðiãàþòü âïîðÿäêóâàííÿ â äiàïàçîíi λ ≤ λlc. Áóäó÷è ãëîáàëüíèì ïàðàìåòðîì, λ

âèçíà÷à¹ óíiâåðñàëüíi òåðìîäèíàìi÷íi âëàñòèâîñòi â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè é ó

âèïàäêó âiäñóòíîñòi åâêëiäîâî¨ âèìiðíîñòi ïðîñòîðó, êîíòðîëþ¹ ôàçîâèé ïåðå-

õiä. Äëÿ ìîäåëi Içiíãà, λlc = 3, λuc = 5 òîäi ÿê dlc = 1 i duc = 4. Ïðî îñîáëèâîñòi

ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê ìîäåëi Ïîòòñà, äèâ. Ðîçäië 2.

Âiäîìî, ùî äëÿ ãðàòêîâèõ ñèñòåì êðèòè÷íà ïîâåäiíêà XY-ìîäåëi ñóòò¹âî

âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìîäåëi Içiíãà. Òàê ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó (d=2) ó öié ìîäåëi

âiäáóâà¹òüñÿ ñâî¹ðiäíèé ôàçîâèé ïåðåõiä Êîñòåðëiöà-Òàóëåñà-Áåðåçèöüêîãî ìiæ

äâîìà ôàçàìè [90]: íèçüêîòåìïåðàòóðíîþ, ùî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñòåïåíåâèì çà-

êîíîì çàãàñàííÿ ñïií-ñïiíîâî¨ ïàðíî¨ êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨ (õî÷à ñïîíòàííà íà-

ìàãíi÷åíiñòü ïðè öüîìó ðiâíà íóëþ) òà íåâïîðÿäêîâàíîþ âèñîêîòåìïåðàòóðíîþ

ôàçîþ iç åêñïîíåíöiéíèì çàãàñàííÿì êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨. Îäíàê, ÿêùî XY-

ìîäåëü ðîçãëÿäàòè íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi, êðèòè÷íà ïîâåäiíêà âèÿâëÿ¹òüñÿ

ïîäiáíîþ äî ìîäåëi Içiíãà: îäåðæàíi ïðè ìîäåëþâàííi êðèòè÷íi ïîêàçíèêè XY-
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ìîäåëi ñïiâïàäàþòü iç âiäïîâiäíèìè çíà÷åííÿìè äëÿ ìîäåëi Içiíãà [91].

Äåÿêi òî÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ òðè-ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà iç êîíêóðóþ÷èìè

âçà¹ìîäiÿìè íà ãðàòöi Áåòå ïîäàíi â [72], à ôàçîâà äiàãðàìà ìîäåëi iç íàñòóïíè-

ìè íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè íà ãðàòöi Áåòå ïîàíàëiçîâàíà ó ðîáîòi [73]. Òàêîæ

äîñëiäæóâàëàñü ïîâåäiíêà ìîäåëi Ïîòòñà íà Apollonian ìåðåæi (íåñïðÿìîâàíî-

ìó ãðàôi, ïîáóäîâàíîìó âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîöåäóðè ðåêóðñèâíîãî ïîäiëó) [92].

Îäíàê, ïðî êðèòè÷íó ïîâåäiíêó ìîäåëi Ïîòòñà íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi âiäî-

ìî íåáàãàòî. Ó ïåðøèõ ñòàòòÿõ ç öi¹¨ òåìàòèêè [93, 94] (îñòàííÿ ñòàòòÿ áóëà

áiëüø äåòàëüíî ïðîàíàëiçîâàíà ó [95]) âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè ñåðåäíüîãî ïî-

ëÿ òà ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü ó äåðåâîïîäiáíîìó íàáëèæåííi áóëî îòðèìà-

íî ðåçóëüòàòè ïðî íàÿâíiñòü ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïåðøîãî ðîäó. Îäíàê ôàçîâi

äiàãðàìè, îòðèìàíi â ðîáîòàõ [93, 94] äåùî âiäðiçíÿëèñü. Äåêiëüêà ðåçóëüòàòiâ

Ìîíòå-Êàðëî ñèìóëÿöié òàêîæ ïîêàçàëè, ùî êðèòè÷íà ïîâåäiíêà ìîäåëi Ïîòòñà

íà ìåðåæi âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äâîâèìiðíî¨ ãðàòêîâî¨ ñèñòåìè [95, 96]. Äëÿ ìîäåëi

Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíi ìåðåæi ñïîñòåðiãàþòü ôàçîâèé ïåðåõiä

ïåðøîãî ÷è äðóãîãî ðîäó. Îäíàê, êðiì çàëåæíîñòi âiä çìiííî¨ q, ðiä ïåðåõîäó

âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿì ïîêàçíèêà çàãàñàííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó λ [93, 94].

Â ãðàíèöi q → 1 ìîäåëü Ïîòòñà îïèñó¹ ÿâèùå ïåðêîëÿöi¨. Àíàëîãîì ïåðêî-

ëÿöiéíîãî êëàñòåðà, ùî âèíèêà¹ â ãðàòêîâèõ ñèñòåìàõ [97] ¹ ãiãàíòñüêà çâ'ÿçíà

êîìïîíåíòà (GCC) [98]. Öå òàêà çâ'ÿçíà ÷àñòêà âóçëiâ ìåðåæi, ÿêà çàëèøà¹òüñÿ

ñêií÷åííîþ â ãðàíèöi, êîëè çàãàëüíà êiëüêiñòü âóçëiâ N → ∞. Äëÿ íåñêîðå-

ëüîâàíî¨ ìåðåæi ïîðiã ïðîòiêàííÿ cperc (êîíöåíòðàöiÿ âóçëiâ, ïðè ÿêié â ñèñòåìi

ç'ÿâëÿ¹òüñÿ GCC) âèçíà÷à¹òüñÿ âiäíîøåííÿì äðóãîãî òà ïåðøîãî ìîìåíòiâ ôóí-

êöi¨ ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ: ⟨k2⟩/⟨k⟩ = 2 ïðè cperc. Öå òâåðäæåííÿ âiäîìå, ÿê

êðèòåðié Ìîëîÿ-Ðiäà [11, 99, 100]. Çâàæèâøè íà ïðèâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ ïðî

çáiæíiñòü ìîìåíòiâ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæ (1.7), ìîæíà çðîáè-

òè âèñíîâîê, ùî ÿâèøå ïåðêîëÿöi¨ íà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ ñóòò¹âî çàëåæèòü

âiä çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ. Çîêðåìà, ïðè λ ≤ 3 GCC iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäìií-

íî¨ âiä íóëÿ êîíöåíòðàöi¨ âóçëiâ. Äîñëiäæåííÿ ÿâèùà ïåðêîëÿöi¨ íà ñêëàäíèõ
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ìåðåæàõ äà¹ çìîãó âèÿâèòè âðàçëèâiñòü i âñòàíîâèòè íàéêðàùi ñïîñîáè çàõèñòó

ñèñòåì âiä àòàê (óñóíåííÿ âóçëiâ ÷è çâ'ÿçêiâ). Áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ðåàëüíi áåç-

ìàñøòàáíi ìåðåæi ¹ ñòiéêèìè äî âèïàäêîâèõ àòàê, îäíàê íàéäçâè÷àéíî ÷óòëèâi

äî ñïðÿìîâàíèõ, à ñàìå äîñëiäæóâàëèñü ìåðåæi iíòåðíåòó [101, 102], ìåòàáîëi-

çìó [37], õàð÷óâàííÿ [103], ïðîòå¨íiâ [104]. Ïðèðîäíüî, ùî ïðè âèëó÷åííi âóçëiâ

iç âèñîêèì ñòóïåíåì ñèñòåìà çíà÷íî âòðà÷àëà ïðîäóêòèâíiñòü, íàïðèêëàä äëÿ

iíòåðíåòó âèëó÷åííÿ 1% âóçëiâ iç íàéáiëüøèì ñòóïåíåì óäâi÷i çìåíøó¹ ïðî-

äóêòèâíiñòü ìåðåæi [101]. Îäíàê, íå ó âñiõ ñèñòåìàõ íàéâàæëèâiøó ðîëü ïðè

ñòiéêîñòi äî àòàê âiäiãðàþòü ãàáè (âóçëè iç âåëèêèì ñòóïåíåì). Òàê, äëÿ ìåðåæi

àåðîïîðòiâ áóëî âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ çâ'ÿçíîñòi ìåðåæi ñïîëó÷åííÿ âóçëè ç âå-

ëèêèì ïîñåðåäíèöòâîì âàæëèâiøi [47, 48]. Ïðèðîäíiì çàñòîñóâàííÿì çàäà÷i ïðî

ñòiéêiñòü ìåðåæ äî àòàê ¹ äîñëiäæåííÿ ÿâèùà ïîøèðåííÿ êîìï'þòåðíèõ âiðóñiâ

â iíòåðíåòi ÷è åïiäåìié ó ñîöiàëüíèõ ìåðåæàõ [13, 82, 105�107].

Ôåíîìåíîëîãi÷íà òåîðiÿ Ëàíäàó òàêîæ çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ àíàëiçó ôàçî-

âèõ ïåðåõîäiâ íà íåñêîðåëüîâàíèõ ìåðåæàõ [88, 108]. Îäíàê, â öüîìó âèïàäêó

ââàæà¹òüñÿ, ùî åíåðãiÿ Ëàíäàó çàëåæèòü íå ëèøå âiä ïàðàìåòðà ïîðÿäêó, àëå é

âiä ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ. Äëÿ ìîäåëi iç ñòàëÿðíèì ïàðàìåòðîì ïî-

ðÿäêó òåîðiÿ Ëàíäàó áóëà ñôîðìóëüîâàíà ó [108]. Ìîäåëü çâ'ÿçàíèõ ñêàëÿðíèõ

ïîëiâ, à òàêîæ ëîêàëüíà àíiçîòðîïiÿ áóëè âðàõîâàíi ó [88].

Áàãàòî ðåàëüíèõ ñòðóêòóð óòâîðåíi êiëüêîìà âçà¹ìîäiþ÷èìè ìåðåæàìè,

öå òàê çâàíi áàãàòîøàðîâi ìåðåæi (multilayer networks) [86]. Äî íèõ âiäíîñÿòüñÿ

ìåðåæi ìåðåæ (network of networks), êîëè ïî¹äíàíi ìiæ ñîáîþ ðiçíi ìíîæèíè

âóçëiâ, êîæíà ç ÿêèõ óòâîðþ¹ ìåðåæó. Iíøèì ïðèêëàäîì áàãàòîøàðîâèõ ìåðåæ

¹ òàê çâàíi ìóëüòèïëåêñíi (multiplex) ìåðåæi. Ó íèõ îäíà i òà ñàìà ìíîæèíà

âóçëiâ ïîâ'ÿçàíà çâ'ÿçêàìè ðiçíîãî òèïó. Òàêèìè ìåðåæàìè ¹, íàïðèêëàä, ñîöi-

àëüíi ìåðåæi, êîëè çâ'ÿçêàì ðiçíîãî òèïó âiäïîâiäàþòü ðiçíi òèïè ñîöiàëüíèõ

âçà¹ìîäié. Äîñëiäæåííþ êðèòè÷íèõ ÿâèù íà áàãàòîøàðîâèõ ìåðåæàõ ïðèñâÿ-

÷åíi, çîêðåìà, ðîáîòè [109�111] (ó öèõ ðîáîòàõ âèâ÷àëîñÿ ÿâèùå ïåðêîëÿöi¨) òà

[112�114].
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Áóäü-ÿêà ðåàëüíà ÷è øòó÷íà ñèñòåìà, ÿêó á êiëüêiñòü ÷àñòèí ÷è îá'¹êòiâ

âîíà íå ìiñòèëà, ¹ âñå-òàêè ñêií÷åííîþ. Öå ó ñâîþ ÷åðãó ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî

êðèòè÷íà ïîâåäiíêà áàãàòî÷àñòèíêîâî¨ ñèñòåìè íà ìåðåæi çàëåæèòü âiä ðîçìiðó

N öi¹¨ ìåðåæi (�nite size efect) [115, 116]. Òàê, äëÿ áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæ äðóãèé

ìîìåíò ðîçïîäiëó ñòóïåíÿ âóçëiâ ⟨k2⟩ ðîçáiãà¹òüñÿ ïðè 2 < λ ≤ 3 ëèøå â ãðà-

íèöi N → ∞. Îäíàê, ÿêùî ìåðåæà ìà¹ ñêií÷åííèé ðîçìið, öÿ ðîçáiæíiñòü íå

ïðîÿâëÿ¹òüñÿ. Åôåêò ñêií÷åííîãî ðîçìiðó äëÿ ìåðåæ ïðèâîäèòü äî òîãî, ùî é

ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü ëiíêiâ ó ñèñòåìi òàêîæ áóäå ñêií÷åííîþ, à òîìó ñèñòåìà

íå ìîæå ìiñòèòè âóçëè iç áåçìåæíèì ñòóïåíåì k. Ìàêñèìàëüíèé ñòóïiíü âóçëà

äëÿ ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè kmax ïðèéíÿòî íàçèâàòè ïðèðîäíiì ñòóïåíåì îáðiçàííÿ

(natural cut-o�). Öåé ñòóïiíü, â ñâîþ ÷åðãó çàëåæèòü âiä ðîçìiðó ìåðåæi N , äèâ.

Äîäàòîê À. Òàê, ÿêùî äëÿ âèïàäêó ïåðêîëÿöi¨ â äiàïàçîíi 2 < λ ≤ 3 ïðèéíÿòè

kmax ∼
√
N , òî ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíi çàëåæíîñòi ïîðîãó ïðîòiêàííÿ pc âiä

ðîçìiðó ñèñòåìè [64]: pc(N, 2 < λ < 3) ∼ N
λ−3
2 , pc(N, λ = 3) ∼ 1/ lnN . Áà-

÷èìî, ùî ïîðiã ïðîòiêàííÿ ðiâíèé íóëþ ëèøå äëÿ ìåðåæi áåçìåæíîãî ðîçìiðó.

Ìåòîäè, çàïðîïîíîâàíi ó òåîði¨ ñêií÷åííî ðîçìiðíîãî ñêåéëiíãó (FSS, �nite size

scaling) [115, 116], âèêîðèñòîâóþòü òàêîæ i äëÿ àíàëiçó êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè íà

ìåðåæàõ [117].

1.3. Àíàëiç íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â êîìïëåêñíié

ïëîùèíi

Ðîáîòà Ëi òà ßíãà [118, 119] i ïiçíiøà ïðàöÿ Ôiøåðà [120], çàêëàëè ôóíäà-

ìåíò íîâîãî ñïîñîáó äîñëiäæåííÿ êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè, àíàëiçóþ÷è íóëi ñòàòè-

ñòè÷íî¨ ñóìè ó ïëîùèíi êîìïëåêñíîãî ïîëÿ ÷è òåìïåðàòóðè. Öåé àíàëiç ¹ óíiâåð-

ñàëüíèì ìåòîäîì äîñëiäæåííÿ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ ó ðiçíèõ ñèñòåìàõ [121, 122],

çîêðåìà i ãðàòêîâèõ ñïiíîâèõ ìîäåëåé.

Íóëi Ëi-ßíãà - öå íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ó ïëîùèíi êîìïëåêñíîãî ìàãíi-

òíîãî ïîëÿ (H) ïðè äiéñíié òåìïåðàòóði (T ), â òîé ÷àñ íóëÿìè Ôiøåðà (çàçâè÷àé

ïðè âiäñóòíîñòi çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ) ïðèéíÿòî íàçèâàòè íóëi ó ïëîùè-
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Ðèñ. 1.1. Ñõåìàòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ íóëiâ Ëi-ßíãà ìîäåëi Içiíãà íà äâîâèìiðíié
ãðàòöi ó (à) êîìïëåêñíié eH ïëîùèíi òà (b) êîìïëåêñíié H ïëîùèíi.
Çãiäíî òåîðåìè Ëi-ßíãà, âñi íóëi ëåæàòü íà êîëi îäèíè÷íîãî ðàäióñà
÷è ¹ ñóòî óÿâíèìè ó ïëîùèíi eH òà ïëîùèíi H âiäïîâiäíî.

íi êîìïëåêñíî¨ òåìïåðàòóðè. Ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi, êîëè ðîçìið ñèñòåìèN

ïðÿìó¹ äî áåçìåæíîñòi, íóëi Ëi-ßíãà òà Ôiøåðà ôîðìóþòü êðèâi ó êîìïëåêñíié

ïëîùèíi (H ÷è T , âiäïîâiäíî). Íà ïiäñòàâi àíàëiçó ïîëîæåííÿ òà ñêåéëiíãó íóëiâ,

áóâ çàïðîïîíîâàíèé àëüòåðíàòèâíèé îïèñ êðèòè÷íèõ ÿâèù, ÿêèé çäiéñíþ¹òüñÿ

â òåðìiíàõ êóòiâ, ùî ôîðìóþòü ëiíi¨ íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè [123�127]. Â öüîìó

ïðåäñòàâëåííi íóëi ìîæíà ïîâ'ÿçàòè iç íàáîðîì êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ òà âiä-

íîøåííÿì êðèòè÷íèõ àìïëiòóä. Âiäïîâiäíî, iñíóþòü ñïiââiäíîøåííÿ ñêåéëiíãó

äëÿ êîîðäèíàò íóëiâ, ÿêi òàêîæ ìîæíà ïîâ'ÿçàòè iç õàðàêòåðèñòèêàìè ôàçîâèõ

ïåðåõîäiâ [124].

ßê ïðèêëàä, íà Ðèñ. 1.1 ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíî êîîðäèíàòè íóëiâ ñòàòè-

ñòè÷íî¨ ñóìè äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà Z(Tc, H) ïðè êðèòè÷íié òåìïåðàòóði

T = Tc â ïëîùèíi êîìïëåêñíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Çàïèøåìî H = ReH + i ImH

òà îçíà÷èìî íóëi Ëi-ßíãà H = Hj ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè Z(Tc, H), ÿê ðåçóëüòàòè

÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü ReZ(Tc, H) = 0 òà ImZ(Tc, H) = 0 ó ïëî-

ùèíi êîìïëåêñíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ (äèâèòèñÿ äåòàëüíiøå Äîäàòîê Á). Çãiäíî

òåîðåìè Ëi-ßíãà ïðî êîëî îäèíè÷íîãî ðàäióñà [118, 119], óñi íóëi Ëi-ßíãà äëÿ

äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà ó ïðåäñòàâëåííi eH ëåæàòü íà êîëi îäèíè÷íîãî ðàäi-

óñà, àáî æ íóëi H = Hj ìiñòÿòü òiëüêè óÿâíó ÷àñòèíó êîîðäèíàòè, H = i ImH
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äèâ. Ðèñ. 1.1 (à) òà (b) âiäïîâiäíî. Ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi ïåðøèé íóëü iç

÷èñòî óÿâíîþ ÷àñòèíîþ (ïîðiã Ëi-ßíãà) íàáëèæà¹òüñÿ äî äiéñíî¨ îñi [128, 129].

Òåîðåìà Ëi-ßíãà ñïðàâåäëèâà äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà ðåãóëÿðíié ãðàòöi

[118, 119], âîíà âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ i äëÿ øèðøîãî êëàñó içiíãîïîäiáíèõ ìîäåëåé

íà ðåãóëÿðíèõ ãðàòêàõ. Îêðiì êëàñè÷íèõ ãðàòêîâèõ äèñêðåòíèõ ñïiíîâèõ ìî-

äåëåé [130], òåîðåìà òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåïåðåðâíèõ ñïiíîâèõ ñèñòåì [131];

äëÿ êâàíòîâèõ ñèñòåì, òàêèõ ÿê iäåàëüíèé áîçå-ãàç ïñåâäîñïiíó −1/2 ó çîâíi-

øíüîìó ïîëi òà äîâiëüíîìó çîâíiøíüîìó ïîòåíöiàëi [132]; äëÿ íåðiâíîâàæíèõ ñè-

ñòåì [133], ÿêi îïèñóþòü êîëåêòèâíi ÿâèùà i áiîôiçè÷íi ïðîöåñè [134, 135]. Òàêîæ

¹ âåëèêà êiëüêiñòü ìîäåëåé, äëÿ ÿêèõ òåîðåìà Ëi-ßíãà íå âèêîíó¹òüñÿ: ìîäåëi

Içiíãà iç àíòèôåðîìàãíiòíèìè âçà¹ìîäiÿìè [136, 137]; iç âèðîäæåíèìè ñïiíàìè

[138, 139]; ìîäåëi iç ìóëüòèñïiíîâèìè âçà¹ìîäiÿìè ïðè âèñîêèõ òåìïåðàòóðàõ

[140, 141]; i Âàí-äåð-Âààëüñîâi ãàçè [142, 143]. Òåîðåìà òàêîæ ïîðóøó¹òüñÿ äëÿ

ìîäåëåé, ó ÿêèõ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó: áàãàòîñòàíîâà

ìîäåëü Ïîòòñà òà ìîäåëü Áëþìà-Êàïåëÿ [144, 145]. Òåîðåìà ïîðóøó¹òüñÿ äëÿ

ïåâíèõ êâàíòîâèõ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñèñòåì: içiíãiâñüêi ôåðîìàãíåòèêè iç äî-

âiëüíèì çíà÷åííÿì ñïiíà [146] òà êâàíòîâèé içîòðîïíèé içiíãiâñüêèé ëàíöþæîê

â ïîïåðå÷íîìó ïîëi [147]. Äëÿ áiëüø äåòàëüíîãî îãëÿäó, äèâ. [122].

Ùîá äåòàëüíiøå ïîÿñíèòè çâ'ÿçîê ìiæ ëiíiÿìè ðîçòàøóâàííÿ íóëiâ Ôi-

øåðà òà óíiâåðñàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié â îêî-

ëi êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè, ïåðåïèøåìî T = ReT + i ImT = Tc(1 + t), äå

Tc � (äiéñíà) êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà çà âiäñóòíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ òà ââåäå-

ìî íîâó çìiííó äëÿ îçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè ó ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ t = ρeiΦ

(t = (T − Tc)/Tc) [148]. Íóëÿìè Ôiøåðà íàçâåìî òî÷êè ïåðåòèíó êðèâèõ

ReZ(t, 0) = 0 òà ImZ(t, 0) = 0. Â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè íóëi Ôiøåðà ìà-

þòü òåíäåíöiþ ëÿãàòè íà ïðÿìó, ùî óòâîðþ¹ êóò Φ(t→ 0) = φ [123, 127, 148] iç

äîäàòíiì íàïðÿìêîì äiéñíî¨ îñi. Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå ðîçòàøóâàííÿ íóëiâ Ôi-

øåðà ó ïëîùèíi êîìïëåêñíèõ òåìïåðàòóð, äèâ. Ðèñ. 1.2. Íà ðèñóíêó íóëi Ôiøåðà

çîáðàæåíî ñâiòëèìè êðóãàìè, ÷îðíèé êðóã âiäïîâiäà¹ ïîëîæåííþ êðèòè÷íî¨ òî-
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Ðèñ. 1.2. Êàðòèíà íóëiâ Ôiøåðà ó êîìïëåêñíié T ïëîùèíi. Çìiííà t = ρeiΦ ïî-
â'ÿçó¹ êîìïëåêñíi òåìïåðàòóðè iç Tc. Êóò φ ¹ êóòîì, ùî íóëi Ôiøåðà
ôîðìóþòü iç âiä'¹ìíèì íàïðÿìîì äiéñíî¨ îñi, òàê ùî Φ ≈ π − φ äëÿ
êiëüêîõ ïåðøèõ íóëiâ, ùî çîáðàæåíî êðóãàìè. Êóò ψ îïèñó¹ ðóõ íóëiâ
Ôiøåðà çà íàÿâíîñòi äiéñíîãî çîâíiøíüîãî ïîëÿ. Ðóõ ïåðøîãî íóëÿ çi
çáiëüøåííÿì ìàãíiòíîãî ïîëÿ H çîáðàæåíî êîëàìè.

÷êè. Êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà ¹ äiéñíîþ, òîìó êðèòè÷íà òî÷êà ðîçòàøîâàíà íà

äiéñíié îñi. ßêùî ïðèêëàñòè äiéñíå ìàãíiòíå ïîëå, ìè ñïîñòåðiãàòèìåìî ÿê íóëi

Ôiøåðà �ðóõàþòüñÿ� ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi âçäîâæ êðèâî¨, ùî ôîðìó¹ êóò ψ

iç äîäàòíiì íàïðÿìêîì äiéñíî¨ îñi [124].

Îäíå iç êîðèñíèõ ñïiââiäíîøåíü ïîâ'ÿçó¹ êóò φ iç êðèòè÷íèì ïîêàçíèêîì

òåìëî¹ìíîñòi α òà âiäíîøåííÿì êðè÷íèõ àìïëiòóä òåïëî¹ìíîñòi A−/A+, äåA+,

A− ñêåéëiíãîâi àìïëiòóäè ïðè t > 0, t < 0 âiäïîâiäíî [115, 149]. Iäåÿ äîâåäåííÿ

öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ íàñòóïíà [124]. Íà äiéñíié îñi ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi

â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè âiëüíó åíåðãiþ ïðè âiäñóòíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ ìîæíà

çàïèñàòè ÿê f ≃ F±|t|2−α, äå α - êðèòè÷íèé ïîêàçíèê ïèòîìî¨ òåïëî¹ìíîñòi. Ó

âèñîêîòåìïåðàòóðíié îáëàñòi ïðè t > 0 ñïðàâåäëèâèé çàïèñ f ≃ F+t
2−α. Ó íèçü-

êîòåìïåðàòóðíié îáëàñòi, äëÿ ÿêî¨ t < 0, âiëüíà åíåðãiÿ ðiâíà f ≃ F−(−t)2−α. Ó



27

êîìïëåêñíié ïëîùèíi âiëüíà åíåðãiÿ ¹ àíàëiòè÷íà âñþäè, çà âèíÿòêîì ëiíi¨ íóëiâ

ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè. Öÿ ëiíiÿ ðîçäiëÿ¹ äâà ðåæèìè (âèñîêèõ òà íèçüêèõ òåìïåðà-

òóð), äèâ. Ðèñ. 1.2. Ïðè àíàëiòè÷íîìó ïðîäîâæåííi iç îáëàñòi âècîêèõ òåìïåðà-

òóð, äëÿ äiëÿíêè ïðàâîðó÷ ëiíi¨ íóëiâ (�âèñîêîòåìïåðàòóðíà ôàçà�) ñïðàâåäëèâî

f+(t) ≃ F+(ρeiΦ)2−α + f reg+ , 0 ≤ Φ < π − φ. (1.8)

Ç iíøîãî áîêó, ïðè àíàëiòè÷íîìó ïðîäîâæåííi â äiëÿíêó ëiâîðó÷ ëiíi¨ íóëiâ

(�íèçüêîòåìïåðàòóðíà ôàçà�) ìè îäåðæó¹ìî

f−(t) ≃ F−(−ρeiΦ)2−α + f reg− , π − φ < Φ ≤ π. (1.9)

Ïðè ïåðåõîäi âçäîâæ ëiíi¨ íóëiâ Ôiøåðà Φ = π − φ é äiéñíi ÷àñòèíè âiëüíî¨

åíåðãi¨ â îáîõ ôàçàõ ðiâíi ìiæ ñîáîþ [123, 124]. Ïiäñòàâëÿþ÷è Φ = π − φ ó

(1.8)-(1.9) òà âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî F−/F+ = A−/A+ ìè ïðèõîäèìî äî

ôîðìóëè [124, 126, 127]:

tan[(2 − α)φ] =
cos(πα) − A−/A+

sin(πα)
. (1.10)

Ñêåéëiíãîâi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ íóëiâ âèïëèâàþòü iç çàãàëüíèõ îçíà÷åíü.

Çàìiíèâøè âèìiðíiñòü Ld ðåãóëÿðíî¨ ãðàòêè íà ÷èñëî âóçëiâ N ãðàôà ñòàòè-

ñòè÷íó ñóìó, Z(t,H), â ïðåäñòàâëåííi ïðèâåäåíî¨ êîìïëåêñíî¨ òåìïåðàòóðè t òà

ìàãíiòíîãî ïîëÿ H ìîæíà çàïèñàòè, ÿê óçàãàëüíåíó îäíîðiäíó ôóíêöiþ [124]:

Z(t,H) = eϵ0Z(tN 1/(2−α), HNβδ/(2−α)), (1.11)

äå β i δ � êðèòè÷íi ïîêàçíèêè, ùî îïèñóþòü òåìïåðàòóðíó i ïîëüîâó çàëåæíîñòi

ïàðàìåòðà ïîðÿäêó âiäïîâiäíî. Ñòàëà eϵ0 ïðèéìà¹ òiëüêè äiéñíi çíà÷åííÿ, à

îòæå, øóêàþ÷è íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, ìè ìîæåìî öi¹þ ñòàëîþ çíåõòóâàòè:

Z(t,H) = Z(tN 1/(2−α), HNβδ/(2−α)) = 0. (1.12)

Òåïåð çíàéäåìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.4). Ñòàòèñòè÷íà ñóìà ¹ ïàðíîþ ôóíêöi¹þ

ïîëÿ H, òîìó ïîïåðåäí¹ ñêåéëiíãîâå ñïiââiäíîøåííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè iíàêøå:

H2N 2βδ/(2−α) = f(tN 1/(2−α)), (1.13)
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÷è ÿê

tN 1/(2−α) = g(HNβδ/(2−α)), (1.14)

äå f(x), g(x) ¹ äåÿêèìè àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè âiäíîñíî x.

Ïðè H = 0 ðiâíÿííÿ (1.14) îïèñó¹ ñêåéëiíã íóëiâ Ôiøåðà:

tj = N−1/(2−α)gj(0), (1.15)

äå gj(0) - äîâiëüíå êîìïëåêñíå ÷èñëî. Ïåðåõîäÿ÷è äî ñêåéëiíãó çà ïîðÿäêîì

íóëÿ j [124] ìè ç (1.13) òà (1.14) îäåðæó¹ìî ñêåéëiíãîâi âiäíîøåííÿ äëÿ íóëiâ

Ëi-ßíãà òà Ôiøåðà ó íàñòóïíié ôîðìi:

Hj(N, t = 0) ∼
(
j

N

) βδ
2−α

, (1.16)

tj(N,H = 0) ∼
(
j

N

) 1
2−α

. (1.17)

Ïîêëàäàþ÷è t = 0 ó (1.13) äëÿ íóëiâ Ëi-ßíãà çàïèøåìî [124]:

H2
j = N−2βδ/(2−α)fj(0) . (1.18)

Çàãàëîì, fj(0) ïðèéìà¹ êîìïëåêñíi çíà÷åííÿ. Îäíàê, äëÿ ìîäåëåé, ùî çàäî-

âiëüíÿþòü òåîðåìó Ëi-ßíãà (âñi íóëi ¹ ÷èñòî óÿâíèìè Hj ∼ i ImHj [118, 119]),

fj(0) - âiä'¹ìíå äiéñíå ÷èñëî. Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ âëàñòèâiñòü, çi ñêåéëiíãîâèõ

õàðàêòåðèñòèê ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè [124] ìè ìîæåìî îòðèìàòè êóò ψ ðóõó íó-

ëiâ ó äiéñíîìó ïîëi. Ïðè çàôiêñîâàíié òåìïåðàòóði t i äëÿ N → ∞ çìiííà Hj

ïðÿìó¹ äî ïîðîãó Ëi-ßíãà, à òîìó ïîêëàäàþ÷è N−1/(2−α) ç (1.15) ó (1.18) ìè

ïàðàìåòðèçó¹ìî âèðàç:

tj ∼ H
1/(βδ)
j exp(±iψ), (1.19)

òà îòðèìó¹ìî [124]

ψ =
π

2βδ
. (1.20)

Âàæëèâiñòü òåîðåòè÷íîãî àíàëiçó íóëiâ òà iíôîðìàöiÿ ïðî êðèòè÷íó ïîâå-

äiíêó, ÿêó ìîæíà îòðèìàòè ç öüîãî àíàëiçó, ïðèâåðòàþòü óâàãó äî ïîøóêó ìî-

æëèâèõ øëÿõiâ ¨õ åêñïåðèìåíòàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ. Ïåðøà ñïðîáà ïîâ'ÿçàòè
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íóëi iç åêñïåðèìåíòàëüíèìè ñïîñòåðåæóâàíèìè áóëà çðîáëåíà â ðîáîòi [150].

Ãóñòèíà íóëiâ Ëi-ßíãà âèçíà÷àëàñü iç àíàëiçó äàíèõ içîòåðìi÷íî¨ íàìàãíi÷åíî-

ñòi içiíãiâñüêèõ ôåðîìàãíåòèêiâ. Íåùîäàâíî çàóâàæèëè ìîæëèâó âiäïîâiäíiñòü

ìiæ óÿâíèìè ìàãíiòíèìè ïîëÿìè òà êâàíòîâîþ êîãåðåíòíiñòþ [151] ïðîáíîãî

ñïiíà ó ñïiíîâié âàííi, à òàêîæ ïiäòâåðäèëè öå ïðèïóùåííÿ i åêñïåðèìåíòàëüíî

[17, 152, 153]. Äëÿ äîñëiäæåííÿ áóëà âèáðàíà ìîëåêóëà òðèìåòèëôîñôiäó, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ iç îäíîãî àòîìà ôîñôîðó òà 9 àòîìiâ ãiäðîãåíó. Âèâ÷àþ÷è âçà¹ìî-

äiþ ïðîáíîãî ñïiíó iç ñïiíîâîþ âàííîþ (9 àòîìiâ ãiäðîãåíó), âèìiðþâàëè çìiíó

ó ÷àñi ôóíêöi¨ êâàíòîâî¨ äåêîðåíòíîñòi L(t). Ó ïåâíi ìîìåíòè ÷àñó L(tn) = 0.

Åêñïåðèìåíòàëüíî îòðèìàíi ÷àñè tn, êîëè êâàòîâà êîãåðåíòíiñòü çíèêà¹, ìî-

æíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñòî óÿâíèì íóëÿì Ëi-ßíãà ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè

íàñòóïíèì ÷èíîì [152]:

tn = Θn/(4λ). (1.21)

äå àðãóìåíò Θn âiäïîâiäà¹ êîîðäèíàòàì íóëiâ Ëi-ßíãà ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ó ïðåä-

ñòàâëåííi un ≡ eiΘn, à λ � ñòàëà âçà¹ìîäi¨ ïðîáíîãî ñïiíà iç ñåðåäîâèùåì. Òàêå

åêñïåðèìåíòàëüíå ïiäòâåðäæåííÿ iñíóâàííÿ çâ'ÿçêó ìiæ ñòàòè÷íèìè (êîìïëå-

êñíå ìàãíiòíå ïîëå ó òåðìîäèíàìiöi) òà äèíàìi÷íèìè (÷àñè êâàíòîâî¨ êîãåðåí-

òíîñòi) õàðàêòåðèñòèêàìè ïîêàçó¹ âàæëèâiñòü ìåòîäó àíàëiçó êîìïëåêñíèõ íó-

ëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè i äà¹ ìîæëèâiñòü ïîðiâíþâàòè àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè iç

äàíèìè åêñïåðèìåíòó.

1.4. Âèñíîâêè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè äàëè êîðîòêó õàðàêòåðèñòèêó ñêëàäíèõ ìåðåæ, íàâåëè

ïðèêëàäè ñïiíîâèõ ìîäåëåé íà ìåðåæàõ. Áiëüøiñòü ðîáiò, ùî âèêîíóâàëàñü ðàíi-

øå, ñòîñóâàëàñü äîñëiäæåííÿ êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñïiíîâèõ ìîäåëåé íà ãðàòêàõ

÷è ðåãóëÿðíèõ ãðàôàõ, òîìó äîñëiäæåííÿ êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè íà ñêëàäíèõ ìå-

ðåæàõ iùå ìiñòèòü áàãàòî íåâèðiøåíèõ çàâäàíü. Â òîé ÷àñ, ÿê äëÿ ìîäåëi Içiíãà

íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi áóëî çíàéäåíî íàáið ñêåéëiíãîâèõ ôóíêöié òà âiäíî-

øåíü àìïëiòóä [88], ïîäiáíi äîñëiäæåííÿ ùå íå ïðîâåäåíi äëÿ áàãàòüîõ iíøèõ
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ñïiíîâèõ ìîäåëåé, â òîìó ÷èñëi äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà. ßê âiäîìî, â ãðàíèöi q → 1

ìîäåëü Ïîòòñà îïèñó¹ ÿâèùå ïåðêîëÿöi¨ çà çâ'ÿçêàìè (bond percolation). À îò-

æå, ðîçãëÿä òàêîæ ãðàíèöi äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà íà ñêëàäíié ìåðåæi àêòóàëüíèé

äëÿ äîñëiäæåííÿ öiëî¨ íèçêè ÿâèù, ïîâ'ÿçàíèõ iç âèíèêíåííÿì ãiãiíòñüêî¨ çâ'ÿ-

çíî¨ êîìïîíåíòè ìåðåæi. Ñåðåä íèõ � ñòiéêiñòü ìåðåæ äî ñïðÿìîâàíèõ àòàê òà

âèïàäêîâèõ çáî¨â, ðîçïîâñþäæåííÿ åïiäåìié ó ñîöiàëüíèõ ìåðåæàõ òà ií. Òàêà

òåìàòèêà àêòèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ â ëiòåðàòóði, îäíàê íå ç'ÿñîâàíîþ äîòåïåð çàëè-

øà¹òüñÿ ðîëü ëàãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê ïðè êiëüêiñíîìó îïèñi ÿâèùà ïåðêîëÿöi¨

íà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ.

Çàñòîñóâàííÿ àíàëiçó êîìïëåêñíèõ íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ïðèâåëî äî

çíà÷íîãî óñïiõó â ÿêiñíîìó ðîçóìiííi òà êiëüêiñíîìó îïèñi ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ

â áàãàòüîõ ñèñòåìàõ. Òîìó, íà ïåðøèé ïîãëÿä, äèâíèì ¹ òå, ùî öåé ìåòîä iùå

íå çàñòîñîâóâàâñÿ äî îïèñó ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ òà êðèòè÷íèõ ÿâèù íà áåçìàñ-

øòàáíèõ ìåðåæàõ. Â ðàìêàõ öüîãî ìåòîäó îïèñ òåðìîäèíàìiêè ñèñòåìè ïðîâî-

äèòüñÿ íå â òåðìiíàõ ìîìåíòiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, à â òåðìiíàõ ¨¨ íóäiâ. Âiä-

ïîâiäíî, óíiâåðñàëüíèìè ñïîñòåðåæóâàíèìè ¹ íå íàáîðè êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ

òà âiäíîøåíü êðèòè÷íèõ àìïëiòóä, à êîìôîðìíî-iíâàðiàíòíi êóòè, ùî îïèñóþòü

ëîêàëiçàöiþ íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â ïëîùèíi êîìïëåêñíîãî ïîëÿ òà êîìïëå-

êñíî¨ òåìïåðàòóðè. Çíà÷åííÿ öèõ êóòiâ äëÿ ñïiíîâèõ ñèñòåì íà áåçìàñøòàáíèõ

ìåðåæàõ íåâiäîìi. Íåâiäîìèì òàêîæ ¹ òå, ÷è ñïðàâåäëèâèìè çàëèøàþòüñÿ êëà-

ñè÷íi òâåðäæåííÿ, òàêi ÿê òåîðåìà Ëi-ßíãà ïðî êîëî îäèíè÷íîãî ðàäióñó äëÿ

âèïàäêó, êîëè ñïiíîâà ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi.

Ç'ÿñóâàííþ ïåðåëi÷åíèõ âèùå çàïèòàíü i áóäå ïðèñâÿ÷åíà äèñåðòàöiéíà

ðîáîòà.
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ÐÎÇÄIË 2

ÔÀÇÎÂI ÏÅÐÅÕÎÄÈ Â ÌÎÄÅËI ÏÎÒÒÑÀ ÍÀ
ÁÅÇÌÀÑØÒÀÁÍIÉ ÌÅÐÅÆI

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî q-ñòàíîâó ìîäåëü Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâà-

íié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä íåîäíîðiäíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ

(ïiäðîçäië 2.2) ìè ïðîàíàëiçó¹ìî ôàçîâó äiàãðàìó (ïiäðîçäiëè 2.3, 2.4) òà îòðè-

ìà¹ìî òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ (ïiäðîçäiëè 2.5, 2.6). Çîêðåìà, ìè ïîêàæåìî, ùî

êðèòè÷íà ïîâåäiíêà ìîäåëi ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä çíà÷åííÿ q òà ïîêàçíèêà çà-

ãàñàííÿ ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ λ. Òàê, â ñèñòåìi ìîæóòü âiäáóâàòèñü ôàçîâi

ïåðåõîäè ïåðøîãî ÷è äðóãîãî ðîäó, à äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü λ (òàê çâàíi ðîçïî-

äiëè ç òîâñòèìè õâîñòàìè) ñèñòåìà çàëèøà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ ïðè áóäü-ÿêié

ñêií÷åííié òåìïåðàòóði. Íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíiõ ðîáiò íà ïîäiáíó òåìàòèêó,

íàøå äîñëiäæåííÿ áàçó¹òüñÿ íà àíàëiçi âiëüíî¨ åíåðãi¨. Çîêðåìà, öå äîçâîëèòü

íàì çàïèñàòè óñi òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ ñèñòåìè â óíiâåðñàëüíié ñêåéëiíãîâié

ôîðìi. Òàêîæ çíàéäåíî iíøi êiëüêiñíi õàðàêòåðèñòèêè êëàñiâ óíiâåðñàëüíîñòi:

êðèòè÷íi ïîêàçíèêè òà âiäíîøåííÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä. Ïîêàçàíî, ùî, ïîäi-

áíî äî ãðàòêîâèõ ñèñòåì, íà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ ç'ÿâëÿþòüñÿ ëîãàðèôìi-

÷íi ïîïðàâêè äî ñêåéëiíãó òà îá÷èñëåíî ïîêàçíèêè ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê.

Äëÿ ÿâèùà ïåðêîëÿöi¨ öi ïîêàçíèêè çíàéäåíî âïåðøå. Ãîëîâíi âèñíîâêè íàøèõ

äîñëiäæåíü ïðèâåäåíî ó ïiäðîçäiëi 2.7.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó âèêëàäåíi ó ïóáëiêàöiÿõ [18�20].



32

2.1. Ãàìiëüòîíiàí ìîäåëi Ïîòòñà íà áåçìàñøòàáíié

ìåðåæi

Ìîäåëü Ïîòòñà � öå îäíå iç óçàãàëüíåíü ìîäåëi Içiíãà, îäíàê âîíà õàðà-

êòåðèçó¹òüñÿ áàãàòøîþ êðèòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ. Çîêðåìà, äëÿ íå¨ ñïîñòåðiãàþòü

ôàçîâi ïåðåõîäè ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü q òà d äëÿ d-

âèìiðíî¨ ãðàòêè [67] (äèâ., íàïðèêëàä, [154] òà [155] äëÿ 2 òà 3 âèìiðíèõ ãðàòîê).

Ãàìiëüòîíiàí ìîäåëi Ïîòòñà çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

−H =
1

2

∑
i,j

Jijδni,nj
+H

∑
i

δni,0, (2.1)

òóò ni = 0, 1, ...q − 1, äå q ≥ 1 � êiëüêiñòü ïîòñiâñüêèõ ñòàíiâ, à H � çîâíiøí¹

ïîëå, ñïðÿìîâàíå âçäîâæ íóëüîâî¨ êîìïîíåíòè ïîòñiâñüêî¨ çìiííî¨ ni. Ãîëîâíà

âiäìiííiñòü ãðàòêîâîãî ãàìiëüòîíiàíó òà ãàìiëüòîíiàíó ìîäåëi Ïîòòñà íà ìåðåæi

ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïiäñóìîâóâàííÿ ó (2.1) âåäåòüñÿ çà óñiìà ïàðàìè i, j âóçëiâ

ìåðåæi N , à âçà¹ìîäiÿ Jij ðiâíà J , ÿêùî ìiæ âóçëàìè i òà j iñíó¹ ëiíê é 0, ÿêùî

âóçëè íå ïî¹äíàíi ìiæ ñîáîþ.

Ìîæëèâi çàñòîñóâàííÿ ñïiíîâèõ ìîäåëåé íà ñêëàäíèõ ìåðåæàõ ìîæíà çíà-

éòè ó ðiçíèõ äiëÿíêàõ ñîöiîôiçèêè [15] ÷è ôiçèêè íàíîñèñòåì [16], êîëè ñòðó-

êòóðè íàáàãàòî êðàùå îïèñóþòüñÿ ãåîìåòði¹þ âèïàäêîâîãî ãðàôó, àíiæ ãðàòêè.

Â ñâîþ ÷åðãó ìîäåëü Ïîòòñà ìà¹ áàãàòî ðiçíîìàíiòíèõ çàñòîñóâàíü (äèâ. íà-

ïðèêëàä [67]). Ãðàíèöÿ q → 1 äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà âiäïîâiäà¹ ÿâèùó ïåðêîëÿöi¨

[156, 157]. Âèïàäîê q = 0 îïèñó¹ ïåðêîëÿöiþ òèïó ïðîíèêàþ÷èõ äåðåâ ç ãåîìå-

òðè÷íèì òèïîì ôàçîâîãî ïåðåõîäó [158]. Çãîäîì áóëî ïîêàçàíî åêâiâàëåíòíiñòü

ìiæ ìîäåëëþ Ïîòòñà ïðè q = 0 òà àáåëåâèìè ìîäåëÿìè êóïè ïiñêó ó âèïàäêó

äîâiëüíèõ ñêií÷åííèõ ãðàôiâ [159]. Òàêi ìîäåëi, çîêðåìà, îïèñóþòü ïðîöåñè ó

íåéðîííèõ ìåðåæàõ. Iíøîìó âèïàäêó ïðè q = 1/2 âiäïîâiäà¹ ìîäåëü ñïiíîâîãî

ñêëà [160, 161]. Ìîäåëü Ïîòòñà â äiàïàçîíi 0 ≤ q < 1 îïèñó¹ ïðîöåñè ãåëÿöi¨

òà âóëêàíiçàöi¨ ó ãiëü÷àñòèõ ïîëiìåðàõ [162]. Ìîæíà òàêîæ âèäiëèòè âèïàäêè

çàñòîñóâàííÿ ìîäåëi Ïîòòñà ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ q. Òðèêîìïîíåíòíà ìîäåëü

Ïîòòñà îïèñó¹ êóái÷íi òðèâiñíi ôåðîìàãíåòèêè â äiàãîíàëüíîìó çîâíiøíüîìó



33

ìàãíiòíîìó ïîëi [163], àáñîðáöiþ àòîìiâ ãåëiþ 4He íà ïîâåðõíi ãðàôiòó [164],

ïåðåõîäè ó ðåïëiêàõ ãåëiþ íà ãðàôiòîâié ïiäêëàäöi [165], òîùî. 4-ñòàíîâà ìî-

äåëü Ïîòòñà òàêîæ îïèñó¹ ïðîöåñ àáñîðáöi¨ íà ïîâåðõíÿõ [166]. Ìîäåëi â ãðàíèöi

âåëèêèõ q âèêîðèñòîâóþòü ïðè äîñëiäæåííi ïðîöåñó àäãåçi¨ é îïèñi ïîøèðåííÿ

ðàêó [167], äèâ. òàêîæ [168].

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïðîàíàëiçó¹ìî âïëèâ òîïîëîãi¨ áàãàòî÷àòèíêîâî¨ ñè-

ñòåìè íà êðèòè÷íó ïîâåäiíêó, à ñàìå, ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ñïiíè â ìîäåëi

Ïîòòñà ëîêàëiçîâàíi ó âóçëàõ íåñêîðåëüîâàíî¨ áåçìàñøòàáíî¨ ìåðåæi.

2.2. Íàáëèæåííÿ íåîäíîðiäíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðîàíàëiçó¹ìî òåðìîäèíàìiêó ìîäåëi Ïîòòñà (2.1)

íà íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi, âèêîðèñòîâóþ÷è íàáëèæåííÿ íåî-

äíîðiäíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ. Òàêà ìåðåæà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñòåïåíåâèì ðîçïî-

äiëîì ñòóïåíiâ âóçëiâ:

P (k) = cλk
−λ, (2.2)

äå P (k) iìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèïàäêîâî âèáðàíèé âóçîë ìà¹ ñòóïiíü k, à êîíñòàí-

òó cλ îäåðæó¹ìî iç óìîâè íîðìóâàííÿ
∑k⋆

k=k⋆
P (k) = 1, äå k⋆ òà k⋆ - ìiíiìàëü-

íå òà ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ñòóïåíÿ âóçëà âiäïîâiäíî. Äëÿ áåçìåæíî¨ ìåðåæi

limN→∞ k⋆ → ∞. Ìîäåëü íåñêîðåëüîâàíî¨ ìåðåæi iç çàäàíèì ðîçïîäiëîì ñòóïå-

íiâ âóçëiâ (òàê çâàíà êîíôiãóðàöiéíà ìîäåëü, äèâ., íàïðèêëàä [60]) ¹ ïðèêëàäîì

âèïàäêîâîãî ãðàôà, ìàêñèìàëüíî âèïàäêîâîãî ïðè çàäàíîìó ðîçïîäiëi ñòóïåíiâ

âóçëiâ. Áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ òàêèõ ìåðåæ íàáëèæåííÿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ ó áà-

ãàòüîõ âèïàäêàõ ïðèâîäèòü äî àñèìïòîòè÷íî òî÷íèõ ðåçóëüòàòiâ. Çîêðåìà, öå

áóëî ïiäòâåðäæåíî äëÿ ìîäåëi Içiíãà, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ðåêóðåíòíèõ ñïiâ-

âiäíîøåíü [63] òà ìåòîä ðåïëiê [87], à ïiçíiøå çàñòîñîâàíî i äî O(m)-ñèìåòðè÷íî¨

òà àíiçîòðîïíî¨ êóái÷íî¨ ìîäåëåé [88], âçà¹ìîäiþ÷èõ ìîäåëåé Içiíãà [112, 169], à

òàêîæ âèïàäêó ïåðêîëÿöi¨ [93]. Äâà ðiçíi íàáëèæåííÿ äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà - ñåðå-

äíüîãî ïîëÿ [93] òà ðîçâ'ÿçîê ó íàáëèæåííÿ òèïó ãðàòêè Áåòå [94] - ïðèâîäÿòü,

îäíàê, äî äåùî ðiçíèõ ðåçóëüòàòiâ.
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Ùîá îçíà÷èòè ïàðàìåòð ïîðÿäêó òà âèêîíàòè íàáëèæåííÿ ñåðåäíüîãî ïî-

ëÿ äëÿ Ãàìiëüòîíiàíó (2.1), îçíà÷èìî ëîêàëüíi òåðìîäèíàìi÷íi ñåðåäíi:

µi = δni,0 , νi = δni,α ̸=0, (2.3)

äå óñåðåäíåííÿ îçíà÷à¹:

(. . . ) =
Tr(. . . ) exp(−H/T )

Z
, (2.4)

T - òåìïåðàòóðà â îäèíèöÿõ ñòàëî¨ Áîëüöìàíà kB = 1. Ñòàòèñòè÷íà ñóìà

Z = Tr exp(−H/T ), (2.5)

òà øïóð îçíà÷à¹òüñÿ ÿê:

Tr(. . . ) =
N∏
i=1

q−1∑
ni=0

(. . . ). (2.6)

Äâi âåëè÷èíi îçíà÷åíi âèùå ó (2.3) ìîæíà ïîâ'ÿçàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó

íîðìóâàííÿ δni,0 +
∑q−1

α=1 δni,α = 1 îòðèìó¹ìî:

νi = (1 − µi)/(q − 1). (2.7)

Ðîçãëÿíåìî ïîâåäiíêó ñåðåäíiõ (2.3) äëÿ ãàìiëüòîíiàíà (2.1) ó ãðàíèöi íèçüêèõ

òà âèñîêèõ òåìïåðàòóð: µi(T → ∞) = νi(T → ∞) = 1/q, µi(T → 0) = 1,

νi(T → 0) = 0. Òîäi ëîêàëüíèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó (ëîêàëüíó íàìàãíi÷åíiñòü),

0 ≤ mi ≤ 1, ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê:

mi =
qδni0 − 1

q − 1
. (2.8)

Íåõòóþ÷è âíåñêàìè äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi (êâàäðàòàìè âiäõèëåííÿ âiä ñåðå-

äíüîãî) δni,nj
− δni,nj

ìè îäåðæó¹ìî âèðàç äëÿ ãàìiëüòîíiàíó (2.1) â íàáëèæåííi

ñåðåäíüîãî ïîëÿ:

−Hmfa =
∑
i,j

Jijδni,0mj +
1

q

∑
i,j

Jij(1 −mj + (1 − q)mimj) +
∑
i

Hiδni,0. (2.9)
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2.3. Âiëüíà åíåðãiÿ ìîäåëi Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâàíié

áåçìàñøòàáíié ìåðåæi

Âiëüíó åíåðãiþ ìîäåëi Ïîòòñà íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi â íàáëèæåííi ñå-

ðåäíüîãî ïîëÿ, −g = T ln Tr exp(−Hmfa/T ), ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

− g =
1

q

∑
i,j

Jij(1 −mj + (1 − q)mimj) +

T
∑
i

ln
[

exp
(∑j Jijmj +Hi

T

)
+ q − 1

]
. (2.10)

Ó öüîìó âèïàäêó âiëüíà åíåðãiÿ (2.10) ¹ ôóíêöi¹þ íå òiëüêè òåìïåðàòóðè

òà çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ, àëå é íàìàãíi÷åíîñòi, ÿêà âiäiãðà¹ ðîëü ïàðà-

ìåòðà ïîðÿäêó. Äëÿ àíàëiçó êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè âèêîðèñòîâóâàòèìå âèðàç äëÿ

âiëüíî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè, ïðîòå òàêîæ ìîæíà äîñëiäæóâàòè i ðiâíÿííÿ ñòàíó. Òàê,

ó ðîáîòi [93] ðîçãëÿäàëè ðiâíÿííÿ ñòàíó äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâàíié

áåçìàñøòàáíié ìåðåæi, ÿêå ìîæíà îòðèìàòè iç p-íÿ (2.9). Íà âiäìiíó âiä íà-

áëèæåííÿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ äëÿ ãðàòêîâèõ ìîäåëåé, äå ñïðàâåäëèâå ïðèïóùåííÿ

ïðî îäíîðiäíiñòü ëîêàëüíèõ ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó (òîáòî, mi = m äëÿ ãðàòîê), ó

âèïàäêó ìåðåæi ìàþòü ñïðàâó iç íàáëèæåííÿì íåîäíîðiäíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ.

Òàê, äëÿ ìîäåëåé íà ìåðåæàõ â íàáëèæåííi ñåðåäíüîãî ïîëÿ åêâiâàëåíòíèìè

ìîæíà ââàæàòè òiëüêè âóçëè iç îäíàêîâèì ñòóïåíåì. À òîìó ãëîáàëüíèé ïàðà-

ìåòð ïîðÿäêó ñïiíîâèõ ìîäåëåé íà ìåðåæàõ îçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç çâàæåíi ëîêàëü-

íi ïàðàìåòðè ïîðÿäêó (äèâ., íàïðèêëàä, [170]). Îçíà÷èìî ãëîáàëüíèé ïàðàìåòð

ïîðÿäêó íàñòóïíèì ÷èíîì [93]:

m =

∑
i kimi∑
i ki

. (2.11)

Çãiäíî íàáëèæåííÿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ, ïiäñòàâèìî ìàòðè÷íi åëåìåíòè Jij ó ðiâ-

íÿííÿ (2.10), äå iñíóâàííÿ ëiíêó ìiæ âóçëàìè i òà j ìîæëèâå ç iìîâiðíiñòþ pij.

Iìîâiðíiñòü iñíóâàííÿ ëiíêó ìiæ âóçëàìè çàëåæèòü òiëüêè âiä ¨õ ñòóïåíiâ ki, kj

ÿê:

Jij = Jpij = J
kikj
N⟨k⟩

, (2.12)
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äå J � ñòàëà âçà¹ìîäi¨, à ⟨k⟩ = 1/N
∑N

i=1 ki � ñåðåäíié ñòóïiíü âóçëà.1 Âiëüíà

åíåðãiÿ (2.10) â çìiííèõ (2.11) òà (2.12) ìiñòèòèìå ñóìè çà âñiìà âóçëàìè ìåðåæi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ, ìîæíà ïåðåéòè

âiä ñóìè çà âóçëàìè äî ïiäñóìîâóâàííÿ çà ñòóïåíÿìè âóçëiâ: 1
N

∑N
i=1 f(ki) =∑k⋆

k=k⋆
P (k)f(k). Ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi äëÿ áåçìåæíî¨ ìåðåæi N → ∞,

k⋆ → ∞, ïåðåéäåìî äî iíòåãðóâàííÿ çà ñòóïåíåì âóçëà. Ââàæàþ÷è çîâíiøí¹

ïîëå îäíîðiäíèì, Hi = H, îòðèìó¹ìî òàêèé âèðàç äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ìîäåëi

Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi:

g =

∞∫
k⋆

[
− Jk

q
+
Jk

q
m+

Jk(q − 1)

q
m2 − T ln(e

mJk+H
T + q − 1)

]
P (k)dk , (2.13)

äå ôóíêöiÿ ðîçïîëiäó çà ñòóïåíÿìè âóçëiâ çàäàíà ó ôîðìi (2.2). Ó âèïàäêó

ìàëîãî çîâíiøíüîãî ïîëÿ H, çáåðiãàþ÷è ó âèðàçi (2.13) ëèøå ïðîâiäíi âíåñêè çà

H òà ââiáðàâøè íåçàëåæíi âiä m äîäàíêè ó ïåðåíîðìîâàíó âiëüíó åíåðãiþ, ìè

îòðèìó¹ìî:

g =
J⟨k⟩
q

m+
J⟨k⟩(q − 1)

q
m2 − T

∞∫
k⋆

ln(emJk/T + q − 1)P (k)dk −

(q − 1)⟨k⟩J
q2T

mH . (2.14)

Âèðàç äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ (2.14) ¹ îñíîâíèì âèðàçîì äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëi-

äæåííÿ êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè. Ó ðàìêàõ òåîði¨ Ëàíäàó, ðîçêëàäàþ÷è ð-íÿ (2.14)

ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà ïîðÿäêó m òà çáåðiãàþ÷è ïåðøi ïðîâiäíi äî-

äàíêè ìàëîñòi çà âiäñóòíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ ìè îòðèìà¹ìî:

g ≃ − ln q +
J⟨k⟩(q − 1)

qT
(T − T0)m

2 , (2.15)

äå T0 = J⟨k2⟩
2q⟨k⟩ . ßêùî iñíó¹ äðóãèé íåðîçáiæíèé ìîìåíò ⟨k2⟩ äëÿ ðîçïîäiëó (2.2),

òî ëåãêî áà÷èòè, ùî â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè êîåôiöi¹íò ïðè

1Òàêå íàáëèæåííÿ ðîáèòü íàøó ìîäåëü ñõîæîþ íà ìîäåëü Õîïôiëäà, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïèñó
ñïiíîâèõ ñòåêîë òà àñîðòàòèâíî¨ ïàì'ÿòi [66, 171�175].
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êâàäðàòè÷íîìó äîäàíêó m2 çìiíþ¹ çíàê ïðè T0. Ïiçíiøå áóäå ïîêàçàíî, ùî öÿ

òåìïåðàòóðà âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè äëÿ ôàçîâîãî ïåðå-

õîäó äðóãîãî ðîäó. Iíøîþ õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ ñïiíîâèõ ìîäåëåé íà áåç-

ìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ ¹ òå, ùî ñèñòåìà çàëèøà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ ïðè áóäü-

ÿêié ñêií÷åííié òåìïåðàòóði, êîëè ðîçáiãà¹òüñÿ äðóãèé ìîìåíò ⟨k2⟩, òîáòî, êîëè
T0 → ∞ [64]. Äëÿ ñòåïåíåâîãî ðîçïîäiëó (2.2) äðóãèé ìîìåíò ðîçáiæíèé â äi-

àïàçîíi λ ≤ 3. À òîìó íàñ öiêàâèòèìå êðèòè÷íà ïîâåäiíêà ìîäåëi Ïîòòñà â

çàëåæíîñòi âiä çîâíiøíüîãî ïîëÿ òà òåìïåðàòóðè ïðè λ > 3.2 Ðîçêëàä ëîãàðè-

ôìà ó âèðàçi (2.14) ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó m âêëþ÷àòèìå

ìàëi (íèæíÿ ìåæà iíòåãðóâàííÿ) òà âåëèêi (âåðõíÿ ìåæà iíòåãðóâàííÿ) çíà÷åí-

íÿ àðãóìåíòà mJk. Äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó âèðàçó (2.14) âiëüíî¨ åíåðãi¨ ñèñòå-

ìè, ïåðåïèøåìî éîãî âèäiëèâøè äîäàíêè òèïó (2.15)3 òà ââåäåìî íîâó çìiííó

iíòåãðóâàííÿ x = mJk/T :

g =
J⟨k⟩(q − 1)

qT
(T − T0)m

2 +
cλ(mJ)λ−1

T λ−2

∞∫
x⋆

φ(x)dx− (q − 1)⟨k⟩J
q2T

mH , (2.16)

äå x⋆ = mJk⋆/T i

φ(x) = [− ln(ex + q − 1) + ln q +
x

q
+
q − 1

2q2
x2]

1

xλ
. (2.17)

Çàóâàæìî, ùî ðîçêëàä â ðÿä Òåéëîðà âèðàçó â êâàäðàòíèõ äóæêàõ â ð-íi (2.17)

ïðè ìàëèõ x ïî÷èíà¹òüñÿ iç x3, â òîé ÷àñ, ÿê ïðè âåëèêèõ x ôóíêöiÿ φ(x) ïîâî-

äèòüñÿ, ÿê x2−λ à òîìó iíòåãðàë ó (2.16) ¹ çáiæíèì íà âåðõíié ìåæi iíòåãðóâàííÿ

ïðè λ > 3. Ùîá ïðîàíàëiçóâàòè ïîâåäiíêó iíòåãðàëó íà íèæíié ìåæi iíòåãðó-

âàííÿ, êîëè ïàðàìåòð ïîðÿäêó m → 0, ðîçãëÿíåìî îêðåìî âèïàäêè öiëèõ òà

íåöiëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ, ùîá âèäiëèòè ðîçáiæíîñòi ïðè iíòåãðóâàííi.

2Äëÿ ìîäåëåé íà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ ïðè k⋆ = 1 íå iñíó¹ ïðîíèêàþ÷îãî êëàñòåðó â äiàïàçîíi λ > λc

(λc = 4 äëÿ íåïåðåðâíîãî ðîçïîäiëó âóçëiâ òà λc ≃ 3.48 äëÿ äèñêðåòíîãî ðîçïîäiëó [176]). Ìè ìîæåìî
çàäîâiëüíèòè óìîâó iñíóâàííÿ êëàñòåðó, âèáðàâøè íèæíþ ìåæó iíòåãðóâàííÿ k⋆ > 1.

3Ìè âíåñåìî äîäàíîê − ln q ó ïåðåíîðìîâàíó âiëüíó åíåðãiþ.
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2.3.1. Íåöiëi λ

Ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê íåöiëèõ çíà÷åíü λ. Ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ

çìiííî¨ x ôóíêöiþ φ(x) ìîæíà çàïèñàòè íàñòóíèì ÷èíîì:4

φ(x) =

[λ−1]∑
i=3

ai
xλ−i

+
∞∑

i=[λ]

ai
xλ−i

, (2.18)

äå ïîçíà÷åííÿ [ℓ] îçíà÷à¹, ùî ìè áåðåìî öiëó ÷àñòèíó âiä ℓ, à ai ≡ ai(q) �

êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó â ðÿä Òåéëîðà:

− ln(ex + q − 1) =
∞∑
i=0

aix
i . (2.19)

Äëÿ äåêiëüêîõ ïåðøèõ êîåôiöi¹íòiâ öüîãî ðîçêëàäó çíàõîäèìî:

a0 = − ln q, a1 = −1/q, a2 = −q − 1

2q2
,

a3 = −(q − 1)(q − 2)

6q3
, a4 = −(q − 1)(q2 − 6q + 6)

24q4
.

Ïðè iíòåãðóâàííi ïåðøîãî äîäàíêó ó p-íi (2.18) ìè îòðèìó¹ìî äîäàíêè, ÿêi

ðîçáiãàþòüñÿ â ãðàíèöi x→ 0. Âèäiëèìî öþ ðîçáiæíiñòü òà îá÷èñëèìî iíòåãðàë

(2.16) íàñòóïíèì ÷èíîì:

lim
x⋆→0

∞∫
x⋆

φ(x)dx = lim
x⋆→0

∞∫
x⋆

[
φ(x) −

[λ−1]∑
i=3

ai
xλ−i

]
dx+ lim

x⋆→0

[λ−1]∑
i=3

∞∫
x⋆

ai
xλ−i

dx . (2.20)

Ïåðøèé äîäàíîê ïðè iíòåãðóâàííi ó (2.20) íå ðîçáiãà¹òüñÿ ïðè ìàëèõ x, òàê

ñàìî, ÿê i ïðè âåëèêèõ x, òîìó éîãî ìîæíà îá÷èñëèòè ÷èñåëüíî ïðè m = 0.

Ïîçíà÷èìî ðåçóëüòàò ÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ ÿê êîåôiöi¹íò êîåôiöi¹íò c(q, λ):

c(q, λ) ≡
∞∫
0

[
φ(x) −

[λ−1]∑
i=3

ai
xλ−i

]
dx . (2.21)

×èñåëüíi çíà÷åííÿ c(q, λ) ïðè ðiçíèõ q òà λ ïðåäñòàâëåíi ó Òàáë. 3.1.

4Öå îçíà÷à¹, ùî ó ð-íi (2.18) òà íàñòóïíèõ ïîäiáíèõ âèðàçàõ ïåðøà ñóìà ðiâíà íóëåâi, ÿêùî âåðõíÿ ìåæà
ñóìóâàííÿ ¹ ìåíøà, àíiæ íèæíÿ, íàïðèêëàä, ïðè λ < 4.
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Ïðîiíòåãðóâàâøè äðóãèé äîäàíîê ó ðiâíÿííi (2.20) îòðèìó¹ìî:

[λ−1]∑
i=3

∞∫
x⋆

ai
xλ−i

dx =

[λ−1]∑
i=3

ai(x⋆)
−λ+i+1

λ− 1 − i
. (2.22)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.21) òà (2.22) ó p-íÿ (2.16) îäåðæèìî îñòàòî÷íèé âèðàç äëÿ

ïåðøèõ ïðîâiäíèõ äîäàíêiâ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ïðè íåöiëèõ λ:

g =
J⟨k⟩(q − 1)

qT
(T − T0)m

2 +
cλc(q, λ)

T λ−2
(mJ)λ−1 +

cλ

[λ−1]∑
i=3

ai(mJk⋆)
i

λ− 1 − i
T 1−i − J⟨k⟩(q − 1)

q2T
mH +O(m[λ]) . (2.23)

Òàáë. 2.1. Íîðìîâàíi ÷èñåëüíi çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà c(q, λ)/(q − 1), p-íÿ (2.21),
äëÿ ðiçíèõ q òà λ.

λ \ q 1 2 3 4 6 8
5.4 −3.0692 −0.0079 −0.0002 0.0013 0.0011 0.0007
5.1 −5.9318 −0.0454 −0.0106 −0.0006 0.0028 0.0025
4.8 −0.1686 0.0352 0.0148 0.0058 0.0005 −0.0005
4.5 −0.2439 0.0237 0.0154 0.0085 0.0030 0.0012
4.2 −0.6809 0.0275 0.0344 0.0240 0.0119 0.0067
3.9 0.5975 0.0420 −0.0540 −0.0528 −0.0346 −0.0231
3.6 0.7240 0.0830 0.0065 −0.0076 −0.0102 −0.0085
3.3 1.4001 0.2469 0.0790 0.0315 0.0052 −0.0010

2.3.2. Öiëi λ

Òåïåð ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê, êîëè ïàðàìåòð λ ïðèéìà¹ öiëi çíà÷åííÿ. Ùîá

âèäiëèòè ëîãàðèôìi÷íó ðîçáiæíiñòü iíòåãðàëó ó p-íi (2.16) ïðè öiëèõ λ, äiÿòè-

ìåìî íàñòóïíèì ÷èíîì [177]: îçíà÷èìî iíòåãðàë

K(y) =

∞∫
y

φ(x)dx (2.24)
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äå
dK(y)

dy
= −φ(y) . (2.25)

Çíà÷åííÿ iíòåãðàëó K(y) ìîæíà îòðèìàòè iç ðîçêëàäó âèðàçó ó êâàäðàòíèõ

äóæêàõ p-íÿ (2.17) ïðè ìàëèõ y òà iíòåãðóþ÷è âèðàç (2.25):

K(y) = −
∫
φ(y)dy =

∞∑
i=3,i ̸=λ−1

aiy
i+1−λ

λ− i− 1
− aλ−1 ln(y) + C(q, λ), (2.26)

iç êîíñòàíòîþ iíòåãðóâàííÿ C(q, λ) òà êîåôiöi¹íòàìè ai, çàäàíèìè âèðàçîì

(2.19). ×èñåëüíi ðåçóëüòàòè äëÿ ñòàëî¨ iíòåãðóâàííÿ C(q, λ) ïðè ðiçíèõ çíà÷åí-

íÿõ q òà λ ïðèâåäåíi ó Òàáëèöi 2.2.

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ iíòåãðàëó K(mJk⋆) ó (2.16), îòðèìó¹ìî íàñòó-

ïíèé âèðàç äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ïðè öiëèõ λ:

g =
J⟨k⟩(q − 1)

qT
(T − T0)m

2 − cλaλ−1

T λ−2
(mJ)λ−1 lnm+ cλ[C(q, λ) −

aλ−1 ln(Jk⋆/T )]
(mJ)λ−1

T λ−2
+ cλ

λ−2∑
i=3

ai(mJk⋆)
i

λ− i− 1
T 1−i −

J⟨k⟩(q − 1)

q2T
mH +O(m[λ]) . (2.27)

Ó íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ ìè ïðîàíàëiçó¹ìî âèðàçè (2.23) òà (2.27) äëÿ

âiëüíî¨ åíåðãi¨ ìîäåëi Ïîòòñà â ðiçíèõ äiàïàçîíàõ q òà λ.

Òàáë. 2.2. ×èñåëüíå çíà÷åííÿ C(q, λ)/(q − 1) ïðè ðiçíèõ q òà λ.

λ \ q 1 2 3 4 6 8
4 0.9810 0.0355 −0.0085 −0.0134 −0.0109 −0.0079
5 0.4853 0.0194 −0.0527 −0.0483 −0.0303 −0.0197

2.4. Ôàçîâà äiàãðàìà

Ïåðåíîðìó¹ìî âiëüíó åíåðãiþ, ùîá äîñëiäèòè êðèòè÷íó ïîâåäiíêó ó âè-

ïàäêó ïåðêîëÿöi¨ (q = 1), ïoäiëèâøè ¨¨ íà (q−1) òà ïåðåïîçíà÷èâøè íàñòóïíèì
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÷èíîì: g
′mfa = g/(q − 1). Â òàêîìó âèïàäêó ç êîæíîãî äîäàíêó âèðàçiâ (2.23),

(2.27), ìîæíà âèíåñòè íà ñêîðîòèòè ìíîæíèê (q − 1). Îçíà÷èìî êîåôiöi¹íòè

áiëÿ ðiçíèõ äîäàíêiâ çà ñòåïåíÿìè m ó ðiâíÿííÿõ (2.23) òà (2.27):

A =
2J⟨k⟩
q

, (2.28)

B = −cλ(Jk⋆)
3(q − 2)

2q3(λ− 4)
, B′ = −cλJ

3(q − 2)

2q3
, (2.29)

C = −cλ(Jk⋆)
4(q2 − 6q + 6)

6q4(λ− 5)
, C ′ = −cλJ

4(q2 − 6q + 6)

6q4
, (2.30)

K =
cλJ

λ−1c(q, λ)

(q − 1)
, (2.31)

D =
J⟨k⟩
q2

. (2.32)

Íèæ÷å ìè ïðîàíàëiçó¹ìî òåðìîäèíàìi÷íi âëàñòèâîñòi ìîäåëi Ïîòòñà íà áåçìàñ-

øòàáíié ìåðåæi òà ïîáóäó¹ìî ôàçîâó äiàãðàìó â çìiííèõ q-λ.

Ùîá äåòàëüíî ïðîàíàëiçóâàòè ôàçîâó äiàãðàìó ìîäåëi Ïîòòñà íà áåçìàñ-

øòàáíié ìåðåæi, çàïèøåìî âiëüíó åíåðãiþ, ðîçêëàâøè ëîãàðèôìû÷íèé âèðàç çà

ñòåïåíÿìè ïàðàìåòðà ïîðÿäêó çáåðiãàþ÷è ó âèðàçàõ (2.23) òà (2.27) òiëüêè òàêi

äîäàíêè çà m, ùî äîçâîëÿþòü îïèñàòè íåñòàíäàðòíó ïîâåäiíêó, à òàêîæ çàáóç-

ïå÷óþòü òåðìîäèíàìi÷íó ñòiéêiñòü ñèñòåìè. Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè ïðè ðiçíèõ

ñòåïåíÿõ m ¹ çàëåæíèìè âiä q òà λ, äèâ. (2.28)�(2.32), âèãëÿä âiëüíî¨ åíåðãi¨

âiäðiçíÿòèìåòüñÿ ó ðiçíèõ äiàïàçîíàõ q òà λ.

2.4.1. 1 ≤ q < 2

Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè K, B i B′ ïåðåä ñòåïåíÿìè mλ−1, m3 i m3 lnm ïðè-

éìàþòü äoäàòíi çíà÷åííÿ â äiàïàçîíi äàíèõ q, äîñòàòíüî áðàòè äî óâàãè òiëüêè

ïåðøi òðè äîäàíêè ðîçêëàäó ó âiëüíié åíåðãi¨:

3 < λ < 4 : g =
A

2T
(T − T0)m

2 +
K

T λ−2
mλ−1 − D

T
mH, (2.33)

λ = 4 : g =
A

2T
(T − T0)m

2 +
B′

3T 2
m3 ln

1

m
− D

T
mH, (2.34)
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Ðèñ. 2.1. Òèïîâà ïîâåäiíêà âiëüíî¨ åíåðãi¨ ìîäåëi Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâàíié áåç-
ìàñøòàáíié ìåðåæi ïðè âiäñóòíîñòi çîâíiøíüîãî ïîëÿ = 0. (a): íåïå-
ðåðâíèé ôàçîâèé ïåðåõiä (äðóãîãî ðîäó); (b): ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî
ðîäó.

λ > 4 : g =
A

2T
(T − T0)m

2 +
B

3T 2
m3 − D

T
mH. (2.35)

Òèïîâà çàëåæíiñòü âiä m ôóíêöié (2.33)�(2.35) ïðè âiäñóòíîñòi ìàãíiòíîãî ïî-

ëÿ H=0 ïîêàçàíà íà Ðèñ.2.1a. ßê i î÷iêó¹òüñÿ, ïðè ôàçîâîìó ïåðåõîäi äðóãîãî

ðîäó âiëüíà åíåðãiÿ ìà¹ ¹äèíèé ìiíiìóì ïðè m = 0 äëÿ òåìïåðàòóð T > T0.

Íåíóëüîâå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó, ùî ìiíiìóçó¹ âèðàç âiëüíî¨ åíåðãi¨, ïî-

ÿâëÿ¹òüñÿ ïðè T = T0. Çîêðåìà, ôàçîâèé ïåðåõiä ¹ íåïåðåðâíèì äëÿ âèïàäêó

ïåðêîëÿöi¨ q = 1, ÿê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å ó ïiäðîçäiëi 2.5.3.

2.4.2. q = 2

Ïðè q = 2 ìîäåëü Ïîòòñà îïèñó¹ ìîäåëü Içiíãà. Ó äàíîìó âèïàäêó êîåôi-

öi¹íò ïðè êóái÷íîìó äîäàíêó ïîðàìåòðà ïîðÿäêó çàíóëþ¹òüñÿ i âiëüíó åíåðãiþ

ìîæíà çàïèñàòè ó íàñòóïíié ôîðìi:

3 < λ < 5 : g =
A

2T
(T − T0)m

2 +K
1

T λ−2
mλ−1 − D

T
mH, (2.36)

λ = 5 : g =
A

2T
(T − T0)m

2 +
C ′

4T 3
m4 ln

1

m
− D

T
mH, (2.37)

λ > 5 : g =
A

2T
(T − T0)m

2 +
C

4T 3
m4 − D

T
mH. (2.38)
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Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî êîåôiöi¹íòè K, C, C ′ ïðè ðiçíèõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà

ïîðÿäêó ¹ äîäàòíi ïðè q = 2. À îòæå, ó ñèñòåìi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä

äðóãîãî ðîäó, äèâ. Ðèñ.2.1a.

2.4.3. q > 2, 3 < λ < λc(q)

Ó öüîìó äiàïàçîíi q ðiä ôàçîâîãî ïåðåõîäó çàëåæèòü âiä çíàêó êîåôiöi-

¹íòà íàñòóïíîãî äîäàíêó ó âiëüíié åíåðãi¨ ïiñëÿ êâàäðàòè÷íîãî. Ïðè äîäàòíiõ

çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà K äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ìîäåëi Ïîòòñà îòðèìó¹ìî:

3 < λ < λc(q) : g =
A

2T
(T − T0)m

2 +K
1

T λ−2
mλ−1 − D

T
mH, (2.39)

äå K çàëèøà¹òüñÿ äîäàòíiì ïðè λ, ìåíøèõ çà ïåâíå ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ λc, ÿêå

ìîæíà îòðèìàòè iç óìîâè

c(q, λc) = 0 , (2.40)

äå çíà÷åííÿ ñòàëî¨ c(q, λ) çàäàíå ðiâíÿííÿì (2.21). Ïîâåäiíêà âiëüíî¨ åíåðãi¨

(2.39) â ðiçíèõ äiàïàçîíàõ òåìïåðàòóð ïîäàíà íà Ðèñ.2.1a. ßê i â ïîïåðåäíiõ

âèïàäêàõ, äèâ. ïiäðîçäiëè 2.4.1 òà 2.4.2, êðèòè÷íà ïîâåäiíêà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ

ôàçîâèì ïåðåõîäîì äðóãîãî ðîäó. Çi çáiëüøåííÿì λ êîåôiöi¹íò K çìiíþ¹ çíàê

òà íàáóâà¹ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü, òîìó íåîáõiäíî áðàòè äî ðîçãëÿäó íàñòóïíèé äî-

äàíîê ðîçêëàäó çà m:

λc(q) < λ < 4 : g =
A

2T
(T − T0)m

2 +K
1

T λ−2
mλ−1 +

B

3T 2
m3 − D

T
mH, (2.41)

êîåôiöi¹íò B > 0 ïðè λ < 4. Îñêiëüêè êîåôiöi¹íò ïåðåä äîäàíêîì mλ−1 íàáóâà¹

âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü, ïîÿâëÿ¹òüñÿ ëîêàëüíèé ìiíiìóì äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè

ïðè ìàëèõ òåìïåðàòóðàõ T (äèâ. Pèñ. 2.1b) é ïàðàìåòð ïîðÿäêó ðîçáiãà¹òüñÿ

ïðè êðèòè÷íié òåìïåðàòóði Tc: òàêèé òèï ïîâåäiíêè òèïîâèé äëÿ ôàçîâèõ ïåðå-

õîäiâ ïåðøîãî ðîäó. Iç ïîäàëüøèì çðîñòàííÿì λ, íåîáõiäíî áðàòè äî ðîçãëÿäó

ùîðàçó áiëüøå äîäàíêiâ ðîçêëàäó, ùîá çàáåçïå÷èòè òåðìîäèíàìi÷íó ñòiéêiñòü

ñèñòåìè. Îäíàê, çíàê ïåðåä äðóãèì ïðîâiäíèì äîäàíêîì ðîçêëàäó çàëèøàòè-



44

ìåòüñÿ âiä'¹ìíèì, ùî âiäïîâiäà¹ ïîâåäiíöi âiëüíî¨ åíåðãi¨ íà Ðèñ.2.1b, òîáòî,

ôàçîâîìó ïåðåõîäó ïåðøîãî ðîäó.

Àíàëiç âiëüíî¨ åíåðãi¨ ó ðiçíèõ äiàïàçîíàõ λ òà q ìîæíà ïiäñóìóâàòè, ïî-

áóäóâàâøè �ôàçîâó äiàãðàìó� ìîäåëi Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié

ìåðåæi. Íà Ðèñ.2.2 ïîêàçàíî ðåæèìè ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ ó ðiçíèõ äiàïàçîíàõ λ

òà q.

Ðèñ. 2.2. Ôàçîâà äiàãðàìà ìîäåëi Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié ìå-
ðåæi. Ñóöiëüíà ÷îðíà êðèâà ðîçäiëÿ¹ ðåæèì ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïåð-
øîãî ðîäó âiä ðåæèìó ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó. Ïðè λ ≤ 3
ñèñòåìà çàëèøà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ ïðè áóäü-ÿêié ñêií÷åííié òåìïå-
ðàòóði (îáëàñòü íèæ÷å øòðèõîâàíî¨ ëiíi¨).

2.4.4. Äîâiëüíå q, 2 < λ ≤ 3

ßê çàçíà÷àëîñü ðàíiøå, ïðè 2 < λ ≤ 3 ìîäåëü Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâà-

íi áåçìàñøòàáíié ìåðåæi çàëèøà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ ïðè áóäü-ÿêié ñêií÷åí-

íié òåìïåðàòóði, òîáòî ïàðàìåòð ïîðÿäêó ðiâíèé íóëåâi òiëüêè ïðè áåçìåæíié
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òåìïåðàòóði. ßê i äëÿ ìîäåëi Içiíãà [63], ëåãêî çíàéòè çàëåæíiñòü ïàðàìåòðà

ïîðÿäêó ó âèñîêîòåìïåòàðóðíié îáëàñòi ïðè 2 < λ ≤ 3 òà áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü

q ≥ 1. Îñêiëüêè äðóãèé ìîìåíò ⟨k2⟩ ¹ ðîçáiæíèé ó äiàïàçîíi 2 < λ ≤ 3, ìè íå

âèäiëÿ¹ìî öåé äîäàíîê iç âèðàçó (2.16), é ïðèõîäèìî äî íàñòóïíîãî âèðàçó äëÿ

âiëüíî¨ åíåðãi¨:

2 < λ < 3 : g =
A

2T
m2 +

K ′

T λ−2
mλ−1 − D

T
mH, (2.42)

λ = 3 : g =
A

2T
m2 +

cλJ
2

4q2T
m2 ln

1

m
+
cλJ

2

T

[C ′(q, 3)

q − 1
+

1

2q2
ln(

Jk⋆
T

)
]
m2 − D

T
mH .

(2.43)

Òóò êîåôiöi¹íòèK ′, C ′(q, 3) ¹ àíàëîãi÷íi äîK, C(q, 3) ó âèðàçàõ (2.31) òà (2.26),

ïðè óìîâi, ùî ôóíêöiÿ φ(x), ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ¨õ ÷èñåëüíîãî ðîçðàõóí-

êó, íå ìiñòèòèìå êâàäðàòè÷íîãî äîäàíêó x2.

Ìiíiìiçóþ÷è âiëüíi åíåðãi¨ (2.42), (2.43) çà ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó, îòðèìó-

¹ìî íàñòóïíó àñèìïòîòèêó ïðè âèñîêèõ òåìïåðàòóðàõ T [87, 93]:

2 < λ < 3 : m ∼ T−λ−2
3−λ , (2.44)

λ = 3 : m ∼ Te−αT , α > 0 . (2.45)

Ðiâíÿííÿ (2.44) i (2.45) îïèñóþòü çàëåæíiñòü ïàðàìåòðà ïîðÿäêó m âiä òåìïå-

ðàòóðè â íàáëèæåííi ñåðåäíüîãî ïîëÿ. Çâ'ÿçîê ïàðàìåòðà ïîðÿäêó iç íàìàãíi-

÷åíiñòþ ñèñòåìè M ìîæíà çíàéòè iç ðiâíÿííÿ ñàìîóçãîäæåííÿ:

M = −
( ∂g
∂H

)
T
. (2.46)

Â ãðàíèöi âèñîêèõ òåìïåðàòóð ìîæíà çíàéòè ðîçâ'ÿçîêM ∼ m
T . Öå â ñâîþ ÷åðãó

ïðèçâîäèòü äî íàñòóïíî¨ àñèìïòîòèêè íàìàãíi÷åíîñòi M [63]:

2 < λ < 3 : M ∼ T
1

λ−3 , (2.47)

λ = 3 : M ∼ e−αT , α > 0 . (2.48)
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Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, íèæ÷å ìè çàïèñóâàòèìåìî òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨

ó òåðìiíàõ çìiííî¨ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó m.

2.5. Ðåæèì ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó

2.5.1. Òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨, êðèòè÷íi ïîêàçíèêè,

ëîãàðèôìi÷íi ïîïðàâêè äî ñêåéëiíãó

Iç âèðàçiâ äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ â ðiçíèõ äiàïàçîíàõ λ òà q ìîæíà çíàéòè

çíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ, ùî îïèñóþòü ñòåïåíåâi çàëåæíîñòi òåðìîäè-

íàìi÷íèõ âåëè÷èí â îêîëi òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó H = 0,τ ≡
|T − T0|/T0 = 0 [115, 149], äå T0 � êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà ôàçîâîãî ïåðåõî-

äó äðóãîãî ðîäó. Òîáòî, íàñ öiêàâèòèìóòü ïîêàçíèêè, ùî îïèñóþòü çàëåæíiñòü

âiä òåìïåðàòóðè òà ïîëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó m, içîòåðìi÷íî¨ ñïðèéíÿòëèâîñòi

χT = (∂m∂H )T , òåïëî¹ìíîñòi cH = T (∂S∂T )H òà ìàãíåòîêàëîðè÷íîãî êîåôiöi¹íòà5

mT = −T ( ∂S
∂H )T . Çîêðåìà, ïðèH = 0 ïàðàìåòð ïîðÿäêóm, içîòåðìi÷íà ñïðèéíÿ-

òëèâiñòü χT , òåïëî¹ìíiñòü cH òà ìàãíåòîêàëîðè÷íèé êîåôiöi¹íò mT îïèñóþòüñÿ

òàêèìè àñèìïòîòèêàìè â îêîëi êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè τ = |T−Tc|
Tc

):

m = B−τ
β, χT = Γ±τ

−γ, ch =
A±

α
τ−α, mT = B±

T τ
−ω. (2.49)

Òóò iíäåêñè ± âiäïîâiäàþòü äiàïàçîíó òåìïåðàòóð âèùå i íèæ÷å êðèòè÷íî¨, ùî

áåðóòüñÿ äî óâàãè T − T0 → 0±. Â ñàìié êðèòè÷íié òî÷öi ïðè T = T0 (òîáòî,

τ = 0) òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ çàëåæàòü âiä ïîëÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

m = D
−1
δ
c H1/δ, χ = ΓcH

−γc, cH =
Ac

αc
H−αc, mT = Bc

TH
−ωc. (2.50)

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðîàíàëiçó¹ìî ñòåïåíåâi çàëåæíîñòi òåðìîäèíàìi÷íèõ

âåëè÷èí ó ðiçíèõ äiàïàçîíàõ q òà λ. Ðåçóëüòàòè àíàëiçó ïîêàçíèêiâ ñêåéëiíãó

äëÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié ïiäñóìîâàíî ó Òàáëèöi 2.3.

5Ìàãíåòîêàëîðè÷íèé êîåôiöi¹íò âèìiðþ¹ êiëüêiñòü òåïëîòè, ÿêó ñèñòåìà îòðèìó¹ ïðè içîòåðìi÷íîìó çðî-
ñòàííi ìàãíiòíîãî ïîëÿ âíàñëiäîê ìàãíåòîêàëîðè÷íîãî åôåêòó (äèâ., íàïðèêëàä, [178]).
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Òàáë. 2.3. Êðèòè÷íi ïîêàçíèêè ìîäåëi Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòà-
áíié ìåðåæi. Çîêðåìà, ìè âiäòâîðþ¹ìî ðåçóëüòàòè, îäåðæàíi äëÿ ìî-
äåëi Içiíãà (q = 2) [87, 179] òà çàäà÷i ïðî ïåðêîëÿöiþ (q = 1) [180].

q λ α αc β δ γ γc ω ωc

1 ≤ q ≤ 2 3 < λ < 4 λ−5
λ−3

λ−5
λ−2

1
λ−3 λ− 2 1 λ−3

λ−2
λ−4
λ−3

λ−4
λ−2

1 ≤ q < 2 λ ≥ 4 −1 −1/2 1 2 1 1/2 0 0
q = 2 3 < λ < 5 λ−5

λ−3
λ−5
λ−2

1
λ−3 λ− 2 1 λ−3

λ−2
λ−4
λ−3

λ−4
λ−2

q = 2 λ ≥ 5 0 0 1/2 3 1 2/3 1/2 1/3
q > 2 3 < λ ≤ λc(q)

λ−5
λ−3

λ−5
λ−2

1
λ−3 λ− 2 1 λ−3

λ−2
λ−4
λ−3

λ−4
λ−2

• 1 ≤ q < 2

Ó äiàïàçîíi 1 ≤ q < 2 âiëüíà åíåðãiÿ ìîäåëi Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâà-

íié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi çàäà¹òüñÿ âèðàçàìè (2.33)�(2.35). Ïðè âèñîêèõ

òåìïåðàòóðàõ T > T0 ìiíóìóìó âiëüíî¨ åíåðãi¨ g ïðè H = 0 âiäïîâiäà¹

íóëüîâå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó m = 0. Ïðè T < T0 ìiíiìóì âiëüíî¨

åíåðãi¨ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïðè íåíóëüîâèõ m. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ âè-

ðàçiâ (2.33)�(2.35) ó ðiçíèõ äiàïàçîíàõ λ çíàõîäèìî õàðàêòåðíó ñòåïåíåâó

ïîâåäiíêó ïàðàìåòðà ïîðÿäêó â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè:

3 < λ < 4 : m = T
λ−2
λ−3

0

( Aτ

K(λ− 1)

) 1
λ−3

, (2.51)

λ = 4 : m =
AT 2

0

B′ τ | ln τ |
−1, (2.52)

λ > 4 : m =
AT 2

0

B
τ. (2.53)

Ïîêëàäàþ÷è q = 1 ó âèðàçàõ (2.51) òà (2.53) âiäòâîðþ¹ìî âiäïîâiäíi ðå-

çóëüòàòè äëÿ âèïàäêó ïåðêîëÿöi¨ íà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ [180]: ñåðå-

äíüîïîëüîâå çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà ïåðêîëÿöi¨ β = 1 ïðè λ > 4 òà β = 1
λ−3

ïðè 3 < λ < 4. Çàóâàæèìî, ùî ïðè ãðàíè÷íîìó çíà÷åííi λ = 4 ïîÿâëÿþ-

òüñÿ ëoãàðèôìi÷íi ïîïðàâêè. Îñòàòî÷íi çíà÷åííÿ ïîêàçíèêiâ íàâåäåíî ó

Òàáëèöi 2.3. Òàêîæ, ìîæíà îòðèìàòè çíà÷åííÿ é iíøèõ ïîêàçíèêiâ, îçíà-

÷åíèõ ðàíiøå (äèâ. (2.49), (2.50)) i ¨õ ÷èñåëüíi çíà÷åííÿ íàâåäåíî ó ïåðøèõ

äâîõ ðÿäêàõ Òàáëèöi 2.3.
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Òàê ñàìî, ÿê äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó (2.52), çàëåæíiñòü âiä ïîëÿ òà òåì-

ïåðàòóðè iíøèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié (2.49)-(2.50) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ

ïîÿâîþ ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê ïðè λ = 4 â êîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè. Îçíà-

÷èìî ïîêàçíèêè ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê äî ñêåéëiíãó íàñòóïíèì ÷èíîì

[89]:

m ∼ τβ| ln τ |β̂, χT ∼ τ−γ| ln τ |γ̂, (2.54)

cH ∼ τ−α| ln τ |α̂, mT ∼ τ−ω| ln τ |ω̂, (2.55)

m ∼ H1/δ| lnH |δ̂, χT ∼ H−γc| lnH |γ̂c, (2.56)

cH ∼ H−αc| lnH |α̂c, mT ∼ H−ωc| lnH |ω̂c . (2.57)

Çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ïîêàçíèêiâ äèâ. ó Òàáëèöi 2.4. Çàóâàæèìî, îäíàê,

ùî çíà÷åííÿ óñiõ ïîêàçíèêiâ ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê ¹ âiä'¹ìíèìè. Öå

îçíà÷à¹, ùî ëîãàðèôìi÷íi ïîïðàâêè ïîñëàáëþþòü ðîçáiæíiñòü òåðìîäè-

íàìi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê. Äåòàëüíiøå ïðîàíàëiçó¹ìî òàêó ïîâåäiíêó ó ïiä-

ðîçäiëi 2.5.3.

Òàáë. 2.4. Ïîêàçíèêè ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê äî ñêåéëiíãó äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà
íà íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi.

q λ α̂ α̂c β̂ δ̂ γ̂ γ̂c ω̂ ω̂c

1 ≤ q < 2 λ = 4 −2 −3/2 −1 −1/2 0 −1/2 −1 −1
q = 2 λ = 5 −1 −1 −1/2 −1/3 0 −1/3 −1/2 −2/3

• q = 2, ìîäåëü Içiíãà

Äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü λ âiëüíà åíåðãiÿ ìîäåëi îïèñó¹òüñÿ âèðàçàìè (2.36)�

(2.38). Ìiíiìiçóþ÷è öi ïðåäñòàâëåííÿ çà ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó, ïðè H = 0

òà T < T0 îòðèìà¹ì:

3 < λ < 5 : m = T
λ−2
λ−3

0

( Aτ

K(λ− 1)

) 1
λ−3

, (2.58)

λ = 5 : m =

√
AT 3

0

C ′ τ
1/2| ln τ |−1/2, (2.59)
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λ > 5 : m =

√
AT 3

0

C
τ 1/2. (2.60)

Âiäïîâiäíi êðèòè÷íi ïîêàçíèêè iíøèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ âåëè÷èí çàïèñàíî

ó òðåòüîìó òà ÷åòâåðòîìó ðÿäêó Òàáëèöi 2.3. Ëîãàðèôìi÷íi ïîïðàâêè äî

ñêåéëiíãó (2.54)� (2.57) âèíèêàþòü ïðè λ = 5 i ¨õ çíà÷åííÿ íàâåäåíî ó

äðóãîìó ðÿäêó Òàáëèöi 2.4. Êðèòè÷íà ïîâåäiíêà ìîäåëi íà íåñêîðåëüîâà-

íié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi äîñëiäæóâàëàñÿ i ðàíiøå [63, 87, 88, 178], é ó

Òàáëèöi 2.3 ìè, çîêðåìà, âiäòâîðþ¹ìî îäåðæàíi ðåçóëüòàòè.

• q > 2, 3 < λ ≤ λc(q)

Ó öüîìó äiàïàçîíi q, λ ó ñèñòåìi âiäáóâà¹òüñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî

ðîäó, äèâ. ôàçîâó äiàãðàìó íà Ðèñ.2.2, à âiëüíié åíåðãi¨ âiäïîâiäà¹ âèðàç

(2.39). Òîäi çàëåæíiñòü ïàðàìåòðà ïîðÿäêó âiä òåìïåðàòóðè ¹ íàñòóïíîþ:

3 < λ ≤ λc(q) : m = T
λ−2
λ−3

0

( Aτ

K(λ− 1)

) 1
λ−3

. (2.61)

Çíà÷åííÿ ðåøòè êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ äèâ. ó øîñòîìó ðÿäêó Òàáëèöi

2.3. Îñêiëüêè ïðîâiäíi äîäàíêè ó âiëüíié åíåðãi¨ ìîäåëi Ïîòòñà (2.39)

ïðè 3 < λ ≤ λc(q) ñïiâïàäàþòü iç àíàëîãi÷íèìè äëÿ ìîäåëi Içiíãà ïðè

3 < λ ≤ 5, òî i ïîâåäiíêà òåðìîäèíàìi÷íèõ âåëè÷èí â îêîëi òî÷êè ôà-

çîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó îïèñó¹òüñÿ òèì ñàìèì íàáîðîì êðèòè÷íèõ

ïîêàçíèêiâ. Òîáòî, ìîäåëü Ïîòòñà ïðè q > 2 ó äiàïàçîíi 3 < λ ≤ λc(q)

íàëåæèòü äî òîãî æ ñàìîãî êëàñó óíiâåðñàëüíîñòi, ùî é ìîäåëü Içiíãà ó

äiëÿíöi 3 < λ ≤ 5. Âïåðøå òàêó çàëåæíiñòü ñïåñòåðåæåíî, âèêîðèñòîâó-

þ÷è íàáëèæåííÿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ äëÿ ðiâíÿííÿ ñòàíó ìîäåëi Ïîòòñà íà

íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi [93].

2.5.2. Ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ òà âiäíîøåííÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä

Iíøèìè óíiâåðñàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè 6, ÿêi ìè äîñëiäèìî ó öüîìó

ïiäðîçäiëi, áóäóòü ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ òà âiäíîøåííÿ äëÿ êðèòè÷íèõ àìïëi-
6Ïðèíöèï óíiâåðñàëüíîñòi âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ êðèòè÷íèõ ÿâèù [181�183]. Ñèñòåìè, ùî ïðîÿâ-

ëÿþòü ñõîæó êðèòè÷íó ïîâåäiíêó â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè âiäíîñàòü äî îäíîãî êëàñó óíiâåðñàëüíîñòi. Êëàñ
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òóä ìîäåëi Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi â îêîëi êðèòè-

÷íî¨ òî÷êè. Ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi ìè çàïèñàëè òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ ÷å-

ðåç ïðåäñòàâëåííÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä òà êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ, äèâ. ôîðìóëè

(2.49) òà (2.50). Êðèòè÷íi àìïëiòóäè çàëåæàòü âiä ìiêðîñêîïi÷íèõ ëîêàëüíõ õà-

ðàêòåðèñòèê ñèñòåìè, îäíàê, iñíóþòü óíiâåðñàëüíi ¨õ êîìáiíàöi¨ [115]. Ó äàíîìó

ïiäðîçäiëi ìè øóêàòèìåìî òàêi óíiâåðñàëüíi âiäíîøåííÿ äëÿ êðèòè÷íèõ àìïëi-

òóä:

R±
χ = Γ±DcB

δ−1
− , R±

c =
A±Γ±

αB2
−
, (2.62)

RA =
Ac

αc
D−(1+αc)

c B
−2/β
− , A+/A−, Γ+/Γ−. (2.63)

Ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ ìîæíà âèìiðÿòè åêñïåðèìåíòàëüíî ÷è çíàéòè çà äî-

ïîìîãîþ ÷èñåëüíèõ ñèìóëÿöié. Â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè âiëüíó åíåðãiþ Ãåëüì-

ãîëüöà F (τ,m), çãiäíî ãiïîòåçè ñêåéëiíãó, ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðìi îäíîðiäíî¨

óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ [184]:

F (τ,m) ≈ τ 2−αf±(x), (2.64)

äå x = m/τβ � ñêåéëiíãîâà çìiííà, à f±(x) � ñêåéëiíãîâà ôóíêöiÿ (çíàêè +, −
âiäïîâiäàþòü äiàïàçîíàì òåìïåðàòóð T > Tc é T < Tc âiäïîâiäíî). Ãîëîâíèì

çìiñòîì ðiâíÿííÿ (2.64) ¹ òå, ùî âiëüíó åíåðãiþ F (τ,m), çàëåæíó âiä äâîõ ïàðà-

ìåòðiâ, ìîæíà çàïèñàòè ÷åðåç ñêåéëiíãîâó ôóíêöiþ îäíi¹¨ çìiííî¨ f±(x). Ðåøòó

òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié òàêîæ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó ôîðìi îäíîðiäíèõ óçà-

ãàëüíåíèõ ôóíêöié [184].

Âèõîäÿ÷è iç ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨, îòðèìà¹ìî íàñòóïíi ñêåé-

ëiíãîâi ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ïîëÿ òà åíòðîïi¨:

H(m, τ) = τβδH ′
±(x), (2.65)

S(m, τ) = τ 1−αS(x), (2.66)

óíiâåðñàëüíîñòi íå çàëåæèòü âiä ëîêàëüíèõ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè, à âèçíà÷à¹òüñÿ ¨¨ ãëîáàëüíèìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè: âèìiðíiñòþ ïðîñòîðó, ñèìåòði¹þ, òèïîì âçà¹ìîäié òîùî. ßêùî ñèñòåìè íàëåæàòü äî îäíîãî êëàñó
óíiâåðñàëüíîñòi, òî îêðiì êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ òà ïîêàçíèêiâ ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê, äëÿ íèõ ñïiâïàäàþòü
âèðàçè äëÿ ñêåéëiíãîâèõ ôóíêöié òà âiäíîøåííÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä [115].
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iç âiäïîâiäíèìè ñêåéëiíãîâèìè ôóíêöiÿìè H ′
±(x) òà S(x). Àíàëîãi÷íi ñêåéëií-

ãîâi ôóíêöi¨ äëÿ òåïëî¹ìíîñòi, içîòåðìi÷íî¨ ñïðèéíÿòëèâîñòi òà ìàãíåòîêàëîðè-

÷íîãî êîåôiöi¹íòó îçíà÷àþòü ÿê (äèâ., íàïðèêëàä, [178]):

cH(m, τ) = (1 ± τ)τ−αC±(x), (2.67)

χT (m, τ) = τ−γχ±(x), (2.68)

mT (m, τ) = (1 ± τ)τβ−γM±(x). (2.69)

Ó ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ çíàéäåíî òà ïðîàíàëiçîâàíî âèðàçè äëÿ âiëüíî¨

åíåðãi¨ ó ðiçíèõ äiàïàçîíàõ q òà λ. Îáëàñòü, äå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä

äðóãîãî ðîäó ïðè íåöiëèõ çíà÷åíÿõ ïàðàìåòðà λ ìîæíà ïîäiëèòè íà 3 äiëÿíêè:

Region I (q = 2, λ > 5), Region II (1 ≤ q < 2, λ > 4) òà Region III (3 < λ < 5, q =

2; 3 < λ < 4, 1 ≤ q < 2; 3 < λ ≤ λc(q), q > 2), äèâ. Ðèñ. 2.2. Êðèòè÷íi ïîêàçíèêè,

çíàéäåíi ó öèõ äiëÿíêàõ íàëåæàòü äî ðiçíèõ êëàñiâ óíiâåðñàëüíîñòi. Region I

õàðàêòåðèçó¹òüñÿ êðèòè÷íèìè ïîêàçíèêàìè ñåðåäíüîãî ïîëÿ äëÿ ìîäåëi Içiíãà,

à Region II âiäïîâiäà¹ ñåðåäíüîïîëüîâèì ïîêàçíèêàì äëÿ âèïàäêó ïåðêîëÿöi¨. Ó

òðåòié îáëàñòi, Region III, êðèòè÷íi ïîêàçíèêè ñòàþòü λ-çàëåæíèìè. Çíà÷åííÿ

âiäïîâiäíèõ êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ äèâ. ó Òàáëèöi 2.3. Çíàéäåìî òåïåð â öèõ

äiëÿíêàõ ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ òà âiäíîøåííÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä. Äëÿ íåöiëèõ

λ > 3 âiëüíó åíåðãiþ ìîæíà çàïèñàòè ÿê:

F (τ,M) = a1τM
2 + a2M

λ−1 +

[λ−1]∑
i=3

aiM
i +O(M [λ]) , (2.70)

äå M � íàìàãíi÷åíiñòü, êîåôiöi¹íòè ai çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (2.28)-(2.32), iç

óðàõóâàííÿì çâ'ÿçêó ìiæ íàìàãíi÷åíiñòþ òà ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó. Ïîäiáíî, ÿê

â ðiâíÿííi (2.18) ïîçíà÷åííÿ [l] îçíà÷à¹, ùî ïðè îá÷èñëåííi ìè áåðåìî öiëó

÷àñòèíó âiä l. Ââàæàòèìåìî âèðàç äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ìîäåëi Ïîòòñà íà íåñêî-

ðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi (2.70) âèõiäíèì ïðè ïîäàëüøîìó àíàëiçó ó

öüîìó ïiäðîçäiëi. Çàìiíèâøè çìiííi, ïåðåéäåìî äî áåçðîçìiðíî¨ âiëüíî¨ åíåð-

ãi¨ f(m, τ) òà áåçðîçìiðíî¨ íàìàãíi÷åíîñòi m. Çáåðiãàþ÷è ïðîâiäíi äîäàíêè çà
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ìàëèìè m ïåðåïèøåìî (2.70) ó ðiçíèõ äiëÿíêàõ íàñòóïíèì ÷èíîì:

f(m, τ) = ±τ
2
m2 +

1

4
m4, (Region I), (2.71)

f(m, τ) = ±τ
2
m2 +

1

4
m3, (Region II), (2.72)

f(m, τ) = ±τ
2
m2 +

1

4
mλ−1, (Region III). (2.73)

Iç âèðàçiâ äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ìè ìîæåìî îòðèìàòè ðiâíÿííÿ ñòàíó òà âèâåñòè

ðåøòó òåðìîäèíàìi÷íèõ âåëè÷èí ó ïðåäñòàâëåííi ñêåéëiíãîâèõ ôóíêöié. Ðiâ-

íÿííÿ ñòàíó äëÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ òà åíòðîïi¨ ó áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ m é τ

çàïèøåòüñÿ:

H(m, τ) = ∂f(m, τ)/∂m|τ , s(m, τ) = ∓∂f(m, τ)/∂τ |m . (2.74)

Çàïèñàíå äëÿ ðiçíèõ äiàïàçîíiâ q òà λ ìàãíiòíå ðiâíÿííÿ ñòàíó íàáóäå âèäó:

H(m, τ) = m3 ± τm, (Region I), (2.75)

H(m, τ) =
3

4
m2 ± τm, (Region II), (2.76)

H(m, τ) =
λ− 1

4
mλ−2 ± τm, (Region III). (2.77)

Ùîá çíàéòè ðiâíÿííÿ ñòàíó äëÿ åíòðîïi¨, âiçüìåìî ïîõiäíó âiä âiëüíî¨

åíåðãi¨ çà òåìïåðàòóðîþ ïðè ñòàëié íàìàãíi÷åíîñòi m, êîëè çàëåæíiñòü âiä òåì-

ïåðàòóðè τ ¹ îäíàêîâîþ ó âñiõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó. À òîìó

ðiâíÿííÿ çáåðiãàòèìå ñâîþ ôîðìó ó âñiõ òðüîõ äiàïàçîíàõ çíà÷åíü q�λ:

s = −m2/2, (Regions I�III). (2.78)

Çíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä äëÿ χT , cH , i mT ó ðiçíèõ äià-

ïàçîíàõ íàâåäåíi ó Òàáëèöi 2.5. Äëÿ ÷àñòêîâîãî âèïàäêó q = 2 ìè âiäòâîðþ¹ìî

ðåçóëüòàòè äëÿ âèðàçiâ ìîäåëi Içiíãà íà íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi

[88, 178].

Çíàéäåìî ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ òà iíøèõ òåðìîäèíàìi-

÷íèõ ôóíêöié. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ (2.64) òà áåðó÷è äî óâàãè òîé ôàêò,
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Òàáë. 2.5. Ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ òà âiäíîøåííÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä äëÿ ìîäåëi
Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi.

Region I Region II Region III
f±(x) ±x2

2 + x4

4 ±x2

2 + x3

4 ±x2

2 + xλ−1

4

H±(x) x3 ± x 3
4x

2 ± x λ−1
4 xλ−2 ± x

S(x) −x2/2 −x2/2 −x2/2
C±(x) x2

3x2±1
x2

3x/2± 1
x2

(λ−1)(λ−2)xλ−3/4±1

χ±(x) 1
3x2 ± 1

1
3x/2± 1

1
(λ−1)(λ−2)xλ−3/4± 1

M±(x) x
3x2±1

x
3x/2± 1

x
(λ−1)(λ−2)xλ−3/4±1

A+/A− 0 0 0
Γ+/Γ− 2 1 λ− 3
R+

χ 1 1 1
R−

χ
1
2 1 1

λ−3

R+
c 0 0 0

R−
c

1
4 1 1

(λ−3)2

RA
1
3

1
2

1
λ−2

ùî êðèòè÷íi ïîêàçíèêè α, β òà iíøi ïðèéìàþòü ðiçíi çíà÷åííÿ ó ðiçíèõ äià-

ïàçîíàõ, äèâ. Ðèñ. 2.2 òà Òàáëèöþ 2.3, ìè ïåðåïèøåìî ïîòåíöiàë Ãåëüìãîëüöà

F (τ,m) ó ôîðìi ñêåéëiíãîâèõ ôóíêöié f±(m/τβ). Âiäïîâiäíi âèðàçè äëÿ ñêåé-

ëiíãîâèõ ôóíêöié ó òðüîõ ðåæèìàõ ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó ìîäåëi Ïîò-

òñà, íàâåäåíi ó Òàáëèöi 2.5. Õàðàêòåðíà ïîâåäiíêà ñêåéëiíãîâèõ ôóíêöié âiëüíî¨

åíåðãi¨ f+(x) i f−(x) çîáðàæåíà íà Ðèñ. 2.3a òà 2.3b.

Ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ q ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ õàðàêòåðèçóþòüñÿ îäíîêîâîþ

âëàñòèâiñòþ: ¨õíÿ êðèâèíà ïîñòóïîâî çðîñòà¹ çi çðîñòàííÿì λ > 3. Öå âiäáóâà-

¹òüñÿ äî ïåâíîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ λ = λc. Ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ λc çàëåæèòü

âiä êiëüêîñòi ïîòñiâñüêèõ ñòàíiâ q. Òàê äëÿ λ > λc i 1 ≤ q ≤ 2 ñêåéëiíãîâi

ôóíêöi¨ çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè: ¨õ ôîðìà íå çìiíþ¹òüñÿ iç ïîäàëüøèì çáiëü-

øåííÿì λ. Ëîãàðèôìi÷íi ïîïðàâêè äî ñêåéëiíãó ïîÿâëÿþòüñÿ ïðè λ = λc, à

ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïðè λ > λc, äèâ. Ðèñ. 2.2. Êðiì

òîãî, äëÿ λ > λc é q > 2 ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó ïåðåõîäèòü ó ïåðøèé

ðiä. Ñóöiëüíi êðèâi íà Ðèñ. 2.3 äåìîíñòðóþòü ãðàíè÷íó ïîâåäiíêó ñêåéëiíãîâèõ



54

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 35

 40

 0  1  2  3  4  5

(a)
f +

(x
)

x

Region I
Region II
Region III

-1

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 0  1  2  3  4  5

(b)

f -
(x

)

x

Region I
Region II
Region III

Ðèñ. 2.3. Ïîâåäiíêà ñêåéëiíãîâèõ ôóíêöié âiëüíî¨ åíåðãi¨ (a) f+ ïðè T > Tc òà
(b) f− ïðè T < Tc. Ôóíêöi¨ çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè ïðè λ > 5, q = 2
òà λ > 4, 1 ≤ q < 2 (ñóöiëüíi òà øòðèõîâàíi êðèâi, I i II, âiäïîâiäíî).
Ïðè q > 2 ñïîñòåðiãàþòü ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó ïðè λ > λc(q).
Ïóíêòèðíà êðèâà III: q = 4, λ = λc(4) ≃ 3.5.

ôóíêöié ïðè q = 2, λ > 5: ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè äëÿ

âñiõ λ > 5. Ñõîæèé òèï ïîâåäiíêè ñïðàâåäëèâèé äëÿ âèïàäêó 1 ≤ q < 2, êîëè

çíà÷åííÿ λc çìiíþþòüñÿ: íàïðèêëàä, λc(1 ≤ q < 2) = 4 äëÿ øòðèõîâàíî¨ êðèâî¨

II íà ðèñóíêó. Ïóíêòèðíi êðèâi III äëÿ âèïàäêó q = 4 ¹ ïðèêëàäîì ãðàíè÷íî¨

ïîâåäiíêè ñêåéëiíãîâèõ ôóíêöié ó äiàïàçîíi q > 2.

Ñêåéëiíãîâà ôóíêöiÿ åíòðîïi¨ S(x) îçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç (2.66). Âèêîðèñòî-

âóþ÷è âèðàç (2.78) äëÿ åíòðîïi¨, òà áåðó÷è äî óâàçè çíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ ïîêà-

çíèêiâ α é β ç Òàáëèöi 2.3, ìè îçíà÷à¹ìî ñêåéëiíãîâó ôóíêöiþ äëÿ åíòðîïi¨, ùî ¹

íåçìiííîþ ó âñiõ äiàïàçîíàõ q�λ: S(x) = −x2/2. Ðiâíÿííÿ ñòàíó ó ïðåäñòàâëåííi
Âàéäîìà-Ãðiôiòñà [185, 186] ìîæíà ïîäàòè ó íàñòóïíèõ ôîðìàõ:

H = mδH±(τ/m1/β) , H = τβδH ′
±(m/τβ) , (2.79)

iç âiäïîâiäíèìè ñêåéëiíãîâèìè ôóíêöiÿìè H±(x) òà H ′
±(x). Iíøå ïðåäñòàâëåí-

íÿ ðiâíÿííÿ ñòàíó âèðàæà¹ íàìàãíi÷åíiñòü ÷åðåç ìàãíiòíå ïîëå (öå òàê çâàíå

ïðåäñòàâëåííÿ Ãåíêåëÿ-Ñòåíëi) [184]:

m = τβµ±(h/τβδ) (2.80)
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Ðèñ. 2.4. Ïîâåäiíêà ñêåéëiíãîâî¨ ôóíêöi¨ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó µ+(x) (ñâiòëi êðè-
âi) é µ−(x) (òåìíi êðèâi) ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ λ òà q. (a): q = 2, (b):
1 ≤ q < 2, (c): q = 4. Çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà λ äàíî ó ëåãåíäi ðèñóíêó.

iç âiäïîâiäíîþ ñêåéëiíãîâîþ ôóíêöi¹þ µ±(x).

Âèõîäÿ÷è iç ìàãíiòíîãî ðiâíÿííÿ ñòàíó ó äiàïàçîíàõ I�III, ùî îïèñóþ-

òüñÿ ðiâíÿííÿìè (2.75)�(2.77), ëåãêî îòðèìàòè âèðàçè äëÿ ñêåéëiíãîâèõ ôóí-

êöié H±(x). Âiäïîâiäíi âèðàçè ïîäàíî â Òàáëèöi 2.5. Çâiñíî, ëåãêî ïåðåïèñàòè

öi âèðàçè, é îòðèìàòè ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ ó h±-ïðåäñòàâëåííi. Ïîâåäiíêà ñêåé-

ëiíãîâèõ ôóíêöié µ±(x) äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü λ òà q ïîêàçàíà íà Ðèñ. 2.4. Iç

òî÷íî¨ ôîðìè ðiâíÿííÿ ñòàíó ëåãêî çíàéòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ñêåéëiíãî-

âèõ ôóíêöié. Òàê, äëÿ q = 2 òà λ > 5 îòðèìó¹ìî, ùî µ±(x) ∼ x1/3, x → ∞.

Ñïðàâåäëèâî, ùî çi çðîñòàííÿì çíà÷åííÿ λ ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ ïðÿìóþòü äî

áåçìåæíîñòi øâèäøå: µ±(x) ∼ x1/(λ−2), x → ∞ äëÿ 3 < λ < 5. Ñõîæèé òèï ïî-
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Ðèñ. 2.5. Ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ äëÿ (a) içîòåðìi÷íî¨ ñïðèéíÿòëèâîñòi, (b) òåïëî-
¹ìíîñòi òà (c) ìàãíåòîêàëîðè÷íîãî êîåôiöi¹íòó. Ñâiòëi êðèâi � ôóíêöi¨
ïðè T > Tc: χ+(x), C+(x), M+(x). ×îðíi êðèâi � ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨
ïðè T < Tc: χ−(x), C−(x), M−(x). Ñóöiëüíi, øòðèõîâàíi òà ïóíêòèðíi
êðèâi âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿì âiëüíî¨ åíåðãi¨ ó òðüîõ ðiçíèõ äiàïàçîíàõ
çíà÷åíü q òà λ iç Òàáëèöi 2.3.

âåäiíêè ñïîñòåðiãà¹òüñÿ i äëÿ iíøèõ çíà÷åíü q. Ïðè 1 ≤ q < 2, λ > 4 ñêåéëiíãîâi

ôóíêöi¨ µ±(x) ∼
√
x, x→ ∞ i µ±(x) ∼ x1/(λ−2), x→ ∞ ïðè 3 < λ < 4. Îñòàííÿ

àñèìïòîòèêà ñïðàâäæó¹òüñÿ i äëÿ q > 2 òà λ ≤ λc(q). Çàóâàæèìî, ùî âñi ñâiòëi

êðèâi íà Ðèñ. 2.4 áåðóòü ñâié ïî÷àòîê â íóëi: öå ïîÿñíþ¹òüñÿ âiäñóòíiñòþ ñïîí-

òàííî¨ íàìàãíi÷åíîñòi ïðè òåìïåðàòóðàõ T > Tc. Âåëè÷èíà ñêåéëiíãîâî¨ ôóíêöi¨

µ−(x) ïðè x = 0 äà¹ çíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨ àìïëiòóäè ñïîíòàííî¨ íàìàãíi÷åíîñòi

B− (2.50), à iç Ðèñ. 2.4 ìîæåìî áà÷èòè, ùî âîíà çðîñòà¹ çi çìåíøåííÿì λ.

Íà Ðèñ. 2.5 ìè äåìîíñòðó¹ìî ïîâåäiíêó ñêåéëiíãîâèõ ôóíêöié äëÿ içîòåð-
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ìi÷íî¨ ñïðèéíÿòëèâîñòi (Ðèñ. 2.5a), òåïëî¹ìíîñòi (Ðèñ. 2.5b) òà ìàãíåòîêàëîðè-

÷íîãî êîåôiöi¹íòó (Ðèñ. 2.5c). Çíà÷åííÿ ïîòñiâñüêî¨ çìiííî¨ q òà ïîêàçíèêà λ

äëÿ ïîáóäîâàíèõ êðèâèõ âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿì, äëÿ ÿêèõ îòðèìàíi ñêåéëií-

ãîâi ôóíêöi¨ íà Ðèñ.2.3. Ïðè 1 ≤ q ≤ 2 òà çíà÷åííÿõ λ > λc(q) ó ñèñòåìi âiä-

áóâà¹òüñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó, àëå çíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ,

ÿê i ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ áiëüøå íå çàëåæàòü âiä λ. Îäíàê, äëÿ q > 2, λ > λc(q)

ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðåõîäèòü ó ðåæèì ïåðøîãî ðîäó, é âiäïîâiäíi ñêåéëiíãîâi

ñïiââiäíîøåííÿ íå ñïðàâåäëèâi. Â ñâîþ ÷åðãó ó äiàïàçîíi íèæ÷å λc, êðèòè÷íi

ïîêàçíèêè ¹ çàëåæíèìè âiä λ, òàê ñàìî öå ñïðàâåäëèâî i äëÿ ñêåéëiíãîâèõ ôóí-

êöié (äèâ. ðèñóíîê).

2.5.3. Ïðî ïåðêîëÿöiþ íà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ

Ïðîàíàëiçóâàâøè ôàçîâèé ïåðåõiä ðóãîãî ðîäó ó ðiçíèõ äiàïàçîíàõ q òà λ,

ñëiä îäíàê ðîçãëÿíóòè äåòàëüíiøå âèïàäîê q = 1, ùî âiäïîâiäà¹ ïåðêîëÿöi¨ íà

íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi. Ìàãíiòíi êðèòè÷íi ïîêàçíèêè, ùî îïè-

ñóþòü àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó òåðìîäèíàìi÷íèõ âåëè÷èí íàâåäåíi ó Òàáëèöÿõ

2.3, 2.4. Ðîçãëÿíåìî áiëüø äåòàëüíî âiäïîâiäíiñòü ìiæ öèìè ìàãíiòíèìè êðèòè-

÷íèìè ïîêàçíèêàìè òà ïîêàçíèêàìè ïåðêîëÿöi¨. Ùîá îïèñàòè ÿâèùå ïåðêîëÿöi¨

[187, 188] âèêîðèñòîâóþòü íàñòóïíi ïîêàçíèêè òà õàðàêòåðèñòèêè â îêîëi ïîðîãó

ïðîòiêàííÿ pc 7: iìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèáðàíèé âóçîë íàëåæèòü ïðîíèêàþ÷îìó

êëàñòåðó

P∞ ∼ (p− pc)
β, p > pc , (2.81)

êiëüêiñòü êëàñòåðiâ ðîçìiðó s

ns ∼ s−τe−s/s∗, (2.82)

ðîçìið êëàñòåðà ïðè êðèòè÷íié êîíöåíòðàöi¨ pc

s∗ ∼ |p− pc|−σ, (2.83)

7Äëÿ îçíà÷åíîñòi, ðîçãëÿíåìî ïåðêîëÿöiþ âóçëiâ, òîäi çìiííà p õàðàêòåðèçó¹ iìîâiðíiñòü çàéíÿòîñòi âóçëà.
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ñåðåäíié ðîçìið ñêií÷åííèõ êëàñòåðiâ

⟨s⟩ ∼ |p− pc|−γ. (2.84)

Âèùå îçíà÷åíi ïîêàçíèêè ïåðêîëÿöi¨ β i γ ñïiâïàäàþòü iç âiäïîâiäíèìè ìàãíi-

òíèìè êðèòè÷íèìè ïîêàçíèêàìè β òà γ äëÿ q = 1-ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà (äèâ.

Òàáë. 2.3, 2.4). Çâiäñè ìîæíà çíàéòè ïîêàçíèêè ñêåéëiíãó äëÿ iìîâiðíîñòi, ùî

âèáðàíèé âóçîë íàëåæèòü ïåðêîëÿöiéíîìó êëàñòåðó òà ñåðåäíüîãî ðîçìiðó ñêií-

÷åííèõ êëàñòåðiâ äëÿ ïåðêîëÿöi¨ íà íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi:

β =

{
1

λ−3 , 3 < λ < 4,
1, λ > 4,

(2.85)

γ = 1, λ > 3. (2.86)

Ïîêàçíèêè τ i σ ìîæíà çíàéòè iç âiäïîâiäíèõ ñêåéëiíãîâèõ ñïiââiäíîøåíü [187,

188]:

σβ = τ − 2, (2.87)

γ = (3 − τ)/σ. (2.88)

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ ïîêàçíèêiâ β (2.85) òà γ (2.86) ó âèðàçè (2.87)-(2.88),

îòðèìó¹ìî íàñòóïíi çíà÷åííÿ äëÿ ïîêàçíèêiâ ïåðêîëÿöi¨ τ i σ:

τ =

{
2λ−3
λ−2 , 3 < λ < 4,
5
2 , λ > 4,

(2.89)

σ =

{
λ−3
λ−2 , 3 < λ < 4,
1/2, λ > 4.

(2.90)

Àíàëiçóþ÷è êðèòè÷íó ïîâåäiíêó íàìàãíi÷åíîñòi ìîäåëi Ïîòòñà ó îáëàñòi âèñî-

êèõ òåìïåðàòóð ïðè 2 < λ < 3, (2.47), äëÿ ïîêàçíèêiâ ïåðêîëÿöi¨ ïðè pc = 0

îòðèìó¹ìî β = 1/(3 − λ), γ = −1.

Ôîðìóëè (2.85), (2.86), (2.89) òà (2.90) âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿì ïîêàçíèêiâ

ïåðêîëÿöi¨ íà íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi [180, 189], à òàêîæ âîíè

îïèñóþòü ìîäåëi, ùî âiäïîâiäàþòü çà ïîøèðåííÿ âiðóñiâ [105, 190]. Îäíàê, óñi
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âèùå çãàäàíi ðîáîòè íå îïèñóâàëè òî÷íî âèïàäîê λ = 4 òà ìîæëèâi ëîãàðè-

ôìi÷íi ïîïðàâêè, ùî ïîÿâëÿþòüñÿ. Áiëüø òîãî, â îãëÿäi [191], äå òàêîæ ðîç-

ãëÿäàþòüñÿ îñîáëèâîñòi ïåðêîëÿöi¨ íà íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi,

íi÷îãî íå çàçíà÷åíî ïðî ïîÿâó ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê ïðè λ = 4. Â ïîïå-

ðåäíüîìó ïiäðîçäiëi ìè îäåðæàëè íàáið ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê äî ñêåéëiíãó

q = 1-ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà ïðè λ = 4, ÿê i áóëî ïåðåäáà÷åíî iç àíàëiçó âiëüíî¨

åíåðãi¨ â òåîði¨ Ëàíäàó äëÿ ñèñòåì iç äîâiëüíîþ ñèìåòði¹þ íà íåñêîðåëüîâàíié

áåçìàñøòàáíié ìåðåæi [108]. Öi ïîêàçíèêè ïðèâåäåíi â ïåðøîìó ðÿäêó Òàáëèöi

2.4. Ïîðiâíÿéìî îäåðæàíi çíà÷åííÿ öèõ ïîêàçíèêiâ iç ïîêàçíèêàìè äëÿ ïåðêî-

ëÿöi¨ íà d = 6-âèìiðíié ãðàòöi: α̂ = β̂ = γ̂ = δ̂ = α̂c = 2/7 (äèâ. íàïðèêëàä

[89]). Ïîðiâíþþ÷è çíà÷åííÿ ïîêàçíèêiâ ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê ïåðêîëÿöi¨ íà

ãðàòöi ïðè d = 6 òà íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ïðè λ = 4 ìîæíà çðîáèòè âèñíî-

âîê, ùî âîíè íàëåæàòü äî ðiçíèõ êëàñiâ óíiâåðñàëüíîñòi. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

ïîêàçíèêè ñêåéëiíãó iç îñòàííüîãî ðÿäêà òàáëèöi 2.4 çàäîâiëüíÿþòü ñêåéëiíãîâi

ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ïîêàçíèêiâ ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê [88, 192, 193]:

β̂(δ − 1) = δδ̂ − γ̂, α̂ = 2β̂ − γ̂,

γ̂c = δ̂, α̂c =
(γ + 2)(β̂ − γ̂)

β + γ
+ γ̂.

2.5.4. Ñòðèáîê òåïëî¹ìíîñòi ìîäåëi Içiíãà

Âiäîìî, ùî içîòåðìi÷íà ñïðèéíÿòëèâiñòü χT òà ìàãíåòîêàëîðè÷íèé êîåôi-

öi¹íò mT äëÿ ìàãíiòíèõ ñèñòåì ¹ ñèëüíî ðîçáiæíèìè âåëè÷èíàìè, â òîé ÷àñ ÿê

òåïëî¹ìíiñòü cH ìîæå é íå ðîçáiãàòèñü ïðè Tc. Ó íàáëèæåííi ñåðåäíüîãî ïîëÿ

ïåðøi äâi òåðìîäèíàìi÷íi âåëè÷èíè â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè τ = |T −Tc|/Tc = 0

ðîçáiãàþòüñÿ: χT ∼ τ−γ, mT ∼ τ−ω iç ïîêàçíèêàìè γmfa = 1, ωmfa = 1/2 (äèâ.

Òàáë. 2.3). Ñòðèáîê òåïëî¹ìíîñòi â êðèòè÷íié òî÷öi Tc çàïèøåòüñÿ:

δcH = cH(T → T−
c ) − cH(T → T+

c ), (2.91)
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iç çíà÷åííÿì â íàáëèæåííi ñåðåäíüîãî ïîëÿ δcmfa
H = 3/2, à ñàìà òåïëî¹ìíiñòü

cH ∼ τ−α iç ïîêàçíèêîì αmfa = 0.

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè äîñëiäèìî ñòðèáîê òåïëî¹ìíîñòi ìîäåëi Içiíãà

íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi. Íàáëèæåííÿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ äëÿ ìîäåëi

Içiíãà íà íåñêîðåëüîâàíié ìåðåæi iç çàìîðîæåíèì áåçëàäîì âiäïîâiäà¹ òî÷íîìó

ðîçâ'ÿçêó äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi [61, 62, 66] (äèâ.

Ðîçäië 4 äëÿ áiëüø äåòàëüíîãî àíàëiçó). Äëÿ âèïàäêó âiäïàëåíî¨ ìåðåæi ñïiíè

òà êîíôiãóðàöi¨ ôëóêòóþþòü ó ÷àñi îäíî÷àñíî, ùî ïðèçâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi

óñåðåäíåííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, à íå âiëüíî¨ åíåðãi¨. Ãàìiëüòîíiàí ìîäåëi Içiíãà

íà âiäïàëåíié ìåðåæi ïðè âiäñóòíîñòi çîâíiøíüîãî ïîëÿ çàïèøåòüñÿ [61]:

H = − 1

N⟨k⟩
∑
i>j

kikjSiSj. (2.92)

Òóò ñïiíè ìîæóòü ïðèéìàòè 2 ìîæëèâi çíà÷åííÿ Si = ±1, N - êiëüêiñòü âó-

çëiâ, à ki, kj � ñòóïåíi âóçëiâ, ùî çàäîâiëüíÿþòü ñòåïåíåâèé ðîçïîäië (2.2). Îñî-

áëèâiñòþ ãàìiëüòîíiàíà (2.92) ¹ òå, ùî âçà¹ìîäi¨ ìiæ âóçëàìè ìîæíà çàïèñàòè

ó ñåïàðàáåëüíié ôîðìi. Öå â ñâîþ ÷åðãó äà¹ çìîãó âèêîðèñòàòè ïåðåòâîðåííÿ

Ñòðàòîíîâè÷à-Ãàááàðäà, ÿê äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi [194], äèâ. òà-

êîæ [21]. À íàñ öiêàâèòèìå ïîâåäiíêà ñòðèáêà òåïëî¹ìíîñòi â äiàïàçîíi λ > 5,

êîëè êðèòè÷íi ïîêàçíèêè ñïiâïàäàþòü iç ñòàíäàðòíèìè ïîêàçíèêàìè òåîði¨ ñå-

ðåäíüîãî ïîëÿ äëÿ ìîäåëi Içiíãà. Çáåðiãàþ÷è ïðîâiäíi äîäàíêè çà N ó ñòàòè-

ñòè÷íié ñóìi, ¨¨ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi (äèâ. [21] ÷è Ðîçäië 4 äëÿ

äåòàëüíiøîãî àíàëiçó):

ZN(T ) =

+∞∫
−∞

eN(−⟨k⟩x2
2 (T−Tc)− ⟨k4⟩x4

12 )dx , λ > 5, (2.93)

äå Tc = ⟨k2⟩/⟨k⟩, à íåñóòò¹âèìè äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó ìíîæíèêàìè ìè íåõòó-
¹ìî. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä íàéøâèäøîãî ñïóñêó çíàõîäèìî òî÷êó ìàêñèìóìó

äëÿ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (x⋆) ïðè òåìïåðàòóði T > Tc

(x⋆ = 0) òà T < Tc (x⋆ =
√
−3⟨k⟩

⟨k4⟩(T − Tc) ). Âiëüíà åíåðãiÿ â öèõ äiàïàçîíàõ
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òåìïåðàòóð çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

f(T ) = 0, T > Tc , (2.94)

−3⟨k⟩2

4⟨k4⟩
T (T − Tc)

2, T < Tc. (2.95)

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ äëÿ òåïëî¹ìíîñòi iç âèðàçiâ âiëüíî¨ åíåðãi¨ (2.94)

îòðèìà¹ìî:

cH = 0, T > Tc , (2.96)

−9⟨k⟩2

2⟨k4⟩
T 2 +

6⟨k⟩2

2⟨k4⟩
TTc, T < Tc. (2.97)

Ñòðèáîê òåïëî¹ìíîñòi ïðè êðèòè÷íié òåìïåðàòóði Tc çàäà¹òüñÿ ðiçíèöåþ òåïëî-

¹ìíîñòåé âèùå òà íèæ÷å êðèòè÷íî¨ òî÷êè i ñòàíîâèòèìå:

δcH =
3⟨k2⟩2

2⟨k4⟩
. (2.98)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ñåðåäíi çíà÷åííÿ ìîìåíòiâ, îòðèìàíi iç ñòåïåíåâîãî ðîçïîäiëó

ñòóïåíiâ âóçëiâ (2.2), îòðèìó¹ìî:

δcH =
3(λ− 5)(λ− 1)

2(λ− 3)2
, λ > 5 . (2.99)

Ó ãðàíèöi âåëèêèõ çíà÷åíü λ ñòðèáîê òåïëî¹ìíîñòi ðiâíèé δcH = 3/2, ùî ñïiâ-

ïàäà¹ iç çíà÷åííÿì äëÿ ñòðèáêà òåïëî¹ìíîñòi ìîäåëi Içiíãà â ñåðåäíüîìó ïîëi

äëÿ ïîâíîãî ãðàôà.

Âiäîìî, ùî ìîäåëü Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ïðè λ > 5

õàðàêòåðèçó¹òüñÿ êðèòè÷íèìè ïîêàçíèêàìè ñåðåäíüîãî ïîëÿ. Îäíàê, ìè ñïî-

ñòåðiãà¹ìî, ùî çíà÷åííÿ äëÿ ñòðèáêà òåïëî¹ìíîñòi ìîäåëi δcH ïðè λ > 5 íå

ñïiâïàäà¹ iç âiäïîâiäíèì ñåðåäíüîïîëüîâèì çíà÷åííÿì òà ¹ çàëåæíèì âiä λ, äî-

ñÿãàþ÷è î÷iêóâàíîãî çíà÷åííÿ δcH = 3/2 òiëüêè â ãðàíèöi λ → ∞. Ãðàôiê

çàëåæíîñòi δcH(λ) ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.6 êðèâîþ áiëüøî¨ òîâùèíè. Ñõîæèé òèï

çàëåæíîñòi ñïîñòåðiãà¹ìî i äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà ãðàòêàõ iç âèìiðíiñòþ ïðîñòî-

ðó d > 4. Íà ðèñóíêó ïðÿìîêóòíèêàì âiäïîâiäàþòü ðåçóëüòàòè Ìîíòå-Êàðëî
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Ðèñ. 2.6. Ñòðèáîê òåïëî¹ìíîñòi íà ãðàòêàõ ïðè âèìiðíîñòi ïðîñòîðó d > 4 (ïðÿ-
ìîêóòíèêè, ðåçóëüòàòè Ìîíòå-Êàðëî ñèìóëÿöié [195]) òà íà âiäïàëå-
íié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi â äiàïàçîíi λ > 5, ñóöiëüíà êðèâà íà îñíîâi
ðiâíÿííÿ (2.99). Òîíêà êðèâà âiäïîâiäà¹ òî÷íîìó çíà÷åííþ ñòðèáêà òå-
ïëî¹ìíîñòi ç òåîði¨ ñåðåäíüîãî ïîëÿ δcH = 3/2. Ó ãðàíèöi âåëèêèõ λ
÷è d ñòðèáîê δcH(λ → ∞) = δcH(d → ∞) = 3/2 íàáëèæà¹òüñÿ äî
òî÷íîãî çíà÷åííÿ çíèçó ÷è çâåðõó âiä ïðÿìî¨ âiäïîâiäíî.

ñèìóëÿöié äëÿ d = 5, 6, 7-âèìiðíèõ ãðàòîê [195]. Ó âèïàäêó ãðàòêîâèõ ñèñòåì

ñòðèáîê òåïëî¹ìíîñòi âèÿâëÿ¹òüñÿ òàêîæ çàëåæíèì âiä âèìiðíîñòi ïðîñòîðó i

ïðÿìó¹ äî çíà÷åííÿ ç òåîði¨ ñåðåäíüîãî ïîëÿ òiëüêè ïðè âèñîêèõ âèìiðíîñòÿõ

ïðîñòîðó δcH(λ → ∞) = δcH(d → ∞) = 3/2. Iíøîþ âàæëèâîþ âiäìiííiñòþ

ìiæ ïîâåäiíêîþ òåïëî¹ìíîñòi cH ìîäåëi Içiíãà íà ãðàòêàõ òà íà áåçìàñøòàáíèõ

ìåðåæàõ ¹ ïîâåäiíêà ïðè âåðõíüîìó êðèòè÷íîìó çíà÷åííi d òà λ. Â òîé ÷àñ,

ÿê êðèòè÷íèé ïîêàçíèê äëÿ îáîõ âèïàäêiâ ñïiâïàäà¹ α = 0, òåïëî¹ìíiñòü cH

çàëèøà¹òüñÿ ðîçáiæíîþ äëÿ ãðàòîê ïðè d = 4 (ëîãàðèôìi÷íà ðîçáiæíiñòü iç

ïîêàçíèêîì ëîãàðèôìi÷íî¨ ïîïðàâêè äî ñêåéëiíãó α̂ = 1/3), òîäi ÿê ó âèïàäêó

ìåðåæi ïðè λ = 5 ïîêàçíèê ñêåéëiíãó α̂ = −1 ¹ âiä'¹ìíèì, à òîìó δcH = 0.
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2.6. Ðåæèì ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïåðøîãî ðîäó

Ó äiàïàçîíi q > 2, λ > λc(q) ó ìîäåëi Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâàíié áåçìàñ-

øòàáíié ìåðåæi âiäáóâà¹òüñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó (äèâ. Ðèñ.2.2). ßê

ðàíiøå çàçíà÷àëîñü ó ïiäðîçäiëi 2.4.3, íàñòóïíèé (ïiñëÿ êâàäðàòè÷íîãî) ïðîâiä-

íèé äîäàíîê çà ñòåïåíåì ïàðàìåòðà ïîðÿäêó ó âèðàçi äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ìàòèìå

âiä'¹ìíå çíà÷åíÿ. Òèïîâà ïîâåäiíêà âiëüíî¨ åíåðãi¨ ó öüîìó âèïàäêó ïîêàçàíà íà

Ðèñ. 2.2b. ×èì áiëüøå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, òèì áiëüøå äîäàíêiâ âiëüíî¨ åíåð-

ãi¨ ñëiä áðàòè äî óâàãè, ùîá îòðèìàòè ïðàâèëüíó àñèìïòîòèêó. Òîìó íèæ÷å äëÿ

àíàëiçó êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè îáìåæèìîñü äiàïàçîíîì λc(q) < λ < 4, äëÿ ÿêîãî

âiëüíà åíåðãiÿ çàäàíà ðiâíÿííÿì (2.41). Òåìïåðàòóðó ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïåð-

øîãî ðîäó T 1st
c çíàõîäèìî iç óìîâè g(m = 0, T 1st

c ) = g(m ̸= 0, T 1st
c ) (ïîâåäiíêó

âiëüíî¨ åíåðãi¨ ïðè T 1st
c îïèñó¹ ÷åðâîíà (ñåðåäíÿ) êðèâà íà Ðèñ. 2.2b):

T 1st
c = T0 +

( −B
3K(λ− 1)(λ− 3)

)λ−3
λ−4 2K(λ− 1)(λ− 4)

A
. (2.100)

Äëÿ ñòðèáêà ïàðàìåòðà ïîðÿäêó ∆m ïðè êðèòè÷íié òåïðåðàòóði Tc îòðèìó¹ìî:

∆m =
( −B

3K(λ− 1)(λ− 3)

) 1
λ−4

. (2.101)

Iíøîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïåðøîãî ðîäó ¹ ïðèõîâàíà òåïëîòà

Q. Öÿ òåðìîäèíàìi÷íà õàðàêòåðèñòèêà çàäà¹òüñÿ ÿê:

Q = ∆S · T 1st
c , (2.102)

äå ∆S � ñòðèáîê åíòðîïi¨ ïðè òåìïåðàòóði Tc. Iç p-íÿ (2.41) äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨

çíàõîäèìî åíòðîïiþ ñèñòåìè:

S = −
( ∂g
∂T

)
H,m

. (2.103)

Ðîçãëÿäàþ÷è åíòðîïiþ ïðè òåìïåðàòóði ôàçîâîãî ïåðåõîäó ìîæíà çíàéòè ïðè-

õîâàíó òåïëîòó ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïåðøîãî ðîäó ó äiàïàçîíi λc(q) < λ < 4:

Q =
A

2
(∆m)2. (2.104)
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2.7. Âèñíîâêè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè äîñëiäèëè êðèòè÷íó ïîâåäiíêó ìîäåëi Ïîòòñà íà íå-

ñêîðåëüîâàíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi â íàáëèæåííi íåîäíîðiäíîãî ñåðåäíüîãî

ïîëÿ, îäíàê, íà âiäìiíó âiä àâòîðiâ [93], ùî äëÿ äîñëiäæåííÿ âèêîðèñòîâóâà-

ëè ðiâíÿííÿ ñòàíó, ìè ðîçãëÿíóëè âiëüíó åíåðãiþ ñèñòåìè. Â ðåæèìi ôàçîâîãî

ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó ìè âïåðøå îòðèìàëè ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ ìîäåëi òà âiä-

íîøåííÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä. Öi âåëè÷èíè, ïîäiáíî äî êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ,

¹ êiëüêiñíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êëàñó óíiâåðñàëüíîñòi. Öiêàâî çàçàíà÷èòè, ùî

õî÷à êðèòè÷íèé ïîêàçíèê içîòåðìi÷íî¨ ñïðèéíÿòëèâîñòi γ íå ¹ λ-çàëåæíèì, âiä-

ïîâiäíå âiäíîøåííÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä Γ+/Γ− çàëåæèòü âiä λ.

Ïðè äîñëiäæåííi ÿâèùà ïåðêîëÿöi¨ íà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ (ãðàíèöÿ

q → 1 ìîäåëi Ïîòòñà) ìè ïîêàçàëè âèíèêíåííÿ ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê äî

ñêåéëiíãó.

Íåäàâíi ñèìóëÿöi¨ ïîêàçàëè, ùî ñòðèáîê òåïëî¹ìíîñòi ìîäåëi Içiíãà íà

ãðàòêàõ ïðè âèìiðíîñòÿõ ïðîñòîðó d > 4, ¹ çàëåæíèì âiä d i ïðÿìó¹ äî ñåðå-

äíüîïîëüîâîãî çíà÷åííÿ δcH = 3/2 òiëüêè â ãðàíèöi d → ∞ [195]. Ïðîâåäåíèé

íàìè àíàëiç ïîâåäiíêè ïèòîìî¨ òåïëî¹ìíîñòi ìîäåëi Içiíãà íà áåçìàñøòàáíié ìå-

ðåæi ñâiä÷èòü ïðî ïîäiáíèé åôåêò: ñòðèáîê òåïëî¹ìíîñòi δcH ¹ λ-çàëåæíèì â

äiàïàçîíi λ > 5 i δcH(λ→ ∞) = 3/2.
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ÐÎÇÄIË 3

ÍÓËI ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÎ� ÑÓÌÈ ÌÎÄÅËI
IÇIÍÃÀ ÍÀ ÏÎÂÍÎÌÓ ÃÐÀÔI

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ïðèâåäåìî ðåçóëüòàòè îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ àíàëiçó

íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîäåëi Içiíãà â ïëîùèíi êîìïëåêñíî¨ òåìïåðàòóðè (íó-

ëi Ôiøåðà) òà êîìïëåêñíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ (íóëi Ëi-ßíãà). Ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ

ìåòîäîì çàïðîïîíîâàíèì â ðîáîòi [196] òà óçàãàëüíèìî éîãî íà âèïàäîê êîì-

ïëåêñíèõ ïîëiâ. Ðîçãëÿä çàäà÷i íà ïîâíîìó ãðàôi äîçâîëèòü îòðèìàòè òî÷íå

ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â êîìïëåêñíié ïðîùèíi (ïiäðîçäië 3.1).

Íóëi Ôiøåðà áóäóòü ïðîàíàëiçîâàíi â ïiäðîçäiëi 3.2, à íóëi Ëi-ßíãà � ó ïiä-

ðîçäiëi 3.3. Ðóõ íóëiâ Ôiøåðà ïðè ïðèêëàäåííi äiéñíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ áóäå

ïðîàíàëiçîâàíî â ïiäðîçäiëi 3.4. Çàãàëüíi âèñíîâêè ïiäñóìîâàíî ó ïiäðîçäiëi 3.5.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ îïóáëiêîâàíî â [21, 22].

3.1. Ñòàòèñòè÷íà ñóìà

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî ìîäåëü Içiíãà iç äàëåêîñÿæíîþ âçà-

¹ìîäi¹þ, ùî åêâiâàëåíòíà ãðàòêîâié âåðñi¨ ìîäåëi ó ïðåäñòàâëåííi ñåðåäíüîãî

ïîëÿ [194, 197]. �¨ òàêîæ ìîæíà ââàæàòè ìîäåëëþ Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi, äå

êîæåí âóçîë ãðàôó ïîâ'ÿçàíèé iç áóäü-ÿêèì iíøèì âóçëîì, ôîðìóþ÷è åêâiâà-

ëåíòíi ìiæñïiíîâi çâ'ÿçêè. Àíàëiç êîìïëåêñíèõ íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîäåëi,

ïðåäñòàâëåíî¨ ó öüîìó ðîçäiëi, ìà¹ íà ìåòi äâà çàâäàííÿ. Ç îäíîãî áîêó, ìè

äîïîâíþ¹ìî ðåçóëüòàòè ñòàòòi [196], îäåðæàíi äëÿ íóëiâ Ôiøåðà, îá÷èñëþþ÷è

ðóõ öèõ íóëiâ ó äiéñíîìó ïîëi òà âèêîðèñòîâóþ÷è ñõîæó ìåòîäîëîãiþ äëÿ âè-
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â÷åííÿ íóëiâ Ëi-ßíãà. Íóëi Ëi-ßíãà äëÿ òî÷íî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîäåëi Içiíãà

íà ïîâíîìó ãðàôi àíàëiçóâàëè i ðàíiøå [129], òóò ìè îòðèìó¹ìî ðåçóëüòàòè äëÿ

ðîçêëàäåíî¨ ôóíêöi¨: çíàõîäÿ÷è êîîðäèíàòè íóëiâ Ëi-ßíãà ó ïðèâåäåíèõ çìií-

íèõ, óâiáðàâøè çàëåæíiñòü âiä ðîçìiðó ñèòåìè. Ç iíøîãî áîêó, ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî

ìåòîä, ÿêèé âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ó Ðîçäiëi 4 äëÿ ñõîæîãî àíàëiçó íóëiâ ìîäåëi

íà âiäïàëåíié ìåðåæi. Ãàìiëüòîíiàí ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi çàïèøåòüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì:

−H =
1

2N

∑
l ̸=m

SlSm +H
∑
l

Sl . (3.1)

Òóò, iíäåêñè l, m íóìåðóþòü âóçëè ãðàôà , òàê ùî (l,m) = 1, . . . , N ; Sl = ±1 -

çíà÷åííÿ içiíãiâñüêèõ ñïiíiâ; H - çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå é ñóìà
∑

l ̸=m áåðåòüñÿ

çà óñiìà ïàðàìè âóçëiâ. Âçà¹ìîäiÿ ìiæ ñïiíàìè îáåðíåíî ïðîïîðöiéíà êiëüêîñòi

âóçëiâ, ùî íàäà¹ ìîäåëi ñåíñó ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi N → ∞. Ìè ìîæåìî

îäåðæàòè iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîäåëi (3.1) âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (
∑

l Sl)
2 = N +

∑
l ̸=m SlSm, òîäi âèðàç äëÿ N -÷àñòèíêîâî¨

ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè çàïèøåòüñÿ ÿê:

ZN(T,H) = Tr e−βH = e−
β
2

N∏
l=1

∑
Sl=±1

exp
( β

2N
(
∑
l

Sl)
2 + βH

∑
l

Sl

)
. (3.2)

Âèêîíàâøè ïåðåòâîðåííÿ Ãàááàðäà-Ñòðàòîíîâè÷à, ìè ìîæåìî çàïèñàòè ñòàòè-

ñòè÷íó ñóìè ó âèäi, äå ñóìó çà Sl ìîæíà óçÿòè òî÷íî:

ZN(T,H) = e−
β
2

√
Nβ

2π

N∏
l=1

∑
Sl=±1

+∞∫
−∞

exp
(−Nx2β

2
+

∑
m

Smβ(x+H)
)
dx . (3.3)

Âèêîíóþ÷è ïiäñóìîâóâàííÿ, ìè îäåðæó¹ìî iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ñòà-

òèñòè÷íî¨ ñóìè ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi:

ZN(T,H) =

+∞∫
−∞

exp
(−Nx2

2T
+N ln cosh[(x+H)/T ]

)
dx , (3.4)
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äå ìè ÿâíî çàïèñó¹ìî òåìïåðàòóðó T = β−1, ïîêëàäàþ÷è ñòàëó Áîëüöìàíà

kB = 1. Ó (3.4) òà ó âñiõ íàñòóïíèõ iíòåãðàëüíèõ âèðàçàõ äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨

ñóìè ìè îïóñêà¹ìî íåñóòò¹âi äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó íóëiâ ìíîæíèêè.

Ó êëàñè÷íîìó ïiäõîäi, ùîá îòðèìàòè òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ ç iíòåãðàëó

(3.4), âèêîðèñòîâóþòü ìåòîä íàéìåíøîãî ñïóñêó ( äèâ. íàïð. [194]). Çîêðåìà, â

ìîäåëi âiäáóâà¹òüñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó ïðè Tc = 1, ùî îïèñó¹òüñÿ

ñòàíäàðòíèìè ñåðåäíüîïîëüîâèìè çíà÷åííÿìè êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ:

α = 0, β = 1/2, δ = 3, γ = 1 . (3.5)

Äëÿ çðó÷íîñòi äîöiëüíî ïåðåïèñàòè ñòàòèñòè÷íó ñóìó (3.4) ó òåðìiíàõ ïðèâå-

äåíî¨ òåìïåðàòóðè t = (T − Tc)/Tc = T − 1. Çàìiíèâøè çìiííó iíòåãðóâàííÿ
√
Nx/T → x, ìè îäåðæó¹ìî [196]:

ZN(t,H) =

+∞∫
−∞

exp
(−x2(t+ 1)

2
+

N ln cosh[x/
√
N +H/(t+ 1)]

)
dx . (3.6)

Öiêàâëÿ÷èñü âëàñòèâîñòÿìè ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, ìè âèêîðèñòà¹ìî íàáëèæåííÿ

äëÿ (3.6), ðîçêëàäàþ÷è ôóíêöiþ ïðè âåëèêèõ N òà ìàëèõ H. Çáåðiãàþ÷è ïðî-

âiäíi çà 1/N äîäàíêè òà äîäàíîê ëiíiéíèé çà H, ìè ðîçêëàäà¹ìî ôóíêöiþ â

åêñïîíåíòi â ãðàíèöi N → ∞ òà îòðèìó¹ìî [196]:

Zexp
N (t,H) =

+∞∫
−∞

exp
(−t x2

2
− x4

12N
+
x
√
NH

t+ 1
+O(1/N2)

)
dx. (3.7)

Ó ðåøòi öüîãî ðîçäiëó ìè ïðîàíàëiçó¹ìî âèðàçè äëÿ òî÷íî¨ òà íàáëèæåíî¨

ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi, ðiâíÿííÿ (3.6) òà (3.7).

3.2. Íóëi Ôiøåðà

Ìè ðîçïî÷íåìî àíàëiç iç òî÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ó âè-

ïàäêó íóëüîâîãî çàâíiøíüîãî ïîëÿ. Ñïåðøó ìè îòðèìà¹ìî íóëi Ôiøåðà, ðîçâ'ÿ-

çóþ÷è äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (3.6) ïðè H = 0 ñèñòåìó ðiâíÿíü ReZ(t,H) = 0
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Ðèñ. 3.1. Ïåðøi ï'ÿòü íóëiâ Ôiøåðà äëÿ òî÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ ñòàòèñòè÷íî¨
ñóìè (3.6) â çàëåæíîñòi âiä ðîçìiðó ñèñòåìè N (a) ó êîìïëåêñíié t
ïëîùèíi (t = T − 1) òà (b) êîìïëåêñíié τ ïëîùèíi τ = 1 − 1/T . Çi
çáiëüøåííÿì N , íóëi àêóìóëþþòüñÿ ó îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè, ïåðåòè-
íàþ÷è äiéñíó âiñü ïðè t = τ = 0. Ñóöiëüíà êðèâà óòâîðþ¹ êóò φ = π/4
iç äiéñíîþ âiññþ.

òà ImZ(t,H) = 0 âiäíîñíî êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ t = Re t + i Im t. Íà Ðèñ. 3.1a

ìè íàâîäèìî ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè ïåðøèõ ï'ÿòè íóëiâ Ôiøåðà ó ïëîùèíi t äëÿ

N = 50, 200, 2000. Íóëi ëÿãàþòü íà êðèâó i â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè íàáëèæà-

þòüñÿ äî äiéñíî¨ îñi, óòâîðþþ÷è êóò φ iç ¨¨ âiä'¹ìíèì íàïðÿìîì.

Çðó÷íî äîñëiäæóâàòè íóëi ó iíøîìó òåìïåðàòóðíîìó ïðåäñòàâëåííi. Îçíà-

÷èìî ïðèâåäåíó îáåðíåíó òåìïåðàòóðó ÿê:

τ = (1/Tc − 1/T )/(1/Tc) = 1 − 1/T , (3.8)

ïðè H = 0 iç (3.4) îòðèìó¹ìî:

ZN(τ) =

+∞∫
−∞

exp
(−Nx2(1 − τ)

2
+N ln cosh[(1 − τ)x]

)
dx. (3.9)

Íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (3.9) â ïëîùèíi êîìïëåêñíèõ çíà÷åíü τ ïîêàçàíi íà

Ðèñ.. 3.1b. Iç ðèñóíêiâ ëåãêî áà÷èòè, ùî íóëi ôîðìóþòü ãëàäêi êðèâi òà �êîí-

äåíñóþòüñÿ� â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè (t = τ = 0), à çi çáiëüøåííÿì N ïðàãíóòü

ïåðåòíóòè äîäàòíþ äiéñíó âiñü òåìïåðàòóð ó êðèòè÷íié òî÷öi. Âèêîðèñòîâóþ-

÷è âiäîìi çíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ òà âiäíîøåííÿ àìïëiòóä, ìè ìîæåìî
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Ðèñ. 3.2. Çíà÷åííÿ (a) ïðèâåäåíîãî êóòà P = φ/π òà (b) êðèòè÷íî¨ òåìïåðà-
òóðè äëÿ òî÷íîãî âèðàçó ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè îòðèìàíå ç ïiäãîíêè çà
ïåðøèìè ï'ÿòüìà íóëÿìè Ôiøåðà ïðè ðiçíèõ N . Êâàäðàòè: ðåçóëü-
òàòè ó êîìïëåêñíié t-ïëîùèíi; êðóæå÷êè: ðåçóëüòàòè ó êîìïëåêñíié
τ -ïëîùèíi; ëiíi¨: òî÷íi ðåçóëüòàòè. Ùî áiëüøèé ðîçìið ñèñòåìè, òèì
òî÷íiøà ïiäãîíêà. Äëÿ N > 100 iíòåðâàë òî÷íîñòi ¹ ìåíøèì, çà ðîçìið
ñèìâîëiâ, âèêîðèñòàíèõ ó ðèñóíêó.

çíàéòè î÷iêóâàíå çíà÷åííÿ êóòà φ ïiä ÿêèì íóëi ïåðåòèíàþòü äiéñíó âiñü. Ïiä-

ñòàâëÿþ÷è (3.5) ó (1.10) òà áåðó÷è âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ àìïëiòóä

òåïëî¹ìíîñòi A+/A− = 0 ìè îòðèìó¹ìî

φ = π/4 . (3.10)

Öå çíà÷åííÿ ïîêàçàíî íà Ðèñ. 3.1 ñóöiëüíîþ êðèâîþ. Òîé ôàêò, ùî ëiíi¨, âçäîâæ

ÿêèõ ëåæàòü íóëi, çi çáiëüøåííÿì N óòâîðþþòü òàêèé ñàìèé êóò φ iç äiéñíîþ

âiññþ â t- i â τ - ïëîùèíàõ ïiäòâåðäæó¹ êîìôîðìíó iíâàðiàíòíiñòü êóòà φ � éîãî

íåçàëåæíiñòü âiä áóäü-ÿêîãî àíàëiòè÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi.

Îäíàê, íàáëèæåííÿ êóòà äî éîãî çíà÷åííÿ ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi N →
∞ ¹ çàëåæíèì âiä ïàðàìåòðèçàöi¨. Äiéñíî, çàëåæíî âiä ïàðàìåòðèçàöi¨, êðèâi

íà Ðèñ. 3.1 ïðÿìóþòü äî àñèìïòîòèêè çíèçó (ðèñ. a) ÷è çâåðõó (ðèñ. b). Öå

òàêîæ ïiäòâåðäæó¹ Ðèñ. 3.2, äå ïîêàçàíî ÿê êóò φ òà êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà

çìiíþþòüñÿ ç N .

×èñåëüíî ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìè îòðèìàëè êîîðäè-

íàòè ïåðøèõ ï'ÿòüîõ íóëiâ Ôiøåðà äëÿ ñèñòåìè ðîçìiðîì äî N = 50000. Àïðî-
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êñèìóþ÷è öi òî÷êè ïðÿìîþ ìè çíàõîäèìî çíà÷åííÿ êóòà òà òî÷êó ïåðåòèíó öèõ

ëiíié iç äiéñíîþ âiññþ (êðèòè÷íó òåìïåðàòóðó). Ùî áiëüøèé ðîçìið ñèñòåìè,

òî òî÷íiøà ïiäãîíêà (äëÿ N > 100 iíòåðâàë òî÷íîñòi ìåíøèé çà ðîçìið ñèì-

âîëiâ, âèêîðèñòàíèõ ó ðèñóíêó). Ïî÷èíàþ÷è ç N = 5000, φ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä

òî÷íîãî çíà÷åííÿ (φ = π/4) ìåíø íiæ íà 1% â òîé ÷àñ, ÿê êðèòè÷íà òåìïåðà-

òóðà âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä òî÷íîãî çíà÷åííÿ ïðè t = 0 ìåíø íiæ íà 1% ïî÷èíàþ÷è

ç N = 10000. Ðèñ. 3.1 òà 3.2 äåìîíñòðóþòü ïîâåäiíêó íóëiâ Ôiøåðà äëÿ òî-

÷íî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (3.4) â ïëîùèíi êîìïëåêñíî¨ òåìïåðàòóðè. Ðåçóëüòàòè

äëÿ êóòà φ òà êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè, îòðèìàíi íà ¨õ îñíîâi ïðè ïîðiâíÿííi

iç òî÷íèìè ðåçóëüòàòàìè, äåìîíñòðóþòü äâi õàðàêòåðíi âëàñòèâîñòi: (i) ñïîñòå-

ðåæóâàíi ñòàþòü òî÷íiøèìè ïðè çáiëüøåííi N òà (ii) êðàùå óçãîäæóþòüñÿ iç

î÷iêóâàíèìè çíà÷åííÿìè ïðè ìåíøèõ çíà÷åííÿõ iíäåêñó j.

Çàðàç çâåðíåìî óâàãó íà íóëi íàáëèæåíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (3.7), ùîá

ïåðåâiðèòè, ÿê çãàäàíi âèùå âëàñòèâîñòi ïðàöþþòü äëÿ òàêîãî âèïàäêó. Ïðè

íóëüîâîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, çáåðiãàþ÷è ïðîâiäíi ÷ëåíè ðîçêëàäó çà 1/N , ñòàòè-

ñòè÷íó ñóìó (3.7) ìîæíà çàïèñàòè

Zexp
N (t) =

+∞∫
−∞

exp
(
− x2t

2
− x4

12N

)
dx . (3.11)

Ïåðøi êiëüêà íóëiâ Ôiøåðà äëÿ íàáëèæåíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (3.11) ïîêàçàíi ó

êîìïëåêñíié t-ïëîùèíi íà Ðèñ. 3.3a äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíüN . Ñõîæå, ÿê i äëÿ òî÷íî¨

ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (äèâ. Ðèñ. 3.1a), çi çáiëüøåííÿì N íóëi àêóìóëþþòüñÿ â

îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè é ïðàãíóòü ïåðåòíóòè äiéñíó âiñü ó öié òî÷öi. Î÷åâèäíîþ

âiäìiííiñòþ ó ïîâåäiíöi íóëiâ äëÿ òî÷íî¨ òà ðîçêëàäåíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ¹

òå, ùî ó îñòàííüîìó âèïàäêó êóò êîíäåíñàöi¨ íóëiâ ¹ äóæå ñòiéêèì òà ìàéæå

íå çàëåæèòü âiä N . Ïðè÷èíà ñòà¹ î÷åâèäíîþ, ÿêùî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ ó

(3.11) çàïèñàòè ó ôîðìi

Z(z) =

+∞∫
−∞

exp
(
− z x2 − x4

)
dx , (3.12)
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Ðèñ. 3.3. Ïåðøi ï'ÿòü íóëiâ Ôiøåðà äëÿ íàáëèæåíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ïðè ði-
çíèõ çíà÷åííÿõ N (a) ó êîìïëåêñíié t ïëîùèíi, ð-íÿ (3.11) òà (b) êîì-
ïëåêñíié τ ïëîùèíi, ð-íÿ (3.14). Ñóöiëüíà ëiíiÿ óòâîðþ¹ êóò φ = π/4
iç äiéñíîþ âiññþ.

äå çàëåæíiñòü âiä N òà òåìïåðàòóðè âêëþ÷åíà ó íîâó ñêåéëiíãîâó çìiííó z

z =
√

3Nt . (3.13)

Ëåãêî ïîìiòèòè, ùî çâ'ÿçîê ìiæ äâîìà íàáîðàìè íóëiâ tj(N1) òà tj(N2), çíàéäå-

íèõ äëÿ ðiçíèõ ðîçìiðiâ ñèñòåìè N1 i N2, âèçíà÷à¹òüñÿ ïðîñòîþ ïðîïîðöi¹þ:

tj(N1) = tj(N2)
√
N1/N2. Öå â ñâîþ ÷åðãó äåìîíñòðó¹ òîé ôàêò, ùî äëÿ ðiçíèõ

ðîçìiðiâ ñèñòåìè íóëi ëåæàòü âçäîâæ îäíi¹¨ ïðÿìî¨ íà Ðèñ. 3.3a. Òîé ñàìèé

âèðàç (3.11), çàïèñàíèé äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü N ó çìiííié τ íàáóâà¹ âèãëÿäó

Zexp
N (τ) =

+∞∫
−∞

exp
(
− x2(τ − τ 2)

2
− x4(1 − τ)4

12N

)
dx . (3.14)

Òóò τ -ïðåäñòàâëåííÿ ¹ íåëiíiéíèì i íóëi ¹ íåòðèâiàëüíèìè ôóíêöiÿìè N . Ïåðøi

êiëüêà íóëiâ çîáðàæåíi íà Ðèñ. 3.3b, äå ìè ñïîñòåðiãà¹ìî ñõîæó ïîâåäiíêó ÿê

íà Ðèñ. 3.1 äëÿ òî÷íî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè: íàáið íóëiâ îá÷èñëåíèé ïðè ðiçíèõ

N ôîðìó¹ ñõîæi êðèâi. Îäíàê, îá÷èñëþþ÷è (3.14) â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè ïðè

ìàëèõ τ òà çáåðiãàþ÷è ïðîâiäíèé ëiíiéíèé äîäàíîê çà τ , ìè ïðèõîäèìî äëÿ âè-

ðàçó äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè Zexp
N (τ), ùî ñïiâïàäà¹ ç âiäïîâiäíèì ïðåäñòàâëåííÿì

(3.7) äëÿ Zexp
N (t) ó ÿêîìó t ìîæíà çàìiíèòè íà τ . Ïðè âiäñóòíîñòi ìàãíiòíîãî
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Ðèñ. 3.4. Ðîçòàøóâàííÿ íóëiâ äëÿ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèíè ðîçêëàäåíî¨ ñòàòè-
ñòè÷íî¨ ñóìè (3.12) çîáðàæåíî òîíêèìè òà òîâñòèìè êðèâèìè âiäïî-
âiäíî. Òî÷êè, äå êðèâi ðiçíèõ òèïiâ ïåðåòèíàþòüñÿ, äàþòü êîîðäèíàòè
íóëiâ Ôiøåðà. Ó àñèìïòîòè÷íié ãðàíèöi N → ∞ âîíè ëåæàòü âçäîâæ
ïðÿìî¨.

ïîëÿ â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè ôóíêöi¨ Zexp
N (τ) òà Zexp

N (t) íàáóâàþòü ôîðìè, çà-

äàíî¨ p-íÿì (3.11). Çîêðåìà, â öüîìó íàáëèæåííi Zexp
N (τ) ðîçãëÿäàëàñÿ â ðîáîòi

[196].

Íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (3.12) â êîìïëåêñíié z-ïëîùèíi ïîêàçàíi íà

Ðèñ. 3.4. Òîíêi òà òîâñòi êðèâi âiäïîâiäàþòü ðîçâ'ÿçêàì ñèñòåìè ðiâíÿíü

ReZ(z) = 0 òà ImZ(z) = 0 âiäïîâiäíî. Òî÷êè ïåðåòèíó êðèâèõ ðiçíîãî òè-

ïó çàäàþòü ïîëîæåííÿ íóëiâ Ôiøåðà. Ó ãðàíèöi N → ∞ âîíè ëåæàòü âçäîâæ

àñèìïòîòè÷íî¨ ïðÿìî¨, óòâîðþþ÷è êóò φ = π/4 òà ïî÷èíàþòüñÿ ó êðèòè÷íié

òî÷öi (ñóöiëüíà ïðÿìà íà ðèñóíêó). Iç ðèñóíêó î÷åâèäíî, ùî ÷èì âèùèé ïî-

ðÿäîê íóëÿ, òèì òî÷íiøå âií ëÿãà¹ íà ïðÿìó. Öÿ çàëåæíiñòü áiëüø äåòàëüíî

ïðîäåìîíñòðîâàíà íà Ðèñ. 3.5, ùî îïèñó¹ ïîâåäiíêó êóòà φ òà îöiíêè êðèòè-

÷íî¨ òåìïåðàòóðè zc, êîëè âîíè îòðèìàíi ç ëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨ íóëiâ Ôiøåðà

â äiàïàçîíi j = jmin, . . . , jmax. Ïiäãîíêà äëÿ âèùèõ ïîðÿäêiâ íóëiâ j äà¹ êðàùi

ðåçóëüòàòè. Öÿ ïîâåäiíêà âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä òi¹¨, ùî ñïîñòåðiãà¹ìî äëÿ íóëiâ ó
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Ðèñ. 3.5. Îöiíêè (a) äëÿ ïðèâåäåíîãî êóòà P = φ/π i (b) äëÿ êðèòè÷íî¨ òåì-
ïåðàòóðè zc ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (3.12), îòðèìàíi ç àïðîêñèìàöi¨ íóëiâ
Ôiøåðà ó äiàïàçîíi j = jmin, . . . , jmax äëÿ jmax = 10 òà ïðè ðiçíèõ
çíà÷åííÿõ jmin. Ñóöiëüíà êðèâà íà ðèñóíêó çëiâà âiäïîâiäà¹ òî÷íîìó
çíà÷åííþ P = 1/4.

êîìïëåêñíèõ t ÷è τ ïëîùèíàõ (äèâ. Ðèñ. 3.2) òà ïîÿñíþ¹òüñÿ âèãëÿäîì ñêåéëií-

ãîâî¨ çìiííî¨ (3.13), ÿêà óâiáðàëà ó ñåáå çåëåæíîñòi âiä òåìïåðàòóðè òà ðîçìiðó

ñèñòåìè.

Êîîðäèíàòè ïåðøèõ äåâ'ÿòè íóëiâ Ôiøåðà ó êîìïëåêñíié z ïëîùèíi, îòðè-

ìàíi ç ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiíÿíü (1.9), íàâåäåíî ó ëiâié êîëîíöi Òà-

áëèöi 3.1. ßê ëåãêî áà÷èòè iç òàáëèöi, â òîé ÷àñ, ÿê ïîðÿäîê íóëiâ j çðîñòà¹,

¨õ äiéñíà òà óÿâíi ÷àñòèíè ïî÷èíàþòü ñïiâïàäàòè, ùî âiäïîâiäà¹ íàáëèæåííþ

çíà÷åííÿ φ äî î÷iêóâàíîãî φ = π/4 (äèâ. òàêîæ Ðèñ. 3.4). Çíà÷åííÿ zj äëÿ âè-

ùèõ j ìîæíà çíàéòè àñèìïòîòè÷íî, ïåðåïèñàâøè ñòàòèñòè÷íó ñóìó (3.12) ÷åðåç

ñïåöiàëüíi ôóíêöi¨:

Z(z) =

√
z

4
exp

(z2
8

)
K1/4

(z2
8

)
=

√
π

25/4
exp

(z2
8

)
D−1/2

( z

21/2

)
, (3.15)

äå K1/4(x) òà D−1/2(x) ¹ ôóíêöiÿìè Áåññåëÿ òà ôóíêöiÿìè ïàðàáîëi÷íîãî öè-

ëiíäðà, âiäïîâiäíî [198]. Äëÿ ïðîâiäíèõ äîäàíêiâ ó àñèìïòîòè÷íîìó ðîçêëàäi

çìiííà êîîðäèíàòà íóëÿ zj çàïèøåòüñÿ[196]:

zj ≃ 2(2πj)1/2 exp(3πi/4)
(

1 +O(1/j)
)
, (3.16)
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Òàáë. 3.1. Íóëi Ôiøåðà äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (3.12). Äðóãà êîëîíêà âiäïîâiä-
à¹ íaøèì ÷èñåëüíèì ðåçóëüòàòàì äëÿ íóëiâ ïîðÿäêó j = 1, . . . , 9. Ó
òðåòié êîëîíöi âîíè ïîðiâíþþòüñÿ çi çíà÷åííÿìè, çàäàíèìè àïðîêñè-
ìàöiéíîþ ôîðìóëîþ (3.16). Êîëè öèôðè ó ëiâié òà ïðàâié êîëîíêàõ
ñïiâïàäàþòü, âîíè ïiäêðåñëåíi. Ïî÷èíàþ÷è ç j = 9 ÷èñåëüíî îòðèìàíi
çíà÷åííÿ ñïiâïàäàþòü iç àñèìïòîòè÷íî ïåðåäáà÷åíèìè ç ïðåäñòàâëå-
íîþ òî÷íiñòþ.

j ×èñåëüíî Ð-íÿ. (3.16)
1 −2.9852 + i3.2061 −2.9823 + i3.2023
2 −4.6236 + i4.7707 −4.6231 + i4.7700
3 −5.8237 + i5.9414 −5.8235 + i5.9411
4 −6.8167 + i6.9176 −6.8167 + i6.9174
5 −7.6829 + i7.7725 −7.6828 + i7.7724
6 −8.4610 + i8.5425 −8.4609 + i8.5424
7 −9.1734 + i9.2486 −9.1733 + i9.2486
8 −9.8343 + i9.9046 −9.8343 + i9.9045
9 −10.4536 + i10.5197 −10.4536 + i10.5197

ùî â ñâîþ ÷åðãó ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî Re zj = −Im zj =
√

4π j äëÿ âèùèõ ïî-

ðÿäêiâ j. Öå àñèìïòîòè÷íå çíà÷åííÿ äëÿ ðiçíèõ j ïîêàçàíî ó ïðàâié êîëîíöi

Òàáëèöi 3.1. Ðiâíÿííÿ (3.16) áóëî îäåðæàíî ó ñòàòòi [196] äëÿ |zj| ≥ 1. Îñêiëüêè

óæå äëÿ ïåðøîãî íóëÿ |z1| ≃ 4, âèïëèâà¹, òî àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà äà¹ äîâîëi

òî÷íi çíà÷åííÿ i äëÿ ðåøòè íóëiâ j, ÿê ìè ìîæåìî ïîáà÷èòè ïîðiâíþþ÷è ïðàâó

òà ëiâó êîëîíêè òàáëèöi. Ïî÷èíàþ÷è ç j = 9 ÷èñåëüíi çíà÷åííÿ ñïiâïàäàþòü iç

àñèìïòîòè÷íèìè â ìåæàõ ïðåäñòàâëåíî¨ òî÷íîñòi.

3.3. Íóëi Ëi-ßíãà

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðîàíàëiçó¹ìî ñòàòèñòè÷íó ñóìó ó âèïàäêó êîì-

ïëåêñíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ H ïðè T = Tc. Òî÷íèé âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè

(3.6) ïðè t = τ = 0 çàïèøåòüñÿ:

ZN(H) =

+∞∫
−∞

exp
(
− x2

2
+N ln cosh[x/

√
N +H]

)
dx. (3.17)
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Ðèñ. 3.6. Ïîâåäiíêà ImHj äëÿ êiëüêîõ ïåðøèõ íóëiâ Ëi-ßíãà òî÷íîãî âèðà-
çó ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (3.17). (a) Çàëåæíiñòü âiä ðîçìiðó ñèñòåìè
Im Hj(N) ïåðøèõ òðüîõ íóëiâ j = 1, 2, 3. Ñêåéëiíã çN , ðiâíÿííÿ (3.19),
ñïðàâäæó¹òüñÿ íàâiòü äëÿ ìàëèõ N òà j ç ïîêàçíèêîì áëèçüêèì äî
σ = 3/4. (b) Êîîðäèíàòè ïåðøèõ ï'ÿòè íóëiâ, ïîðàõîâàíi äëÿ êiëüêîõ
çíà÷åíü N = 20, 100, 1000, 10000. Ïîêàçíèêè ñêåéëiíãó çàëèøàþòüñÿ
ìàéæå íåçìiííèìè ïðè ðiçíèõN , àëå íå ñïiâïàäàþòü iç àñèìïòîòè÷íèì
çíà÷åííÿì.

Ç iíøîãî áîêó, çáåðiãàþ÷è ïðîâiäíi ÷ëåíè ðîçêëàäó çà ñòåïåíÿìè N−1 ó ðîçêëà-

äåíié ñòàòèñòè÷íié ñóìi (3.7) îòðèìó¹ìî:

Zexp
N (H) =

+∞∫
−∞

exp
(
− x4

12N
+ x

√
NH)

)
dx . (3.18)

Ðàíiøå áóëî çàïðîïîíîâàíî [124] ñêåéëiíãîâó ôîðìóëó äëÿ âiäíîøåííÿ

j/N íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ j ïðè êðèòè÷íié òåìïå-

ðàòóði. Áiëüø òîãî, áàãàòî ìîäåëåé çàäîâiëüíÿþòü ñêåéëiíãîâå âiäíîøåííÿ äëÿ

çìiííî¨ (j − C)/N , äå C = 1/2 - åìïiðè÷íèé ïàðàìåòð ïiäãîíêè [199, 200]. Íå-

ùîäàâíî áóëà çàïðîïîíîâàíà óçàãàëüíåíà ôîðìà ñêåéëiíãó äëÿ íóëiâ Ëi-ßíãà

[201]:

ImHj ∼
(j − C

N

)σ

, (3.19)

äå ïîêàçíèê σ ïîâ'ÿçàíèé iç êðèòè÷íèìè ïîêàçíèêàìè ïàðàìåòðà ïîðÿäêó òà

òåïëî¹ìíîñòi ÷åðåç ñïiââiäíîøåííÿ
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Ðèñ. 3.7. Ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ ∆ òà ïîêàçíèê σ, îòðèìàíi âíàñëiäîê
àïðîêñèìàöi¨ ïåðøèõ ï'ÿòè êîîðäèíàò íóëiâ Ëi-ßíãà ç ðiâíÿííÿ (3.19),
ÿê ôóíêöi¨ ïàðàìåòðà ïiäãîíêè C. Îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ σ îá÷èñëåíå
ïðè Copt = 0.31, äå êðèâà ∆(C) ìà¹ ìiíiìóì. Ðåçóëüòóþ÷å çíà÷åííÿ
σ(Copt) = 0.7563(1) ¹ áëèçüêå äî òî÷íîãî ðåçóëüòàòó σ = 0.75.

σ =
β δ

2 − α
. (3.20)

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ (3.5) ó (3.20) ìè ïðèõîäèìî äî

âèðàçó

σ = 3/4 . (3.21)

Ïåðåâiðèìî ñïðàâåäëèâiñòü ñêåéëiíãîâî¨ ôîðìè (3.19) äëÿ íóëiâ Ëi-ßíãà äëÿ

òî÷íî¨ i ðîçêëàäåíî¨ ôóíêöi¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè òà çíàéäåìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà

C.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó ðiâíÿíü ReZ(t,H) = 0 òà ImZ(t,H) = 0 ïðè

t = tc = 0 äëÿ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèí òî÷íîãî âèðàçó äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè

(3.17) ìè îòðèìó¹ìî êîîðäèíàòè íóëiâ ó êîìïëåêñíié H-ïëîùèíi. Ìîæíà áà÷è-

òè, ùî íóëi Ëi-ßíãà ó öüîìó âèïàäêó ¹ ÷èñòî óÿâíèìè. Òîé ôàêò, ùî âñi íóëi

ëåæàòü íà óÿâíié îñi, çàäîâiëüíÿ¹ çíàìåíèòó òåîðåìó Ëi-ßíãà ïðî êîëî îäèíè-

÷íîãî ðàäióñà [118, 119]: ó åêñïîíåíöiéíîìó ïðåäñòàâëåííi eH âñi íóëi ëåæàòü



77

íà êîëi îäèíè÷íîãî ðàäióñà. Íà Ðèñ. 3.6a ìè âiäêëàäà¹ìî ÷èñåëüíî îòðèìàíi

êîîðäèíàòè ïåðøèõ òðüîõ íóëiâ Ëi-ßíãà â çàëåæíîñòi âiä ðîçìiðó ñèñòåìè N . Ç

Ðèñ. 3.6a ìîæíà âèäiëèòè äâi õàðàêòðåðíi îñîáëèâîñòi: (i) âñi Hj(N)-çàëåæíîñòi

¹ ñòåïåíåâèìè (ïðåäñòàâëåíi ñóöiëüíèìè ëiíiÿìè ó ïîäâiéíîìó ëîãàðèôìi÷íîìó

ìàñøòàái); (ii) öi ñòåïåíåâi çàêîíè îïèñóþòüñÿ îäíàêîâèìè çíà÷åííÿìè ïîêàçíè-

êiâ (ëiíi¨ ïàðàëåëüíi) äëÿ ðiçíèõ j. Îòæå, ñêåéëiíã ç N , ÿê i áóëî ïåðåäáà÷åíî

ðiâíÿííÿì (3.19), ñïðàâäæó¹òüñÿ íàâiòü äëÿ ìàëèõ N òà j. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëi-

íiéíó àïðîêñèìàöiþ äëÿ âñiõ îäèíàäöÿòè êîîðäèíàò íà Ðèñ. 3.6a äëÿ êîæíîãî j

ìè îòðèìó¹ìî: σ = 0.749(5) (j = 1), σ = 0.744(3) (j = 2), σ = 0.750(1) (j = 3).

Ùîá ïåðåâiðèòè, ÷è ñïðàâåäëèâèé ñêåéëiíã íóëiâ ç j, ìè çîáðàçèìî íà

Ðèñ. 3.6b êîîðäèíàòè ïåðøèõ ï'ÿòè íóëiâ, îá÷èñëåíi ïðè êiëüêîõ çíà÷åííÿõ

N = 20, 100, 1000, 10000. Àïðîêñèìàöiÿ äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè íàñòóïíi çíà÷åí-

íÿ ïîêàçíèêiâ σ = 0.930(22) (N = 20), σ = 0.909(22) (N = 100), σ = 0.901(22)

(N = 1000), σ = 0.900(21) (N = 10000): öi ïîêàçíèêè çàëèøàþòüñÿ ìàéæå

íåçìiííèìè ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ N , àëå íå ñïiâïàäàþòü iç àñèìïòîòè÷íèì

σ = 3/4, ðiâíÿííÿ (3.21). Îäíàê, ââåäåííÿ ïàðàìåòðà ïiäãîíêè C çãiäíî ðiâíÿ-

ííÿ (3.19) äîçâîëÿ¹ çìiíèòè ñèòóàöiþ. Ìè àïðîêñèìó¹ìî çàëåæíiñòü êîîðäèíàò

ïåðøèõ ï'ÿòè íóëiâ Ëi-ßíãà âiä j ó ïîäâiéíîìó ëîãàðèôìi÷íîìó ìàñøòàái ëiíié-

íîþ ôóíêöi¹þ ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà C òà çíàõîäèìî ñïðàâåäëèâiñòü

öi¹¨ ïiäãîíêè, îá÷èñëþþ÷è ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ (ïðèâåäåíå χ2), òîá-

òî ñóìó êâàäðàòè÷íèõ âiäõèëåíü ðîçäiëåíó íà êiëüêiñòü ñòóïåíiâ ñâîáîäè, òóò

ïîçíà÷åíó ÷åðåç ∆. Êðèâà çàëåæíîñòi ∆(C) íà Ðèñ. 3.7 ïîêàçó¹ îïòèìàëüíå

çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ïiäãîíêè Copt, ùî âiäïîâiäà¹ ìiíiìóìó ∆. Ó äàíîìó âèïàä-

êó Copt = 0.31. Äëÿ çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà σ îá÷èñëåíå öèì ìåòîäîì îäåðæó¹ìî

σ(Copt) = 0.7563(1), ùî ¹ áëèçüêèì äî òî÷íîãî çíà÷åííÿ σ = 0.75.

Äëÿ ðîçêëàäåíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, âèðàç (3.18) ìîæíà çðó÷íî ïåðåïèñà-

òè ó ïðåäñòàâëåííi íîâî¨ ñêåéëiíãîâî¨ çìiííî¨:

Z(h) =

+∞∫
−∞

exp
(
− x4 − xh

)
dx, (3.22)
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Ðèñ. 3.8. Ëiíi¨ íóëiâ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèíè íàáëèæåíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè
(3.22) ïðè T = Tc â ïëîùèíi êîìïëåêñíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ (ôiîëå-
òîâi òà çåëåíi îíëàéí). Òî÷êè, äå ëiíi¨ ðiçíèõ êîëüîðiâ ïåðåòèíàþ-
òüñÿ, äàþòü êîîðäèíàòè íóëiâ Ëi-ßíãà. Çàóâàæèìî, ùî îäíà ç ëiíié
ImZ(h) = 0 ñïiâïàäà¹ iç âåðòèêàëüíîþ âiññþ íà ãðàôiêó.

äå çàëåæíiñòü âiä ïîëÿ òà ðîçìiðó ñèñòåìè ìè óâiáðàëè ó çìiííó

h = H(12N3)1/4. (3.23)

Íà Ðèñ. 3.8 çîáðàæåíî ëiíi¨ íóëiâ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèí ñòàòèñòè÷íî¨

ñóìè (3.22) ïðè T = Tc ó ïëîùèíi êîìïëåêñíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ h, òîíêi é

òîâñòi ëiíi¨ âiäïîâiäíî. Êîîðäèíàòè íóëiâ Ëi-ßíãà (òî÷êè ïåðåòèíó ëiíié) ¹ ÷èñòî

óÿâíèìè (çàäîâiëüíÿþ÷è êîëîâó òåîðåìó Ëi-ßíãà). Ñêåéëiíã êîîðäèíàòè hj â

çàëåæíîñòi âiä ðîçìiðó ñèñòåìè N îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (3.23) i ëåãêî áà÷èòè,

ùî ïîêàçíèê ñêåéëiíãó òî÷íî ñïiâïàäà¹ çi ñâî¨ì î÷iêóâàíèì çíà÷åííÿì (3.21)

äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó j. Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè äiéñíà ÷àñòèíà êîîðäèíàòè

íóëiâ Ëi-ßíãà Reh = 0, ëåãêî áà÷èòè, ùî ç (3.18) óÿâíó êîîðäèíàòó Imh ìîæíà

îòðèìàòè, ÿê ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ:

∞∫
0

e−x4

cos(xImh) dx = 0 . (3.24)
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Ðèñ. 3.9. Ïîâåäiíêà êîîðäèíàòè Imhj äëÿ ïðîâiäíèõ íóëiâ Ëi-ßíãà ðîçêëàäåíî¨
ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (3.22). (a) Êîîðäèíàòè Imhj ïåðøèõ øiñòíàäöÿòè
÷èñåëüíî ïîðàõîâàíèõ íóëiâ Ëi-ßíãà, ÿê ôóíêöi¨ j−C äëÿ ðiçíèõ çíà-
÷åíü C = 0, 1/4, 1/3, 1/2. Ñóöiëüíà êðèâà íàî÷íî äåìîíñòðó¹ ñêåéëiíã
ç ïîêàçíèêîì σ = 3/4. Öåé ñêåéëiíã ñèãíàëiçó¹ ïðî òå, ùî çi çáiëüøåí-
íÿì j. (b) Ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ ∆ òà ïîêàçíèê σ îòðèìàíi
iç àïðîêñèìàöi¨ êîîðäèíàò ïåðøèõ øiñòíàäöÿòè íóëiâ Ëi-ßíãà çãiäíî
ðiâíÿííÿ (3.19), ÿê ôóíêöié ïàðàìåòðà ïiäãîíêè C. Çíà÷åííÿ ïîêà-
çíèêà σ, îá÷èñëåíå ïðè Copt = 0.31, σ(Copt) = 0.7531(2), ¹ áëèçüêå äî
òî÷íîãî ðåçóëüòàòó σ = 0.75.

A çàðàç ðîçãëÿíåìî ñêåéëiíã íóëiâ iç j. Íà Ðèñ. 3.9 ìè ïîáóäóâàëè êîîðäèíàòè

Imhj ïåðøèõ øiñòíàäöÿòè íóëiâ Ëi-ßíãà, ÿê ôóíêöi¨ j−C ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ

C = 0, 1/4, 1/3, 1/2. ßê i î÷iêóâàëîñü, äëÿ âåëèêèõ j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëiíiéíèé

ñêåéëiíã iç j é òî÷êè ëåæàòü âçäîâæ ïðÿìî¨ iç òàíãåíñîì êóòà íàõèëó σ ≃ 3/4.

Îäíàê, ÿê i äëÿ âèïàäêó òî÷íî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, öÿ çàëåæíiñòü ¹ íåëiíiéíîþ

äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü j i âèáið âiäïîâiäíîãî ïàðàìåòðà ïiäãîíêè C çäiéñíþ¹òüñÿ

ñõîæèì ÷èíîì, ÿê i äëÿ òî÷íî¨ ôóíêöi¨ (äèâ. Ðèñ. 3.7). Öå äîçâîëÿ¹ ïîêðàùèòè

ðåçóëüòàòè. ßê íàñëiäîê, ìè îòðèìó¹ìî îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ Copt = 0.31 òà

σ(Copt) = 0.7531(2).

3.4. Ðóõ íóëiâ Ôiøåðà ó äiéñíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi

Ó ïåðåäîñòàííüîìó ïiäðîçäiëi öüîãî ðîçäiëó ìè àíàëiçó¹ìî ðóõ íóëiâ Ôi-

øåðà ó (äiéñíîìó) ìàãíiòíîìó ïîëi [124]. Îñêiëüêè íóëi Ëi-ßíãà ìîäåëi ìà-
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þòü ÷èñòî óÿâíó êîîðäèíàòó, â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè ëiíi¨ ðóõó íóëiâ Ôiøåðà

ôîðìóþòü êóò ψ, ùî ïîâ'ÿçàíèé iç ïîêàçíèêàìè ïàðàìåòðà ïîðÿäêó ðiâíÿí-

íÿì (1.20). Ó íàøîìó âèïàäêó äëÿ çíà÷åííÿ ïîêàçíèêiâ β òà δ çàäàíèõ (3.5) ìè

îòðèìó¹ìî êóò:

ψ =
π

3
. (3.25)

Âèðàç äëÿ íàáëèæåíî¨ ôóíêöi¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè îòðè-

ìó¹òüñÿ iç (3.7):

Zexp
N (t,H) =

+∞∫
−∞

exp
(−t x2

2
− x4

12N
+ x

√
NH

)
dx. (3.26)

Ùîá îòðèìàòè âèðàç (3.26) ìè ïîâèííi çáåðåãòè, ÿê i ðàíiøå, òiëüêè ïðîâiäíi

äîäàíêè ðîçêëàäó çà H òà t. ßê áóëî çàóâàæåíî âèùå, ó öüîìó âèïàäêó íà-

áëèæåíèé âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè íàáóâà¹ òàêî¨ æ ñàìî¨ ôîðìè ó t- òà τ -

ïðåäñòàâëåííÿõ. Âèðàç (3.26) ìîæíà ïåðåïèñàòè ÷åðåç ïðèâåäåíi ïàðàìåòðè z,

h:

Zexp(z, h) =

∞∫
0

e−zx2−x4+hxdx. (3.27)

Çàóâàæìî, ùî äëÿ h = 0 ÷è z = 0 ð-íÿ (3.27) ïðèâîäèòü äî âèðàçiâ (3.12) ÷è

(3.22) âiäïîâiäíî. Ðèñ. 3.10a ïîêàçó¹ êîîðäèíàòè ïåðøèõ ï'ÿòè íóëiâ Ôiøåðà äëÿ

ðiçíèõ çíà÷åíü (äiéñíîãî) ìàãíiòíîãî ïîëÿ ó êîìïëåêñíié z ïëîùèíi. Êîîðäèíà-

òè ìîæíà îá÷èñëèòè äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ìàãíiòíîãî ïîëÿ hj = j, j = 0, 1, . . . , 20.

Äëÿ hj = 0 ìè âiäòâîðþ¹ìî çíà÷åííÿ êîîðäèíàò, ïîêàçàíèõ íà Ðèñ. 3.4. Ìîæíà

ïîìiòèòè òåíäåíöiþ íóëiâ ëÿãàòè íà ïðÿìó ëiíiþ, óòâîðþþ÷è êóò ψ = π
3 iç äié-

ñíîþ z âiññþ (ñóöiëüíà êðèâà íà ðèñóíêó). Ñõîæà òåíäåíöiÿ äëÿ ïåðøèõ êiëüêîõ

íóëiâ òðèâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà ñïîñòåðiãàëàñÿ ó ñòàòòi [124] òà ïîÿñíþâàëàñü

ïîïðàâêàìè ñêií÷åííîãî ðîçìiðó [202]. Ùî áëèæ÷å íóëi äî êðèòè÷íî¨ òî÷êè, òî

ìåíøà îáëàñòü ïåðåõîäó.

Äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó ðóõó íóëiâ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ìåòîä ñêií÷åííî-

ðîçìiðíîãî ñêåéëiíãó (�nite size scaling, FSS), ÿê îçíà÷åíî íèæ÷å. Çãiäíî òåîði¨
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Ðèñ. 3.10. (a) Êîîðäèíàòè ïåðøèõ ï'ÿòè íóëiâ Ôiøåðà ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (3.27)
ó êîìïëåêñíié z ïëîùèíi äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ìàãíiòíîãî ïîëÿ hj = j,
j = 0, 1, . . . , 20. Ìè ñïîñòåðiãà¹ìî òåíäåíöiþ íóëiâ ðîçòàøîâóâàòè-
ñÿ âçäîâæ ëiíié, óòâîðþþ÷è êóò ψ = π/3 iç äiéñíîþ z âiññþ. (b)
Ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ äëÿ ïåðøèõ ï'ÿòè íóëiâ Z R

j (h) (íèæíi êðèâi),
Z I

j (h) (âåðõíi êðèâi) äëÿ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèíè êîîðäèíàòè ïåð-
øîãî íóëÿ Ôiøåðà, ðiâíÿííÿ (3.35), ÿê ôóíêöié ñêåéëiíãîâî¨ çìiííî¨
h = HN 1+ β

α−2 .

FSS [115, 116], äëÿ d-âèìiðíî¨ ñèñòåìè â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè ìè î÷iêó¹òüñÿ

òàêà çàëåæíiñòü äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèí êîîðäèíàòè j-ãî íóëÿ ó ïëîùèíi ïðè-

âåäåíî¨ òåìïåðàòóðè t:

Re tj(N,H) = b−1/νT R
j (H byH , N b−d) , (3.28)

Im tj(N,H) = b−1/νT I
j (H byH , Nb−d) . (3.29)

Òóò b � ìàñøòàáíèé ìíîæíèê, ν òà yH - êðèòè÷íèé ïîêàçíèê êîðåëÿöiéíî¨ äîâ-

æèíè òà ñêåéëiíãîâà âèìiðíiñòü ïîëÿ, T R
j (x, y) i T I

j (x, y) - ñêåéëiíãîâi ôóí-

êöi¨. Îñêiëüêè ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ ¹ îäíîðiäíèìè ôóíêöiÿìè äâîõ çìiííèõ, òî

¨õ ìîæíà ïåðåïèñàòè ÷åðåç ôóíêöi¨ îäíi¹¨ ñêåéëiíãîâî¨ çìiííî¨. ßêùî âèáðàòè

ìíîæíèê b = N−1/d, òîäi âèðàçè (3.28), (3.29) íàáóâàþòü íàñòóïíî¨ ôîðìè:

Re tj(N,H) = N−1/dνT R
j (H N−yH/d, 1) , (3.30)

Im tj(N,H) = N−1/dνT I
j (H N−yH/d, 1) . (3.31)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìi ñïiââiäíîøåííÿ ãiïåðñêåéëiíãó (dν = 2 − α, yh/d =
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1 − β/2 − α) ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíi âèðàçè äëÿ îïèñó ðóõó íóëiâ:

Re tj(N,H) = N
1

α−2 T R
j (H N 1+ β

α−2 ) , (3.32)

Im tj(N,H) = N
1

α−2 T I
j (H N 1+ β

α−2 ) , (3.33)

äå ìè îçíà÷à¹ìî ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨, ÿê:

T R
j (x) ≡ T R

j (x, 1), T I
j (x) ≡ T I

j (x, 1) . (3.34)

Çàóâàæèìî, ùî ó âèðàçàõ (3.32)-(3.33) ðîçìið ñèñòåìè âõîäèòü ÷åðåç êiëü-

êiñòü ÷àñòèíîê N (à íå ÷åðåç îá'¹ì ÷è âèìiðíiñòü), à òîìó ¨õ çðó÷íî âèêîðè-

ñòîâóâàòè äëÿ îïèñó ñèñòåì íà ãðàôàõ, äå ïîíÿòòÿ åâêëiäîâî¨ âèìiðíîñòi íå

çàñòîñîâíå. Ðiâíÿííÿ (3.32), (3.33) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó ïðèâåäåíèõ çìiííèõ z,

h (äèâ. ðiâíÿííÿ (3.13) òà (3.23)):

Re zj = Z R
j (h) ,

Im zj = Z I
j (h) , (3.35)

äå

Z R
j (h) ≡

√
3 T R

j (h/
4
√

12) , Z I
j (h) ≡

√
3 T I

j (h/
4
√

12) . (3.36)

Ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ (3.36) çîáðàæåíi íà Ðèñ. 3.10b äëÿ ïåðøèõ ï'ÿòè íóëiâ

j = 1, . . . , 5. Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ ãðàôiêà ¹ òå, ùî âiäíîøåííÿ çíà÷åí-

íÿ ñêåéëiíãîâî¨ ôóíêöi¨ ïðè h = 0 äà¹ çíà÷åííÿ êóòà íóëiâ Ôiøåðà φ:

T I
j (0)/T R

j (0) = Z I
j (0)/Z R

j (0) = tanφ . (3.37)

Ïiäñòàâèâøè ó (3.37) tanφ = tan π/4 = −1, ìè îòðèìó¹ìî T I
j (0) = −T R

j (0)

÷è Z I
j (0) = −Z R

j (0), ÿê ëåãêî áà÷èòè iç ðèñóíêà.

3.5. Âèñíîâêè

Ó öüîìó ðîçäiëi êîðîòêî ïðåäñòàâëåíî ìåòîä àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨

ñóìè òà ïîäàíî îçíà÷åííÿ âåëè÷èí, ùî õàðàêòåðèçóþòü ðîçòàøóâàííÿ íóëiâ ó
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ïëîùèíi êîìïëåêñíîãî ïîëÿ òà òåìïåðàòóðè. Ìè ðîçãëÿíóëè òà ïðîàíiëiçóâà-

ëè ìîäåëü Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi çàñòîñîâóþ÷è ôîðìàëiçì Ëi-ßíãà-Ôiøåðà

àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé äëÿ

íóëiâ ó ïëîùèíi êîìïëåêñíî¨ òåìïåðàòóðè (íóëi Ôiøåðà) [148], ìè çíàéøëè âiä-

ïîâiäíi iíòåãðàëüíi ïðåäñòàâëåííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè äëÿ âèïàäêó êîìïëåêñíîãî

ïîëÿ (íóëi Ëi-ßíãà) òà äîñëiäèëè ðóõ íóëiâ Ôiøåðà ó äiéñíîìó ïîëi. ßê áóëî

ïîêàçàíî ðàíiøå äëÿ iíøèõ ìîäåëåé [124, 202], ðóõ íóëiâ îïèñó¹òüñÿ êîìôîðìíî-

iíâàðiàíòíèì êóòîì ψ, ùî ïîâ'ÿçàíèé ñïiââiäíîøåííÿì iç êðèòè÷íèìè ïîêàçíè-

êàìè ïàðàìåòðà ïîðÿäêó (1.20). Îäåðæàíi çíà÷åííÿ êóòà ðóõó òà ïîêàçíèêà

êîíäåíñàöi¨ íóëiâ Ëi-ßíãà ñïiâïàäàþòü iç òèìè, ùî âèïëèâàþòü çi ñïiââiäíî-

øåíü ñêåéëiíãó òà ðåçóëüòàòiâ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó. Âàæëèâîþ ðèñîþ ìîäåëi íà

ïîâíîìó ãðàôi ¹ i òå, ùî â ïëîùèíi êîìïëåêñíîãî ïîëÿ óñi íóëi ¹ ÷èñòî óÿâíèìè,

àáî æ ëåæàòü íà êîëi îäèíè÷íîãî ðàäióñó â ïðåäñòàâëåííÿ e−H [118, 119]. Öå

ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi òåîðåìà Ëi-ßíãà ïðî

êîëî îäèíè÷íîãî ðàäióñà âèêîíó¹òüñÿ.
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ÐÎÇÄIË 4

ÍÓËI ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÎ� ÑÓÌÈ ÌÎÄÅËI
IÇIÍÃÀ ÍÀ ÂIÄÏÀËÅÍIÉ ÁÅÇÌÀÑØÒÀÁÍIÉ

ÌÅÐÅÆI

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ïðîäîâæèìî àíàëiç íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîäåëi

Içiíãà â êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Ïðåäìåòîì íàøîãî äîñëiæäåííÿ ñòàíå ìîäåëü

Içiíãà íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî äî ïîÿâè íàøèõ ðîáiò

öåé ôîðìàëiçì ùå íå çàñòîñîâóâàâñÿ äî àíàëiçó ñïiíîâèõ ìîäåëåé íà áåçìàñ-

øòàáíèõ ìåðåæàõ. Â ïiäðîçäiëi 4.1 ìè îïèøåìî ìîäåëü âiäïàëåíî¨ áåçìàñøòà-

áíî¨ ìåðåæi òà îòðèìà¹ìî òî÷íèé âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîäåëi Içiíãà íà

òàêié ìåðåæi. Íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â ïëîùèíi êîìïëåêñíî¨ òåìïåðàòóðè ïðî-

àíàëiçîâàíi â ïiäðîçäiëi 4.2, à â ïëîùèíi êîìïëåêñíîãî ïîëÿ � â ïiäðîçäiëi 4.3.

Îäíèì iç ãîëîâíèõ ðåçóëüòàòiâ íàøîãî äîñëiäæåííÿ ¹ òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî

òåîðåìà Ëi-ßíãà ïðî ðîçòàøóâàííÿ íóëiâ íà êîëi îäèíè÷íîãî ðàäióñà (Lee-Yang

unit circle theorem) íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi.

Öå òâåðäæåííÿ äîâåäåíå â ïiäðîçäiëi 4.3. Âèñíîâêè ñôîðìóëüîâàíi ó ïiäðîçäiëi

4.4. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ñòàòòÿõ [21, 22].

4.1. Ñòàòèñòè÷íà ñóìà

Çíàþ÷è ïîâåäiíêó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðà-

ôi, ìè äîñëiäèìî êðèòè÷íó ïîâåäiíêó ìîäåëi Içiíãà íà ñêëàäíié ìåðåæi � íà



85

âèïàäêîâîìó ãðàôi [3�7]. Ãàìiëüòîíiàí ìîäåëi ó öüîìó âèïàäêó çàïèøåòüñÿ:

−H =
1

2

∑
l ̸=m

JlmSlSm +H
∑
l

Sl . (4.1)

Òóò ïiäñóìîâóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà óñiìà âóçëàìè ãðàôà l,m i ìàòðèöÿ ñó-

ìiæíîñòi Jlm ìiñòèòü iíôîðìàöiþ ïðî ñòðóêòóðó ãðàôó: ìàòðè÷íi åëåìåíòè

Jlm = 1, ÿêùî ìiæ âóçëàìè iñíó¹ ëiíê òà Jlm = 0 iíàêøå. Ó âèïàäêîâèõ ãðàôàõ

ðiçíi âóçëè ìàþòü ðiçíó êiëüêiñòü çâ'ÿçêiâ (ðiçíi ñòóïåíi âóçëàK). Ñòóïåíi âóçëà

¹ âèïàäêîâèìè çìiííèìè é îñîáëèâîñòi, ïðèòàìàííi ¨õ ðîçïîäiëó p(K), âiäiãðà-

þòü îäíó iç êëþ÷îâèõ ðîëåé ïðè îïèñi êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè [64]. ßê ïðèêëàä

ñêëàäíî¨ ìåðåæi, ðîçãëÿíåìî âiäïàëåíó ìåðåæó. Öÿ ìåðåæà îçíà÷à¹òüñÿ, ÿê àí-

ñàìáëü âñiõ ìåðåæ, ùî ñêëàäàþòüñÿ iç N âóçëiâ iç çàäàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ äëÿ

ñòóïåíiâ âóçëiâ {K1, K2, . . . , KN}, ìàêñèìàëüíî âèïàäêîâîþ çà óìîâè çàäàíî-

ãî ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ p(K) (äèâ. íàïðèêëàä [61]). Òàêà êîíñòðóêöiÿ ïîäiáíà äî

êîíôiãóðàöiéíî¨ ìîäåëi íåñêîðåëüîâàíî¨ ñêëàäíî¨ ìåðåæi (äèâ. íàïðèêëàä [63]).

Îäíàê, êîíôiãóðàöiéíà ìîäåëü ¹ ïðèêëàäîì ìîäåëi iç çàìîðîæåíèì áåçëàäîì,

â òîé ÷àñ, ÿê äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié ìåðåæi êîíôiãóðàöi¨ ìåðåæi ôëó-

êòóþþòü íà îäíàêîâèõ ÷àñîâèõ ìàñøòàáàõ çi ñïiíîâîþ çìiííîþ. Ïðè äîñëiäæåí-

íi òåðìîäèíàìi÷íèõ âëàñòèâîñòåé íàÿâíiñòü çàìîðîæåíîãî áåçëàäó áåðåòüñÿ äî

óâàãè óñåðåäíåííÿì âiëüíî¨ åíåðãi¨ çà ðiçíèìè êîíôiãóðàöiÿìè áåçëàäó, òîäi ÿê

äëÿ âiäïàëåíîãî áåçëàäó óñåðåäíþ¹òüñÿ ñòàòèñòè÷íà ñóìà [59]. Îòæå, ïðè ðîç-

ãëÿäi ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié ìåðåæi, íàñ öiêàâèòèìå ïîâåäiíêà ñòàòèñòè÷íî¨

ñóìè, óñåðåäíåíî¨ çà ðiçíèìè êîíôiãóðàöiÿìè ìåðåæi.

Ç ãàìiëüòîíiàíó (4.1) îòðèìà¹ìî ñòàòèñòè÷íó ñóìó:

ZN(T,H) = TrS TrJ e
−βH . (4.2)

ßê i ó âèðàçi (3.2) ïåðøå óñåðåäíåííÿ âèêîíó¹òüñÿ çà ñïiíîâîþ ïiäñèñòåìîþ:

TrS (. . . ) =
∏

l

∑
Sl=±1 (. . . ), à äðóãå óñåðåäíåííÿ ïðîâîäèòüñÿ çãiäíî ðîçïîäiëó

ëiíêiâ ó ìåðåæi P(J):

TrJ (. . . ) =
∏
l ̸=m

∑
Jlm=0,1

P(J) (. . . ).
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4.1.1. Íàáëèæåííÿ âiäïàëåíî¨ ìåðåæi

Ùîá ïîáóäóâàòè âiäïàëåíó ìåðåæó ç N âóçëiâ l = 1, . . . , N , êîæíîìó

âóçëó l ïðèïèñó¹òüñÿ ìiòêà kl é iìîâiðíiñòü iñíóâàííÿ ëiíêó ìiæ âóçëàìè l òà

m âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê:

plm =
klkm
N⟨k⟩

, (4.3)

äå ⟨k⟩ = 1
N

∑
l kl. Çìiííi k áåðóòüñÿ iç ðîçïîäiëó p(k) i âîíè çàäàþòü î÷iêóâà-

íèé ñòóïiíü âóçëà. Äiéñíî, ëåãêî áà÷èòè, ùî î÷iêóâàíå çíà÷åííÿ ñòóïåíÿ âóçëà

EKl =
∑

m plm = kl. Ðàíiøå áóëî ïîêàçàíî [61], ùî óñåðåäíåííÿ (4.2) ç ðîçïî-

äiëîì ëiíêiâ ó ìåðåæi iç ôóíêöi¹þ iìîâiðíîñòi (4.3) ïðèâîäèòü äî íàñòóïíîãî

âèðàçó äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè:

ZN(T,H) = TrS exp

 1

2N⟨k⟩T
∑
l ̸=m

SlSmklkm +
H

T

∑
l

Sl

 . (4.4)

Àíàëîãi÷íèì âèðàçîì äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ¹ òàêîæ ïðåäñòàâëåííÿ, îòðèìàíå

â íàáëèæåííi ñåðåäíüîãî ïîëÿ äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà íåñêîðåëüîâàíié ìåðåæi iç

çàìîðîæåíèì áåçëàäîì [63, 64] (êîíôiãóðàöiéíà ìîäåëü). Àëå äëÿ âiäïàëåíî¨ ìå-

ðåæi ìíîæíèê ïåðåä ïîäâiéíîþ ñóìîþ ó (4.4) ¹ ïåâíîþ ôóíêöi¹þ òåìïåðàòóðè

[61]. Îñêiëüêè ó íàøié ðîáîòi íàñ öiêàâèòèìóòü òiëüêè êóòè íàõèëó íóëiâ ñòà-

òèñòè÷íî¨ ñóìè, ÿêi ¹ íåçàëåæíèìè âiä áóäü-ÿêîãî àíàëiòè÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ

ó ïëîùèíi òåìïåðàòóðè, ó âèðàçi (4.4) ìè çáåðiãà¹ìî òiëüêè ëiíiéíèé äîäàíîê

öi¹¨ ôóíêöi¨.

4.1.2. Òî÷íå iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ

Îñêiëüêè äëÿ âiäïàëåíî¨ ìåðåæi äîäàíîê, ùî âiäïîâiäà¹ çà âçà¹ìîäiþ

ó (4.1), íàáóâà¹ ðîçäiëüíî¨ ôîðìè, ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè ïåðåòâîðåííÿ

Ñòðàòàíîâè÷à-Ãàááàðäà äëÿ (4.4). Áåðó÷è øïóð ìè îòðèìó¹ì òî÷íèé íàñòóïíèé
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âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè:

ZN(T,H) =

+∞∫
−∞

exp
(−N⟨k⟩x2

2T
+
∑
l

ln cosh[(xkl +H)/T ]
)
dx . (4.5)

ßê i â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, íåñóòò¹âèìè äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó ìíîæíèêàìè

ïåðåä iíòåãðàëîì òóò i íèæ÷å ìè íåõòó¹ìî. Òåïåð ñóìà çà l â ïîêàçíèêó (4.5)

ïåðåïèøåòüñÿ ÷åðåç iíòåãðàë çà çìiííîþ k äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó p(k):

∑
l

f(kl) = N

kmax∫
kmin

p(k)f(k)dk , (4.6)

äå kmin i kmax ¹ âiäïîâiäíî ìiíiìàëüíå òà ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ çìiííî¨ k. Äëÿ

ïîäàëüøîãî àíàëiçó áóäå çðó÷íî çáåðåãòè iíòåãðóâàííÿ çà çìiííîþ x ó äîäàòíié

ïiâïëîùèíi, ùî â ðåçóëüòàòi ïðèâîäèòü äî òàêîãî âèðàçó äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè:

ZN(T,H) =

+∞∫
0

e
−⟨k⟩x2T

2

{
exp

[
N

kmax∫
kmin

dkp(k) ln cosh
( xk√

N
+
H

T

)]

+ exp
[
N

kmax∫
kmin

dkp(k) ln cosh
(
− xk√

N
+
H

T

)]}
dx . (4.7)

4.1.3. Ïðåäñòàâëåííÿ ðîçêëàäåíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè

Äëÿ ïîâíîãî ãðàôó, ùî ìiñòèòü N âóçëiâ, ïiäñòàâëÿþ÷è â (4.7) p(k) =

δ(k−N + 1) ìè âiäòâîðþ¹ìî (3.6). Ó öüîìó ðîçäiëi íàñ öiêàâèòü áåçìàñøòàáíà

ìåðåæà, äå ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó p(k) ¹ ñòåïåíåâîþ

p(k) = cλ k
−λ , k ≥ 1, (4.8)

ç êîíñòàíòîþ íîðìóâàííÿ cλ. Çàóâàæìî, ùî äëÿ áåçìàñøòàáíî¨ ìåðåæi ç kmin =

1 íå iñíóâàòèìå ãiãàíòñüê¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ïðè λ > λc (λc = 4 äëÿ íåïåðåðâ-

íîãî i λc ≃ 3.48 äëÿ äèñêðåòíîãî ðîçïîäiëiâ [176]). Ùîá îáiéòè öå îáìåæåííÿ,

áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi, ìè âèáåðåìî íèæíþ ìåæó iíòåãðóâàííÿ kmin = 2, â òîé
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÷àñ ÿê âåðõíþ ìåæó iíòåãðóâàííÿ ó (4.6) ðîçãëÿäà¹ìî ó òåðìîäèíàìi÷íié ãðà-

íèöi limN→∞ kmax → ∞.1 Òîäi äëÿ áåçìàñøòàáíî¨ ìåðåæi ðiâíÿííÿ (4.7) çðó÷íî

ïåðåïèñàòè ÿê:

ZN(T,H) =

+∞∫
0

e
−⟨k⟩x2T

2

{
exp

[
I+λ (x)

]
+ exp

[
I−λ (x)

]}
dx , (4.9)

äå

I±λ (x) = cλ

( x√
N

)λ−1

N

∞∫
2x√
N

1

yλ
ln cosh

(
± y +

H

T

)
dy . (4.10)

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë ó (4.10). Äëÿ âåëèêèõ y ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ñïàäà¹

ÿê y1−λ, à iíòåãðàë ¹ ñêií÷åííèì íà âåðõíié ìåæi iíòåãðóâàííÿ äëÿ äiàïàçîíó

çíà÷åíü λ > 3, ÿêèé íàñ öiêàâèòü. Îäíàê äëÿ ìàëèõ y ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ

âåäå ñåáå, ÿê (±y+H/T )2y−λ + . . . é âèíèêàþòü ðîçáiæíi äîäàíêè, êîëè íèæíÿ

ìåæà iíòåãðóâàííÿ ïðÿìó¹ äî íóëÿ, ÷è â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi N → ∞. Öi

ðîçáiæíi äîäàíêè íå âõîäÿòü ó çàãàëüíèé âèðàç, îñêiëüêè âîíè ñêîðî÷óþòüñÿ

N -çàëåæíèì ìíîæíèêîì ó (4.10). Ùîá âèäiëèòè öi äîäàíêè òà ïîêàçàòè, ÿê ñà-

ìå âîíè ñêîðî÷óþòüñÿ, íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ I±λ (x) (4.10) ïðè ðiçíèõ

çíà÷åííÿõ λ (äèâ., íàïðèêëàä, [18] äëÿ áiëüø äåòàëüíîãî ïîÿñíåííÿ). ßê ó ïî-

ïåðåäíüîìó ðîçäiëi, ìè âèêîíó¹ìî àñèìïòîòè÷íi îöiíêè ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ

çîâíiøíüîãî ïîëÿ H. Ïðîâiäíi äîäàíêè ó êiíöåâîìó âèðàçi çàïèøóòüñÿ:

I±λ (x) = N
[⟨k2⟩

2

x2

N
− a(λ)

( x√
N

)λ−1

± ⟨k⟩Hx
T
√
N

]
, 3 < λ < 5 , (4.11)

I±λ (x) = N
[⟨k2⟩

2

x2

N
− ⟨k4⟩

12

( x√
N

)4

± ⟨k⟩Hx
T
√
N

]
, λ > 5 , (4.12)

äå ÷èñåëüíi çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ a(λ) = −cλ
∫∞
0 dy y−λ(ln cosh y−y2/2), a(λ) >

0 ïðè ðiçíèõ λ îòðèìàíi ó [18] (äèâ. òàêîæ ïiäðîçäië 2.3), à ìîìåíòè ⟨ki⟩ îá-
÷èñëþþòüñÿ ç ðîçïîäiëîì (4.8). Âèïàäîê λ = 5 ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè îêðåìî.

1Çíà÷åííÿ iíòåãðàëó íå çàëåæèòü âiä òîãî, ÿêèì ÷èíîì kmax ïðÿìó¹ äî áåçìåæíîñòi. Íàñòóïíi ïðîâiäíi
÷ëåíè âèçíà÷àòèìóòüñÿ N -çàëåæíiñòþ âåðõíüî¨ ìåæi îáðiçàííÿ, äèâ. Äîäàòîê À.
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Çàiíòåãðîâóþ÷è ëîãàðèôìi÷íó ñèíãóëÿðíiñòü, ìè îòðèìó¹ìî ïåðøi ïðîâiäíi äî-

äàíêè ðîçêëàäó:

I±λ (x) = N
[⟨k2⟩

2

x2

N
−

( x√
N

)4 lnN

24
± ⟨k⟩Hx

T
√
N

]
. (4.13)

Îòðèìàâøè âèðàçè (4.11)�(4.13) äëÿ I±λ (x), ìè ìîæåìî ïðîàíàëiçóâàòè

ñòàòèñòè÷íó ñóìó (4.9) ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ λ. Âiäîìî, ùî êðèòè÷íà ïîâåäiíêà

ñèñòåì íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi çi ñòàòèñòè÷íîþ ñóìîþ (4.9) ñóòò¹âèì ÷èíîì

çàëåæèòü âiä ïîêàçíèêà λ [3�7, 64]. Çîêðåìà, ñèñòåìà çàëèøà¹òüñÿ âïîðÿäêîâà-

íîþ ïðè áóäü-ÿêié ñêií÷åííié òåìïåðàòóði ïðè λ ≤ 3. Ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî

ðîäó ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ó äiàïàçîíi λ > 3. Âií îïèñó¹òüñÿ íàáîðîì ñòàíäàðòíèõ

êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ ñåðåäíüîãî ïîëÿ (3.5) ó äiëÿíöi λ ≥ 5 iç ëîãàðèôìi÷íèìè

ïîïðàâêàìè ïðè λ = 5, îäíàê, ïîêàçíèêè ñòàþòü λ-çàëåæíèìè äëÿ 3 < λ < 5

[63]:

α = (λ− 5)/(λ− 3), β = 1/(λ− 3), δ = λ− 2, γ = 1 . (4.14)

Íàáëèæåííÿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ äëÿ ïîêàçíèêà ìàãíiòíî¨ ñïðèéíÿòëèâîñòi ïðè

áóäü-ÿêèõ λ > 3 äà¹ çíà÷åííÿ êðèòè÷íîãî ïîêàçíèêà γ = 1. Àëå iíøi êðèòè÷íi

àîêàçíèêè ó äiàïàçîíi 3 < λ < 5 çàëèøàþòüñÿ çàëåæíèìè âiä λ. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ

òèì, ùî ìîäåëü Içiíãà íà ñêëàäíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi îïèñó¹òüñÿ øâèäøå â

ðàìêàõ íåîäíîðiäíîãî, àíiæ îäíîðiäíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ.

Íàøå çàâäàííÿ - îïèñàòè ôàçîâèé ïåðåõiä ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåç-

ìàñøòàáíié ìåðåæi â òåðìiíàõ íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, ÿê öå áóëî çðîáëåìî

äëÿ ìîäåëi íà ïîâíîìó ãðàôi ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi. Ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åí-

íÿ êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ (4.14) òà âiäíîøåííÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä A+/A− = 0

[88] ó âèðàçè (1.10), (3.20) äëÿ äiàïàçîíó 3 < λ < 5 ìè îäåðæó¹ìî:

φ =
π(λ− 3)

2(λ− 1)
, (4.15)

σ =
λ− 2

λ− 1
. (4.16)

Ïåðåâiðèìî, ÷è öi çíà÷åííÿ ìîæíà áåçïîñåðåäíüî îòðèìàòè iç àíàëiçó íóëiâ

ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (4.9) ó êîìïëåêñíèõ T òà H ïëîùèíàõ.
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4.2. Íóëi Ôiøåðà

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè äëÿ I±λ (x) (4.11)�(4.13) ïðè H = 0 ó ñòàòèñòè÷íó

ñóìó (4.9) ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ λ ìè îòðèìó¹ìî:

ZN(t) =


∫ +∞
0 exp

[
− ⟨k2⟩x2t

2 − a(λ)N
(

x√
N

)λ−1]
dx , 3 < λ < 5,∫ +∞

0 exp
[
− ⟨k2⟩x2t

2 − x4

N
lnN
24

]
dx , λ = 5,∫ +∞

0 exp
[
− ⟨k2⟩x2t

2 − ⟨k4⟩
12

x4

N

]
dx , λ > 5,

(4.17)

iç t = (T − Tc)/Tc òà (ïñåâäî)êðèòè÷íîþ òåìïåðàòóðîþ Tc = ⟨k2⟩/⟨k⟩.2 ßê i

â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, ñòàòèñòè÷íó ñóìó çðó÷íî ïåðåïèñàòè ó çìiííèõ z, ùî

ïî¹äíóþòü t òàN çàëåæíîñòi, äèâ. ð-íÿ (3.13). Àëå òåïåð öÿ çìiííà âèðàæà¹òüñÿ

ïî-ðiçíîìó ó ðiçíèõ äiàïàçîíàõ λ:

z =


t ⟨k

2⟩
2 [a(λ)]2/(λ−1)N

λ−3
λ−1 , 3 < λ < 5,

t⟨k2⟩
√

6N/
√

lnN , λ = 5,

t⟨k2⟩
√

3N⟨k4⟩ , λ > 5 .

(4.18)

Çàïèñàíà ó íîâèõ çìiííèõ (4.18) ñòàòèñòè÷íà ñóìà (4.17) íàáóäå ïðîñòîãî âè-

ãëÿäó:

Z(z) =


∫ +∞
0 exp

(
− zx2 − xλ−1

)
dx , 3 < λ < 5,∫ +∞

0 exp
(
− zx2 − x4

)
dx , λ ≥ 5.

(4.19)

Çâiäñè âèïëèâàþòü äâà î÷åâèäíi âèñíîâêè: (1) îñêiëüêè ôóíêöiîíàëüíà ôîðìà

çàëåæíîñòi Z(z) ïðè λ = 5 òà λ > 5 îäíàêîâà, ïîëîæåííÿ íóëiâ Ôiøåðà ó

êîìïëåêñíié z ïëîùèíi ¹ òàêi æ ñàìi. Öå ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî êóò ëîêàëiçàöi¨

íóëiâ φ ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié ìåðåæi íå çìiíþ¹òüñÿ äëÿ λ ≥ 5, à îòæå,

(2) öi âèðàçè ñïiâïàäàþòü iç ïðåäñòàâëåííÿì ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîäåëi Içiíãà íà

ïîâíîìó ãðàôi, äèâ. âèðàç (3.12). Òîìó àíàëiç íóëiâ Ôiøåðà îñòàííüî¨ ìîäåëi,

ïðåäñòàâëåíèé ó ïîïåðåäíüîìó Ðîçäiëi 3 ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ àíàëiçó

íóëiâ Ôiøåðà ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié ìåðåæi. Çîêðåìà, ñëiä çàçíà÷èòè, ùî

φ = π/4, λ ≥ 5 . (4.20)

2Äëÿ ñèñòåìè ñêií÷åííîãî ðîçìiðó Tc çàëåæèòü âiä N ÷åðåç N -çàëåæíiñòü ìîìåíòiâ ⟨k⟩, ⟨k2⟩.
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Ðèñ. 4.1. Íóëi Ôiøåðà ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi çà âiä-
ñóòíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ òà ðiçíèõ λ. Õàðàêòåðíîþ ïîâåäiíêîþ íóëiâ
¹ ëÿãàòè íà ïðÿìi, ïåðåòèíàþ÷è äiéñíó âiñü z â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî-
÷êè zc. Êóòè, óòâîðåíi êîæíîþ ëiíi¹þ iç äiéñíîþ âiññþ z çðîñòàþòü ó
äiàïàçîíi 3 < λ < 5, ÿê i ïåðåäáà÷åíî ðiâíÿííÿì (4.15).

Ðîçãëÿíåìî ëîãàðèôìi÷íi ïîïðàâêè äî ñêåéëiíãó, ÿêi âèíèêàþòü ó ïðîìiæíîìó

âèïàäêó ïðè λ = 5 [87�89, 93, 94]. Òàêi ëîãàðèôìi÷íi ïîïðàâêè òàêîæ ïîÿâëÿ-

þòüñÿ ó I±λ (x) ïðè λ = 5. Îäíàê, ¨õ íàÿâíiñòü íå äà¹ âêëàäó îñíîâíèõ äîäàíêiâ

äî ðîçêëàäó çà 1/N , i ÿê âèñíîâîê, êóò ëîêàëiçàöi¨ íóëiâ Ôiøåðà (à, îòæå, i

ïîêàçíèê ïèòîìî¨ òåïëî¹ìíîñòi) çàëèøà¹òüñÿ òàêèì ñàìèì ïðè λ = 5 òà λ > 5 .

Ñõîæå, ÿê ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi,

ïðîäîâæóþ÷è àíàëiç íóëiâ Ôiøåðà ó äiàïàçîíi 3 < λ < 5, ìè çíàõîäèìî ÷è-

ñåëüíî çíà÷åííÿ êîîðäèíàò êiëüêîõ ïåðøèõ íóëiâ, ÿê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 4.1. ßê

áà÷èìî iç ðèñóíêó, íóëi ÷iòêî ëÿãàþòü íà ïðÿìi, ïåðåòèíàþ÷è äiéñíó âiñü z â

îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè zc = 0. Áiëüøå òîãî, êóò, ÿêèé êîæíà ëiíiÿ íóëiâ óòâîðþ¹

iç äiéñíîþ âiññþ çìiíþ¹òüñÿ ïðè ðiçíèõ λ i çðîñòà¹ iç λ. Äëÿ áiëüø äåòàëüíîãî

âèâ÷åííÿ öi¹¨ çàëåæíîñòi, äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ λ ìè àïðîêñèìó¹ìî j íóëiâ Ôi-

øåðà ó äiàïàçîíi j = jmin, . . . , jmax ïðè jmax = 7 i ðåçóëüòàòè îñòàòî÷íèõ îöiíîê

ïðèâîäèìî ó Òàáëèöi 4.1. Ìè ìîæåìî áà÷èòè, ùî ÷èñåëüíî îòðèìàíi çíà÷åííÿ
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áëèçüêi äî àíàëiòè÷íî ïåðåäáà÷åíèõ ó ôîðìóëi (4.15), i ùî âèùèé ïîðÿäîê íóëiâ

âèêîðèñòîâó¹ìî äëÿ àïðîêñèìàöi¨, òèì âèùà òî÷íiñòü îá÷èñëåíü. Öåé òèï ïîâå-

äiíêè ¹ äóæå ñõîæèì äî òi¹¨, ùî ñïîñòåðiãàëàñü äëÿ íóëiâ Ôiøåðà íà ïîâíîìó

ãðàôi (äèâ. Ðèñ. 3.5). Äëÿ ïîäàëüøî¨ iëþñòðàöi¨ öi¹¨ ïîäiáíîñòi ìè ïîáóäó¹ìî

íà Ðèñ. 4.2a çàëåæíiñòü âiäíîøåííÿ ÷èñåëüíî îòðèìàíîãî çíà÷åííÿ êóòà φ äî

ïåðåäáà÷åíîãî àíàëiòè÷íîþ ôîðìóëîþ (4.15): Pnorm = φ/π(λ−3)
2(λ−1) . Öå âiäíîøåííÿ

ïðÿìó¹ äî Pnorm = 1 çi çáiëüøåííÿì ïîðÿäêó íóëÿ, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ

àïðîêñèìàöi¨. Ìîæíà ïîìiòèòè ñõîæó òåíäåíöiþ äëÿ ïîâåäiíêè êðèòè÷íî¨ òåì-

ïåðàòóðè zc, äèâ. Ðèñ. 4.2b. I çíîâó ìè ñïîñòåðiãà¹ìî ñõîæiñòü iç ïîâåäiíêîþ zc

äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi (Ðèñ. 3.5b).

Òàáë. 4.1. ×èñåëüíî îäåðæàíi çíà÷åííÿ êóòà φ äëÿ ðiçíèõ λ. Êóò ïîðàõîâà-
íèé, âèêîðèñòîâóþ÷è ëiíiéíó àïðîêñèìàöiþ íóëiâ Ôiøåðà ç íîìåðàìè
j = jmin, ..., 7. Iíòåðâàë òî÷íîñòi, ÿêùî íå íàïèñàíî ÿâíî, ¹ ìåíøèì,
íiæ îñòàííÿ çíà÷óùà öèôðà. Îñòàííié ðÿäîê äà¹ çíà÷åííÿ êóòà φ,
ïåðåäáà÷åíå àíàëiòè÷íîþ ôîðìóëîþ (4.15).

jmin λ ≥ 5 λ = 4.8 λ = 4.5 λ = 4.2 λ = 4 λ = 3.7
1 0.246(5)π 0.233(1)π 0.209(1)π 0.180(1)π 0.158(1)π 0.117(2)π
2 0.248π 0.234π 0.210π 0.182π 0.160(1)π 0.121(1)π
3 0.248π 0.234π 0.211π 0.183π 0.162π 0.123π
4 0.248π 0.235π 0.212π 0.184π 0.162π 0.124π
5 0.248π 0.235π 0.212π 0.184π 0.163π 0.125π
6 0.249π 0.235π 0.212π 0.185π 0.163π 0.125π

exact 0.250π 0.237π 0.214π 0.188π 0.167π 0.130π

Iíøîþ õàðàêòåðíîþ ðèñîþ ïîëîæåííÿ íóëiâ Ôiøåðà ¹ òå, ùî âiäñòàíü

ìiæ äâîìà ñóñiäíiìè íóëÿìè çðîçòà¹ çi çðîñòàííÿì ïîðÿäêó íóëÿ (äèâèòèñÿ

Ðèñ. 4.1 äëÿ âiäïàëåíî¨ áåçìàñøòàáíî¨ ìåðåæi, à òàêîæ Ðèñ. 3.4 äëÿ âèïàäêîâîãî

ãðàôà). Ñïðàâäi, ñïiââiäíîøåííÿ ñêåéëiíãó ñêií÷åííîãî ðîçìiðó äëÿ j-ãî íóëÿ

tj ó êîìïëåêñíié t ïëîùèíi äëÿ âåëèêèõ j çàäà¹òüñÿ ÿê [124]:

tj ∼
( j
N

) 1
2−α

. (4.21)

Âiäïîâiäíî, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ∆tj ≡ tj − tj−1 ∼ jκ, äå κ = (α −
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Ðèñ. 4.2. Çíà÷åííÿ (a) âiäíîøåííÿ Pnorm = φ/π(λ−3)
2(λ−1) òà (b) êðèòè÷íî¨ òåìïåðà-

òóðè zc äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (4.19), îòðèìàíi ç àïðîêñèìàöi¨ j íóëiâ
Ôiøåðà ó iíòåðâàëi j = jmin, . . . , jmax äëÿ jmax = 7 äëÿ ðiçíèõ çíà-
÷åíü jmin. Ñóöiëüíà êðèâà íà ðèñóíêó (a) âiäïîâiäà¹ òî÷íîìó çíà÷åííþ
Pnorm = 1.

1)/(2−α). Îñòàííié ïîêàçíèê ¹ âiä'¹ìíèì, äëÿ òèõ çíà÷åíü α, ÿêi íàñ öiêàâëÿòü:

κ = −1/2, λ ≥ 5 i κ = −2/(λ− 1), 3 < λ < 5. Ïåðåïèñàâøè (4.21) ÷åðåç çìiííi

zj (4.18), îòðèìó¹ìî:

zj ∼ j
1

2−α . (4.22)

Ùîá ïåðåâiðèòè ñêåéëiíã íóëiâ Ôiøåðà ç j, ìè çíàéäåìî çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà ó

(4.22) àïðîêñèìóþ÷è ôóíêöi¹þ ln |zj| = a + b ln j äëÿ íóëiâ Ôiøåðà iç íîìåðà-

ìè j = jmin, ..., 7 ïðè ðiçíèõ λ. Ðåçóëüòàòè ïîðiâíþ¹ìî iç òî÷íèì çíà÷åííÿì ó

Òàáëèöi 4.2. Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî ÷èñåëüíî ïîðàõîâàíi êîîðäèíàòè íóëiâ íàáëè-

æàþòüñÿ äî ¨õ òî÷íèõ çíà÷åíü çi çáiëüøåííÿì ïîðÿäêó íóëÿ j.

Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåâiðèòè ñêåéëiíã íóëiâ Ôiøåðà tj ç N , íå ïîòðiáíî ðàõó-

âàòè ¨õ òî÷íi êîîðäèíàòè ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ N . Îñêiëüêè çàëåæíiñòü tj(N)

âèïëèâà¹ iç ôîðìè ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæíîñòi z(t, N), ÿê çàäàíî (4.18). Âèðà-

æàþ÷è t ç öüîãî âèðàçó, ìè îòðèìó¹ìî ñòåïåíåâèé çàêîí ñêåéëiíãó tj ∼ N 1/(α−2),

ùî ñïðàâåäëèâèé ïðè 3 < λ < 5 òà λ > 5, à òàêîæ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ëîãàðè-

ôìi÷íèìè ïîïðàâêàìè ïðè λ = 5: tj ∼ N−1/2(lnN)1/2.
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Òàáë. 4.2. Ëiíiéíà àïðîêñèìàöiÿ ôóíêöi¨ ln |zj| = a + b ln j äëÿ íóëiâ Ôiøåðà ç
iíäåêñàìè j = jmin, ..., 7 ïðè ðiçíèõ λ. Òàáëèöÿ ïîêàçó¹ ðåçóëüòàòè äëÿ
êóòîâîãî êîåôiöi¹íòó b. Iíòåðâàë òî÷íîñòi, ÿêùî íå íàïèñàíî ÿâíî, ¹
ìåíøèì, íiæ îñòàííÿ çíà÷óùà öèôðà. Îñòàííié ðÿäîê äà¹ çíà÷åííÿ
b = 1/(2 − α), ÿê ïåðåäáà÷à¹ àíàëiòè÷íà ôîðìóëà (4.22).

jmin λ > 5 λ = 4.8 λ = 4.5 λ = 4.2 λ = 4 λ = 3.7
1 0.558(8) 0.528(7) 0.477(6) 0.417(5) 0.370(5) 0.286(3)
2 0.537(4) 0.509(3) 0.460(3) 0.402(3) 0.357(2) 0.277(2)
3 0.529(2) 0.501(2) 0.453(2) 0.396(2) 0.352(1) 0.274(1)
4 0.525(1) 0.497(1) 0.450(1) 0.393(1) 0.349(1) 0.271(1)
5 0.522(1) 0.494(1) 0.447(1) 0.391(1) 0.348(1) 0.270(1)
6 0.520 0.492 0.445 0.390 0.346 0.269

exact 0.500 0.474 0.429 0.375 0.333 0.259

4.3. Íóëi Ëi-ßíãà

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè äëÿ I±λ (x) (4.11)�(4.13) ïðè T = Tc = ⟨k2⟩/⟨k⟩ ó
ñòàòèñòè÷íó ñóìó (4.9) ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ λ òà çáåðiãàþ÷è ïðîâiäíi äîäàíêè

ðîçêëàäó çà 1/N ìè îòðèìó¹ìî:

Z(h) =


∫ +∞
0 exp

(
− xλ−1

)
cosh(hx)dx , 3 < λ < 5,∫ +∞

0 exp
(
− x4

)
cosh(hx)dx , λ ≥ 5 .

(4.23)

Òóò H- òà N -çàëåæíîñòi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè óâiáðàíî ó ïðèâåäåíó çìiííó h. �¨

òî÷íèé âèðàç âiäðiçíÿ¹òüñÿ äëÿ ðiçíèõ äiàïàçîíiâ λ:

h =


H ⟨k⟩2

⟨k2⟩a(λ)1/(1−λ)N
λ−2
λ−1 , 3 < λ < 5,

H ⟨k⟩2
⟨k2⟩

(
24
lnN

)1/4

N3/4 , λ = 5,

H ⟨k⟩2
⟨k2⟩

(
12
⟨k4⟩

)1/4

N 3/4 , λ > 5 .

(4.24)

4.3.1. Ïîðóøåííÿ òåîðåìè Ëi-ßíãà

Ñõîæå, ÿê äëÿ âèïàäêó àíàëiçó ñêåéëiíãó íóëiâ tj(N) ó ïîïåðåäíüîìó

ïiäðîçäiëi, òóò ñêåéëiíã äëÿ êîîðäèíàòè hj(N) ïðÿìî âèïëèâà¹ iç çàëåæíîñòi
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Ðèñ. 4.3. Ëiíi¨ íóëiâ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèí ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (4.23) ïðè T =
Tc òà ðiçíèõ çíà÷åííÿõ λ â ïëîùèíi êîìïëåêñíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ,
òîâñòi é òîíêi ëiíi¨ âiäïîâiäíî: (a) λ ≥ 5; (b) λ = 4.5; (c) λ = 4; (d)
λ = 3.5. Òî÷êè, äå ëiíi¨ ðiçíèõ òèïiâ ïåðåòèíàþòüñÿ, äàþòü êîîðäèíàòè
íóëiâ Ëi-ßíãà. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî îäíà iç ëiíié ImZ = 0 ñïiâïàäà¹ iç
âåðòèêàëüíîþ âiññþ íà ãðàôiêó.

h(H,N) ó (4.24). Ïîðiâíþþ÷è (4.24) iç îçíà÷åííÿì (3.19), ìè îòðèìó¹ìî:

σ =

{
λ−2
λ−1 , 3 < λ < 5,
3/4 , λ > 5 .

(4.25)

Ïðè λ = 5 ç'ÿâëÿþòüñÿ ëîãàðèôìi÷íi ïîïðàâêè: Hj ∼ N−3/4
(

lnN
)1/4

.

Íà Ðèñ. 4.3 ìè çîáðàæà¹ìî ëiíi¨ íóëiâ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèí ñòàòèñòè-

÷íî¨ ñóìè (4.23) ïðè T = Tc òà ðiçíèõ çíà÷åííÿõ λ â ïëîùèíi êîìïëåêñíîãî

ìàãíiòíîãî ïîëÿ h = Reh + i Imh. Òî÷êè, äå ëiíi¨ ðiçíèõ òèïiâ ïåðåòèíàþòüñÿ,

äàþòü íàì êîîðäèíàòè íóëiâ Ëi-ßíãà. Çàóâàæèìî, ùî õî÷à êîîðäèíàòè ïåð-
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øîãî íóëÿ Ëi-ßíãà (íàéáëèæ÷îãî äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò) ¹ ñóòî óÿâíèìè äëÿ

áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ 3 < λ < 5 i éîãî íàÿâíiñòü äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê,

ùî ñêåéëiíã ç N îïèñó¹òüñÿ ïîêàçíèêîì (4.25)), öå íå ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ íóëiâ

âèùîãî ïîðÿäêó: êiëüêiñòü íóëiâ iç Rehj = 0 çìåíøó¹òüñÿ iç j. Ç öi¹¨ òî÷êè çî-

ðó, ïîâåäiíêà íóëiâ Ëi-ßíãà ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi

ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïîâåäiíêè íà ïîâíîìó ãðàôi. Â òîé ÷àñ, ÿê íà ïîâíîìó

ãðàôi íóëi ¹ àáñîëþòíî óÿâíèìè i çàäîâiëüíÿþòü êîëîâó òåîðåìó Ëi-ßíãà, öÿ

òåîðåìà ïîðóøó¹òüñÿ ó âèïàäêó âiäïàëåíî¨ áåçìàñøòàáíî¨ ìåðåæi.

ßê âèäíî iç Ðèñ. 4.3, óÿâíà ÷àñòèíà ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè Z(h) çàíóëþ¹òüñÿ,

êîëè ïîëå h ¹ óÿâíèì, îñêiëüêè ñòàòèñòè÷íà ñóìà ¹ ïàðíîþ ôóíêöi¹þ h. Ïåðåòèí

êðèâèõ ðiçíîãî òèïó äà¹ iíôîðìàöiþ ïðî ïîëîæåííÿ íóëiâ Ëi-ßíãà. Êîëè λ ≥ 5

âñi íóëi ëåæàòü íà óÿâíié îñi. Àëå ïðè λ = 4.5 òiëüêè ïåðøi òðè íóëi ¹ óÿâíèìè,

à êîîðäèíàòè íóëiâ âèùîãî ïîðÿäêó (hj äëÿ j > 3) ìiñòÿòü íåíóëüîâó äiéñíó

÷àñòèíó. Ñõîæà ïîâåäiíêà ñïîñòåðiãà¹òüñÿ i äëÿ ðåøòè çíà÷åíü λ ìiæ 3 òà 5;

iñíó¹ ñêií÷åííå ÷èñëî N , òàêå, ùî hj ¹ ÷èñòî óÿâíèìè äëÿ j ≤ N , àëå äëÿ

j > N êîîðäèíàòè íóëiâ ìiñòÿòü íåíóëüîâó äiéñíó ÷àñòèíó. Çíà÷åííÿ N çðîñòà¹

çi çðîñòàííÿì λ.

Îòðèìàíi ÷èñåëüíî êîîðäèíàòè íóëiâ Ëi-ßíãà íàâåäåíi ó Òàáëèöi 4.3 äëÿ

ðiçíèõ çíà÷åíü 3 < λ < λ = 5, i äëÿ λ ≥ 5. Êîëè λ = 4, N = 3, â òîé ÷àñ, ÿê ïðè

λ = 3.5, N = 1. Ç îãëÿäó íà öå ïîâåäiíêà íóëiâ âiäðiçíÿ¹òüñÿ ïðè λ ≥ 5 (äå âîíà

àíàëîãi÷íà ïîâåäiíöi íóëiâ ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi) òà äëÿ äiàïàçîíó 3 <

λ < 5. Ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ìè ïiäòâåðäèìî öå ñïîñòåðåæåííÿ, äîñëiäèâøè

àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó iíòåãðàëó (4.23) ïðè íåöiëèõ 3 < λ < 5.

Ãðàôiê íà Ðèñ. 4.4 òàêîæ äåìîíñòðó¹ ïîðóøåííÿ òåîðåìè Ëi-ßíãà äëÿ ìî-

äåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi â êîìïëåêñíié eh-ïëîùèíi: â òîé

÷àñ ÿê ïðè λ = 5 íóëi ëåæàòü íà êîëi îäèíè÷íîãî ðàäióñó, öå íå ñïðàâäæó¹òüñÿ

ïðè λ = 4.5. Ó îñòàííüîìó âèïàäêó ëèøå êiëüêà íóëiâ ëåæàòü íà îäèíè÷íîìó

êîëi, à âñi ðåøòà � ïîçà íèì (íà ðèñóíêó ïîêàçàíî ëèøå òi íóëi, ùî ïîòðàïëÿþòü

ó äàíèé ìàñøòàáíèé äiàïàçîí).
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Ðèñ. 4.4. Íóëi Ëi-ßíãà äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ó êîìïëåêñíié eh ïëîùèíi ïðè λ =
5 òà λ = 4.5, ïðÿìîêóòíèêè òà êîëà âiäïîâiäíî. Íà ðèñóíêó ïîêàçàíî
íóëi, ùî ïîòðàïëÿþòü ó äàíèé ìàñøòàáíèé äiàïàçîí.

Îòæå, ìîäåëü Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ïðè 3 < λ < 5

íàëåæèòü äî ãðóïè ìîäåëåé, â ÿêèõ òåîðåìà Ëi-ßíãà ïîðóøó¹òüñÿ, â òîé ÷àñ,

ÿê òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âèïàäêó ïîâíîãî ãðàôó. Âiäìiííiñòü ó ïîâåäiíöi

íóëiâ Ëi-ßíãà ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi òà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìå-

ðåæi ïðîÿâëÿ¹òüñÿ òàêîæ, êîëè ìè äîñëiäæó¹ìî ñêåéëiíã êîîðäèíàò íóëiâ ç j.

Ó âèïàäêó êîìïëåêñíèõ êîîðäèíàò íóëiâ, ìîæíà ñïîñòåðiãàòè ñêåéëiíã äiéñíî¨

òà óÿâíî¨ ÷àñòèíè êîîðäèíàòè ÷è ¨õ êîìáiíàöi¨. Òèïîâi ðåçóëüòàòè íàøèõ îá÷è-

ñëåíü, íàâåäåíi íà Ðèñ. 4.5, äå çîáðàæåíî êîîðäèíàòè Imhj, Rehj òà |hj| äëÿ
ïåðøèõ äåñÿòè íóëiâ Ëi-ßíãà ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi

ïðè ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi λ = 4.5. Ñóöiëüíèì êðèâèì âiäïîâiäàþòü î÷iêóâàíå

çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà σ(λ = 4.5) ≃ 0.714, äèâ. (4.25). ßê ëåãêî áà÷èòè, ïðÿìi äëÿ

Imhj òà |hj| ðîçòàøîâóþòüñÿ áëèçüêî îäíà äî îäíî¨, îñêiëüêè çíà÷åííÿ Rehj ¹

ïîðiâíÿíî ìàëèì. Ñõîæó ïîâåäiíêó ìîæíà ñïîñòåðiãàòè i äëÿ iíøèõ çíà÷åíü λ.

Çîêðåìà, äëÿ âåëèêèõ j ôóíêöi¨ Imhj é |hj| îïèñóþòüñÿ ñòåïåíåâèìè àñèìïòî-
òèêàìè iç ïîêàçíèêàìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ âèðàçîì (4.25).

Ïåðåâiðèìî, ÷è ïðè ìàëèõ j ñòåïåíåâà ïîâåäiíêà óÿâíî¨ ÷àñòèíè êîîðäè-
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Òàáë. 4.3. Êîîðäèíàòè ïåðøèõ êiëüêîõ íóëiâ Ëi-ßíãà hj ìîäåëi Içiíãà íà âiä-
ïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ λ. Â äiàïàçîíi
3 < λ < 5 êiëüêiñòü ñóòî óÿâíèõ íóëiâ çìåíøó¹òüñÿ çi çìåíøåííÿì λ.
Îäíàê, êîîðäèíàòà ïåðøîãî íóëÿ Ëi-ßíãà çàëèøà¹òüñÿ óÿâíîþ ïðè
áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ λ.

j\λ λ > 5 λ = 4.5 λ = 4 λ = 3.5
j = 1 i3.453 i3.495 i3.569 i3.762
j = 2 i6.784 i6.933 i7.823 1.875 + i7.212
j = 3 i9.636 i9.474 i8.149 3.659 + i9.496
j = 4 i12.229 0.589 + i12.848 2.418 + i11.466 5.138 + i11.351
j = 5 i14.650 2.297 + i16.346 4.014 + i14.174 6.435 + i12.983
j = 6 i16.945 3.761 + i19.405 5.446 + i16.574 7.608 + i14.470
j = 7 i19.140 5.130 + i22.229 6.767 + i18.776 8.690 + i15.850
j = 8 i21.254 6.427 + i24.886 8.005 + i20.835 9.702 + i17.146
j = 9 i23.301 7.667 + i27.414 9.176 + i22.783 10.656 + i18.375
j = 10 i25.289 8.859 + i29.838 10.293 + i24.642 11.563 + i19.548

íàòè íóëiâ Ëi-ßíãà, ìîæå áóòè âiäòâîðåíà, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (3.19), ÿê

öå áóëî çðîáëåíî ó âèïàäêó íóëiâ ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi. Äëÿ öüîãî

ïîòðiáíî àïðîêñèìóâàòè çàëåæíiñòü êîîðäèíàò íóëiâ Ëi-ßíãà âiä ïîðÿäêó íóëÿ

j â ïîäâiéíîìó ëàãàðèôìi÷íîìó ìàñøòàái ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ ïðè ðiçíèõ C òà

λ i çíàéòè îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ σ(Copt). Îäíàê, íà âiäìiíó âiä ÷èñòî óÿâíèõ

íóëiâ Ëi-ßíãà äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi, íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ó

äiàïàçîíi 3 < λ < 5 ìè îòðèìó¹ìî òiëüêè N óÿâíèõ íóëiâ, à âñi íàñòóïíi ìi-

ñòÿòü i äiéñíó ÷àñòèíó. Òîìó âèêîíà¹ìî àïðîêñèìàöiþ äâîìà ñïîñîáàìè, à ñàìå

âiçüìåìî äî óâàãè N íóëiâ Ëi-ßíãà òà óÿâíi ÷àñòèíè ïåðøèõ äåñÿòè íóëiâ ïðè

ðiçíèõ λ (äèâ. Ðèñ. 4.6). Íà Ðèñ. 4.6 a, c çîáðàæåíà çàëåæíiñòü ïîêàçíèêà σ âiä

λ. Ñóöiëüíà êðèâà äåìîíñòó¹ òî÷íi çíà÷åííÿ (äèâ. ð-íÿ (4.16)), ïðÿìîêóòíèêàì

âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿ, îòðèìàíi ïðè ïiäãîíöi ç ð-íÿ (3.19) ïðè îïòèìàëüíîìó

Copt. Íà Ðèñ. 4.6 c, d çîáðàæåíî ïàðàìåòð ïiäãîíêè Copt, ÿê ôóíêöiþ λ. Ó âè-

ïàäêó ïiäãîíêè çà ñóòî óÿâíèìè íóëÿìè, ìè ìîæåìî áà÷èòè, ùî çíà÷åííÿ Copt

ñïàäà¹ ç λ, a ïîêàçíèê σ(Copt) çðîñòà¹ çi çðîñòàííÿì λ íàáëèæàþ÷èñü äî ñâî-
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Ðèñ. 4.5. Êîîðäèíàòè ïåðøèõ äåñÿòè íóëiâ Ëi-ßíãà hj ìîäåëi Içiíãà íà âiäïà-
ëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ïðè λ = 4.5. Ðiçíi êðèâi âiäïîâiäàþòü
Imhj, Rehj, |hj|, ÿê ïîêàçàíî â ëåãåíäi. Ìîæíà ïîìiòèòè, ùî êðèâi
äëÿ Imhj òà |hj| ðîçòàøîâàíi äóæå áëèçüêî (îñêiëüêè çíà÷åííÿ Rehj
¹ äîâîëi ìàëèì). Ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü î÷iêóâàíîìó çíà÷åííþ ïîêàçíèêà
σ(λ = 4.5) ≃ 0.714, ÿê âèïëèâà¹ iç (4.25).

ãî òî÷íîãî çíà÷åííÿ ïðè âåëèêèõ λ, êîëè êiëüêiñòü ÷èñòî óÿâíèõ íóëiâ çðîñòà¹

(äèâ. Ðèñ. 4.6a, b). Îäíàê, òàêó ïiäãîíêó íå ìîæíà âèêîðèñòàòè ïðè λ < 4,

êîëè òiëüêè îäèí íóëü ¹ ÷èñòî óÿâíèì. Ç iíøîãî áîêó, ïiäãîíêà óÿâíî¨ ÷àñòèíè

êîîðäèíàòè hj ïåðøèõ äåñÿòè íóëiâ çà j (äèâ. Ðèñ. Ã.2c, d) òàêîæ íå äîçâî-

ëÿ¹ ãîâîðèòè ïðî ñïðàâåäëèâiñòü ñêåéëiíãó íà ìåðåæi. Ïî-ïåðøå, çàëåæíiñòü

σ òà Copt âiä λ íå ¹ ìîíîòîííîþ ôóíêöi¹þ. Iç Ðèñ. 4.6c, d ìîæíà áà÷èòè, ùî

ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ λ âiäáóâà¹òüñÿ ñòðèáîê. Ñàìå öi çíà÷åííÿ λ âiäïîâiäà-

þòü âèïàäêó, êîëè êiëüêiñòü ÷èñòî óÿâíèõ íóëiâ çìiíþ¹òüñÿ. À öå, â ñâîþ ÷åðãó,

âïëèâà¹ íà çàëåæíîñòi äîñëiäæóâàíèõ ïàðàìåòðiâ. Ïî-äðóãå, ñòåïåíåâà ïîâå-

äiíêà ôóíêöi¨ ìåíø âèðàæåíà äëÿ ìàëèõ j. Òîáòî, i òàêèé òèï ïiäãîíêè íå ¹

óíiâåðñàëüíèì i ââåäåííÿ áiëüø çàãàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ñêåéëiíãó, ùî âêëþ-

÷à¹ ïàðàìåòð ïiäãîíêè C, ÿê öå áóëî çðîáëåíî äëÿ ïîâíîãî ãðàôà, äèâ. âèðàç

(3.19), íå äîïîìàãà¹ ïîêðàùèòè ðåçóëüòàòè (äèâ. Äîäàòîê Â). Ç iíøîãî áîêó,

àïðîêñèìóþ÷è çà ïåâíîþ êiëüêiñòþ íóëiâ òà ïðè ðiçíèõ ïàðàìåòðàõ ïiäãîíêè,
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ìîæíà ïiäiáðàòè çíà÷åííÿ, ùî òî÷íiøå íàáëèæà¹òüñÿ äî î÷iêóâàíîãî (äèâ. Äî-

äàòîê Ã). Ïðèâåäåíèé âèùå àíàëiç ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî î÷iêóâàíèé ñêåéëiíã çà

j äëÿ íóëiâ Ëi-ßíãà íà ìåðåæi ó äiàïàçîíi 3 < λ < 5 íå çàäîâiëüíÿ¹òüñÿ.
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Ðèñ. 4.6. (a), (c): Ïîêàçíèê σ äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié
ìåðåæi, ÿê ôóíöiÿ λ, îá÷èñëåíèé ç îïðîêñèìàöi¨ N íóëiâ Ëi-ßíãà òà
óÿâíî¨ ÷àñòèíè ïåðøèõ äåñÿòè íóëiâ ïðè ðiçíèõ λ âiäïîâiäíî. Ñóöiëüíà
êðèâà âiäïîâiäà¹ òî÷íîìó çíà÷åííþ σ, ð-íÿ (4.25). Ïðÿìîêóòíèêè: ÷è-
ñåëüíî çíàéäåíi çíà÷åííÿ ç ð-íÿ (3.19). (b), (d): Îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ
ïàðàìåòðà Copt, ÿê ôóíêöi¨ λ, îá÷èñëåíå ç îïðîêñèìàöi¨ N íóëiâ Ëi-
ßíãà òà óÿâíî¨ ÷àñòèíè ïåðøèõ äåñÿòè íóëiâ ïðè ðiçíèõ λ âiäïîâiäíî.

À òåïåð ðîçãëÿíåìî ðóõ íóëiâ Ôiøåðà ó äiéñíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi. Òàê

ñàìî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ó âèïàäêó ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi, ìè íàâåäå-

ìî âèðàçè äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîäåëi íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ó
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Ðèñ. 4.7. (a) Ðóõ ïåðøèõ íóëiâ Ôiøåðà ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (4.26) ó êîìïëåêñíié z
ïëîùèíi ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ïðèâåäåíîãî äiéñíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ
h = s, s = 0, 1, . . . , 15 òà λ. (b) Ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ Z R

1 (h) (íèæíi
êðèâi), Z I

1 (h) (âåðõíi êðèâi) (4.28) äëÿ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèíè êî-
îðäèíàòè ïåðøîãî íóëÿ Ôiøåðà z1, ÿê ôóíêöi¨ ñêåéëiíãîâî¨ çìiííî¨ h
ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà λ.

ïðèâåäåíèõ çìiííèõ z i h. Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (4.11)�(4.13) äëÿ ôóíêöié I±λ (x)

ó ñòàòèñòè÷íó ñóìó(4.9) ìè ïðèõîäèìî äî íàñòóïíîãî ïðåäñòàâëåííÿ:

Z(t, h) =


∫ +∞
0 exp

(
− tx2 − xλ−1

)
cosh(hx)dx , 3 < λ < 5,∫ +∞

0 exp
(
− tx2 − x4

)
cosh(hx)dx , λ ≥ 5 ,

(4.26)

äå t òà h âèçíà÷àþòüñÿ iç ðiâíÿííÿ (4.18) òà (4.24) âiäïîâiäíî.

Ðèñ. 4.7a äåìîíñòðó¹ ðåçóëüòàòè, ùî îïèñóþòü ðóõ íóëiâ Ôiøåðà ó äié-

ñíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi äëÿ ôóíêöié (4.26) ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ λ. Êðàäðàòè

âiäïîâiäàþòü âèïàäêó λ ≥ 5 i î÷iêóâàíå çíà÷åííÿ êóòà ðóõó çãiäíî (4.27) ñòà-

íîâèòü ψ = π/3. Òîìó â öüîìó äiàïàçîíi λ íàøi ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè äîáðå

óçãîäæóþòüñÿ iç àíàëiòè÷íèìè ïåðåäáà÷åííÿìè, îñêiëüêè ìè îòðèìó¹ìî êóò

ψ ≃ 59◦. Îäíàê, öå íå ñïðàâåäëèâî ïðè ìåíøèõ çíà÷åííÿõ 3 < λ < 5. Äiéñíî,

ïiäñòàâëÿþ÷è êðèòè÷íi ïîêàçíèêè ó ðiâíÿííÿ (1.20) äëÿ êóòà ψ îòðèìó¹ìî

ψ =
π(λ− 3)

2(λ− 2)
. (4.27)

Çîêðåìà, iç (4.27) î÷iêó¹òüñÿ, ùî êóò ðóõó íóëiâ çìåíøó¹òüñÿ iç λ. Îäíàê, òðè

êðèâi ç Ðèñ.4.7a, çíàéäåíi äëÿ λ = 4.8, 4.5 i 4, äåìîíñòðóþòü çâîðîòíié òèï
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ïîâåäiíêè: êóò ðóõó íóëiâ Ôiøåðà çðîñòà¹ çi çìåíøåííÿì ïàðàìåòðà λ i ïðÿ-

ìó¹ äî àñèìïòîòè÷íîãî çíà÷åííÿ ψ = π/2. ßê ìè ïîêàçàëè âèùå, äëÿ ìîäåëi

ïðè êðèòè÷íié òåìïåðàòóði íóëi íå çàäîâîëüíÿþòü òåîðåìó Ëi-ßíãà: ¹ ñêií÷åí-

íà êiëüêiñòü íóëiâ iç ÷èñòî óÿâíîþ êîîðäèíàòîþ ïðè 3 < λ < 5. Òîìó ðiâíÿííÿ

(4.27) îòðèìàíå ç ïðèïóùåííÿ, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà, íå ìîæíà ââàæàòè

ñïðàâåäëèâèì òàêîæ. Êóò ψ (1.20), ùî îïèñó¹ ðóõ íóëiâ Ôiøåðà ó äiéñíîìó ìà-

ãíiòíîìó ïîëi, íå ìîæíà ïîâ'ÿçóâàòè iç âiäíîøåííÿì ñêåéëiíãó äëÿ êðèòè÷íèõ

ïîêàçíèêiâ.

Òàê ñàìî, ÿê áóëî çðîáëåíî äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi, ìè îçíà-

÷à¹ìî ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ äëÿ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèí j-ãî íóëÿ zj. Âèêîðè-

ñòîâó¹÷è âèðàç (3.3) äëÿ ñêåéëiíãîâèõ ôóíêöié iç ïiäðîçäiëó 3.4 äëÿ Z R
j (h),

Z I
j (h) ó ðiçíèõ äiàïàçîíàõ λ ìè îçíà÷èìî ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ äëÿ ìîäåëi Içiíãà

íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ÿê

Z R, I
j (h) ≡


⟨k2⟩
2 [a(λ)]2/(λ−1) T R, I

j

(
h ⟨k2⟩
⟨k⟩2a(λ)1/(λ−1)

)
, 3 < λ < 5,

⟨k2⟩
√

6/
√

lnNT R, I
j

(
h ⟨k2⟩
⟨k⟩2 (

lnN
24 )1/4

)
, λ = 5,

⟨k2⟩
√

3⟨k4⟩T R, I
j

(
h ⟨k2⟩
⟨k⟩2 (

⟨k4⟩
12 )1/4

)
, λ > 5 ,

(4.28)

à âèðàçè äëÿ h ïðè ðiçíèõ λ âèçíà÷àþòüñÿ ç (4.24). Ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ ïåð-

øîãî íóëÿ Ôiøåðà z1 ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ λ çîáðàæåíi íà Ðèñ. 4.7b. Iç ðiâ-

íÿííÿ (3.37) ìè î÷iêó¹ìî, ùî ñïîäiâàíå âiäíîøåííÿ Z I
1 (0)/Z R

1 (0) äà¹ çíà÷åí-

íÿ êóòà êîíäåíñàöi¨ íóëiâ Ôiøåðà φ, ùî äëÿ âèïàäêó áåçìàñøòàáíî¨ ìåðåæi ¹

λ-çàëåæíèì (äèâ. ïiäðîçäië 3.4). Iç Ðèñ. 4.7b ìè çíàõîäèìî Z I
i (0)/Z R

i (0) =

0.921; 0.798; 0.577 ÷è φ ≃ 0, 249π; 0.228π; 0.18π äëÿ λ = 4, 8; 4.5; 4 âiäïîâiä-

íî. Öi çíà÷åííÿ óçãîäæóþòüñÿ iç ïåðåäáà÷åíèìè ðiâíÿííÿì (4.15) òà íàâåäåíi ó

Òàáëèöi 4.1. Çàçíà÷èìî, ùî òî÷íiñòü çðîñòà¹ çi çðîñòàííÿì ïîðÿäêó íóëÿ j.

4.3.2. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà íóëiâ Ëi-ßíãà

Äîñëiäèìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè Z(h) (4.23) ïðè

Reh = 0 â ãðàíèöi âåëèêèõ Imh. Òàê, ó äiàïàçîíi 3 < λ < 5 ðîçãëÿíåìî ií-
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òåãðàë âèäó

Z(ir) =

∞∫
0

e−xλ−1

cos(rx)dx , (4.29)

ùî çàëåæèòü âiä äiéñíî¨ çìiííî¨ r. Ïðè r = Imh (4.29) çíàõîäèìî óÿâíó ÷àñòè-

íó ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (4.23). Àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêàó Z(ir) ìîæíà îïèñàòè,

çàñòîñîâóþ÷è ëåìó Åðäå¨ (äèâ. [203]).

Ëåìà Åðäå¨ îïèñó¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó iíòåãðàëó âèäó:

F (y) =

A∫
0

xb−1f(x)eiyx
a

dx. (4.30)

Ç ëåìè âèïëèâà¹: ÿêùî a ≥ 1, b > 0 i ôóíêöiÿ f(x) òà ¨¨ ïîõiäíi íà âåðõíié ìåæi

iíòåãðóâàííÿ ðiâíi íóëþ f(A) = f ′(x)|x=A = ... = f (n)(x)|x=A = 0, äëÿ iíòåãðàëó

(4.30) ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà àñèìïòîòèêà:

F (y) ∼
∞∑
k=0

aky
−k+b

a , y → ∞ , (4.31)

äå êîåôiöi¹íòè ak çàäàíi íàñòóïíèì ÷èíîì

ak =
fk(0)

k!a
Γ
(k + b

a

)
exp

(iπ(k + b)

2a

)
. (4.32)

Âèêîíàâøè çàìiíó çìiííèõ ó (4.29) ìè ïðåäñòàâèìî Jλ(y) ó ôîðìi, ñõîæié äî

(4.31):

Z(ir) =
5

λ− 1
Re

∞∫
0

x
5

λ−1−1e−x5

eirx
5/(λ−1)

dx . (4.33)

Çàóâàæèìî, ùî âåðõíÿ ìåæà iíòåãðóâàííÿ ó öüîìó âèïàäêó ðiâíà a = ∞. Ëåãêî

áà÷èòè, ùî óìîâè ëåìè çàäîâiëüíÿþòüñÿ i âèïëèâà¹ íàñòóïíèé àñèìïòîòè÷íèé

ðîçêëàä äëÿ ôóíêöi¨ (4.29):

Z(ir) ∼
∞∑
k=0

bkr
−k(λ−1)

5 −1 , r → ∞ , (4.34)

äëÿ êîåôiöi¹íòiâ bk îòðèìó¹ìî

bk =
(λ− 1)fk(0)

5k!
Γ
(k(λ− 1)

5
+ 1

)
cos

(π(k(λ− 1) + 5)

10

)
. (4.35)
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Ðèñ. 4.8. Ôóíêöiÿ log |Z(ir)| äëÿ: (a) λ ≥ 5, (b) λ = 4.99 òà (c) λ = 4.5. Ñóöiëü-
íi êðèâi: ðåçóëüòàòè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäó. Äëÿ λ ≥ 5 ôóíêöiÿ
ïîñòiéíî çàëèøà¹òüñÿ çíàêîçìiííîþ (òîáòî, êiëüêiñòü íóëiâ ¹ íåîáìå-
æåíîþ) íà âiäìiíó âiä âèïàäêó λ < 5.

Íèæ÷å íàâåäåìî àñèìïòîòèêè ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ïðè λ = 3 òà λ = 5.

• λ = 3

Äëÿ λ = 3 iíòåãðàë (4.23) áåðåòüñÿ òî÷íî i ìè îòðèìó¹ìî

Z(ir) =
√
π/2 exp

(
− r2/4

)
. (4.36)

Òîáòî, ó ãðàíèöi âåëèêèõ r iíòåãðàë çàãàñà¹ çà åêñïîíåíöiéíèì çàêîíîì.

Áiëüø òîãî, Z(ir) > 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ 0 < r < ∞, ùî ñâiä÷èòü ïðî âiäñó-

òíiñòü íóëiâ äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ó ïëîùèíi êîìïëåêñíîãî ïîëÿ h ïðè

λ = 3. Ó ñâîþ ÷åðãó, öå ñâiä÷èòü ïðî âiäñóòíiñòü ôàçîâîãî ïåðåõîäó ó

öüîìó âèïàäêó.
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• λ = 5

Ó äàíîìó âèïàäêó iíòåãðàë (4.23) ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê:

Z(ir) =

+∞∫
0

e−x4

cos(rx)dx =
1

2
Re

+∞∫
−∞

e−x4

eixrdx . (4.37)

Éîãî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ìîæíà çíàéòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä íàé-

øâèäøîãî ñïóñêó, ïîðàõóâàâøè ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ ó òî÷öi åêñòðå-

ìóìó x = (ir/4)1/3:

Z(ir) ∼ 1

2
exp

(
− 3

2
(r/4)4/3

)
cos

(3
√

3

2
(r/4)4/3

)
, r → ∞ . (4.38)

Iíòåãðàë Z(ir) ìà¹ áåçìåæíó êiëüêiñòü íóëiâ, îñêiëüêè ïðèñóòíi îñöèëÿöi¨

íà âñüîìó ïðîìiæêó, ÿê ìè ïðîäåìîíñòðó¹ìî íèæ÷å.

Íà Ðèñ. 4.8 ìè ïîðiâíþ¹ìî ïîâåäiíêó ÷èñåëüíî ïîðàõîâàíî¨ ôóíêöi¨

log |Z(ir)| iç ¨¨ àñèìïòîòè÷íèì ðîçêëàäîì (ðiâíÿííÿ (4.34) òà (4.38)) ïðè ðiçíèõ

λ. Ìîæíà ïîìiòèòè, ùî ïîâåäiíêà ôóíêöi¨ äëÿ âèïàäêó λ < 5 ÿêiñíî âiäðiçíÿ-

¹òüñÿ âiä ïîâåäiíêè ïðè λ ≥ 5: ó îñòàííüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ çàëèøà¹òüñÿ

çíàêîçìiííîþ (òîáòî êiëüêiñòü íóëiâ ¹ áåçìåæíîþ), ùî íå õàðàêòåðíî äëÿ âè-

ïàäêó 3 < λ < 5. Ó öüîìó âèïàäêó, êiëüêiñòü ðàçiâ, êîëè ôóíêöiÿ ñòàòèñòè÷íî¨

ñóìè çìiíþ¹ çíàê ¹ ñêií÷åííîþ i ôóíêöiÿ ïðÿìó¹ äî àñèìïòîòè÷íîãî çíà÷åííÿ.

Òîìó êiëüêiñòü íóëiâ ¹ îáìåæåíîþ. ßê ìîæíà áà÷èòè iç Ðèñ. 4.8a, b, c, êiëüêiñòü

îñöèëÿöié çðîñòà¹ çi çáiëüøåííÿì λ.

4.4. Âèñíîâêè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïîêàçàëè, ÿê ìåòîä àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè

â êîìïëåêñíié ïëîùèíi ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äëÿ àíàëiçó êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè

ñïiíîâèõ ìîäåëåé íà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ. Â ïðîöåñi ðîáîòè áóëî âèÿâëåíî

íåçâè÷íó ïîâåäiíêó ðÿäó óíiâåðñàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê.

ßê áóëî âiäîìî ðàíiøå, êðèòè÷íi ïîêàçíèêè, ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ òà âiä-

íîøåííÿ àìïëiòóä ìîäåëi Içiíãà íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi âèçíà÷àþòüñÿ çíà÷å-
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ííÿì ïàðàìåòðà λ. Ïðè àíàëiçi íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìè âñòàíîâèëè, ùî êóò

êîíäåíñàöi¨ íóëiâ Ôiøåðà φ òà ïîêàçíèê σ ¹ òàêîæ λ-çàëåæíèìè. Ó äiàïàçîíi

λ > 5 ¨õ çíà÷àííÿ âiäïîâiäàþòü ñïîñòåðåæóâàíèì íà ïîâíîìó ãðàôi, à ó âèïàäêó

3 < λ < 5 çàäàþòüñÿ âèðàçàìè (4.15), (4.16).

Ïî äðóãå, ëîãàðèôìi÷íi ïîïðàâêè äî ñêåéëiíãó, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ äëÿ

ñïiíîâèõ ìîäåëÿõ íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ïðè λ = 5 [88, 89, 93, 94] ïðèâîäÿòü

äî ïîÿâè ïîïðàâîê äëÿ êîîðäèíàò íóëiâ ÿê ôóíêöi¨ ðîçìiðó ìåðåæi N :

Hj ∼ N−3/4
(

lnN
)1/4

, tj ∼ N−1/2(lnN)1/2 . (4.39)

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ñòåïåíi ëîãàðèôìiâ çàäîâiëüíÿþòü âiäïîâiäíi ñïiââiäíîøå-

ííÿ ñêåéëiíãó [89].

Íàñòóïíîþ öiêàâîþ ðèñîþ ¹ òå, ùî íóëi Ëi-ßíãà ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìî-

äåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ïðè êðèòè÷íié òåìïåðàòóði íå

çàäîâiëüíÿþòü òåîðåìó ïðî îäèíè÷íå êîëî â äiàïàçîíi 3 < λ < 5. Ïðè λ ≥ 5

óñi íóëi ¹ ÷èñòî óÿâíèìè, òîäi ÿê ïðè λ < 5 çi ñïàäàííÿì λ êiëüêiñòü ÷èñòî

óÿâíèõ íóëiâ çìåíøó¹òüñÿ òà ç'ÿâëÿþòüñÿ íóëi iç äiéñíîþ òà óÿâíîþ ÷àñòèíîþ.

Öå íåî÷iêóâàíî, îñêiëüêè îçíà÷à¹, ùî ðîëü ïîêàçíèêà çàãàñàííÿ λ (äëÿ ìåðåæ)

òà âèìiðíîñòi d (ïåðiîäè÷íèõ ãðàòîê), ÿêi êîíòðîëþþòü óíiâåðñàëüíi õàðàêòåðè-

ñòèêè ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ i ¹ ãëîáàëüíèìè ïàðàìåòðàìè, íå åêâiâàëåíòíà íà ðiâíi

íóëiâ Ëi-ßíãà. Çàçíà÷èìî, ùî åêñïåðåìåíòàëüíå ñïîñòåðåæåííÿ íóëiâ Ëi-ßíãà

[17] âiäïîâiäà¹ âèïàäêó ñóòî óÿâíèõ íóëiâ [152], îäíàê äàíèé âèïàäîê ïîðóøåííÿ

òåîðåìè íå ¹äèíèé [136�147], òîìó ðîçðîáëåííÿ íîâèõ ìåòîäiâ, ùî äîçâîëÿþòü

åêñïåðèìåíòàëüíî âèÿâëÿòè íóëi iç äiéñíîþ ÷àñòèíîþ, ¹ âêðàé âàæëèâèì.

Ïiäâîäÿ÷è ïiäñóìîê çàçàíà÷èìî, ùî ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè Ëi-ßíãà áóëî

äîâåäåíî [204] äëÿ áóäü-ÿêîãî êëàñó içiíãîïîäiáíèõ ìîäåëåé iç ôåðîìàãíiòíèìè

âçà¹ìîäiÿìè, äèâ. òàêîæ [205, 206]. Äàþ÷è îçíà÷åííÿ âiäïàëåíî¨ ìåðåæi ìè çà-

óâàæèëè, ùî òàêîþ ââàæàþòü àíñàìáëü óñiõ ìîæëèâèõ êîíôiãóðàöié ìåðåæi.

Ó ñòàòèñòè÷íié ñóìi ìè âèêîíóâàëè ïîäâiéíå óñåðåäíåííÿ � çà ñïiíàìè òà êîí-

ôiãóðàöiÿìè ìåðåæi. Ñàìå öå ìîæå áóòè îäíèì iç ìîæëèâèõ ïîÿñíåíü ïîðóøå-

ííÿ òåîðåìè äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà áåçìàñøòàáíié âiäïàëåíié ìåðåæi ó äiàïàçîíi
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3 < λ < 5. À ñàìå, ÿêùî íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè äëÿ êîæíî¨ êîíôiãóðàöi¨ çàäî-

âiëüíÿþòü âëàñòèâiñòü Ëi-ßíãà, òî óñåðåäíåííÿ çà êîíôiãóðàöiÿìè ïðèçâîäèòü

äî òîãî, ùî çàãàëüíà ñòàòèñòè÷íà ñóìà, òàêó âëàñòèâiñòü äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ (íóëiâ)

ìîæå i íå çàäîâiëüíÿòè.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ìè äîñëiäæóâàëè êðèòè÷íó ïîâåäiíêó ñïiíîâèõ

ìîäåëåé íà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ, ïðè íàÿâíîñòi çàìîðîæåíîãî ÷è âiäïàëå-

íîãî áåçëàäó, òà íà ïîâíîìó ãðàôi. Íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi, ùî õàðàêòåðèçó-

¹òüñÿ ñòåïåíåâî-ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ, êðèòè÷íà ïîâå-

äiíêà ñóòò¹âèì ÷èíîì çàëåæèòü âiä ïîêàçíèêà ñïàäàííÿ λ (2.2). Êðèòè÷íi ïî-

êàçíèêè, âiäíîøåííÿ àìïëiòóä, ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ âèÿâëÿþòüñÿ λ-çàëåæíèìè.

Òàêèì ÷èíîì ñàìå ïîíÿòòòÿ óíiâåðñàëüíîñòi äëÿ ìîäåëåé íà áåçìàñøòàáíèõ ìå-

ðåæàõ çàçíà¹ çìií: λ âèÿâëÿ¹òüñÿ îäíèì iç ãëîáàëüíèõ ïàðàìåòðiâ, ùî âèçíà÷à¹

êëàñ óíiâåðñàëüíîñòi. Ïîðÿä iç òðàäèöiéíèì â òåîði¨ ñêëàäíèõ ìåðåæ ìåòîäîì

íåîäíîðiäíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ, ìè âèêîðèñòàëè ìåòîä àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè-

÷íî¨ ñóìè â êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Äî ïîÿâè íàøèõ ðîáiò äàíèé ìåòîä ó òåîði¨

ñêëàäíèõ ìåðåæ íå çàñòîñîâóâàâñÿ. Îòðèìàíi íàìè ðåçóëüòàòè ñâiä÷àòü ïðî éî-

ãî ïåðñïåêòèâíiñòü òà âiäêðèâàþòü íîâèé øëÿõ äëÿ àíàëiçó ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ

íà ñêëàäíèõ ìåðåæàõ.

Íèæ÷å ìè iùå ðàç êîðîòêî ïiäñóìó¹ìî îðèãiíàëüíi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi

ó òðüîõ ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ.

1. Äëÿ q-ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà íà íåñêîðåëüîâàíi áåçìàñøòàáíié ìåðåæi

ó ïðèñóòíîñòi çàìîðîæåíîãî áåçëàäó, âèêîðèñòîâóþ÷è íàáëèæåííÿ íåî-

äíîðiäíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ, îòðèìàíî ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨.

Ôàçîâà äiàãðàìà ìîäåëi (ðèñ. 2.2) ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî õàðàêòåð âïîðÿä-

êóâàííÿ òà ðiä ôàçîâîãî ïåðåõîäó êàðäèíàëüíèì ÷èíîì çàëåæèòü ÿê âiä

êiëüêîñòi ñòàíiâ q, òàê i âiä ïîêàçíèêà çàãàñàííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ñòóïå-

íiâ âóçëiâ λ. Â ðåæèìi ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó ìè âïåðøå îòðè-
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ìàëè ñêåéëiíãîâi ôóíêöi¨ ìîäåëi òà âiäíîøåííÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä.

2. Äëÿ ÿâèùà ïåðêîëÿöi¨ íà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ (ãðàíèöÿ q → 1 ìîäå-

ëi Ïîòòñà) ïîêàçàíî âèíèêíåííÿ ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê äî ñêåéëiíãó.

Îòðèìàíi çíà÷åííÿ ïîêàçíèêiâ ïîïðàâîê äî ñêåéëiíãó ¹ âiä'¹ìíèìè. Öå

îçíà÷à¹ ïîñëàáëåííÿ ñèíãóëÿðíîñòåé âiäïîâiäíèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ â îêî-

ëi òî÷êè ïåðêîëÿöi¨.

3. Ìè âñòàíîâèëè, ùî ñòðèáîê òåïëî¹ìíîñòi δcH ìîäåëi Içiíãà íà áåçìàñ-

øòàáíié ìåðåæi ¹ λ-çàëåæíèì íàâiòü ïðè λ > 5, êîëè âñi êðèòè÷íi ïî-

êàçíèêè íå çàëåæàòü âiä λ òà ¹ ñòàíäàðòíèìè êðèòè÷íèìè ïîêàçíèêà-

ìè ñåðåäíüîãî ïîëÿ. Çíà÷åííÿ ñòðèáêà òåïëî¹ìíîñòi ó öüîìó âèïàäêó íà-

áëèæàþòüñÿ äî ïåðåäáà÷åíîãî ó òåîði¨ ñåðåäíüîãî ïîëÿ òiëüêè â ãðàíèöi

δcH(λ→ ∞) = 3/2.

4. Ìè äîïîâíèëè àíàëiç ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi çàñòîñîâóþ÷è ôîð-

ìàëiçì Ëi-ßíãà-Ôiøåðà àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè. Âèêîðèñòîâóþ-

÷è ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé äëÿ íóëiâ ó ïëîùèíi êîìïëåêñíî¨ òåìïåðàòóðè

(íóëi Ôiøåðà), ìè çíàéøëè âiäïîâiäíi iíòåãðàëüíi ïðåäñòàâëåííÿ ñòàòè-

ñòè÷íî¨ ñóìè äëÿ âèïàäêó êîìïëåêñíîãî ïîëÿ (íóëi Ëi-ßíãà), çíàéøëè

çíà÷åííÿ êîíôîðìíî iíâàðiàíòíèõ êóòiâ òà ïîêàçíèêà ñêåéëiíãó äëÿ íóëiâ

Ëi-ßíãà.

5. Ìè âïåðøå çàñòîñóâàëè ìåòîä àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè äëÿ àíàëiçó

êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñïiíîâèõ ìîäåëåé íà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ. Çíà-

éäåíi íàìè êîíôîðìíî-iíâàðiàíòíi õàðàêòåðèñòèêè ðîçòàøóâàííÿ íóëiâ ó

âèïàäó áåçìàñøòàáíî¨ ìåðåæi âèÿâëÿþòüñÿ çàëåæíèìè âiä çíà÷åííÿì ïà-

ðàìåòðà λ. À ñàìå, çíà÷åííÿ êóòà êîíäåíñàöi¨ íóëiâ Ôiøåðà φ òà ïîêàçíèêà

σ ó äiàïàçîíi λ ≥ 5 âiäïîâiäàþòü ñïîñòåðåæóâàíèì íà ïîâíîìó ãðàôi, à ó

âèïàäêó 3 < λ < 5 çàäàþòüñÿ âèðàçàìè (4.15), (4.16).

6. Äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ïðè λ = 5 ïîÿâ-

ëÿþòüñÿ ëîãàðèôìi÷íi ïîïðàâêè äëÿ êîîðäèíàò íóëiâ ÿê ôóíêöi¨ ðîçìiðó

ìåðåæi N (äèâ. ð-íÿ (4.39)) iç ïîêàçíèêàìè, ùî çàäîâiëüíÿþòü ñêåéëiíãîâi
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çàëåæíîñòi äëÿ öèõ ëîãàðèôìi÷íèõ ïîïðàâîê.

7. Òåîðåìà Ëi-ßíãà ïðî êîëî îäèíè÷íîãî ðàäióñà äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà âiä-

ïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ïîðóøó¹òüñÿ ó äiàïàçîíi 3 < λ < 5. ßêùî

ïðè λ ≥ 5 óñi íóëi ¹ ÷èñòî óÿâíèìè, ïðè 3 < λ < 5 çi ñïàäàííÿì λ êiëü-

êiñòü ÷èñòî óÿâíèõ íóëiâ çìåíøó¹òüñÿ òà ç'ÿâëÿþòüñÿ íóëi iç äiéñíîþ òà

óÿâíîþ ÷àñòèíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâàì òåîðåìè.
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ÄÎÄÀÒÎÊ À

ÏÐÎ ÂÈÁIÐ ÂÅÐÕÍÜÎ� ÌÅÆI ÎÁÐIÇÀÍÍß

Ó öüîìó äîäàòêó ìè äåòàëüíiøå îáãîâîðèìî âèáið âåðõíüî¨ ìåæi îáðiçàííÿ

äëÿ iíòåãðàëó (4.7). Ìåðåæà ñêií÷åííîãî ðîçìiðó (çi ñêií÷åííîãî ÷èñëà âóçëiâ

N) íå ìîæå ìiñòèòè âóçëè ç áåçìåæíèì ñòóïåíåì k. Äëÿ áåçìàñøòàáíî¨ ìåðåæi

ìàêñèìàëüíèé ñòóïiíü âóçëà kmax äëÿ ñêií÷åííîãî N (òàê çâàíèé natural cut-o�)

ìîæíà îçíà÷èòè êiëüêîìà ñïîñîáàìè.

Ó ðîáîòi [207] áóëî çàïðîïîíîâàíî îçíà÷èòè ìåæó îáðiçàííÿ kmax, ÿê çíà-

÷åííÿ ñòóïåíÿ, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ îäíà âåðøèíà:

Np(kmax) ∼ 1. (À.1)

Çâiäñè îäåðæó¹òüñÿ òàêà çàëåæíiñòü âiä N :

kmax ∼ N 1/λ. (À.2)

Iíøå îçíà÷åííÿ äëÿ ìåæi îáðiçàííÿ äàíå â [63]. Òàê, òóò kmax âiäïîâiäà¹ òàêå

çíà÷åííÿ ñòóïåíÿ âóçëà k, âèùå ÿêîãî î÷iêóþòü ìàòè ùîíàéáiëüøå îäíó âåð-

øèíó:

N

∞∫
kmax

p(k)dk ∼ 1, (À.3)

ùî â ñâîþ ÷åðãó äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè

kmax ∼ N 1/(λ−1). (À.4)

Ó ðîáîòi [208] äëÿ îçíà÷åííÿ ïðèðîäíüî¨ ìåæi îáðiçàííÿ âèêîðèñòàëè òåîðiþ

åêñòðåìàëüíèõ çíà÷åíü.
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Õî÷à (À.4) i (À.2) õàðàêòåðèçóþòü çàëåæíiñòü kmax âiä ðîçìiðó ñèñòåìè

N iç ðiçíèìè ïîêàçíèêàìè, íèæ÷å ìè ïîêàæåìî, ùî âèãëÿä kmax(N)-çàëåæíîñòi

íå çìiíþ¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïðîâiäíèõ äîäàíêiâ çà N äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨

ñóìè (4.9).

Äëÿ ñïðîùåííÿ ðîçãëÿíåìî ñòàòèñòè÷íó ñóìó (4.5) ïðè âiäñóòíîñòi çîâíi-

øíüîãî ïîëÿ H = 0:

ZN(T ) =

+∞∫
−∞

exp
(−N⟨k⟩x2T

2
+
∑
l

ln cosh(xkl)
)
dx . (À.5)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (4.6), ïåðåïèøåìî â ïîêàçíèêó åêñïîíåíòè ñóìó çà âóçëàìè

ìåðåæi
∑

l ÷åðåç iíòåãðàë çà k iç çàäàíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó p(k), çáåðiãàþ÷è

íèæíþ íà âåðõíþ ìåæi iíòåãðóâàííÿ:

ZN(T ) =

+∞∫
−∞

exp
{
N
[−⟨k2⟩x2 t

2
+ (À.6)

kmax∫
kmin

p(k)[ln cosh(xk) − 1

2
(xk)2]dk

]}
dx ,

iç t = (T − Tc)/Tc òà Tc = ⟨k2⟩/⟨k⟩. Ùîá îá÷èñëèòè (À.6), ìè âèêîðèñòà¹ìî òó

âëàñòèâiñòü, ùî ïðè âåëèêèõ N îñíîâíèé âíåñîê îäåðæó¹ìî âiä ìàëèõ x. Öå

îçíà÷à¹, ùî ïîòðiáíî ïðîiíòåãðóâàòè ïî k ó (À.6) ïðè ìàëèõ x òà ïðè âåëèêèõ

N . Ùîá ìåðåæà áóëà çâ'ÿçíîþ äëÿ âñiõ 3 < λ < 5, ìè âèáåðåìî íèæí¹ çíà÷åííÿ

kmin = 2 [176]. Êëþ÷îâèì ìîìåíòîì ¹ òå, ùî çíà÷åííÿ iíòåãðàëó íå çàëåæèòü

âiä òîãî, ÿê ñàìå kmax ïðÿìóâàòèìå äî áåçìåæíîñòi (íàïðèêëàä, kmax ∼ N
1

λ−1 ),

îñêiëüêè kmin òà kmax ¹ ó (À.6) ëèøå ó äîäàíêàõ, ùî çàëåæàòü âiä N . Áiëüøå

òîãî, öþ çàëåæíiñòü ìîæíà âèáðàòè ó ôîðìi, ùî âiäïîâiäà¹ ïðèðîäíié ìåæi

îáðiçàííÿ (À.4) ÷è áóäü-ÿêié iíøié, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ limN→∞ kmax → ∞.

Îòæå, ìè îòðèìó¹ìî:

lim
x→0

lim
N→∞

kmax∫
kmin

p(k)[ln cosh(xk) − 1

2
(xk)2]dk = (À.7)
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lim
x→0

∞∫
2

p(k)[ln cosh(xk) − 1

2
(xk)2]dk .

Iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (À.7) áóâ çíàéäåíèé ðàíiøå (äèâ., íàïðè-

êëàä, [93] ÷è [18]). Îòðèìó¹ìî

lim
x→0

∞∫
2

p(k)[ln cosh(xk) − 1

2
(xk)2]dk = aλx

λ−1 +O(xλ), (À.8)

iç âiäîìèìè çíà÷åííÿìè êîåôiöi¹íòiâ aλ [18, 93]. Ïiäñòàâëÿþ÷è (À.8) ó (À.6)

ïðèõîäèìî äî âèðàçó:

ZN(τ) ∼
∞∫
0

exp
{
−N

(⟨k2⟩x2τ
2

+ a(λ)xλ−1
)}
dx , 3 < λ < 5 . (À.9)

Òåïåð ìîæíà ðîçðàõóâàòè iíòåãðàë (À.9), âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä íàé-

øâèäøîãî ñïóñêó. Ðåçóëüòàòè, ùî ìè îòðèìàëè, óçãîäæóþòüñÿ iç òåîði¹þ Ëàí-

äàó äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ [108], òàê ñàìî, ÿê i ç ðåçóëüòà-

òàìè íåîäíîðiäíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ [87, 93, 94]. Òàêèì ÷èíîì, âñi öi íàáëèæåí-

íÿ (Ëàíäàó, íåîäíîðiäíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ òà äàíå iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ)

ïðèâîäÿòü äî îäíàêîâî¨ òåðìîäèíàìiêè.
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ÄÎÄÀÒÎÊ Á

ÍÓËI ÌÎÄÅËI IÇIÍÃÀ ÍÀ ÏÎÂÍÎÌÓ ÃÐÀÔI
ÄËß ÄÂÎ- ÒÀ ÒÐÈ-ÑÏIÍÎÂÎ� ÑÈÑÒÅÌÈ

Äëÿ ïîÿñíåííÿ ïîøóêó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ðîçãëÿíåìî äâà íàéïðî-

ñòiøi âèïàäêè � äâî- òà òðè-ñïiíîâó ìîäåëü Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi. Äëÿ ñïðî-

ùåííÿ ïîêëàäåìî çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå H = 0 òà çíàéäåìî íóëi ó âèïàäêó

êîìïëåêñíèõ òåìïåðàòóð.

Äëÿ äâî÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi Içiíãà ãàìiëüòîíiàí çàïèøåòüñÿ:

−H =
∑
i ̸=j

SiSj, i, j = 1, 2. (Á.1)

Óñåðåäíþþ÷è ó ñòàòèñòè÷íié ñóìi çà êîíôiãóðàöiÿìè ñïiíiâ, îäåðæó¹ìî íàñòó-

ïíèé âèðàç:

Z = 2(eβ + e−β). (Á.2)

Ïåðåéäåìî äî iíøîãî òåìïåðàòóðíîãî ïðåäñòàâëåííÿ, îñêiëüêè êóòè ðîç-

òàøóâàííÿ íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ¹ êîíôîðìíî-iíâàðiàíòíi âiäíîñíî çàìiíè

çìiííèõ. Ïîçíà÷èìî x = eβ, äå β = 1/T � êîìïëåêñíà òåìïåðàòóðà. Îñêiëü-

êè çìiííà x êîìïëåêñíà, òî øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçêè ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi

x = xr+ixi, äå äëÿ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèíè êîîðäèíàòè ñïðàâåäëèâî xr = Re eβ

i xr = Im eβ. Ïðèðiâíÿâøè ñòàòèñòè÷íó ñóìó (Á.2) äî íóëÿ òà âèêîíàâøè çàìiíó

çìiííèõ, øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçêè äëÿ íàñòóïíîãî ïîëiíîìó â ïëîùèíi êîìïëåêñíèõ

çíà÷åíü çìiííî¨:

x2 + 1 = 0. (Á.3)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ ïîëiíîìó äðóãîãî ïîðÿäêó, ó ïëîùèíi êîìïëåêñíèõ òåì-

ïåðàòóð iñíó¹ äâà êîìïëåêñíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè: x1,2 = ±i.
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Ðèñ. Á.1. Íóëi Ôiøåðà (à) äâî÷àñòèíêîâî¨ òà (b) òðè÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi Içiíãà
íà ïîâíîìó ãðàôi ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi eβ.

Ó ïëîùèíi êîìïëåêñíèõ x = xr + ixi öå âiäïîâiäà¹ äâîì òî÷êàì íà óÿâíié îñi

(äèâ. Ðèñ. Á.1a).

Òåïåð çíàéäåìî íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè äëÿ N = 3-÷àñòèíêîâî¨ ìîäåëi

Içiíãà íà ïîâíîìó ãðàôi ïðè âiäñóòíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ (H = 0). Ãàìiëüòîíiàí

çàïèøåòüñÿ:

−H =
∑
i̸=j

SiSj, i, j = 1, 2, 3. (Á.4)

Óñåðåäíþþ÷è çà êîíôiãóðàöiÿìè ñïiíiâ òà ïðèðiâíþþ÷è äî íóëÿ ñòàòèñòè÷íó

ñóìó, ïîïåðåäíüî âèêîíàâøè çàìiíó çìiííèõ x = eβ, ïðèõîäèìî äî íàñòóïíîãî

ðiâíÿííÿ äëÿ ïîëiíîìó øîñòîãî ïîðÿäêó:

x6 + 6x2 + 1 = 0. (Á.5)

Äëÿ öüîãî ïîëiíîìó àíàëiòè÷íî çíàõîäèìî íàñòóïíi 6 êîìïëåêñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ:

x1,2 = ±0.407i ÷è x3,4 = 1.127 ± i1.089, x5,6 = −1.127 ± i1.089. Ïåðøà ñiì'ÿ

ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ ÷èñòî óÿâíi êîîðäèíàòè, òîäi ÿê ðîç'ÿçêè x3,4,5,6 ìiñòÿòü óÿâíó òà

äiéñíó ÷àñòèíó êîîðäèíàò íóëiâ Ôiøåðà (äèâ. Ðèñ. Á.1b).

Òàêèé àíàëiç ïîøóêó íóëiâ Ôiøåðà ìîæíà ïðîäîâæèòè i äëÿ ñèñòåì áiëü-

øîãî ðîçìiðó, îäíàê çðîñòàííÿ ñòåïåíÿ ïîëiíîìó iç äîäàâàííÿì êîæíî¨ íàñòó-

ïíî¨ ÷àñòèíêè óñêëàäíþ¹ ðîçâ'ÿçóâàííÿ i ïîøóê àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ

êîîðäèíàò íóëiâ. Ó íàøié ðîáîòi ìè àíàëiçóâàòèìåìî iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåí-

íÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè òà çíàõîäèòèìåìî êîìïëåêñíi íóëi ÷èñåëüíî.
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ÄÎÄÀÒÎÊ Â

×ÈÑÅËÜÍÎ ÇÍÀÉÄÅÍI ÇÍÀ×ÅÍÍß
ÏÎÊÀÇÍÈÊÀ σ ÄËß ÌÎÄÅËI IÇIÍÃÀ ÍÀ

ÂIÄÏÀËÅÍIÉ ÁÅÇÌÀÑØÒÀÁÍIÉ ÌÅÐÅÆI (I
ÑÏÎÑIÁ)

Ó öüîìó Äîäàòêó ìè îïèøåìî äåòàëüíî ïðîöåäóðó ïiäãîíêè, ÿêó âèêîðè-

ñòîâó¹ìî äëÿ îòðèìàííÿ çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà σ äëÿ ìîäåëi íà âiäïàëåíié ìåðåæi

ç ïîêàçíèêîì çàãàñàííÿ λ. Äëÿ ïðèâåäåíî¨ êîîðäèíàòè íóëiâ Ëi-ßíãà ðiâíÿííÿ

(3.19) çàïèøåòüñÿ:

Imhj ∼ (j − C)σ . (Â.1)

Íàøà ìåòà � ïåðåâiðèòè ÷è ñòåïåíåâèé çàêîí (Â.1) ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ j ïðè

ðiçíèõ C òà λ. Íà Ðèñ. Â.1 ìè çîáðàçèëè ïåðøi 7 êîîðäèíàò íóëiâ Ëi-ßíãà ïðè

λ = 4.9 òà C = 0; 0.5; 0, 7 àïðîêñèìàöi¨ ïðÿìîþ. Ïîâòîðþþ÷è öþ ïðîöåäóðó

ïðè ðiçíèõ C òà çàäàíîìó λ, ìè çíàõîäèìî îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà

ïiäãîíêè, êîëè ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ ∆ ¹ ìiíiìàëüíèì. Çàëåæíîñòi

∆(C) òà σ(C) ïðè λ = 4.9 ïîêàçàíi íà Ðèñ Â.2. Ïðè îïòèìàëüíîìó çíà÷åííÿ

ïàðàìåòðà Copt = 0.36 âåëè÷èíà ïîêàçíèêà σ(Copt) = 0.724(7), â òîé ÷àñ, ÿê

òî÷íå çíà÷åííÿ ðiâíå σ = 0.744.

Ó Òàáë. Â.1 òà Òàáë. Â.2 ìè íàâîäèìî ÷èñåëüíî îòðèìàíi çíà÷åííÿ ÷èñòî

óÿâíèõ íóëiâ Ëi-ßíãà ïðè λ = 4.1 ÷ 4.9 òà óÿâíó ÷àñòèíó êîîðäèíàòè ïåðøèõ

äåñÿòè íóëiâ ïðè λ = 3.5÷ 4.9. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîöåäóðó ïiäãîíêè, ìè çíàõî-

äèìî êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ ∆, ïîêàçíèê σ òà îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà

ïiäãîíêè Copt äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi, àïðîêñè-

ìóþ÷è N íóëiâ Ëi-ßíãà ÷è óÿâíó ÷àñòèíó ïåðøèõ äåñÿòè íóëiâ â çàëåæíîñòi
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Ðèñ. Â.1. Ëiíiéíà àïðîêñèìàöiÿ ïåðøèõ ñåìè êîîðäèíàò íóëiâ Ëi-ßíãà ïðè λ =
4.9 äëÿ C = 0; 0.5; 0, 7 (êîëà, êâàäðàòè òà çiðêè âiäïîâiäíî).

âiä ïîðÿäêó íóëÿ ïðè ðiçíèõ λ (äèâ. Òàáë. Â.3 òà Òàáë. Â.4, âiäïîâiäíî).
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Ðèñ. Â.2. Ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ ∆ òà ïîêàçíèê σ ïðè λ = 4.9,
îòðèìàíi ç àïðîêñèìàöi¨ ïåðøèõ ñåìè êîîðäèíàò Ëi-ßíãà, ÿê ôóí-
êöi¨ ïàðàìåòðà ïiäãîíêè C. Çíà÷åííÿ, ïîêàçíèêà σ, îá÷èñëåíå ïðè
σ(Copt) = 0.724(7) ¹ äîâîëi áëèçüêèì äî òî÷íîãî çíà÷åííÿ σ = 0.744.



138

Òàáë. Â.1. ×èñåëüíî îòðèìàíi çíà÷åííÿ ÷èñòî óÿâíèõ íóëiâ Ëi-ßíãà (N ) äëÿ
ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi (λ çìiíþ¹òüñÿ âiä
4.1 äî 4.9 ç êðîêîì 0.1).

λ Imh1 Imh2 Imh3 Imh4 Imh5 Imh6 Imh7
4.1 3.549 7.354 8.778 − − − −
4.2 3.533 7.178 9.072 − − − −
4.3 3.518 7.068 9.262 − − − −
4.4 3.506 6.991 9.388 − − − −
4.5 3.495 6.933 9.474 − − − −
4.6 3.485 6.889 9.531 12.491 13.577 − −
4.7 3.476 6.855 9.571 12.301 14.065 − −
4.8 3.468 6.827 9.599 12.239 14.352 − −
4.9 3.460 6.804 9.620 12.223 14.533 17.111 18.420

Òàáë. Â.2. ×èñåëüíî îòðèìàíi çíà÷åííÿ óÿâíî¨ ÷àñòèíè ïåðøèõ 10 íóëiâ Ëi-ßíãà
äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi (λ çìiíþ¹òüñÿ
âiä 3.5 äî 4.9 ç êðîêîì 0.1)

λ Imh1 Imh2 Imh3 Imh4 Imh5 Imh6 Imh7 Imh8 Imh9 Imh10
3.5 3.762 7.212 9.496 11.351 12.983 14.470 15.850 17.146 18.375 19.548
3.6 3.702 7.417 9.940 11.976 13.770 15.406 16.927 18.358 19.716 21.014
3.7 3.657 7.597 10.357 12.570 14.522 16.305 17.964 19.528 21.014 22.437
3.8 3.621 7.752 10.750 13.134 15.240 17.165 18.961 20.655 22.268 23.813
3.9 3.593 7.881 11.119 13.668 15.923 17.989 19.918 21.740 23.478 25.143
4 3.569 7.823 8.149 11.466 14.174 16.574 18.776 20.835 22.783 24.642

4.1 3.549 7.354 8.778 11.791 14.654 17.194 19.528 21.714 23.785 25.762
4.2 3.533 7.178 9.072 12.094 15.108 17.785 20.248 22.556 24.746 26.840
4.3 3.518 7.068 9.262 12.374 15.540 18.349 20.936 23.364 25.670 27.877
4.4 3.506 6.991 9.388 12.626 15.952 18.887 21.595 24.140 26.558 28.875
4.5 3.495 6.933 9.474 12.848 16.346 19.405 22.229 24.886 27.414 29.838
4.6 3.485 6.889 9.531 12.491 13.577 16.726 19.904 22.841 25.607 28.240
4.7 3.476 6.855 9.571 12.301 14.065 17.092 20.393 23.438 26.308 29.044
4.8 3.468 6.827 9.599 12.239 14.352 17.442 20.883 24.032 27.003 29.838
4.9 3.460 6.804 9.620 12.223 14.533 17.111 18.420 21.412 24.662 27.728
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Òàáë. Â.3. Ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ ∆, ïîêàçíèê σ òà îïòèìàëüíå çíà-
÷åííÿ ïàðàìåòðà ïiäãîíêè Copt äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåç-
ìàñøòàáíié ìåðåæi iç ïîêàçíèêîì çàãàñàííÿ λ (λ çìiíþ¹òüñÿ âiä 4.1
äî 4.9 ç êðîêîì 0.1) îá÷èñëåíi ïðè àïðîêñèìàöi¨ N ÷èñòî óÿâíèõ íó-
ëiâ Ëi-ßíãà. Êiëüêiñòü óÿâíèõ íóëiâ N äàíà ó äðóãié êîëîíöi. Òî÷íå
çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà σexact ïðèâåäåíå â îñòàííié êîëîíöi òàáëèöi.

λ N Copt σ σexact
4.1 3 0.93 0.267 0.677
4.2 3 0.81 0.386 0.688
4.3 3 0.70 0.475 0.697
4.4 3 0.61 0.543 0.706
4.5 3 0.53 0.601 0.714
4.6 5 0.49 0.639(19) 0.722
4.7 5 0.41 0.688(9) 0.730
4.8 5 0.37 0.715(4) 0.737
4.9 7 0.36 0.724(7) 0.744
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Òàáë. Â.4. Ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ ∆, ïîêàçíèê σ òà îïòèìàëüíå çíà-
÷åííÿ ïàðàìåòðà ïiäãîíêè Copt äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåç-
ìàñøòàáíié ìåðåæi iç ïîêàçíèêîì çàãàñàííÿ λ (λ çìiíþ¹òüñÿ âiä 3.5
äî 4.9 ç êðîêîì 0.1) îá÷èñëåíi ïðè àïðîêñèìàöi¨ óÿâíèõ ÷àñòèí êîîð-
äèíàò ïåðøèõ äåñÿòè íóëiâ Ëi-ßíãà. Òî÷íå çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà σexact
ïðèâåäåíå â îñòàííié êîëîíöi òàáëèöi. N � êiëüêiñòü ÷èñòî óÿâíèõ
íóëiâ Ëi-ßíãà.

λ N Copt σ σexact
3.5 1 0.58 0.528(1) 0.6
3.6 1 0.61 0.544(1) 0.615
3.7 1 0.62 0.565(1) 0.630
3.8 1 0.63 0.582(1) 0.643
3.9 1 0.64 0.597 0.655
4 3 0.15 0.776(33) 0.667

4.1 3 0.14 0.807(20) 0.677
4.2 3 0.12 0.838(14) 0.688
4.3 3 0.10 0.866(12) 0.697
4.4 3 0.07 0.896(11) 0.706
4.5 3 0.05 0.922(11) 0.714
4.6 5 0 0.890(19) 0.722
4.7 5 0 0.907(16) 0.730
4.8 5 0 0.923(15) 0.737
4.9 7 0.16 0.822(14) 0.744
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ÄÎÄÀÒÎÊ Ã

×ÈÑÅËÜÍÎ ÇÍÀÉÄÅÍI ÇÍÀ×ÅÍÍß
ÏÎÊÀÇÍÈÊÀ σ ÄËß ÌÎÄÅËI IÇIÍÃÀ ÍÀ
ÂIÄÏÀËÅÍIÉ ÁÅÇÌÀÑØÒÀÁÍIÉ ÌÅÐÅÆI

(II ÑÏÎÑIÁ)

Ðîçãëÿíåìî ïîâåäiíêó óÿâíî¨ êîîðäèíàòè íóëiâ Ëi-ßíãà Imhj ïðè ìàëèõ

j äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü λ. Íà Ðèñ. Ã.1a�c ìè íàâîäèìî êîîðäèíàòè óÿâíî¨ ÷àñòèíè

ïåðøèõ äåñÿòè íóëiâ Ëi-ßíãà Imhj ïðè λ = 4.5, λ = 4 òà λ = 3.5, ÿê ôóíêöié

j − C äëÿ ðiçíèõ C = 0, 1/4, 1/3, 1/2, 0.6, 0.9, âiäïîâiäíî. Ñóöiëüíèìèì êðè-

âèìè çîáðàæåíî ëiíi¨ î÷iêóâàíîãî ñêåéëiíãó iç ïîêàçíèêàìè σ(λ = 4.5) ≃ 0.714,

σ(λ = 4) ≃ 0.667, σ(λ = 3.5) ≃ 0.6, ïåðåäáà÷åíèìè ôîðìóëîþ (4.25). ßê ëåã-

êî áà÷èòè iç ðèñóíêiâ, íå iñíó¹ ¹äèíîãî îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ C äëÿ êðèâèõ

Imhj. Òåïåð öå çíà÷åííÿ ¹ λ-çàëåæíèì, òàê ñàìî, ÿê i ïîêàçíèê σ. Áiëüø òîãî,

ùîá âèáðàòè îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ C äëÿ ôiêñîâàíîãî λ òðåáà îçíà÷èòè, â ÿêî-

ìó äiàïàçîíi j iñíó¹ íàéêðàùå óçãîäæåííÿ iç ïðÿìîþ ëiíi¹þ. Ó òàáëèöi Ã.1 ìè

íàâîäèìî ÷èñåëüíî îäåðæàíi çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà σ. Íà Ðèñ. Ã.2 ìè ïîðiâíþ¹ìî

òî÷íå çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà σ (4.25) iç ÷èñåëüíî îòðèìàíèì çíà÷åííÿì σ, îäåð-

æàíèì ïðè ëiíiéíié àïðîêñèìàöi¨ óÿâíèõ ÷àñòèí ïåðøèõ äåñÿòè íóëiâ Ëi-ßíãà

â çàëåæíîñòi âiä ïîðÿäêó íóëÿ.

Ó Òàáëèöi Ã.1 ïðèâåäåíî ÷èñåëüíî çíàéäåíi çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà σ äëÿ ìî-

äåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi iç λ = 4.5, λ = 4 òà λ = 3.5.

Ïîêàçíèê îá÷èñëåíî ç ëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨ óÿâíèõ ÷àñòèí ïåðøèõ äåñÿòè íó-

ëiâ Ëi-ßíãà Imhj â çàëåæíîñòi âiä ïîðÿäêó íóëÿ j. Îñòàííié ðÿäîê äà¹ òî÷íå

çíà÷åííÿ σexact, ïåðåäáà÷åíå ç àíàëiòè÷íî¨ ôîðìóëè (4.15). Îïòèìàëüíå çíà-
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Ðèñ. Ã.1. (a), (b), (c) Êîîðäèíàòè óÿâíî¨ ÷àñòèíè ïåðøèõ äåñÿòè íóëiâ Ëi-ßíãà
Imhj ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ïðè λ = 4.5,
λ = 4 òà λ = 3.5, ÿê ôóíêöi¨ j − C ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ C =
0, 1/4, 1/3, 1/2, 0.6, 0.9. Ñóöiëüíi êðèâi � äëÿ íàî÷íî¨ äåìîíñòàöi¨ î÷i-
êóâàíèõ ñêåéëiíãîâèõ çàëåæíîñòié iç ïîêàçíèêîì σ(λ = 4.5) ≃ 0.714,
σ(λ = 4) ≃ 0.667, σ(λ = 3.5) ≃ 0.6.

÷åííÿ ïàðàìåòðà C ìîæíà âèáðàòè, ïîðiâíþþ÷è ÷èñåëüíî çíàéäåíå σ iç éîãî

àíàëiòè÷íèì çíà÷åííÿì.
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Ðèñ. Ã.2. Ïîêàçíèê σ äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ÿê
ôóíêöiÿ λ. Êðèâà � òî÷íi çíà÷åííÿ σ, ð-ííÿ (4.25). Êðóãè: ÷èñåëüíî
çíàéäåíi íàéêðàùi ðåçóëüòàòè ïiäãîíêè ç ôîðìóëè (3.19). Ïàðàìåòð
ïiäãîíêè C çìiíþ¹òüñÿ ç λ: C = 0.58, C = 0.53, C = 0.50, C = 0.47 òà
C = 0.33 äëÿ λ = 4.5, λ = 4.2, λ = 4, λ = 3.8, i λ = 3.5, âiäïîâiäíî.
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Òàáë. Ã.1. ×èñåëüíî îäåðæàíi çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà σ äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà âiäïà-
ëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi iç ïîêàçíèêîì çàãàñàííÿ λ = 4.5, λ = 4 i
λ = 3.5. Çíà÷åííÿ σ, îá÷èñëåíi ç ëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨ óÿâíèõ ÷àñòèí
íóëiâ Ëi-ßíãà Imhj â çàëåæíîñòi âiä j, j = jmin...10, âèêîðèñòîâóþ÷è
ôîðìóëó (3.19), ïðè êiëüêîõ çíà÷åííÿõ C. Îñòàííié ðÿäîê äà¹ òî÷íå
çíà÷åííÿ σexact, ïåðåäáà÷åíå ç àíàëiòè÷íî¨ ôîðìóëè (4.15).

C jmin λ = 4.5 λ = 4 λ = 3.5
0 1 0.939(11) 0.840(61) 0.690(26)
0 2 0.932(17) 0.738(19) 0.614(7)
0 3 0.950(23) 0.691(6) 0.598(3)
0 4 0.911(23) 0.679(3) 0.593(1)
0 5 0.866(13) 0.673(2) 0.590(1)
0 6 0.842(9) 0.669(1) 0.589
0 7 0.825(7) 0.667(1) 0.588
0 8 0.813(5) 0.665(1) 0.587
0 9 0.804 0.664 0.587

1/4 1 0.850(12) 0.764(24) 0.627(16)
1/4 2 0.876(17) 0.695(14) 0.577(29)
1/4 3 0.906(19) 0.658(3) 0.570
1/4 4 0.874(19) 0.651(1) 0.569
1/4 5 0.835(11) 0.649(1) 0.569
1/4 6 0.814(8) 0.647 0.570
1/4 7 0.801(6) 0.646 0.570
1/4 8 0.791(4) 0.646 0.571
1/4 9 0.783 0.646 0.571
1/3 1 0.818(16) 0.736(19) 0.604(12)
1/3 2 0.857(17) 0.680(13) 0.565(2)
1/3 3 0.891(17) 0.647(2) 0.560(1)
1/3 4 0.862(18) 0.642(1) 0.561(1)
1/3 5 0.825(10) 0.640 0.562(1)
1/3 6 0.805(7) 0.640 0.563(1)

σexact 0.714 0.667 0.6
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Òàáë. Ã.5. (ïðîäîâæåííÿ) ×èñåëüíî îäåðæàíi çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà σ äëÿ ìîäåëi
Içiíãà íà âiäïàëåíié áåçìàñøòàáíié ìåðåæi iç ïîêàçíèêîì çàãàñàííÿ
λ = 4.5, λ = 4 i λ = 3.5. Çíà÷åííÿ σ, îá÷èñëåíi ç ëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨
óÿâíèõ ÷àñòèí íóëiâ Ëi-ßíãà Imhj â çàëåæíîñòi âiä j, j = jmin...10
âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (3.19), ïðè êiëüêîõ çíà÷åííÿõ C. Îñòàííié
ðÿäîê äà¹ òî÷íå çíà÷åííÿ σexact, ïåðåäáà÷åíå ç àíàëiòè÷íî¨ ôîðìóëè
(4.15).

C jmin λ = 4.5 λ = 4 λ = 3.5
1/3 7 0.792(5) 0.640 0.564(1)
1/3 8 0.783(4) 0.640 0.565(1)
1/3 9 0.776 0.640 0.566
1/2 1 0.748(23) 0.676(9) 0.554(4)
1/2 2 0.818(18) 0.649(9) 0.539(1)
1/2 3 0.860(14) 0.625(1) 0.541(2)
1/2 4 0.837(16) 0.624 0.544(2)
1/2 5 0.804(9) 0.624 0.548(1)
1/2 6 0.787(6) 0.625 0.550(1)
1/2 7 0.776(4) 0.626(1) 0.552(1)
1/2 8 0.768(3) 0.628(1) 0.554(1)
1/2 9 0.762 0.629 0.556
0.6 1 0.701(28) 0.635(4) 0.521(2)
0.6 2 0.794(19) 0.630(7) 0.524(3)
0.6 3 0.842(13) 0.611(1) 0.529(3)
0.6 4 0.823(15) 0.612(1) 0.535(2)
0.6 5 0.791(8) 0.615(1) 0.539(2)
0.6 6 0.776(5) 0.617(1) 0.543(2)
0.6 7 0.766(4) 0.618(1) 0.545(1)
0.6 8 0.759(3) 0.620(1) 0.548(1)
0.6 9 0.753 0.622 0.550

σexact 0.714 0.667 0.6


