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ВСТУП

Актуальнiсть теми. В останнi роки багато уваги придiляється вивчен-

ню властивостей фрустрованих квантових спiнових антиферомагнетикiв. Цi

системи стали об’єктом iнтенсивних теоретичних та експериментальних дослi-

джень [1–3]. Великий iнтерес до таких систем зумовлений тим, що на вiдмiну

вiд феромагнетикiв, в антиферомагнiтних спiнових системах можлива конку-

ренцiя взаємодiй − фрустрацiї. Це може бути конкуренцiя обмiнних взаємодiй

мiж сусiднiми спiнами i наступними пiсля сусiднiх спiнами на простих гратках

(наприклад, J1−J2 модель на квадратнiй гратцi) чи взаємодiя найближчих спi-

нiв на гратках зi складною геометрiєю (наприклад, на гратцi кагоме). Фрустра-

цiї i квантовi флуктуацiї можуть приводити до цiлковитого зникнення далекого

магнiтного порядку i появи рiзних станiв (фаз) з екзотичними властивостями.

Крiм того, взаємодiя з сильним магнiтним полем також вiдiграє роль однiєї з

конкуруючих взаємодiй, що впливає на квантовi фазовi переходи мiж рiзними

типами станiв.

Серед фрустрованих квантових антиферомагнетикiв iснує спецiальний клас

моделей, якi в певному режимi (сильнi магнiтнi поля та низькi температури)

допускають iснування спецiальних станiв, якi називають локалiзованими магно-

нами. Теоретично локалiзованi магнони були вiдкритi в 2002 роцi в роботi [4],

звiдки й почалось їх iнтенсивне дослiження [5–11]. Теорiя, розвинена в [4], а

потiм в [9–11] стосується так званої iдеальної плоскозонної геометрiї, коли одно-

магноннi стани строго локалiзованi (одномагнонна зона строго бездисперсiйна).

Однак, в реальних системах можливе вiдхилення вiд умов, якi забезпечують

строгу локалiзацiю магнонiв. Прикладами таких систем є природний мiнерал

азурит Cu3(CO3)2(OH)2 [12, 13], лiказит Cu3(OH)5(NO3)·2H2O [14] чи магнiтна
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сполука Ba2CoSi2O6Cl2 [15]. Постає важливе питання: якi є наслiдки для спо-

стережуваних властивостей через вiдхилення вiд iдеальної геометрiї? Iншими

словами, як виглядатиме теорiя таких фрустрованих квантових антиферома-

гнетикiв поблизу парадигми локалiзованих магнонiв? Питання застосовностi

теорiї локалiзованих магнонiв до пояснення результатiв експериментальних до-

слiджень визначає актуальнiсть теми даної дисертацiйної роботи.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiйна робота виконувалась в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН

України згiдно з планами робiт за темою “Квантовi багаточастинковi гратковi

системи: динамiчний вiдгук i ефекти сильних кореляцiй” (2013-2017 рр., номер

держреєстрацiї 0112U007761) та в межах програмно-цiльової теми “Багатомас-

штабнiсть i структурна складнiсть конденсованої речовини: теорiя i застосува-

ння” (2012-2016 рр., номер держреєстрацiї 0112U003119).

Мета i задача дослiдження. Метою дослiдження є розроблення систе-

матичної теорiї для низькотемпературних властивостей фрустрованих кванто-

вих антиферомагнетикiв Гайзенберга з майже бездисперсiйною магнонною зо-

ною в режимi сильних магнiтних полiв та низьких температур. У роботi були

поставленi наступнi задачi:

— розроблення ефективної теорiї спiн-1
2

фрустрованої антиферомагнiтної

моделi Гайзенберга на трьох гратках з майже бездисперсiйною магнон-

ною зоною (фрустрованi ромбiчний та димер-плакетний спiновi ланцюж-

ки та двовимiрна гратка квадратне кагоме);

— вивчення низькотемпературних властивостей спiн-12 XXZ антиферома-

гнiтної моделi Гайзенберга на фрустрованму ромбiчному ланцюжку в

довiльно орiєнтованому магнiтному полi; побудова ефективного опису

низькотемпературних властивостей вихiдної моделi у полях поблизу по-

ля насичення;
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— отримання низькоенергетичних ефективних гамiльтонiанiв для фрустро-

ваного класично-квантового спiн-12 ромбiчного ланцюжка Iзинга-Гайзен-

берга;

— дослiдження ефектiв мiжланцюжкових взаємодiй у системi фрустрова-

них квантових антиферомагнiтних ромбiчних ланцюжкiв.

Об’єктом дослiдження є спiн-1
2

антиферомагнiтна модель Гайзенберга на

кiлькох фрустрованих гратках (ромбiчний та димер-плакетний спiновi ланцюж-

ки, гратка квадратне кагоме) з майже бездисперсiйними магнонними станами.

Предметом дослiдження даної роботи є характернi особливостi термо-

динамiки фрустрованих квантових антиферомагнетикiв Гайзенберга в сильних

магнiтних полях при низьких температурах.

Методи дослiдження. В роботi застосовувались як аналiтичнi (опера-

торна теорiя збурень, точнi розв’язки методом фермiонiзацiї Йордана-Вiгнера),

так i числовi методи. Разом з числовим методом точної дiагоналiзацiї, який за-

стосовується для невеликих систем, використовується метод квантового Монте

Карло, який придатний для значно бiльших систем, але лише для ефективних

моделей (у яких нема конкуренцiї взаємодiй), а також метод ренормалiзацiйної

групи для матрицi густини (одновимiрнi системи).

Наукова новизна одержаних результатiв. В дисертацiйнiй роботi по-

будовано ефективнi моделi для опису деяких фрустрованих квантових антифе-

ромагнетикiв Гайзенберга в сильних магнiтних полях при низьких температу-

рах. Ефективнi моделi є значно простiшi за вихiднi. Запропонованi ефективнi

моделi дозволяють дати теоретичнi передбачення для низькотемпертурних вла-

стивостей азуриту Cu3(CO3)2(OH)2 в сильних магнiтних полях (понад 30 T). На

основi експериментальних даних розроблена теорiя дає змогу оцiнити параметр

анiзотропiї XXZ обмiнних взаємодiй Гайзенберга для азуриту: ∆ ≈ 0.85. За-

пропоновано реалiзацiю фазового переходу Березiнського-Костерлiца-Таулеса у
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двовимiрному фрустрованому антиферомагнетику при низьких температурах i

сильних магнiтних полях. Врахування неiдеальної геометрiї, анiзотропiї обмiн-

них взаємодiй, а також мiжланцюжкових взаємодiй дає змогу пов’язати теорiю

з експериментом.

Практичне значення одержаних результатiв. Отриманi у данiй ди-

сертацiйнiй роботi результати можуть мати практичне значення для подаль-

ших теоретичних та експериментальних дослiджень. Наприклад, запропонова-

ний пiдхiд застосовний до тлумачення експериментiв для низки сполук, в яких

реалiзуються фрустрованi спiновi ланцюжки (азурит Cu3(CO3)2(OH)2, лiказит

Cu3(OH)5(NO3)·2H2O, магнiтна сполука K3Cu3AlO2(SO4)4 [16]), а також до ефе-

ктивного опису недавно синтезованої магнiтної солуки Ba2CoSi2O6Cl2. Аналiти-

чнi та числовi результати у дисертацiї для фрустрованих квантових спiнових

систем слугуватимуть для порiвняння при дослiдженнi iншими методами у май-

бутньому. Окремi фрагменти дисертацiйної роботи можуть бути використанi у

лекцiях з теорiї конденсованої матерiї для магiстрiв i аспiрантiв.

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослiдження здiй-

снив науковий керiвник роботи доктор фiзико-математичних наук О. В. Держ-

ко. Одна стаття виконана дисертанткою одноосiбно [21]. В спiльних публiкацi-

ях [17–20, 22] авторцi дисертацiї належить:

— отримання одномагнонного спектру та виразу для вiльної енергiї для

iдеального та деформованого ромбiчних ланюжкiв в режимi сильних

полiв та низьких температур [17];

— аналiтичне виведення виразiв для ефективних моделей з допомогою опе-

раторної теорiї збурень в наближеннi сильного зв’язку та в пiдходi ло-

калiзованих магнонiв [18];

— числовий аналiз ефективних моделей [18, 19];

— виведення ефективних гамiльтонiанiв для спiн-12 XXZ ромбiчного лан-
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цюжка Гайзенберга в довiльно орiєнтованому магнiтному полi [20];

— отримання фазової дiаграми, яка iлюструє появу фази спiнової рiдини,

для ромбiчного ланцюжка Iзинга-Гайзенберга [22];

— побудова ефективного опису системи ромбiчних спiнових ланцюжкiв зi

слабкою мiжланцюжковою взаємодiєю.

Обговорення та iнтерпретацiю отриманих результатiв в статтях [17–20, 22]

спiвавтори виконували разом.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї представля-

лись на таких конференцiях: Мiжнародна 4-та наукова конференцiя “Статисти-

чна фiзика: сучаснi напрямки та застосування” (Львiв, 2012 р.); Нацiональна

конференцiя “Актуальнi проблеми теоретичної, експериментальної та прикла-

дної фiзики” (Тернопiль, 2012 р.); XII, XIII, XIV, ХV та ХVI Всеукраїнськi

школи-семiнари i конкурси молодих вчених зi статистичної фiзики i теорiї кон-

денсованої речовини (Львiв, 2012, 2013, 2014, 2015 та 2016 рр.); Мiжнародна

5-та конференцiя молодих вчених “Проблеми теоретичної фiзики” (Київ, 2013

р.); TRENDOXIDES2015, New TRENDS in Correlated OXIDES and Interfaces

(Brescia, 2015); Conference: What about U? - Effects of Hubbard Interactions and

Hund’s Coupling in Solids (Trieste, 2016), а також на семiнарах в Iнститутi фiзики

конденсованих систем НАН України.

Публiкацiї. За результатами дисертацiї опублiковано 16 наукових праць,

з них 6 статей [17–22] у фахових наукових журналах, 2 препринти Iнституту

фiзики конденсованих систем [23, 24], 8 тез наукових конференцiй [25–32].

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається iз вступу, роз-

дiлу з оглядом лiтератури та п’яти основних роздiлiв, у яких викладенi резуль-

тати дослiджень дисертанта, а також висновкiв, списку використаної лiтерату-

ри та шести додаткiв. Робота викладена на 98 сторiнках (разом з лiтературою

та додатками – 140 сторiнок), бiблiографiчний список мiстить 149 найменувань
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публiкацiй у вiтчизняних та закордонних виданнях.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiдження, сформульовано мету ро-

боти, визначено наукову новизну i практичну цiннiсть отриманих результатiв

та наведено стислу характеристику дисертацiї.

В першому роздiлi проведено огляд лiтератури, що стосується даної ро-

боти. Пояснено концепцiю локалiзованих магнонiв в теорiї квантових фрустро-

ваних антиферомагнетикiв Гайзенберга. Обговорено iснуючi твердотiльнi реалi-

зацiї квантових фрустрованих антиферомагнетикiв Гайзенберга, а також сфор-

мульовано задачi, якi будуть розв’язанi в данiй дисертацiйнiй роботi.

У другому роздiлi розглянуто антиферомагнiтну модель Гайзенберга на

деформованому фрустрованому ромбiчному спiновому ланцюжку i використано

картину локалiзованих магнонiв, пристосовану до деформованої геометрiї, щоб

описати деякi низькотемпературнi властивостi моделi у сильних полях. Також

обговорено застосовнiсть такого опису для азуриту. Результати цього роздiлу

опублiковано у працях [17, 25–27].

У третьому роздiлi, використовуючи операторну теорiю збурень, побудо-

вано низькотемпературнi ефективнi гамiльтонiани в наближеннi сильного зв’яз-

ку та в пiдходi локалiзованих магнонiв для ромбiчного i димер-пакетного спiно-

вих ланцюжкiв та для гратки квадратне кагоме. Для перевiрки областi засто-

совностi отриманих ефективних моделей застосовано метод точної дiагоналiза-

цiї як для ефективних, так i для вихiдних моделей i приведено їх порiвняння.

Результати цього роздiлу опублiковано у працях [18, 19, 28, 29].

В четвертому роздiлi дослiджено вплив анiзотропiї обмiнних взаємодiй

Гайзенберга на процеси намагнiчування фрустрованого ромбiчного ланцюжка

у довiльно орiєнтованому зовнiшньому магнiтному полi. Збудовано ефектив-

нi гамiльтонiани в наближеннi сильного зв’язку. Отриманi ефективнi моделi

застосованi до пояснення експериментальних даних для природного мiнералу

азуриту Cu3(CO3)2(OH)2. Подiбне дослiдження для системи зв’язаних димерiв,
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що утворюють подвiйний шар i застосовне для недавно синтезованої магнiтної

сполуки Ba2CoSi2O6Cl2 приведено в додатку 5. Результати цього роздiлу опу-

блiковано у працях [20, 21, 23, 30, 31]

В п’ятому роздiлi для квантового узагальнення спiн-12 ромбiчного лан-

цюжка Iзинга-Гайзенберга до Iзингової взаємодiї додано малу XY частину i

побудовано ефективний гамiльтонiан для опису низькотемпературних власти-

востей як в околi критичного поля, при якому в ланцюжку Iзинга-Гайзенберга

вiдбувається перехiд з ферiмагнiтного в насичений парамагнiтний стан, так i

при нульовому полi (деталi цього обчислення приведенi в додатку 6). Вико-

ристовуючи точну дiагоналiзацiю, а також метод ренормалiзацiйної групи для

матрицi густини, побудованi кривi намагнiченостi та теплоємностi для вихiдної

та ефективної моделей, що дозволяє оцiнити точнiсть ефективної теорiї. Побу-

довано фазову дiаграму яка iлюструє появу фази спiнової рiдини у квантовому

ланцюжку. Результати цього роздiлу опублiковано у працi [22].

В шостому роздiлi розглянуто систему слабо взаємодiючих ромбiчних

спiнових ланцюжкiв в сильному магнiтному полi при низькiй температурi. По-

будовано ефективний опис такої системи в наближеннi сильного зв’язку. До-

слiджено, як видозмiняться ефекти теорiї локалiзованих магнонiв за наявностi

слабких мiжланцюжкових взаємодiй в системi. Результати цього роздiлу опу-

блiковано у працях [24, 32]

Дисертацiна робота завершується Висновками, Списком використаних

джерел та Додатками.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1. Концепцiя локалiзованих магнонiв в теорiї квантових

фрустрованих антиферомагнетикiв Гайзенберга

Починаючи з 90-х рокiв минулого столiття, фрустрованi спiновi системи

стали об’єктом iнтенсивних теоретичних, числових та експериментальних до-

слiджень в областi фiзики конденсованих систем. Такий iнтерес пов’язаний з

вiдкриттям високотемпературних надпровiдникiв з оксидiв мiдi [33]. Нелегова-

нi надпровiднi матерiали є звичайними квантовими антиферомагнетиками типу

Гайзенберга з фрустрацiями, тому їх iнтенсивно дослiджували i в нормальному

(не надпровiдному) станi.

Теоретичний опис фрустрованих квантових антиферомагнетикiв Гайзенбер-

га зазвичай стикається з певними труднощами; наприклад, метод квантового

Монте Карло є незастосовний для дослiдження фрустрованих квантових си-

стем через так звану проблему знаку (поява вiд’ємних або навiть комплексних

iмовiрностей, а це приводить до того, що при обчисленнi середнього для опе-

раторiв доводиться сумувати знакозмiннi ряди) [34]. Однак, у деяких випадках

саме завдяки геометричнiй фрустрацiї в таких системах вiдкриваються новi

можливостi для їх ретельного вивчення.

Iснує широкий клас одно-, дво- i тривимiрних фрустрованих квантових ан-

тиферомагнетикiв Гайзенберга з майже бездисперсiйними (майже плоскими)

магнонними станами з найменшою енергiєю. Часто бездисперсiйна зона має

найменшу енергiю. Такi системи зазвичай називають системами з локалiзова-

ними магнонами [4, 5]. Iнтерес до вивчення властивостей цих плоскозонних си-
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стем зумовлений можливiстю реалiзацiї нових фаз в них, якi мають класичнi

вiзуалiзацiї [4–8, 10, 11, 37, 46–52].

Дослiдження властивостей таких спiнових систем у сильних магнiтних по-

лях та при низьких температурах грунтується на концепцiї локалiзованих ма-

гнонiв, яка дозволяє звести задачу до певного класичного граткового газу жорс-

тких об’єктiв [4–11, 35–45]. Зокрема, в працях [4, 5] показано, що геометрично

фрустрованi гратки володiють простими власними станами – локалiзованими

магнонами. Характерними особливостями спiнових систем при T = 0, що до-

пускають iснування локалiзованих магнонiв, є плато i стрибки кривої намагнi-

ченостi [4, 5, 7], структурна нестiйкiсть Пайєрлса [8, 36, 37], а також залишкова

ентропiя в околi поля насичення [9–11].

Iдея застосувати концепцiю локалiзованих магнонiв до вивчення низькотем-

пературних властивостей запропонована у статтях [9, 10, 41] на прикладi пил-

коподiбного спiнового ланцюжка (або △-ланцюжка) та гратки кагоме поблизу

поля насичення. Було показано, що змапувавши локалiзованi магноннi ступенi

вiльностi пилкоподiбного ланцюжка (гратки кагоме) на класичний гратковий

газ на одновимiрнiй гратцi (газ жорстких гексагонiв на трикутнiй гратцi), мо-

жна отримати термодинамiчнi властивостi моделей у сильних полях при низь-

ких температурах.

Розглянемо для прикладу стандартну s = 1
2 антиферомагнiтну модель Гай-

зенберга в зовнiшньому магнiтному полi з гамiльтонiаном:

H =
∑

(ij)

Jijsi · sj − hSz, Sz =

N
∑

i=1

szi , Jij > 0. (1.1)

Важливо зазначити, що [Sz, H] = 0, а це дає змогу роздiлити простiр станiв

спiнової системи на пiдпростори з вiдповiдним значенням Sz. Характер обмiн-

них взаємодiй Jij для рiзних фрустрованих систем (пилкоподiбний ланюжок

або гратка кагоме) показаний на рис. 1.1 i рис. 1.2. Для конкретної гратки

локалiзований магнонний стан зосереджений в межах так званої пастки. Для
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Рис. 1.1 Пилкоподiбний спiновий ланцюжок. Рисунок взято з [9].
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+ −

Рис. 1.2 Гратка кагоме. Цей рисунок взято з [4].

пилкоподiбного спiнового ланцюжка пасткою є V-подiбнi фрагменти гратки,

а для гратки кагоме – шестикутник, див. рис. 1.1 i рис. 1.2. У пiдпросторах

Sz = N/2 − 2, . . . , N/2 − nmax, nmax ∝ N можемо побудувати багатомагноннi

стани, заповнюючи пастки локалiзованими магнонами. Кратнiсть виродження

локалiзованих магнонних станiв обчислюється шляхом вiдображення цих станiв

на конфiгурацiї жорстких об’єктiв на допомiжнiй гратцi. Важливо зауважити,

що локалiзацiя магнонiв можлива завдяки специфiчнiй геометрiї гратки i, отже,

вимагає певних спiввiдношень мiж зв’язками Jij.

Основний стан пилкоподiбного ланюжка вище поля насичення є феромагнi-

тний стан |0〉 = | ↑↑↑ ...〉, коли всi спiни направленi за полем, а найнижчий

збуджений одномагнонний стан є такий –
∑

i αi(k)s
−
i | ↑↑↑ . . . ↑〉 з енегрiєю εk.

Елементарна комiрка для пилкоподiбного ланюжка мiстить два вузли, тому

одномагонний спектр має вигляд (див. наприклад, [41]):

ε1,2(k) = h− 2J1s− J2s(1− cos k)± s
√

J2
2 (1− cos k)2 + 2J2

1 (1 + cos k) .
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Однак, для певного спiввiдношення констант обмiнної взаємодiї J2 = J1/2 (J1 ≡
J) нижча зона стає бездисперсiйною (плоскою): ε1(k) = h − 4Js, ε2(k) = h −
Js(1− cos k) i ця бездисперсiйна зона вiдповiдає локалiзованому магнону, див.

рис. 1.3.

Рис. 1.3 Енергетичний спектр пилкоподiбного спiнового ланцюжка ε(k) при

J2 = J1/2 > 0 у пiдпросторi з sz = N/2− 1.

Iнший приклад системи, що дозволяє iснування локалiзованих магнонiв –

гратка кагоме, див. рис. 1.2. Елементарна комiрка гратки кагоме мiстить три

вузли i тому для одномагнонного спектру маємо (див. наприклад, [41]):

ε1(k) = h− 6Js , ε2,3(k) = h− 3Js± Js
√

3(1 + 2γk) ,

де γk = 1/6
∑

l e
ik·al , а сума береться по всiх шести найближчих сусiднiх вузлах

на трикутнiй гратцi Браве. Найнижча енергетична зона ε1(k) є бездисперсiйна,

див. рис. 1.4.

При низьких температурах i для магнiтних полiв h в околi поля насичення

hsat внесок у статистичну суму локалiзованих станiв є домiнуючим [4, 7–10] i
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Рис. 1.4 Енергетичний спектр антиферомагнiтної гратки кагоме у пiдпросторi

з sz = N/2− 1.

статистична сума записується таким чином:

Z(T, h,N) =

nmax
∑

n=0

gN (n)exp

(

−En(h)

T

)

=

= exp

(

−EFM − hNs

T

) nmax
∑

n=0

gN (n)exp
(µ

T
n
)

, (1.2)

де En(h) – енергiя багатомагнонного стану за наявностi зовнiшнього магнiтного

поля, µ = ε1 − h = h1 − h, а h1 = ε1 магнiтне поле насичення hsat.

Але ця теорiя [4, 7–10] стосується так званої iдеальної геометрiї, коли одно-

магноннi стани строго локалiзованi (одномагнонна зона строго бездисперсiйна).

Ця теорiя також передбачає iзотропiю обмiнних взаємодiй Гайзенберга (пара-

метр анiзотропiї ∆ = 1), коли напрямок прикладеного магнiтного поля не є

iстотним. В реальних об’єктах можна очiкувати, що має мiсце вiдхилення вiд

умов, якi забезпечують строгу локалiзацiю магнонiв. Постає важливе питання:

якi є наслiдки для спостережуваних властивостей через вiдхилення вiд iдеаль-

ної геометрiї?

Хоча систематичнi кiлькiснi теорiї майже локалiзованих магнонiв на поча-
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ток робiт, представлених у дисертацiї, не були розробленi, варто згадати ро-

боту [53], в якiй дослiджувались властивостi фрустрованої двоногої спiнової

драбинки (також див. [54], де розглянуто подвiйний спiновий шар) та [55, 56],

де для дослiдження деформованого ромбiчного спiнового ланцюжка збудованi

ефективнi гамiльтонiани в наближеннi сильного зв’язку без вiдносно до конце-

пцiї локалiзованих магнонiв. Дане наближення було вдосконалено у [18, 19].

1.2. Твердотiльнi реалiзацiї квантових фрустрованих

антиферомагнетикiв Гайзенберга з локалiзованими

магнонами

Останнi десять рокiв багато уваги до себе привертає природний мiнерал азу-

рит Cu3(CO3)2(OH)2, магнiтнi властивостi якого можуть бути описанi моделлю

фрустрованого ромбiчного спiнового ланцюжка Гайзенберга.

Рис. 1.5 Експериментальнi результати для кривої намагнiченостi азуриту при

низьких температурах. Рисунок взято з [13].

У 2005 роцi були проведенi першi експериментальнi дослiдження магнiтних

властивостей азуриту [12] при температурi T<4.2 K та магнiтному полiH=0. . . 50

T [13]. Зокрема, була отримана крива намагнiченостi, яка має плато при 1
3 зна-

чення намагнiченостi насичення i майже вертикальний стрибок до значення



18

насиченостi в околi H = 30 T, див. рис. 1.5.

Вважається, що моделлю для йонiв мiдi в азуритi є спiн-12 антиферомагнiтна

модель Гайзенберга на фрустрованому ромбiчному ланцюжку з параметрами

J1, J2, J3 i Jm, див. рис. 1.6. Параметри обмiнних взаємодiй Гайзенберга для

азуриту були знайденi в роботi [58] з допомогою методу функцiоналу густини i

мають такi значення

J1 = 15.51K, J2 = 33K, J3 = 6.93K, Jm = 4.62K. (1.3)

m
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J

J
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Рис. 1.6 Ромбiчний спiновий ланцюжок, який використовують для пояснення

магнiтних властивостей азуриту.

Модель азуриту вiдповiдає набору параметрiв поблизу так званої iдеальної

геометрiї, яка передбачає iснування локалiзованих магнонiв коли J1 = J3 = J

i J2 > 2J . Хоча параметри обмiнних взаємодiй для азуриту i не вiдповiдають

умовам iдеальної геометрiї, бо хоч J1 + J3 = 2J < J2, але |J1 − J3| 6= 0, однак

азурит демонструє характернi особливостi, що притаманнi системам, якi допу-

скають iснування локалiзованих магнонiв. Зокрема, низькотемпературна крива

намагнiченостi має стрибок в околi поля насичення, див. рис. 1.7.

Також у роботi [59] були отриманi кривi намагнiченостi у магнiтному полi,

прикладеному вздовж кристалографiчної осi b та перпендикулярно до неї. Цi

кривi не збiгаються, що може бути зумовлене анiзотропiєю обмiнних взаємодiй

Гайзенберга у азуритi. Крiм того, вимiрювання питомої теплоємностi та дифра-

кцiї нейтронiв показали, що дальнiй порядок в азуритi з’являється нижче 1.85

K [60, 61], що свiдчить про наявнiсть мiжланцюжкових взаємодiй. Високото-

чний аналiз непружного розсiяння нейтронiв [62] також показав, що при оцiнцi
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Рис. 1.7 Порiвняння кривих намагнiченостi M(H) для азуриту

Cu3(CO3)2(OH)2, вимiряних при температурi 1.5 К у магнiтному полi,

прикладеному вздовж кристалографiчної осi b та перпендикулярно до неї. Цей

рисунок взято з [59].

спостережуваних величин азуриту необхiдно брати до уваги мiжланцюжковi

взаємодiї.

Iншi властивостi азуриту теж були предметом вивчення експериментаторiв:

дослiджувались магнiтопружнi зв’язки в азуритi, були проведенi температурнi

вимiрювання пружних констант [63], а в працях [64, 65] приведенi результати

дослiджень теплопровiдностi азуриту при низьких температурах T = 0.3 К та

в магнiтних полях до 14 T.

Теоретичнi роботи [66, 67] намагалися пояснити унiкальнi магнiтнi власти-

востi азуриту, виходячи з моделi Гайзенберга на фрустрованому ромбiчному

ланцюжку. Ця ж модель використана i в роботi [68]: для розрахунку намагнi-

ченостi азуриту використано теорiю середнього поля, яка базується на нерiв-

ностi Гiббса-Боголюбова. Однак цi дослiдження мають попереднiй характер i

не пояснюють всю сукупнiсть експериментально спостережуваних властивостей

цього матерiалу.

Азурит – не єдина сполука, де реалiзується такий фрустрований ромбiчний

спiновий ланцюжок Гайзенберга, що передбачає iснування локалiзованих ма-
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гнонiв. Ще одна система – магнiтна сполука K3Cu3AlO2(SO4)4 [16]. Ця сполука

проявляє мiнiмальне значення мiжланюжкових взаємодiй i описувати магне-

тизм цiєї сполуки можна одновимiрним ромбiчним спiновим ланцюжком. Зна-

чення констант обмiнних взаємодiй великi, такi, що для експериментального

спостереження 1
3 плато в кривiй намагнiченостi необхiдне магнiтне поле бiльше

нiж 72 Т.

Звернiмо увагу також i на властивостi недавно синтезованої магнiтної спо-

луки Ba2CoSi2O6Cl2, яка описується системою зв’язаних димерiв, що утворю-

ють подвiйний шар. В роботi [15] представленi реультати експериментальних

дослiджень кристалiчної структури та магнiтних властивостей даної сполуки.

Показано, що у цiй сполуцi антиферомагнiтнi обмiннi взаємодiї мiж спiн-1
2

iона-

ми Co2+ описуються XXZ моделлю системи димерiв, що утворюють подвiйний

шар [69–74]. При цьому взаємодiя Iзинга становить 15% вiд iзотропної XY вза-

ємодiї. Крива намагнiчення сполуки Ba2CoSi2O6Cl2 має плато при 1
2 значення

насичення намагнiченостi, що разом з вiдсутнiстю структурного фазового пере-

ходу в сполуцi може свiдчити про iдеальну фрустрацiю мiждимерних обмiнних

взаємодiй.

У працi [14] приведенi результати експериментальних дослiджень властиво-

стей магнiтної сполуки Cu3(OH)5(NO3)·2H2O (лiказит) див. рис. 1.8. Зокрема,

вимiрювались магнiтна сприйнятливiсть, питома теплоємнiсть та крива нама-

гнiчення в сильних магнiтних полях (аж до 73 Т). Показано, що крива магнiтної

сприйнятливостi має максимум при 12 К, а далекий магнiтний порядок вiдсу-

тнiй в сполуцi аж до температури 2 K, що є ефектом наявностi фрустрацiї

обмiнних взаємодiй. Крiм того, крива намагнiченостi має плато при 2
3

значен-

ня насичення намагнiченостi, що зумовлено наявнiстю обмiнної взаємодiї мiж

мономерами Jm.

Є також багато реалiзацiй гратки кагоме [75–77] чи пiрохлору [78–81], однак

в них або спiн s > 1
2 , що може приводити до необхiдностi врахувати диполь-
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Рис. 1.8 Злiва показана кристалiчна стркуктура сполуки лiказиту. Темнi кру-

жечки позначають положення атомiв Cu. Справа наведено структуру лiказиту

в площинi ab.

дипольнi взаємодiї, або обмiннi взаємодiї великi, що приводить до великого зна-

чення полiв насичення, або геометрiя сильно вiдхиляється вiд iдеальної. Все це

утруднює спостереження ефектiв зумовлених локалiзованими магнонами.
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РОЗДIЛ 2

НАПIВКIЛЬКIСНА ТЕОРIЯ НИЗЬКОТЕМПЕРАТУРНИХ

ВЛАСТИВОСТЕЙ ДЕФОРМОВАНОГО ФРУСТРОВАНОГО

РОМБIЧНОГО ЛАНЦЮЖКА ГАЙЗЕНБЕРГА У СИЛЬНИХ

МАГНIТНИХ ПОЛЯХ

2.1. Локалiзованi магнони у iдеальному фрустрованому

ромбiчному ланцюжку

В цьому роздiлi розглядається спiн-1
2

антиферомагнiтна модель Гайзенберга

з гамiльтонiаном

H =
∑

(ij)

Jijsi · sj − hSz, Sz =
∑

i

szi (2.1)

на ромбiчному спiновому данцюжку, який складається з N вузлiв, див. рис. 2.1.

m

m

J

J

J

J

m

m

mm

J
J

 ,3

 ,2
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1

3 1

3

+1,1

+1,2

+1,3
2

m

Рис. 2.1 Деформований фрустрований ромбiчний спiновий ланцюжок. Iдеаль-

ний ромбiчний ланцюжок реалiзується за умови J1 = J3, Jm = 0, J2 > 2J1.

У рiвняннi (2.1) застосовано стандартнi позначення та накладено перiодичнi

граничнi умови. Зручно позначати вузли гратки парою iндексiв, де перший

нумерує комiрку (m = 1, . . . ,N = N/3), а другий позначає положення вузла

в комiрцi, див. рис. 2.1. Тому спiновий гамiльтонiан (2.1) для деформованого
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ромбiчного ланцюжка запишеться так:

H =
N
∑

m=1

(J2sm,1 · sm,2 + J3sm,1 · sm,3 + J1sm,2 · sm,3

+J1sm,3 · sm+1,1 + J3sm,3 · sm+1,2 + Jmsm,3 · sm+1,3

−h
(

szm,1 + szm,2 + szm,3

))

. (2.2)

Важливо зазначити, що [Sz, H] = 0, а це дає змогу роздiлити простiр станiв

спiнової системи на пiдпростори з вiдповiдним значенням Sz. Тому маємо мо-

жливiсть розглядати пiдпростори з рiзними величинами Sz = N/2, N/2− 1, . . .

окремо.

Рис. 2.2 Енергетичний спектр iдеального ромбiчного спiнового ланцюжка (2.4)

з параметрами J1 = 1, J2 = 3, J3 = 1.

У випадку iдеальної геометрiї J1 = J3 та Jm = 0. Почнiмо з пiдпростору

з одним перевернутим спiном, тобто Sz = N/2 − 1. При знаходженнi хвильо-

вої функцiї iдеального ромбiчного ланцюжка у вигядi лiнiйної комбiнацiї станiв

| ↑↑ . . . ↓i . . . ↑〉, i = 1, . . . , N . Робимо Фур’є-перетворення, в результатi якого

отримаємо три власних значення, якi визначають енергетичний спектр. Одно-

магноннi енергетичнi зони εi(κ), i = 1, 2, 3, κ = 2πn/N , n = −N /2,−N /2 +
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1, . . . ,N /2− 1 знаходяться з наступного рiвняння

det









−J1 − J2
2 − εi(κ)

J2
2

J1
2 (1 + eiκ)

J2
2 −J1 − J2

2 − εi(κ)
J1
2 (1 + eiκ)

J1
2
(1 + e−iκ) J1

2
(1 + e−iκ) −2J1 − εi(κ)









= 0, (2.3)

i записуються так

ε1(κ) = −J1 − J2, ε2,3(κ) = −3J1
2

∓ J1
2

√
5 + 4 cosκ, (2.4)

див. рис. 2.2. Для J1/J2 < 1/2 плоска зона ε1(κ) = ε1 має найменшу енергiю.

Стани з такою енергiєю є синглети |lm〉m = 1√
2

(

s−m,1 − s−m,2

)

| ↑↑↑ . . . ↑〉, m =

1, . . . ,N , що розташованi на вертикальних димерах J2, див. рис. 2.1.

Багатомагноннi основнi стани (тобто Sz = N
2 − 2, . . . , N2 − N

3 ) можна збуду-

вати, заповнюючи вертикальнi зв’язки (пастки) магнонами. Цi незалежнi ба-

гатомагноннi стани домiнують в низькотемпературних властивостях спiнової

системи в магнiтному полi h поблизу поля насичення hsat = −ε1 = J1 + J2.

Статистична сума для ромбiчного спiнового ланцюжка в цьому режимi (по-

близу поля насичення i при низьких температурах) запишеться так [10, 11, 38,

41, 44]

Z(T, h,N) = e−
EFM−

h
2N

T

N
∑

n=0

gN (n)e
hsat−h

T
n (2.5)

(покладаємо kB = 1) з енергiєю феромагнiтного стану | ↑↑↑ . . . ↑〉 EFM = (J2/4+

J1)N та кратнiстю виродження основного стану gN (n) = N !/(n!(N−n)!). Тому

Z(T, h,N) = e−
EFM−

h
2N

T

(

1 + e
hsat−h

T

)N
(2.6)

i вiльна енергiя в розрахунку на одну комiрку має вигляд:

f(T, h) = lim
N→∞

−T lnZ(T, h,N)

N =
EFM − h

2N

N − T ln
(

1 + e
hsat−h

T

)

. (2.7)
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Намагнiченiсть на комiрку отримується з рiвняння (2.7) згiдно зi стандартним

спiввiдношенням

m(T, h) = −∂f(T, h)
∂h

=
3

2
− e

hsat−h

T

1 + e
hsat−h

T

. (2.8)

Деякi подальшi обчислення низькотемпературних величин в сильних магнiтних

полях на основi (2.7) можна знайти у роботах [10, 11, 38, 41, 44].

2.2. Майже локалiзованi магнони у деформованому

фрустрованому ромбiчному ланцюжку

Розглянемо вiдхилення вiд iдеальної геометрiї |J1 − J3|/J2 ≪ 1, Jm/J2 ≪ 1.

Наше завдання – побудувати ефективний опис низькотемпературної термоди-

намiки деформованого ромбiчного спiнового ланцюжка (2.2) поблизу h1 = (J1+

J3)/2 + J2.

Знайдемо одномагнонний спектр у випадку деформованого ромбiчного лан-

цюжка εi(κ). Повторюючи мiркування, що приводять до (2.3), приходимо до

наступного рiвняння:

det









−J − J2

2
− εi(κ)

J2

2

J

2
(1 + eiκ)− δ

2
(1− eiκ)

J2

2
−J − J2

2
− εi(κ)

J

2
(1 + eiκ) + δ

2
(1− eiκ)

J

2
(1 + e−iκ)− δ

2
(1− e−iκ) J

2
(1 + e−iκ) + δ

2
(1− e−iκ) −2J − Jm(1− cosκ)− εi(κ)









=0.(2.9)

Тут введено такi позначення

J =
J1 + J3

2
, δ =

J1 − J3
2

. (2.10)

З (2.9) отримаємо кубiчне рiвняння для εi(κ):

−
(

J +
J2
2

+ εi(κ)

)2
(

2J + 2Jm sin2
κ

2
+ εi(κ)

)

+J2

(

J2 cos2
κ

2
− δ2 sin2

κ

2

)

+ (2J + J2 + 2εi(κ))
(

J2 cos2
κ

2
+ δ2 sin2

κ

2

)

+
J2
2

4

(

2J + 2Jm sin2
κ

2
+ εi(κ)

)

= 0. (2.11)
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Для випадку iдеальної геометрiї J = J1, δ = 0, Jm = 0, рiвняння (2.11) має

вигляд

−
(

J1 +
J2
2

+ εi(κ)

)2

(2J1 + εi(κ)) + 2 (J1 + J2 + εi(κ)) J
2
1 cos

2 κ

2

+
J2
2

4
(2J1 + εi(κ)) = 0. (2.12)

Очевидно, що ε1(κ) = ε1 = −J1 − J2 з (2.4) задовольняє рiвняння (2.12).

Перейдемо до випадку деформованої геометрiї, вважаючи δ/J2 малим. Пiд-

ставляючи

ε1(κ) = −J − J2 + ε
(2)
1 δ2 + . . . (2.13)

в (2.11) i збираючи доданки порядку δ2, знаходимо

ε
(2)
1 =

2J2 sin
2 κ
2

J2(J − J2) + 2J2 cos2 κ
2
+ 2J2Jm sin2 κ

2

. (2.14)

Таким чином, з точнiстю до членiв порядку δ2 ми маємо

ε1(κ) = −J − J2 +

+
1

1− J
J2
− (1 + cosκ)J

2

J2
2
− (1− cosκ)Jm

J2

(J1 − J3)
2

4J2
(−1 + cosκ) + . . .

= −h1 +
1

1− J
J2

− Jm
J2

− J2

J2
2
+
(

Jm
J2

− J2

J2
2

)

cosκ

(J1 − J3)
2

4J2
(−1 + cosκ) + . . . .(2.15)

Очевидно, що плоска зона ε1 стає дисперсiйною, якщо δ 6= 0. Крiм того, вважа-

ючи також J/J2, Jm/J2 малими, можемо переписати рiвняння (2.15) так

ε1(κ) ≈ −h1 −
(J1 − J3)

2

4J2
+

(J1 − J3)
2

4J2
cosκ. (2.16)

На рис. 2.3 порiвнюються ε1(κ), отриманi з рiвнянь (2.11), (2.15) та (2.16)

для двох наборiв параметрiв J1 = 0.85, J2 = 3, J3 = 1.15, Jm = 0 та Jm = 0.2.

Повернемось до рiвняння (2.6), в якому береться до уваги внесок багатома-

гнонних станiв до термодинамiки для iдеальної геометрiї, коли одномагнонна



27

-4.03

-4.025

-4.02

-4.015

-4.01

-4.005

-4

-3.995

-3 -2 -1  0  1  2  3

ε 1
(κ

)

κ

 

Jm=0

(2.11)
(2.15)
(2.16)

-4.03

-4.025

-4.02

-4.015

-4.01

-4.005

-4

-3.995

-3 -2 -1  0  1  2  3

ε 1
(κ

)

κ

 

Jm=0

(2.11)
(2.15)
(2.16)

-4.03

-4.025

-4.02

-4.015

-4.01

-4.005

-4

-3.995

-3 -2 -1  0  1  2  3

ε 1
(κ

)

κ

 

Jm=0.2

(2.11)
(2.15)
(2.16)

-4.03

-4.025

-4.02

-4.015

-4.01

-4.005

-4

-3.995

-3 -2 -1  0  1  2  3

ε 1
(κ

)

κ

 

Jm=0.2

(2.11)
(2.15)
(2.16)

Рис. 2.3 ε1(κ) отримане з рiвняння (2.11) (лiнiя), рiвняння (2.15) (великi квадра-

ти), i рiвняння (2.16) (малi квадрати) для набору параметрiв J1 = 0.85, J2 = 3,

J3 = 1.15, Jm = 0 (лiва панель), та Jm = 0.2 (права панель).

зона з найнижчою енергiєю є повнiстю плоска. Очевидно, що рiвняння (2.6)

можна записати i так:

Z(T, h,N) = e−
EFM−

h
2N

T

∏

κ

(

1 + e
−ε1(κ)−h

T

)

, (2.17)

де −ε1(κ) = −ε1 = hsat.

Далi, основне наближення для випадку деформованої геометрiї є таке: вва-

жається, що статистична сума для трохи "дисперсного"ромбiчного спiнового

ланцюжка має такий самий вигляд як подано в рiвняннi (2.17), однак з одно-

магнонними енергiями з рiвняння (2.15). Отже, ми отримаємо

Z(T, h,N) = e−
EFM−

h
2N

T

∏

κ

(

1 + e
−ε1(κ)−h

T

)

, (2.18)

де ε1(κ) подано у (2.15). В результатi вiльна енергiя на комiрку записується так:

f(T, h) = lim
N→∞

−T lnZ(T, h,N)

N =

=
EFM − h

2N

N − T

2π

∫ π

−π

dκ ln
(

1 + e
−ε1(κ)−h

T

)

, (2.19)

де ε1(κ) береться з рiвняння (2.15).

Варто зауважити, що другий доданок в рiвняннi (2.19) з ε1(κ), що записане

в рiвняннi (2.16) вiдповiдає вiльнiй енергiї на вузол спiн-12 XX ланцюжка в
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поперечному магнiтному полi [105] з гамiльтонiаном

H = −h

N
∑

m=1

τ zm + J

N
∑

m=1

(

τxmτ
x
m+1 + τ ymτ

y
m+1

)

(2.20)

де

h = −h+ h1 +
(J1 − J3)

2

4J2
, J =

(J1 − J3)
2

4J2
. (2.21)

Цей результат можна порiвняти з ефективним гамiльтонiаном для деформова-

ного ромбiчного спiнового ланцюжка, отриманим у роботi [56] в межах другого

порядку теорiї збурень. Цей ефективний гамiльтонiан також вiдповiдає спiн-1
2

XX ланцюжку в поперечному полi (2.20) з параметрами h = h − h1 − (J1 −
J3)

2/(4J2), J = (J1−J3)2/(4J2), див. рiвняння (7) i (8) роботи [56]. Таким чином,

результат роботи [56] мiститься у рiвняннi (2.19).

Зрозумiло, що тепер легко отримати намагнiченiсть. Використовуючи (2.19),

отримаємо

m(T, h) =
3

2
− 1

2π

∫ π

−π

dκ
e

−ε1(κ)−h

T

1 + e
−ε1(κ)−h

T

= 1− 1

4π

∫ π

−π

dκ tanh
−ε1(κ)− h

2T
. (2.22)

Тут ε1(κ) є записано у рiвняннi (2.15). Якщо для ε1(κ) застосувати простiшу

формулу (2.16), то другий доданок в правiй сторонi рiвняння (2.22) вiдповiдає

намагнiченостi спiн-12 XX ланцюжка в поперечному полi.

На рис. 2.4 приведено порiвняння даних точної дiагоналiзацiї з передба-

ченнями (наближеної) аналiтичної теорiї. Данi точної дiагоналiзаiї стосуються

скiнченних систем, що складаються з N = 18 вузлiв. Кривi намагнiченостi для

скiнченних систем мiстять сходинки, якi розмиваються зi збiльшення темпера-

тури. Хоча аналiтичнi результати стосуться термодинамiчно великих систем з

N → ∞, можна вiдтворити намагнiченiсть для скiнченного числа комiрок N ,

замiнивши iнтеграл на суму, тобто
∫ π

−π
dκ(. . .)/(2π) → ∑

κ(. . .)/N . Порiвню-

ючи данi точної дiагоналiзацiї i аналiтичнi результати, можна стверджувати

наступне. Рiвняння (2.16) (воно вiдповiдає ефективному спiн-12 XX ланцюжку
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Рис. 2.4 Польова залежнiсть кривих намагнiченостi m(T, h)/3 деформованого

ромбiчного ланцюжка [J1 = 0.85, J2 = 2.5 (верхня панель), J2 = 3 (середня

панель), J2 = 5 (нижня панель), J3 = 1.15, Jm = 0] при T = 0.001 (тонка лiнiя,

квадрати) та T = 0.01 (тонка лiнiя, трикутники). Данi точної дiагоналiзацiї

для N = 18: лiнiї; наближена аналiтична теорiя, яка використовує рiвняння

(2.15): великi порожнi (N → ∞) i заповненi (N = 6) символи; наближена

аналiтична теорiя, яка використовує рiвняння (2.16): маленькi порожнi (N →
∞) та заповненi (N = 6) символи.
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в поперечному полi, представленому у роботi [56]) вiдтворює данi точної дiаго-

налiзацiї для |J1 − J3|/J2 = 0.12, 0.10 лише якiсно; величина поля насичення є

занижена, кiнцеве поле для плато 1
3 становить h1 i є перебiльшеним. Рiвняння

(2.15) працює значно краще для |J1 − J3|/J2 = 0.12, 0.10 i краще узгоджується

з даними точної дiагоналiзацiї вище i трохи нижче поля насичення. Однак, кiн-

цеве поле для плато 1
3

знову дорiвнює h1. Поблизу h1 обидва наближення (2.15)

та (2.16) мають схожi недолiки. Для меншого значення |J1−J3|/J2 = 0.06 узго-

дження мiж двома наближеннями i даними точної дiагоналiзацiї стає кращим.

Це не дивно, так як рiвняння (2.16) вiдповiдає другому порядку теорiї збурень

вiдносно |J1|/J2, |J3|/J2, див. [56].

2.3. Кривi намагнiченостi для азуриту

Як вже згадувалось в першому роздiлi даної дисертацiї, магнiтнi власти-

востi природного мiнералу азуриту Cu3(CO3)2(OH)2 можуть бути описанi мо-

деллю Гайзенберга на деформованому фрустрованому ромбiчному ланюжку з

параметрами обмiнних взаємодiй (1.1) та гiромагнiтним вiдношенням g = 2.06,

див. [55,56,58]. Магнiтне поле h, яке фiгурує в рiвняннях (2.1) та (2.2) пов’язане

зi справжнiм фiзичними магнiтним полем H, вимiряним в теслах, спiввiдноше-

нням h = gµBH з µB ≈ 0.67171 K/T, див. [56].

Надалi обговоримо низькотемпературну частину кривої намагнiченостi, яка

проявляє майже вертикальний перехiд вiд 1
3 значення насичення до значення

насичення в магнiтному полi в околi 30 Т i при температурi близько 0.1 К.

Ця особливiсть кривої намагнiченостi з’являється внаслiдок домiнуючого вкла-

ду локалiзованих магнонiв у термодинамiчнi властивостi у сильних магнiтних

полях та при низьких температурах.

Беручи до уваги засади концепцiї локалiзованих магнонiв на iдеальному

ромбiчному спiновому ланцюжку, для азуриту можемо очiкувати, що стани з

найменшою енергiєю з рiзними Sz = N/2, . . . , N/2−N в магнiтному полi побли-
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зу поля насичення мають майже однакову енергiю. Це й справдi стане причи-

ною появи майже вертикального стрибка низькотемпературної намагнiченостi

в околi поля насичення. Однак, завдяки неiдеальнiй геометрiї стани з наймен-

шою енергiєю не є строго локалiзованими магнонами (якi дають вертикальний

стрибок в кривiй намагнiченостi при T = 0), а є майже локалiзованими ма-

гнонами i їх вплив на низькотемпературну термодинамiку в сильних магнiтних

полях можна знайти з рiвняння (2.11).

Перед застосуванням пiдходу, заснованого на рiвняннi (2.11), до моделi азу-

риту варто пiдкреслити наступне. Насамперед зазначимо, що згiдно з форму-

лою (2.1) (J1−J3)/J2 = 0.26, що є не настiльки малим, як у випадках, приведе-

них на рис. 2.4 (там було |J1−J3|/J2 = 0.12, 0.10, 0.06 для верхньої, середньої та

нижньої панелей, вiдповiдно). Крiм того, тепер i Jm/J2 = 0.14 6= 0. Очевидно,

за цих умов можна засумнiватися в точностi пiдходу, заснованого на формулi

(2.11). Але обчислення продемонструвало, що наближений пiдхiд працює добре

навiть за цих умов. Пiсля пiдстановки параметрiв обмiнних взаємодiй для азу-

риту в рiвняння (2.15) з ε1(κ) з рiвнянь (2.11) (дуже великi квадрати), (2.15)

(великi квадрати) та (2.16) (малi квадрати) ми отримали результати, показа-

нi на рис. 2.5. Їх можна порiвняти з експериментальними даними для азуриту

(див. рис. 1.5). На цьому ж рисунку приведено данi точної дiагоналiзацiї для

N = 18 вузлiв з якими i слiд порiвнювати результати наближеної аналiтичної

теорiї. При низькiй температурi T = 0.08 K (лiва панель на рис. 2.5) отриманi

результати є в добрiй згодi з експериментальними даними, див. на рис. 2.5 ре-

зультати наближеної аналiтичної теорiї та данi точної дiагоналiзацiї. Наближенi

аналiтичнi результати, якi використовують ε1(κ) з рiвняння (2.11) дуже добре

узгоджуються з даними точної дiагоналiзацiї вище 33.5 T, однак передбачають

плато 1
3 вже нижче 32 T, тодi як передбачення точної дiагоналiзацiї – близько

31 T. Кривi намагнiченостi з ε1(κ) з рiвнянь (2.15) та (2.16) вiдтворюють данi

точної дiагоналiзацiї лише якiсно. Крiм того, трохи вище 32 T наближенi ана-
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Рис. 2.5 Крива намагнiченостim(T, h)/3 дефоромованого фрустрованого ромбi-

чного ланцюжка в залежностi вiд зовнiшнього магнiтного поля H для T = 0.08

K (лiва панель) та T = 1.3 K (права панель) ; параметри обмiнної взаємодiї для

азуриту: J1 = 15.51 K, J2 = 33 K, J3 = 6.93 K, Jm = 4.62 K, а гiромагнiтне

вiдношення g = 2.06. Данi точної дiагоналiзацiї для ромбiчного ланцюжка з

N = 18 вузлiв: лiнiї, результати наближеної теорiї з рiвняння (2.11): дуже ве-

ликi порожнi символи, результати наближеної теорiї з рiвняння (2.15): великi

порожнi символи, результати наближеної теорiї з рiвняння (2.16): малi порожнi

символи.

лiтичнi результати (2.11), (2.15) та (2.16) збiгаються. При температурi T = 1.3

K (права панель рис. 2.5) результати наближеної теорiї є близькими як мiж

собою, так i з даними точної дiагоналiзаiї.

2.4. Висновки

Запропоновано евристичний анзац для статистичної суми деформованого

фрустрованого ромбiчного спiнового ланцюжка. Це дозволило отримати вiльну

енергiю деформованого ромбiчного спiнового ланцюжка. Конкретнiше, у цьому

дослiдженнi вважалося, що статистична сума у випадку дещо деформованої

геометрiї має таку ж форму як i у випадку iдеальної геометрiї, але з “трошки

дисперсними” одномагнонними енергiями ε1(κ), а саме

Z(T, h,N) = e−
EFM−

h
2N

T

∏

κ

(

1 + e
−ε1(κ)−h

T

)

, (2.23)
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де ε1(κ) є найменшим розв’язком кубiчного рiвняння:

ε3i (κ) + aε2i (κ) + bεi(κ) + c = 0,

a = 4J + J2 + 2Jm sin2
κ

2
,

b = −2
(

J2 cos2
κ

2
+ δ2 sin2

κ

2

)

+ 2(2J + J2)
(

J + Jm sin2
κ

2

)

+ J(J + J2),

c = −(2J + J2)
(

J2 cos2
κ

2
+ δ2 sin2

κ

2

)

− J2

(

J2 cos2
κ

2
− δ2 sin2

κ

2

)

+ 2J(J + J2)
(

J + Jm sin2
κ

2

)

(2.24)

(воно виникає при знаходженнi одномагнонного спектру у випадку комiрки,

котра мiстить три вузли). Тобто,

ε1(κ) = −2

√

−p
3
cos

α− π

3
− a

3
,

p = −a
2

3
+ b, q =

2a3

27
− ab

3
+ c,

cosα = − q

2
√

−p3

27

. (2.25)

Для малого δ/J2 замiсть рiвняння (2.25) можемо взяти ε1(κ) з рiвняння

(2.15). Крiм того, якщо припустити, що J/J2, Jm/J2 теж малi, то ми одержимо

рiвняння (2.16). Хоча (2.25) для ε1(κ) дає кращi результати, рiвняння (2.16) для

ε1(κ) (дiйсне для J/J2 ≪ 1, Jm/J2 ≪ 1) дозволяє дуже прозору iнтерпретацiю

термодинамiки з точки зору появи спiн-12 XX ланцюжка в поперечному магнi-

тному полi (2.20) i пов’язує нашi результати, з результатами, якi були отриманi

ранiше в рамках абсолютно iншого пiдходу [56].

Розроблений опис може вiдворювати особливостi процесу намагнiчування в

сильних магнiтних полях та при низьких температурах навiть кiлькiсно. В рам-

ках запропонованої схеми можна розглянути i iншi властивостi, такi як низь-

котемпературна ентропiя, теплоємнiсть або магнiтокалоричний ефект поблизу

поля насичення. Вiдомо, що вiдхилення вiд iдеальної геометрiї може привести

до цiкавої низькотемпературної поведiнки, наприклад, ентропiї навколо поля

насичення [10, 11, 38, 41].
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Очевидно, що такий опис може бути застосовано до iнших спiнових си-

стем цього ж класу унiверсальностi [10, 11, 38, 41, 44], наприклад, для димер-

плакетного ланцюжка [86] або для двовимiрної гратки квадратне кагоме [95–97].

Слiд вiдзначити, що незважаючи на те, що запропонований пiдхiд забез-

печує напiвкiлькiсний опис низькотемпературних властивостей деформованого

ромбiчного ланцюжка в сильному магнiтному полi, залишається незрозумiлим

яким чином вiн може бути систематично полiпшеним. Тому далi обговорюємо

iнший пiдхiд – теорiю збурень, яка, однак, будуватиметься не вiдносно малих

|J1|/J2, |J3|/J2, а вiдносно малих |J1 − J3|/J2.
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РОЗДIЛ 3

КВАНТОВИЙ АНТИФЕРОМАГНЕТИК ГАЙЗЕНБЕРГА З

МАЙЖЕ БЕЗДИСПЕРСIЙНОЮ ОДНОМАГНОННОЮ ЗОНОЮ

В цьому роздiлi розглядається стандартна s = 1
2 антиферомагнiтна модель

Гайзенберга в магнiтному полi з гамiльтонiаном

H =
∑

(ij)

Jijsi · sj − hSz, Sz =
N
∑

i=1

szi , Jij > 0, (3.1)

де перша сума береться за всiма сусiднiми вузлами однiєї з трьох граток (див.

нижче), тодi як друга сума пробiгає всiN вузлiв гратки (порiвняй з гамiльтонiа-

ном у рiвняннi (2.1), який стосувався деформованого фрустрованого ромбiчного

спiнового ланцюжка з рис. 2.1).
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Рис. 3.1 (a) Ромбiчний [82–85] та (b) димер-плакетний [86–94] спiновi ланцюжки,

якi описуються гамiльтонiаном (3.1).

Значення обмiнних взаємодiй Jij для трьох рiзних граток показанi на рис. 3.1

i рис. 3.2. J2 є найбiльшою обмiнною взаємодiєю. Для конкретної гратки лока-

лiзований магнонний стан зосереджений в межах малої частини гратки – пас-
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Рис. 3.2 Гратка квадратне кагоме [95–98], яка описується гамiльтонiаном (3.1).

тки. Для ромбiчного та димер-плакетного спiнових ланцюжкiв пасткою є вер-

тикальний зв’язок, а для гратки квадратне кагоме — квадрат. У пiдпросторах

Sz = N/2 − 2, . . . , N/2 − nmax, nmax ∝ N можемо побудувати багатомагнон-

нi стани, заповнюючи пастки локалiзованими магнонами. Очевидно, що всi цi

багатомагноннi стани є лiнiйно незалежними [99].

Кратнiсть виродження локалiзованих магнонних станiв обчислюється шля-

хом вiдображення цих станiв на конфiгурацiї жорстких об’єктiв на допомiжнiй

гратцi [10,11,38,41]. Для фрустрованих квантових антиферомагнетикiв на гра-

тках, що показанi на рис. 3.1 i рис. 3.2, це є газ мономерiв на ланцюжку або

квадратнiй гратцi [11, 38].

Важливо зауважити, що локалiзацiя магнонiв можлива завдяки специфi-

чнiй геометрiї гратки i, отже, вимагає певних спiввiдношень мiж зв’язками Jij.

А саме: для ромбiчного спiнового ланцюжка: J1 = J3 = J , J2 ≥ J ; для димер-

плакетного ланцюжка: J1 = J3 = J4 = J , J2 ≥ ((1 +
√
5)/2)J ; для гратки

квадратне кагоме: J1 = J3 = J , J2 ≥ J . При низьких температурах i для

магнiтних полiв h в околi поля насичення hsat = h1 (h1 = J2 + J для ром-
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бiчного i димер-плакетного ланцюжкiв i h1 = 2J2 + J для гратки квадратне

кагоме) внесок у статистичну суму локалiзованих станiв є домiнуючим [38]. У

цьому дослiдженнi маємо справу з випадком, коли умови локалiзацiї магнонiв

порушуються. А саме, будемо розглядати порушення iдеальної геометрiї з ура-

хуванням рiзних значень J1 i J3, але з зафiксувавши їх середнє значення, тобто

J1 6= J3, J1 + J3 = 2J (див. рис. 3.1 i рис. 3.2).

В подальшому будемо нумерувати вузли парою iндексiв, де перший iндекс

нумеруватиме комiрки (m = 1, . . . ,N , N = N/3 для ромбiчного ланцюжка,

N = N/4 для димер-плакетного ланцюжка, N = N/6 для гратки квадратне

кагоме, N - число вузлiв; для гратки квадратне кагоме комiрки нумерує вектор

m = (mx, my)), а другий iндекс позначає положення вузла в комiрцi.

3.1. Побудова ефективних гамiльтонiанiв. Наближення сильного

зв’язку

Почнiмо з s = 1
2 антиферомагнiтної моделi Гайзенберга на ромбiчному лан-

цюжку (рис.3.1 a). Гамiльтонiан системи (3.1) записується таким чином:

H =

N
∑

m=1

(J2sm,1 · sm,2 + J3sm,1 · sm,3 + J1sm,2 · sm,3 + J1sm,3 · sm+1,1

+J3sm,3 · sm+1,2 − h
(

szm,1 + szm,2 + szm,3

))

. (3.2)

Наближення сильного зв’язку (див. [55–57]) базується на припущеннi, що

обмiнна взаємодiя Гайзенберга J2 є найбiльшою, тобто Ji/J2 ≪ 1, i 6= 2. В силь-

них магнiтних полях тiльки два з чотирьох станiв на кожному вертикальному

зв’язку беруться до уваги, а саме, повнiстю поляризований стан

|u〉 = | ↑1↑2〉

i одномагнонний стан

|d〉 = 1√
2
(| ↑1↓2〉 − | ↓1↑2〉) .
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Тут 1 i 2 нумерують вузли на вертикальному зв’язку. Оскiльки J2 є найбiль-

шою (домiнуючою) взаємодiєю, гамiльтонiан H розбиваємо на “основну части-

ну” Hmain (гамiльтонiан, який описує всi комiрки i взаємодiю Зеємана всiх спiнiв

з магнiтним полем h0 = J2) i на “збурення” V , H = Hmain + V . При цьому

Hmain = J2sm,1 · sm,2 − J2(s
z
m,1 + szm,2 + szm,3),

V = J3sm,1 · sm,3 + J1sm,2 · sm,3 + J1sm,3 · sm+1,1 + J3sm,3 · sm+1,3

− (h− h0)
(

szm,1 + szm,2 + szm,3

)

.

(3.3)

Якщо h = J2 i J1 = J3 = 0, то H = Hmain. Основний стан Hmain позначимо |ϕ0〉.
Вiн є 2N -кратно вироджений. Справдi,

|ϕ0〉 =
∏

m

(|v〉| ↑3〉)m , (3.4)

де |v〉 є або компонента триплета |u〉 = | ↑1↑2〉, або синглет

|d〉 = 1√
2
(| ↑1↓2〉 − | ↓1↑2〉). Енергiя основного стану (3.4) − ε0 = −5J2/(4N ).

Далi, роздiляємо гiльбертовий простiр, у якому дiє H (3.2), на модельний про-

стiр H0 i на простiр H \ H0. Введемо оператор проектування P (P 2 = P ) на

простiр H0:

P = ⊗N
m=1Pm,

Pm = Pm ⊗ (| ↑3〉〈↑3 |)m ,Pm = (|u〉〈u| + |d〉〈d|)m . (3.5)

Для Ji 6= 2, i 6= 2 i h− h0 6= 0 будуємо ефективний гамiльтонiан, який дiє тiль-

ки на модельний простiр, але дає точну енергiю основного стану. Його можна

знайти з рiвняння [100–104] (див. також додаток Д.1)

Heff = PHP + PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

V P + . . . . (3.6)

Обчислимо всi доданки в правiй сторонi рiвняння (3.6). Очевидно, що PHP =

PHmainP + PV P . Оскiльки

(J2sm,1 · sm,2 − h(sz1 + sz2))|u〉 =
(

1

4
J2 − h

)

|u〉, (3.7)
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(J2sm,1 · sm,2 − h(sz1 + sz2))|d〉 = −3

4
J2|d〉, (3.8)

то

PHmainP = P
N
∑

m=1

(

|u〉
(

1

4
J2 − h

)

〈u|+ |d〉
(

−3

4
J2

)

〈d| − 1

2
h

)

m

P. (3.9)

Пiсля введення (псевдо)спiн-1
2

операторiв

1 = |u〉〈u|+ |d〉〈d|, T z =
1

2
(|u〉〈u| − |d〉〈d|) ,

|u〉〈u| = 1

2
+ T z, |d〉〈d| = 1

2
− T z, (3.10)

для PHmainP отримаємо

PHmainP = P

N
∑

m=1

(

−1

4
J2 − h− (h− J2)T

z
m

)

P (3.11)

з h = J2. Очевидно, що якщо h = J2, то PHmainP = ε0P . Далi,

PV P = P

N
∑

m=1

(

|u〉m
(

J3
4

)

〈u|m + |u〉m
(

J1
4

)

〈u|m

+|u〉m+1

(

J1
4

)

〈u|m+1 + |u〉m+1

(

J3
4

)

〈u|m+1

−(h− J2)

(

|u〉m〈u|m +
1

2

))

P

= P
N
∑

m=1

(

J1 + J3
4

− h+ J2 +

(

J1 + J3
2

− h+ J2

)

T z
m

)

P.

(3.12)

Об’єднуючи рiвняння (3.11) i (3.12), маємо

PHP = P
∑

m

(

−J2
4

− h+
J

2
− (h− h1) T

z
m

)

P,

h1 = J2 + J, J =
J1 + J3

2
. (3.13)

Розглянемо тепер другий доданок в рiвняннi (3.6) . Хоча ми знаємо всi власнi

стани |ϕα〉 i вiдповiднi власнi значення εα гамiльтонiана Hmain, в межах цього
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наближення лише частина з них даватиме внесок у другий доданок у (3.6).

Знайдемо цi стани |ϕα〉. Для цього подiємо гамiльтонiаном V на стан |ϕ0〉:

V . . . (|d〉| ↑〉)m . . . = . . . (|u〉| ↓〉)m . . . ,
V . . . (|d〉| ↑〉)m . . . = . . . (|u〉| ↑〉)m . . . . (3.14)

Тому, розглядаємо N 2N збуджених станiв

|ϕα〉 = (|v〉| ↑3〉)1 . . . (|v〉| ↓3〉)m . . . (|v〉| ↑3〉)N , (3.15)

тобто стани з одним перевернутим спiном на вузлi, який з’єднує двi сусiднi

комiрки. Енергiя цих станiв є

εα = ε0 + h,

де h = J2.

Розглянемо детальнiше дiю збурення V (3.3) на збудженi стани |ϕα〉. Маємо
(

J3
2

(

s+m,1s
−
m,3 + s−m,1s

+
m,3

)

+
J1
2

(

s+m,2s
−
m,3 + s−m,2s

+
m,3

)

+
J1
2

(

s+m,3s
−
m+1,1 + s−m,3s

+
m+1,1

)

+
J3
2

(

s+m,3s
−
m+1,2 + s−m,3s

+
m+1,2

)

)

× . . . (|v〉| ↓3〉)m (|v〉| ↑3〉)m+1 . . .

=

(

J3
2
s−m,1 +

J1
2
s−m,2 +

J1
2
s−m+1,1 +

J3
2
s−m+1,2

)

. . . (|v〉| ↑3〉)m (|v〉| ↑3〉)m+1 . . . ;

. . . (〈v|〈↑3 |)m+1(〈v|〈↓3 |)m . . .
(

J3
2

(

s+m,1s
−
m,3 + s−m,1s

+
m,3

)

+
J1
2

(

s+m,2s
−
m,3 + s−m,2s

+
m,3

)

+
J1
2

(

s+m,3s
−
m+1,1 + s−m,3s

+
m+1,1

)

+
J3
2

(

s+m,3s
−
m+1,2 + s−m,3s

+
m+1,2

)

)

= . . . (〈v|〈↑3〉)m+1 (〈v|〈↑3〉)m . . .
(

J3
2
s+m,1 +

J1
2
s+m,2 +

J1
2
s+m+1,1 +

J3
2
s+m+1,2

)

.
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Тому

PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

V P

=
P

−J2
∑

α6=0

((

J3
2

(

s−m,1 + s−m+1,2

)

+
J1
2

(

s−m,2 + s−m+1,1

)

)

P

×P
(

J3
2

(

s+m,1 + s+m+1,2

)

+
J1
2

(

s+m,2 + s+m+1,1

)

))

P.

(3.16)

Врахувавши, що

Ps−1 P = − 1√
2
|d〉〈u| = − 1√

2
T−,

Ps−2 P =
1√
2
|d〉〈u| = 1√

2
T−,

Ps+1 P = − 1√
2
|u〉〈d| = − 1√

2
T+,

Ps+2 P =
1√
2
|u〉〈d| = 1√

2
T+, (3.17)

де введено (псевдо)спiн-12 оператори T±, можемо записати другий доданок у

рiвняннi (3.6) так:

PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

V P = P

(

(J1 − J3)
2

−8J2

∑

m

(

T−
m + T−

m+1

) (

T+
m + T+

m+1

)

)

P

= P

(

−(J1 − J3)
2

8J2

∑

m

(

1− 2T z
m − 2

(

T x
mT

x
m+1 + T y

mT
y
m+1

))

)

P. (3.18)

Остаточно отримаємо:

Heff = P
∑

m

(

C − hT z
m
− J

(

T x
mT

x
m+1 + T y

mT
y
m+1

))

P,

J =
(J1 − J3)

2

4J2
,

h = h− h1 −
(J1 − J3)

2

4J2
,

C = −J2
4

− h+
J

2
− (J1 − J3)

2

8J2

h1 = J2 + J, J =
J1 + J3

2
.

(3.19)
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Ефективний гамiльтонiан в наближеннi сильного зв’язку Heff (3.19) вiдпо-

вiдає нефрустрованому спiн-12 iзотропному XY ланцюжку в поперечному ма-

гнiтному полi [105, 106].

У випадку димер-плакетного спiнового ланцюжка (див. рис. 3.1b) два iстотнi

у режимi сильних полiв стани на вертикальному зв’язку є такi самi, як i для

ромбiчного ланцюжка, однак оператор проектування є

Pm = Pm ⊗ (| ↑3〉〈↑3 | ⊗ | ↑4〉〈↑4 |)m ,

де Pm (як i ранiше) визначається з рiвняння (3.5). Розглядаємо два класи збу-

джених станiв: перший клас мiстить синглет на горизонтальному зв’язку, тоб-

то |s〉 = (| ↑3↓4〉 − | ↓3↑4〉) /
√
2 з енергiєю εα = ε0 + J2 − J4; другий клас мi-

стить Sz = 0 компоненту триплетного стану на горизонтальному зв’язку, тобто

|t〉 = (| ↑3↓4〉+ | ↓3↑4〉) /
√
2. Енергiя цих збуджених станiв є εα = ε0 + J2. В

результатi для ефективного гамiльтонiана в наближеннi сильного зв’язку ми

знову отримаємо спiн-12 iзотропний XY ланцюжок в поперечному полi (3.19),

однак з iншими параметрами (див. деталi обчислень у додатку Д.2.1):

J = − (J1 − J3)
2

8 (J2 − J4)

J4
J2
,

h = h− h1 −
(J1 − J3)

2

8 (J2 − J4)

2J2 − J4
J2

,

C = −3

2
h− J2

4
+
J4
4

+
J

2
− (J1 − J3)

2

16 (J2 − J4)

2J2 − J4
J2

,

h1 = J2 + J, J =
J1 + J3

2
. (3.20)

При побудовi ефективного гамiльтонiана в наближеннi сильного зв’язку для

гратки квадратне кагоме (рис. 3.2) беремо до уваги наступнi два стани на ко-

жному квадратi: стан

|u〉 = | ↑1↑2↑3↑4〉
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з енергiєю J2 − 2h та стан

|d〉 = 1

2
(| ↑1↑2↑3↓4〉 − | ↑1↑2↓3↑4〉+ | ↑1↓2↑3↑4〉 − | ↓1↑2↑3↑4〉)

з енергiєю −J2 − h, h0 = 2J2. Для проектора Pm маємо:

Pm = Pm ⊗ (| ↑5〉〈↑5 | ⊗ | ↑6〉〈↑6 |)m, де Pm = (|u〉〈u|+ |d〉〈d|)
m

. Так як i у

випадку ромбiчного спiнового ланцюжка, збудженi стани мiстять один пере-

вернутий спiн на тих вузлах, що з’єднують два сусiднi квадрати i в гори-

зонтальному, i у вертикальному напрямках. Енергiя цих збуджених станiв є

εα = ε0+h0 = ε0+2J2. Провiвши всi необхiднi обчислення (див. додаток Д.3.1),

з (3.6) отримаємо наступний результат

Heff = J

∑

(mn)

(T x
mT

x
n + T y

mT
y
n )− h

N
∑

m=1

T z
m +NC, (3.21)

де

J = −(J1 − J3)
2

16J2
,

h = h− h1 −
(J1 − J3)

2

8J2
,

C = −5

2
h+

3

2
J − (J1 − J3)

2

16J2
,

h1 = 2J2 + J, J =
J1 + J3

2
. (3.22)

Отриманий ефективний гамiльтонiан (3.21) є спiн-12 iзотропна XY модель на

квадратнiй гратцi у поперечному магнiтному полi.

3.2. Пiдхiд локалiзованих магнонiв

Удосконалимо пiдхiд сильного зв’язку. Розглянемо для початку ромбiчний

спiновий ланцюжок. Наближення сильного зв’язку передбачає, що взаємодiя

J2 є набагато бiльшою, нiж J1 i J3. Однак, ця вимога не є необхiдною в кар-

тинi локалiзованих магнонiв: у картинi локалiзованих магнонiв J1 − J3 = 0,
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але взаємодiя J1 = J3 = J є лише меншою (а не набагато меншою) нiж J2.

Чи можна покращити пiдхiд сильного зв’язку, виходячи з картини локалiзова-

них магнонiв? На перший погляд така теорiя мала б виглядати так: в рамках

пiдходу локалiзованих магнонiв братимемо до уваги тiльки два стани на вер-

тикальному зв’язку: |u〉 = | ↑1↑2〉 i |d〉 = 1√
2
(| ↑1↓2〉 − | ↓1↑2〉), однак розбиття

гамiльтонiана H вiдрiзняється вiд (3.3), тобто H = H̃main+ Ṽ . Основною части-

ною гамiльтонiана H̃main вважається та частина початкового гамiльтонiана, яка

вiдповiдає iдеальнiй геометрiї з J = (J1 + J3) /2 (замiсть J1 i J3) при h = h1.

Решта гамiльтонiана розглядається як збурення Ṽ . Для h = h1 i J1 = J3 = J

маємо H → Hmain. Основний стан гамiльтонiана H̃main є вiдомий: це є незале-

жнi локалiзованi магнони. Однак, збудженi стани, якi необхiднi для обчислення

другого доданку в рiвняннi (3.6) залишаються невiдомими.

Цю труднiсть можна оминути, якщо розглядати не H, а гамiльтонiан

H = PHP , P = ⊗N
m=1Pm, Pm = ((|u〉〈u|+ |d〉〈d|))m , (3.23)

де P − оператор проектування на стани |u〉 i |d〉 комiрок m = 1, . . . ,N .

Вiдзначимо, що оператор проектування P (3.5), який використовується в на-

ближеннi сильного зв’язку, вiдрiзняється вiд проектора P у (3.23). Перейшовши

вiд H до H, ми зробили наближення, зменшивши кiлькiсть станiв, якi беруться

до уваги (замiсть чотирьох станiв на кожному вертикальному зв’язку розгля-

даємо тiльки два з них – повнiстю поляризований стан |u〉 i стан локалiзованого

магнона |d〉).
Далi, роздiляємо H на основну частину Hmain (тобто гамiльтонiан H з J1 =

J3 = J i h = h1) i збурення V = H−Hmain. Основний стан Hmain такий самий, як i

у наближеннi сильного зв’язку |ϕ0〉 (хоча й з iншим значенням енергiї основного

стану ε0), а отже i проектор на простiр H0 такий самий: P = |ϕ0〉〈ϕ0|. Крiм того,

для гамiльтонiана Hmain вiдомi всi збудженi стани |ϕα〉, α 6= 0, а тому можемо

розрахувати ефективний гамiльтонiан згiдно з формулою (3.6).
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Для ромбiчного ланцюжка з рис. 3.1а маємо:

H̃main =
∑

m

h̃m,

h̃m = J2sm,1 · sm,2 + Jsm,2 · sm,3 + Jsm,1 · sm,3 + Jsm,3 · sm+1,1

+ Jsm,3 · sm+1,2 − h1
(

szm,1 + szm,2 + szm,3

)

,

Ṽ =
∑

m

ṽm,

ṽm =
J1 − J3

2
sm,2 · sm,3 −

J1 − J3
2

sm,1 · sm,3

+
J1 − J3

2
sm,3 · sm+1,1 −

J1 − J3
2

sm,3 · sm+1,2

− (h− h1)
(

szm,1 + szm,2 + szm,3

)

.

(3.24)

Гамiльтонiан H матиме вигляд:

H =

N
∑

m=1

[

−h
2
− J2

4
− (h− J2)T

z
m − (h− J) szm,3

+
J1 − J3√

2

(

T x
ms

x
m,3 + T y

ms
y
m,3

)

+ JT z
ms

z
m,3

−J1 − J3√
2

(

sxm,3T
x
m+1 + sym,3T

y
m+1

)

+ Jszm,3T
z
m+1

]

.

(3.25)

Далi, розглядаємо основний гамiльтонiан

Hmain =

N
∑

m=1

[

−h1
2

− J2
4

− (h1 − J2)T
z
m − (h1 − J) szm,3

+J
(

T z
ms

z
m,3 + szm,3T

z
m+1

)]

, (3.26)

де h1 = J2+J . Це є гамiльтонiан ланцюжка Iзинга з вiдомими власними станами

|ϕα〉.
Набiр основних станiв

∏

m (|v〉| ↑3〉)m, де v є або u, або d, має енергiю ε0 =

(−5J2/4− J/2)N . Збурення V = H−Hmain має наступний вигляд

V = P
(

J1 − J3√
2

∑

m

(

T x
ms

x
m,3 + T y

ms
y
m,3 − sxm,3T

x
m+1 + sym,3T

y
m+1

)

)

P . (3.27)
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Збудженi стани |ϕα〉, якi входять у рiвняння (3.6), легко встановити. Це зно-

ву стани з одним перевернутим спiном на вузлi m, 3, який з’єднує двi сусiднi

комiрки. Але оскiльки тепер J 6= 0, то енергiя збуджених станiв залежить вiд

станiв на сусiднiх вертикальних зв’язках. А саме:

Hmain . . . (|u〉| ↓3〉)m |u〉m+1 . . . = (ε0 + J2 − J) . . . (|u〉| ↓3〉)m |u〉m+1 . . . ,

Hmain . . . (|u〉| ↓3〉)m |d〉m+1 . . . = (ε0 + J2) . . . (|u〉| ↓3〉)m |d〉m+1 . . . ,

Hmain . . . (|d〉| ↓3〉)m |u〉m+1 . . . = (ε0 + J2) . . . (|d〉| ↓3〉)m |u〉m+1 . . . ,

Hmain . . . (|d〉| ↓3〉)m |d〉m+1 . . . = (ε0 + J2 + J) . . . (|d〉| ↓3〉)m |d〉m+1 . . . .

Знаючи всi збудженi стани, можемо знайти ефективний гамiльтонiан згiдно з

(3.6). Маємо

PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

VP = P

(

−(J1 − J3)
2

16J2

)

×
∑

m

(

1

1− J
J2

(

T−
m + T−

m+1

)

(

1

2
+ T z

m

)(

1

2
+ T z

m+1

)

(

T+
m + T+

m+1

)

+
(

T−
m + T−

m+1

)

(

1

2
+ T z

m

)(

1

2
− T z

m+1

)

(

T+
m + T+

m+1

)

+
(

T−
m + T−

m+1

)

(

1

2
− T z

m

)(

1

2
+ T z

m+1

)

(

T+
m + T+

m+1

)

+
1

1 + J
J2

(

T−
m + T−

m+1

)

(

1

2
− T z

m

)(

1

2
− T z

m+1

)

(

T+
m + T+

m+1

)

)

P.

(3.28)

Використавши рiвностi

T−(1/2 + T z) = T−,

T−(1/2− T z) = 0,

(1/2 + T z)T+ = T+,

(1/2− T z)T+ = 0,
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можемо переписати рiвняння (3.28) наступним чином:

PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

VP = P

((

−(J1 − J3)
2

16J2

)

∑

m

((

1

1− J
J2

+ 1

)

− 2T z
m

+2
1

1− J
J2

(

T x
mT

x
m+1 + T y

mT
y
m+1

)

− 2

(

1

1− J
J2

− 1

)

T z
mT

z
m+1

))

P.

(3.29)

Остаточний результат для ефективного гамiльтонiана є таким:

Heff =

N
∑

m=1

[

J
(

T x
mT

x
m+1 + T y

mT
y
m+1

)

+ J
zT z

mT
z
m+1 − hT z

m + C
]

, (3.30)

де константи мають наступний вигляд:

J =
(J1 − J3)

2

4J2

1

1− J
J2

,

J
z =

(J1 − J3)
2

4J2

(

1

1− J
J2

− 1

)

,

h = h− h1 −
(J1 − J3)

2

4J2
,

C = −h− J2
4

+
J

2
− (J1 − J3)

2

16J2

(

1

1− J
J2

+ 1

)

,

J =
J1 + J3

2
, h1 = J2 + J. (3.31)

Отриманий ефективний гамiльтонiан (3.30) є гамiльтонiаном спiн-1
2
XXZ лан-

цюжка Гайзенберга. Це одна з стандартних моделей статистичної механiки, яка

може бути дослiджена такими методами як пiдстановка Бете [107], точна дi-

агоналiзацiя, квантове Монте Карло або метод ренормалiзацiйної групи для

матрицi густини [108].
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Можемо в рiвняннi (3.31) провести розклад в ряд вiдносно J/J2:

J =
(J1 − J3)

2

4J2

(

1 +
J

J2
+ . . .

)

,

J
z =

(J1 − J3)
2

4J2

(

J

J2
+ . . .

)

,

h = h− h1 −
(J1 − J3)

2

4J2
.

Цей результат вiдтворює не тiльки другий порядок теорiї збурень у наближеннi

сильного зв’язку, який приведений в роботах [55, 56], а й третiй порядок теорiї

збурень в [55], див. рiвняння (6.3) в роботi [55].

Знайдемо тепер ефективний гамiльтонiан у пiдходi, що використовує тео-

рiю локалiзованих магнонiв, для димер-плакетного ланцюжка, див. рис. 3.1b.

Гамiльтонiан H записується так

H =

N
∑

m=1

[

−h
2
− J2

4
− (h− J2)T

z
m

−
(

h− J

2

)

(

szm,3 + szm,4

)

+
J1 − J3√

2

(

T x
ms

x
m,3 + T y

ms
y
m,3

)

+ JT z
ms

z
m,3

+J4sm,3 · sm,4 −
J1 − J3√

2

(

sxm,4T
x
m+1 + sym,4T

y
m+1

)

+ Jszm,4T
z
m+1

]

.

(3.32)

Далi,

Hmain =
N
∑

m=1

[

− h1
2

− J2
4

− (h1 − J2) T
z
m −

(

h1 −
J

2

)

(

szm,3 + szm,4

)

+JT z
ms

z
m,3 + J4sm,3 · sm,4 + Jszm,4T

z
m+1

]

, (3.33)

де h1 = J2+J . Це є гамiльтонiан одновимiрної моделi ланцюжка Iзинга-Гайзен-

берга [141]. Розглянемо тепер збурення V i збудженi стани |ϕα〉. Якщо два сусi-

днi вертикальнi зв’язки є в станi з T z = 1/2, то перший збуджений стан

| . . . (|u〉|s〉)m (|u〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉 має енергiю εα = ε0 + J2 − J4, iнший збудже-

ний стан | . . . (|u〉|t〉)m (|u〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉 має енергiю εα = ε0 + J2. Аналогiчно,
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якщо два сусiднi вертикальнi зв’язки мають T z = −1/2, то збуджений стан

| . . . (|d〉|s〉)m (|d〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉 має енергiю εα = ε0 + J2 − J4 + J , а збуджений

стан | . . . (|d〉|t〉)m (|d〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉 має енергiю εα = ε0 + J2 + J . Крiм того,

якщо T z
m = 1/2 i T z

m+1 = −1/2, збуджений стан | . . . (|u〉|sud〉)m (|d〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉,
|sud〉 = (|s〉 + x|t〉) /

√
1 + x2, x = (J4 −

√

J2
4 + J2)/J має енергiю εα = ε0 + J2 +

J/2 − J4/2 −
√

J2
4 + J2/2, а iнший – | . . . (|u〉|tud〉)m (|d〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉, |tud〉 =

(−x|s〉+ |t〉) /
√
1 + x2 має енергiю εα = ε0+J2+J/2−J4/2+

√

J2
4 + J2/2. Якщо

T z
m = −1/2 i T z

m+1 = 1/2, то збуджений стан | . . . (|d〉|sdu〉)m (|u〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉,
|sdu〉 = (|s〉 − x|t〉) /

√
1 + x2 має енергiю εα = ε0+J2+J/2−J4/2−

√

J2
4 + J2/2,

тодi як збуджений стан | . . . (|d〉|tdu〉)m (|u〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉,
|tdu〉 = (x|s〉+ |t〉) /

√
1 + x2 має енергiю εα = ε0+J2+J/2−J4/2+

√

J2
4 + J2/2.

Беручи до уваги всi цi формули, знову отримаємо ефективний гамiльтонiан

(3.30), який вiдповiдає спiн-12 XXZ ланцюжку в полi вздовж осi z, однак з

iншими константами

J = − (J1 − J3)
2

8 (J2 − J4)
+

(J1 − J3)
2

8J2
,

J
z =

(J1 − J3)
2

8 (J2 − J4)






1− 1

1 +
J+J4−

√
J2
4+J2

2(J2−J4)

(1− x)2

1 + x2







+
(J1 − J3)

2

8J2



1− 1

1 +
J−J4+

√
J2
4+J2

2J2

(1 + x)2

1 + x2



 ,

h = h− h1 −
(J1 − J3)

2

8 (J2 − J4)

1

1 +
J+J4−

√
J2
4+J2

2(J2−J4)

(1− x)2

1 + x2

−(J1 − J3)
2

8J2

1

1 +
J−J4+

√
J2
4+J2

2J2

(1 + x)2

1 + x2
,



50

C = −3

2
h− J2

4
+
J

2
+
J4
4

− (J1 − J3)
2

32 (J2 − J4)






1 +

1

1 +
J+J4−

√
J2
4+J2

2(J2−J4)

(1− x)2

1 + x2







−(J1 − J3)
2

32J2



1 +
1

1 +
J−J4+

√
J2
4+J2

2J2

(1 + x)2

1 + x2



 ,

J =
J1 + J3

2
, x =

J4 −
√

J2
4 + J2

J
, h1 = J2 + J. (3.34)

Деталi цього обчислення приведенi у додатку Д.2.2.

Розглянемо пiдхiд локалiзованих магнонiв для гратки квадратне кагоме.

Гамiльтонiан H має вигляд

H =
∑

m

[

−3

2
h− (h− 2J2)T

z
m
−
(

h− 3

2
J

)

(

sz
m,5 + sz

m,6

)

+
J

2
T z
ms

z
m,5 +

J1 − J3
2

(

T x
ms

x
m,5 + T y

ms
y
m,5

)

+
J

2
sz
m,5T

z
mx+1,my

+
J1 − J3

2

(

sx
m,5T

x
mx+1,my

+ sy
m,5T

y
mx+1,my

)

+
J

2
T z
m
sz
m,6 −

J1 − J3
2

(

T x
m
sx
m,6 + T y

m
sy
m,6

)

+
J

2
szm,6T

z
mx,my+1 −

J1 − J3
2

(

sxm,6T
x
mx,my+1 + sy

m,6T
y
mx,my+1

)

]

. (3.35)

Гамiльтонiан Hmain отримується з рiвняння (3.35) з J1 = J3 = J i h = h1 =

2J2+J . Стани з одним перевернутим спiном на вузлi, який з’єднує два квадрати,

становлять набiр збуджених станiв. Енергiя цих збуджених станiв залежить вiд

станiв на цих двох квадратах, i набуває значення εα = ε0+2J2−J , якщо обидва

квадрати є в станi |u〉, значення εα = ε0 + 2J2 − J/2, якщо один квадрат є в

станi |u〉, а iнший в станi |d〉, i значення εα = ε0 + 2J2, якщо обидва квадрати

є в станi |d〉. Взявши це до уваги, повторюємо обчислення в другому доданку
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рiвняння (3.6) i отримуємо наступний гамiльтонiан:

Heff = P
∑

m

(

C− hT z
m
− J

(

T x
m
T x
mx+1,my

+ T y
m
T y
mx+1,my

)

+ J
zT z

m
T z
mx+1,my

−J

(

T x
mT

x
mx,my+1 + T y

mT
y
mx,my+1

)

+ J
zT z

mT
z
mx,my+1

)

P,

J =
(J1 − J3)

2

16J2

1

1− J
2J2

,

J
z =

(J1 − J3)
2

16J2

(

1

1− J
2J2

− 1

1− J
4J2

)

,

h = h− h1 −
(J1 − J3)

2

8J2

1

1− J
4J2

,

C =
3

2
J − 5

2
h− (J1 − J3)

2

32J2

(

1

1− J
2J2

+
1

1− J
4J2

)

.

(3.36)

Деталi обчислень приведенi в додатку Д.3.2.

Зробимо важливе зауваження. В границi J/J2 → 0 результат збiгається з

ефективним гамiльтонiаном (3.21), отриманим в наближеннi сильного зв’язку.

Але результати у наближеннi локалiзованих магнонiв мiстять бiльше анiж дру-

гий порядок у наближеннi сильного зв’язку.

3.3. Результати точної дiагоналiзацiї для вихiдної та ефективної

моделей

Обговоримо область застосовностi ефективних гамiльтонiанiв Heff (набли-

ження сильного зв’язку) i Heff (наближення локалiзованих магнонiв), якi були

отриманi у двох попереднiх параграфах цього роздiлу. Для того щоб з’ясува-

ти як працюють ефективнi гамiльтонiани, проведемо точну дiагоналiзацiю для

трьох моделей з гамiльтонiанамиH, Heff та Heff i порiвняємо отриманi результа-

ти для початкової моделi H та ефективних моделей (Heff i Heff). При цьому ми

розглядаємо кривi намагнiченостi при низьких температурах та температурну

залежнiсть теплоємностi в сильних магнiтних полях.
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Рис. 3.3 Порiвняння вихiдної та ефективних моделей для деформованого ром-

бiчного ланцюжка з N = 18 вузлiв (N = 6 комiрок): кривi намагнiченостi в

залежностi вiд магнiтного поля та температурнi залежностi теплоємностi для

J1 = 0.85, J2 = 3 i J2 = 6 (вставка), J3 = 1.15.

Зокрема, на рис. 3.3, 3.4, 3.5 приведенi низькотемпературнi кривi намагнi-

ченостi для деформованих моделей з N = 6 (ромбiчний ланцюжок, рис. 3.3),

N = 6 (димер-плакетний ланцюжок, рис. 3.4) та N = 4 i N = 8 (гратка ква-
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Рис. 3.4 Порiвняння вихiдної та ефективних моделей для димер-плакетного спi-

нового ланцюжка з N = 16 вузлiв (N = 4 комiрок): кривi намагнiченостi в

залежностi вiд магнiтного поля для J1 = 0.9, J2 = 2, J3 = 1.1, J4 = 1 i J4 = 0.2

(вставка) при T = 0.0001.

дратне кагоме, рис. 3.5) комiрок. Крiм того, на рис. 3.3 та рис. 3.5 показанi

температурнi залежностi питомої теплоємностi для деформованого ромбiчного

ланцюжка та гратки квадратне кагоме в сильних магнiтних полях. Результати

точної дiагоналiзацiї для вихiдних моделей (товста чорна лiнiя) порiвнюються

з даними точної дiагоналiзацiї для отриманих ефективних моделей: (i) набли-

ження сильного зв’язку, гамiльтонiан Heff , див. рiвняння (3.19), (3.20), (3.21),

пунктирнi зеленi лiнiї; (ii) наближення локалiзованих магнонiв, гамiльтонiан H,

див. рiвняння (3.25), (3.32), (3.35), пунктирнi синi кривi; (iii) пiдхiд локалiзова-

них магнонiв з використанням теорiї збурень, гамiльтонiан Heff , див. рiвняння

(3.30), (3.34), (3.36), пунктирнi червонi кривi.

Порiвнюючи результати для вихiдної моделi H з результатами для ефектив-

них моделей, якi описуються гамiльтонiанами Heff та Heff , бачимо їх добре узго-

дження. Варто вiдмiтити, що вiдхилення вiд iдеальної геометрiї |J1−J3|/J сягає

аж 0.4, але навiть при таких великих вiдхиленнях узгодженiсть залишається за-

довiльною.

Вiдзначимо, що вiдхилення вiд iдеальної геометрiї, тобто коли J1 6= J3, не

приводить до помiтної змiни ширини плато яке передує стрибку намагнiченостi
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Рис. 3.5 Порiвняння вихiдної та ефективних моделей для гратки квадратне ка-

гоме з N = 24 вузлiв (N = 4 комiрок) та N = 48 вузлiв (N = 8 комiрок): кривi

намагнiченостi в залежностi вiд магнiтного поля та температурнi залежностi

теплоємностi для J1 = 0.8, J2 = 2 i J2 = 4, J3 = 1.2.

до значення насичення. Однак вiдхилення вiд iдеальної геометрiї має значний

вплив на сам стрибок намагнiченостi в околi h1. Є скiнченна область h1l ≤ h ≤
h1h, де (замiсть вертикального стрибка) намагнiченiсть стрiмко зростає мiж
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двома значеннями m = 1
6

i m = 1
2
. Наближення сильного зв’язку передбачає

межi цiєї областi h1l i h1h тiльки якiсно, i недооцiнює ширину цiєї областi h1h−
h1l, а пiдхiд локалiзованих магнонiв дає значно кращi результати для h1l i h1h.

Варто також звернути увагу на температурну залежнiсть теплоємностi, яка

має два чiткi максимуми (див. рис. 3.3, 3.5) у випадку сильних магнiтних полiв.

Високотемпературний максимум − стандартний, а низькоткотемпературний −
з’являється лише в сильних магнiтних полях. Всi запропонованi ефективнi га-

мiльтонiани вiдтворюють перший низькотемпературний максимум теплоємно-

стi c(T ). Знову пiдхiд локалiзованих магнонiв краще узгоджується з початко-

вою моделлю. Гамiльтонiани H, Heff i Heff можна вивчати методом точної дi-

агоналiзацiї (лише для малих систем) або методом квантового Монте Карло

(застосовний для значно бiльшого числа комiрок).

Отриманi одновимiрнi ефективнi моделi в наближеннi сильного зв’язку чи в

наближеннi локалiзованих магнонiв можна описати аналiтично навiть в термо-

динамiчнiй границi, коли N → ∞ [105–107]. У випадку наближення сильного

зв’язку ефективна модель зводиться до невзаємодiючих фермiонiв [105,106]. На

рис. 3.6 приведенi результати ефективної теорiї (наближення сильного зв’язку)

для деформованого ромбiчного спiнового ланцюжка Гайзенберга (3.19) з пара-

метрами J1 = 0.85, J2 = 6, J3 = 1.15. На верхнiй панелi рис. 3.6 показано, що

чiткий стрибок в кривiй намагнiченостi при T = 0, який має мiсце у випадку

iдеальної геометрiї J1 = J3, переходить в гладку криву намагнiченостi спiн-1
2

iзотропного XY ланцюжка в поперечному полi. Крiм того, залишкова ентропiя

при полi насичення s(T = 0, h = h1) = ln(2)/3 ≈ 0.231, яка присутня у випадку

iдеальної геометрiї J1 = J3, дорiвнює нулю через наявнiсть вiдхилення вiд iде-

альної геометрiї (середня панель на рис. 3.6). Поведiнка питомої теплоємностi,

як показано на нижнiй панелi рис. 3.6, залежить вiд величини магнiтного поля

h.
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Рис. 3.6 Намагнiченiстьm(T, h), ентропiя s(T, h) та питома теплоємнiсть c(T, h)

в розрахунку на один вузол для деформованого ромбiчного спiнового ланцюжка

Гайзенберга з параметрами J1 = 0.85, J2 = 6, J3 = 1.15. Ефективна модель у

наближеннi сильного зв’язку.
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3.4. Застосування до азуриту

Застосуємо отриманi ефективнi моделi до пояснення деяких низькотемпера-

турних властивостей природного мiнералу азуриту Cu3(CO3)2(OH)2. Магнiтнi

властивостi азуриту описуються моделлю деформованого ромбiчнного ланцюж-

ка з набором параметрiв J1 = 15.51K, J2 = 33K, J3 = 6.93K та h = gµBH, g =

2.06, µB ≈ 0.67171K/T, див. [56] i [58]. Однак, слiд зазначити, що мала обмiнна

взаємодiя мiж Jm = 4.62K мiж вузлами m, 3 i m + 1, 3 [див. рис. 3.1(a)] може

мати значення. Знехтувавши обмiнною взаємодiєю Jm, для констант ефектив-

ного гамiльтонiана Heff з (3.30) та (3.31) отримаємо: J = 0.845K, Jz = 0.287K,

ефективне магнiтне поле є h = (1.384H − 44.778)K, де H є магнiтне поле, яке

прикладається експериментально i вимiрюється в теслах.

Рис. 3.7 Низькотемпературнi (T = 0.08K) кривi намагнiченостi деформованого

ромбiчного спiнового ланцюжка з параметрами обмiнної взаємодiї для азуриту

J1 = 15.51K, J2 = 33K, J3 = 6.93K та гiромагнiтним вiдношенням g = 2.06.

Вставка: N = 6, тобто, N = 18; основна панель: N = 20, тобто, N = 60.

На рис. 3.7, 3.8, 3.9 приведенi результати точної дiагоналiзацiї для нама-

гнiченостi, ентропiї та питомої теплоємностi моделi з параметрами азуриту. На

вставцi рис. 3.7 спочатку порiвнюються результати рiзних пiдходiв для N = 6

комiрок (тобто, N = 18 вузлiв). Бачимо, що результати для H, H, та Heff

узгоджуються дуже добре, тодi як данi для наближення сильного зв’язку Heff
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помiтно вiдхиляються вiд даних точної дiагоналiзацiї для вихiдної моделi. Тому

надалi ми зосередимо увагу на даних, якi отриманi з гамiльтонiана Heff (3.30),

(3.31) для N = 20 комiрок, тобто, N = 60 вузлiв з параметрами J = 0.845K,

J
z = 0.287K, та h = (1.384H − 44.778)K. На рис. 3.7 приведена крива нама-

гнiченостi азуриту при температурi T = 0.08K, польовi залежностi питомої

теплоємностi c та ентропiї s при температурах T = 0.08K i T = 0.4K показанi

на рис. 3.8, а на рис. 3.9 показанi температурi залежностi питомої теплоємно-

стi c та ентропiї s для трьох значень магнiтного поля H = 31T, 32.5T i 34T.

Ефективна модель Heff дуже добре описує низькотемпературну область, тодi

як високотемпературний максимум у c i вiдповiдна ентропiя s → ln 2 ≈ 0.693

не описуються ефективним гамiльтонiаном Heff .

Рис. 3.8 Польова залежнiсть ентропiї (товстi лiнiї) та питомої теплоємностi (тон-

кi лiнiї) деформованого ромбiчного спiнового ланюжка з параметрами обмiнної

взаємодiї для азуриту J1 = 15.51K, J2 = 33K, J3 = 6.93K та гiромагнiтним

вiдношенням g = 2.06 при низьких температурах, T = 0.08K та T = 0.4K.

До яскраво виражених особливостей, якi виникають внаслiдок домiнуючого

вкладу локалiзованих магнонiв для термодинамiчних властивостей у сильних

магнiтних полях та низьких температурах (нижче 1К) слiд вiднести: майже

вертикальний стрибок в кривiй намагнiченостi (див. рис. 3.7), збiльшена низь-

котемпературна ентропiя, що досягає значення ln(2)/3 ≈ 0.231 (рис. 3.9) i поява

низькотемпературного максимуму в питомiй теплоємностi (рис. 3.9). Змiна ен-
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Рис. 3.9 Температурна залежнiсть ентропiї (товстi лiнiї) та питомої теплоємно-

стi (тонкi лiнiї) деформованого ромбiчного спiнового ланюжка з параметрами

обмiнної взаємодiї для азуриту J1 = 15.51K, J2 = 33K, J3 = 6.93K та гiрома-

гнiтним вiдношенням g = 2.06 в сильних магнiтних полях, H = 31T, 32.5T, та

34T.

тропiї, викликана змiною магнiтного поля, призводить до магнiтокалоричного

ефекту (див. працi [9] та [56]). Крiм того, останнiм часом магнiтокалоричний

ефект в XXZ ланцюжках був розглянутий у [109]. Варто також згадати тут

недавнi експериментальнi дослiдження магнiтокалоричного ефекту для iнших

фрустрованих антиферомагнетикiв Гайзенберга [110–112]. Було б цiкаво прове-

сти експериментальнi дослiдження магнiтокалоричного ефекту i для азуриту.

3.5. Гратка квадратне кагоме. Випадок загальнiшої геометрiї

Розглянемо випадок узагальненої геометрiї (не такого типу, як у моделi азу-

риту, яка задається параметрами J1 i J3) для спiн-12 антиферомагнiтної моделi

Гайзенберга на двовимiрнiй гратцi квадратне кагоме. Будемо розглядати за-

гальнiше вiдхилення вiд iдеальної геометрiї, вважаючи що обмiннi взаємодiї

J15, ..., J64 є рiзними, див. рис. 3.10. Як i ранiше, ми припускаємо, що вiдхиле-

ння вiд iдеальної геометрiї не є занадто велике, тобто може бути застосована

теорiя збурень. Використовуючи пiдхiд локалiзованих магноiв, побудуємо ефе-
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ктивний опис гратки квадратне кагоме з узагальненою геометрiєю.
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Рис. 3.10 Гратка квадратне кагоме, яка описується гамiльтонiаном (3.1). Пас-

тками для локалiзованих магнонiв є квадрати, позначенi товстою червоною лi-

нiю (J2 зв’язки). Для цiєї геометрiї маємо 9 параметрiв: J2, J15, J25, J54, J53, J26,

J36, J61, J64.

В сильних магнiтних полях до уваги беруться наступнi стани на кожному

квадратi: повнiстю поляризований стан |u〉 = | ↑1↑2↑3↑4〉 з енергiєю J2 − 2h i

одномагнонний стан |d〉 = (| ↑1↑2↑3↓4〉 − | ↑1↑2↓3↑4〉 + | ↑1↓2↑3↑4〉 − | ↓1↑2↑3↑4〉) /2
з енергiєю −J2 − h. Далi,

H = PHP ,
P = ⊗mPm, Pm = (|u〉〈u|+ |d〉〈d|)

m
. (3.37)

Тут Pm оператор проектування m. Вводячи (псевдо)спiн-12 оператори,

T z =
1

2
(|u〉〈u| − |d〉〈d|) , T+ = |u〉〈d|, T− = |d〉〈u| (3.38)
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(див. (3.10)), можемо записати гамiльтонiан H (3.37) наступним чином

H =
∑

m

[

−3

2
h− (h− 2J2)T

z
m
−
(

h− 3

2
Jh

)

sz
m,5 −
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2
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)

sz
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4
T z
m
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2

(

T x
m
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m
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)

+
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4
sz
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z
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+
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2
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sx
m,5T

x
mx+1,my

+ sy
m,5T

y
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)

+
J26 + J36

4
T z
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z
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J26 − J36
2

(

T x
ms

x
m,6 + T y

ms
y
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)

+
J61 + J64

4
szm,6T

z
mx,my+1 +

−J61 + J64
2

(

sxm,6T
x
mx,my+1 + sy

m,6T
y
mx,my+1

)

]

,

Jh =
J15 + J25 + J54 + J53

4
, Jv =

J26 + J36 + J61 + J64
4

. (3.39)

Гамiльтонiан H (3.39) вiдповiдає спiн-1
2
XXZ моделi на декорованiй квадратнiй

гратцi (гратка Лiба) [105].

Отримана модель (3.39) є нефрустрована i тому її тепер можна дослiджува-

ти, скажiмо, використовуючи метод квантового Монте Карло. Однак, її можна i

далi спростити, виключивши спiновi змiннi sm,5 та sm,6, якi належать до вузлiв,

що з’єднують сусiднi квадрати. Для цього розiб’ємо гамiльтонiан H, приведений

в рiвняннi (3.39), на “головну” частину Hmain

Hmain =
∑

m

[

−3

2
h1 − (h1 − 2J2)T

z
m −

(

h1 −
3

2
J

)

(

szm,5 + szm,6

)

+
J

2

(

T z
ms

z
m,5 + szm,5T

z
mx+1,my

+ T z
ms

z
m,6 + szm,6T

z
mx,my+1

)

]

(3.40)

[тобто гамiльтонiан H для випадку iдеальної геометрiї J15 = . . . = J64 = J =
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(J15 + . . .+ J64)/8 при h = h1 = 2J2 + J ] i на “збурення” V

V =
∑

m
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(3.41)

(тобто V = H − Hmain). Основний стан |ϕ0〉 гамiльтонiана Hmain (тодi szm,5 =

sz
m,6 = 1/2) має енергiю ε0 = −(5J2 + J)N , є 2N -кратно виродженим i формує

модельний простiр, який визначається проектором P = |ϕ0〉〈ϕ0|:

P = ⊗mPm,

Pm = Pm ⊗ (| ↑5〉〈↑5 | ⊗ | ↑6〉〈↑6 |)m . (3.42)

Для J15−J 6= 0, . . . , J64−J 6= 0, i h−h1 6= 0 будуємо ефективний гамiльтонiан

Heff який дiє лише в модельному просторi, але дає точну енергiю основного

стану. Heff знаходимо з формули типу (3.6)

Heff = PHP + PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

VP + . . . . (3.43)

Тут |ϕα〉 (α 6= 0) є збудженi стани гамiльтонiана Hmain. Набiр збуджених станiв,

якi входять в другий доданок (3.43) складаться з станiв з перевернутим спiном

на вузлах, що з’єднують два сусiднi квадрати. Енергiя цих збуджених станiв

залежить вiд станiв на цих двох квадратах. Точнiше, енергiя збудженого стану

набуває значення εα = ε0+2J2−J , якщо обидва квадрати є в станi |u〉, значення

εα = ε0 + 2J2 − J/2, якщо один з квадратiв є в станi |u〉, а другий в станi |d〉, i
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значення εα = ε0+2J2, якщо обидва квадрати є в станi |d〉. Беручи це до уваги,

ми можемо обчислити другий доданок рiвняння (3.43) i пiсля використання

(псевдо)спiнових операторiв (3.37), отримаємо

Heff =
∑

(mn)

[Jmn (T
x
mT

x
n + T y

mT
y
n ) + J

z
mnT

z
mT

z
n ]− h

N
∑

m=1

T z
m +NC. (3.44)

Параметри Jmn, Jzmn, h, i C мають вигляд:
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2

2
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(J26 − J36)
2 + (−J61 + J64)

2

2
. (3.45)

Тут iндекс h (v) позначає горизонтальний (вертикальний) напрямок. У випадку

J25 = J54 = J36 = J61 = J1 i J15 = J53 = J26 = J64 = J3 рiвняння (3.44) i (3.45)

зводяться до рiвняння (3.36).

В границi J/J2 → 0 рiвняння (3.44) i (3.45) зводяться до ефективного га-

мiльтонiана Heff в наближеннi сильного зв’язку

Jh = −(−J15 + J25) (J54 − J53)

16J2
, Jv = −(J26 − J36) (−J61 + J64)

16J2
,

J
z
h = J

z
v = 0, h = h− h1 −

Sh + Sv

16J2
,C = −5

2
h+

3

2
J − Sh + Sv

32J2
. (3.46)
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У додатку Д.4 подiбна геометрiя розглянута i для ромбiчного ланцюжка (уза-

гальнений фрустрований ромбiчний спiновий ланцюжок).

3.6. Фазовий перехiд Березiнського-Костерлiца-Таулеса

Ефективнi гамiльтонiани для деформованої гратки квадратне кагоме є вi-

домi спiн-1
2

моделi на квадратнiй гратцi: iзотропна XY модель на квадратнiй

гратцi (3.21), XXZ модель на декорованiй квадратнiй гратцi (3.35) та XXZ

модель на квадратнiй гратцi (3.36). Всi моделi мiстять доданок Зеємана, що

описує взаємодiю з магнiтним полем, яке спрямоване вздовж осi z. Перша i

третя моделi iнтенсивно дослiджувались ранiше, див. [113–125].

Найбiльш iнтригуюча властивiсть отриманих ефективних моделей – iсну-

вання фазового переходу Березiнського-Костерлiца-Таулеса (БКТ) [128, 129].

У класичнiй двовимiрнiй iзотропнiй XY моделi вiдбувається перехiд вiд зв’я-

заних пар вихор-антивихор при низьких температурах до неспарених вихорiв

i антивихорiв при критичнiй температурi Tc. Для T < Tc (надплинна фаза)

система характеризується квазiдалеким порядком, а з пiдвищенням темпера-

тури середньоквадратична вiдстань в парi збiльшується i при деякiй критичнi

температурi БКТ-переходу Tc вiдбувається дисоцiацiя пар з утворенням роз-

рiдженого газу квазiвiльних вихорiв. Для T > Tc (нормальна фаза) система

є невпорядкована з експоненцiйно зростаючою кореляцiйною довжиною ξ при

T → Tc,

ξ ∝ e
b

√

τ , τ =
T − Tc
Tc

. (3.47)

Температура переходу Березiнського-Костерлiца-Таулеса для класичної iзо-

тропної XY моделi на квадратнiй гратцi (без поля) є Tc ≈ 0.893|J| [130, 131].

Фазовий перехiд Березiнського-Костерлiца-Таулеса вiдбувається i у квантовому

випадку коли s = 1/2, однак при нижчiй температурi Tc ≈ 0.343|J| [115–117,

120, 121].
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Рис. 3.11 Питома теплоємнiсть c(T, h) при високих магнiтних полях (h =

4.99, 5.01, 5.02, 5.03) та низьких температурах для моделi Гайзенберга на дефор-

мованiй квадратнiй гратцi з параметрами J1 = 0.8, J2 = 2, J3 = 1.2, отримана

методом квантового Монте Карло для ефективних гамiльтонiанiв Heff (3.44) i

(3.45) з N = 100, 256, 400, 576. Тоненькi кривi з колами позначають резуьтати

точної дiагоналiзацiї для N = 20.

Можна збудувати фазову дiаграму для антиферомагнiтної моделi Гайзен-

берга на деформованiй гратцi квадратне кагоме в h – T площинi. Максимум пи-

томої теплоємностi у температурнiй залежностi використовується як iндикатор

БКТ-переходу: вiдомо [113,114], що БКТ-перехiд стається при дещо нижчiй тем-

пературi анiж та, при якiй теплоємнiсть має максимум. На рисунку 3.11 приве-

денi питомi теплоємностi при високих магнiтних полях (h = 4.99, 5.01, 5.02, 5.03)

та низьких температурах для моделi Гайзенберга на деформованiй квадратнiй

гратцi, а на рис. 3.12 приведена фазова дiаграма антиферомагнiтної моделi Гай-

зенберга на деформованiй гратцi квадратне кагоме. Товста суцiльна синя лiнiя

позначає положення T ∗ максимуму питомої теплоємностi c(T, h) отриманої ме-

тодом точної дiагоналiзацiї для N = 20 [18]. Символи позначають данi кванто-

вого Монте Карло (N = 100, 256, 400, 576) для T ∗(h). На рис. 3.12(b) показано

висоту максимуму питомої теплоємностi тобто величину c(T ∗, h). Знову порiв-

нюємо результати точної дiагоналiзацiї для N = 20 (тонка червона лiнiя) з

даними квантового Монте Карло для N = 100, 256, 400, i 576 (символи). Оче-
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Рис. 3.12 (a) Фазової дiаграма s = 1
2 антиферомагнiтної моделi Гайзенберга на

деформованiй гратцi квадратне кагоме (J1 = 0.8, J2 = 2, J3 = 1.2) в сильних

магнiтних полях (товста пунктирна зелена крива), визначена положенням ма-

ксимумами T ∗ питомої теплоємностi c(T, h) i зображена товстою синьою кривою

(N = 20) i синiми символами (трикутники – N = 100, квадрати – N = 256,

п’ятикутники – N = 400, кружечки – N = 576). (b) Висота максимуму питомої

теплоємностi c(T ∗, h) (помножено на 0.12): пунктирна червона лiнiя – N = 20,

червонi трикутники – N = 100, квадрати – N = 256, п’ятикутники – N = 400,

кружечки – N = 576. (c) залежнiсть T ∗ вiд 1/N для рiзних значень магнiтного

поля h.
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видно, що висота максимуму помiтно зростає iз ростом N в областi поля, де

з’являється перехiд БКТ.

Таким чином, квантовий спiновий антиферомагнетик Гайзенберга на гра-

тцi квадратне кагоме з параметрами поблизу значень, що вiдповiдають без-

дисперсiйнiй одномагноннiй зонi має виявляти фiзику явища Березiнського-

Костерлiца-Таулеса. Цей перехiд стається у квантовому антиферомагнетику

квадратне кагоме з майже iдеальною геометрiєю при низьких температурах

i полях поблизу поля насичення.

3.7. Висновки

Запропоновано три типи ефективних моделей (Heff , H i Heff) для опису фру-

строваних квантових антиферомагнетикiв Гайзенберга, якi допускають iснува-

ння локалiзованих магнонiв в сильних магнiтних полях при низьких темпера-

турах. Всi ефективнi моделi вiдносяться до зменшеного гiльбертового простору

(тiльки два стани кожної комiрки-пастки беруться до уваги). Наближення силь-

ного зв’язку (Heff) передбачає, що вiдношення J/J2 є малим, а пiдхiд локалiзова-

них магнонiв вимагає, щоб було малим лише вiдхилення вiд iдеальної геометрiї

|J1 − J3|/J . Порiвняння даних точної дiагоналiзацiї для H, Heff i Heff iлюструє

застосовнiсть запропонованих моделей. Проста i добре вивчена спiн-12 XXZ мо-

дель забезпечує точний низькотемпературний опис вихiдної фрустрованої спiн-
1
2 моделi Гайзенберга на деформованому ромбiчному i димер-плакетному лан-

цюжках чи деформованiй гратцi квадратне кагоме в сильних магнiтних полях.

Якщо J/J2 ≪ 1, то придатною стає ще простiша одновимiрна спiн-12 iзотропнa

XY модель. Отриманi ефективнi квантовi моделi є добре вiдомi у статистичнiй

фiзицi. Вони не мають фрустрацiї (конкуренцiї взаємодiй) i дозволяють пря-

ме застосування таких методiв, як фермiонiзацiя Йордана-Вiгнера, пiдстановка

Бете, метод ренормалiзацiйної групи для матрицi густини чи метод квантового

Монте Карло. Запропонованi ефективнi моделi дозволяють дати теоретичнi пе-
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редбачення для низькотемпертурних властивостей азуриту в сильних магнiтних

полях (понад 30 T).

Детально розглянута s = 1
2 антиферомагнiтна модель Гайзенберга на двови-

мiрнiй гратцi квадратне кагоме. Побудовано ефективнi низькоенергетичнi га-

мiльтонiани у випадку загальної геометрiї (а не такої як в моделi азуриту).

Отримано фазову дiаграму, яка описує поведiнку s = 1
2

гратки квадратне ка-

гоме в сильному магнiтному полi при низьких температурах. Фазова дiаграма

мiстить лiнiю фазових переходiв Березiнського-Костерлiца-Таулеса.
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РОЗДIЛ 4

АНIЗОТРОПIЯ ОБМIННИХ ВЗАЄМОДIЙ ГАЙЗЕНБЕРГА ТА

ДОВIЛЬНО ОРIЄНТОВАНЕ ЗОВНIШНЄ МАГНIТНЕ ПОЛЕ

Розгляд у роздiлi 3 стосувався випадку iзотропної взаємодiї Гайзенберга.

Але це не обов’язково має ставатися у реальних сполуках. Наприклад, азурит

Cu3(CO3)2(OH)2 чи магнiтна сполука Ba2CoSi2O6Cl2 мають залежнiсть кривої

намагнiченостi вiд напрямку прикладеного зовнiшнього магнiтного поля. Тому

видається корисним дослiдити прояви ефектiв локалiзованих магнонiв, враху-

вавши анiзотропiю обмiнних взаємодiй Гайзенберга.

4.1. Ефективний опис фрустрованого ромбiчного XXZ

ланцюжка Гайзенберга у довiльно орiєнтованому

зовнiшньому магнiтному полi. Випадок h = (0, 0, h)

Розгляньмо спiн-1
2

антиферомагнiтну модель з анiзотропною взаємодiєю Гай-

зенберга на фрустрованому ромбiчному ланцюжку (рис. 4.1). Гамiльтонiан мо-

делi має вигляд:

H =
∑

(ij)

Jij
(

sxi s
x
j + syi s

y
j +∆szi s

z
j

)

− h
N
∑

i=1

sαi , α = x, z, (4.1)

де перша сума береться за всiма сусiднiми вузлами гратки, тодi як друга су-

ма пробiгає всi N вузлiв гратки, див. рис. 4.1. Крiм того, Jij > 0 та ∆ 6= 1.

Якщо J2 > 0 є найбiльшою антиферомагнiтною обмiнною взаємодiєю, то можна

очiкувати, що у сильному магнiтному полi лише два стани на вертикальному

J2-зв’язку вiдiграватимуть роль у низькотемпературних властивостях. Це дає

можливiсть ефективно описати вихiдну фрустровану квантову спiнову систему
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з допомогою простiшої двостанової моделi. Практично збудувати такi ефективнi

теорiї можна, використовуючи наближення сильного зв’язку.

mJ

J

J

J

J

mmm

m
2

3

3

1

1

m

 ,3

m  +2,1

  +2,2

m ,1  +1,1

 +1,2 ,2

  +1,3

Рис. 4.1 Фрустрований ромбiчний спiновий ланцюжок. Як i ранiше нумеруємо

вузли гратки парою iндексiв, де перший iндекс нумерує комiрки гратки m =

1, . . . ,N , N = N/3, N − число вузлiв у гратцi, а другий − позначає положення

вузла в комiрцi.

Розглядатимемо два випадки орiєнтацiї зовнiшнього магнiтного поля: 1) зов-

нiшнє магнiтне поле спрямоване вздовж осi z i 2) зовнiшнє магнiтне поле спря-

моване вздовж осi x. У першому випадку виходитимемо з гамiльтонiана (4.1)

з α = z. Для випадку, коли магнiтне поле прикладене вздовж осi x, зробимо

унiтарне перетворення вихiдного гамiльтонiана (4.1), яке еквiвалентне поворо-

ту системи координат навколо осi y на кут π
2 , i прийдемо до гамiльтонiана з

анiзотропною взаємодiєю в магнiтному полi, спрямованому вздовж осi z:

H =
∑

(ij)

Jij
[

si · sj + (∆− 1) sxi s
x
j

]

− h
∑

i

szi . (4.2)

Наближення сильного зв’язку базується на припущеннi, що взаємодiя J2 є

домiнуючою, тобто Ji
J2

≪ 1, i 6= 2. Тому гамiльтонiан H розбиваємо на “основну

частину” Hmain (гамiльтонiан, який описує взаємодiю двох спiнiв на вертикаль-

ному зв’язку з константою J2 i взаємодiю Зеємана всiх спiнiв з магнiтним полем

h0, див. нижче) i на “збурення” V , H = Hmain+V . В сильних магнiтних полях

тiльки два з чотирьох станiв на вертикальному зв’язку беруться до уваги, а са-

ме, |u〉 i |d〉 з енергiями εu та εd вiдповiдно. Далi εu = εd при h = h0. Основний

стан |ϕ0〉 гамiльтонiана Hmain є 2N -кратно вироджений; тут N = N/3 є число

комiрок у ланцюжку. Введемо оператор проектування P на модельний простiр,
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утворений 2N -кратно виродженим основним станом:

P = |ϕ0〉〈ϕ0| = ⊗N
m=1 [(|u〉〈u|+ |d〉〈d|)⊗ | ↑3〉〈↑3 |]m . (4.3)

Для Ji 6= 0, i 6= 2 i h − h0 6= 0 будуємо ефективний гамiльтонiан, виходячи з

рiвняння (3.6).

Для початку розглянемо випадок, коли магнiтне поле прикладене вздовж

осi z. В сильних магнiтних полях ми маємо справу з наступними двома стана-

ми на вертикальному зв’язку: повнiстю поляризованим станом |u〉 = | ↑1↑2〉 i

одномагнонним станом |d〉 = 1√
2
(| ↑1↓2〉 − | ↓1↑2〉) з енергiями εu = ∆J2

4 − h та

εd = −J2
2
− ∆J2

4
, вiдповiдно. Ефективний гамiльтонiан зручно записати, викори-

стовуючи (псевдо)спiн-12 оператори T (3.17). Перший доданок у правiй сторонi

рiвняння (3.6) на мовi (псевдо)спiн-12 операторiв має вигляд:

PHP =

N
∑

m=1

[

−J2
4

− h+∆
J

2
− (h− h1)T

z
m

]

, (4.4)

де h1 = h0 + ∆J , h0 = J2
√

(1 + ∆)/2, а J = (J1 + J3)/2. Для знаходження

другого доданку у правiй сторонi формули (3.6) розглядаємо N 2N збуджених

станiв |ϕα〉 − це стани з одним перевернутим спiном на вузлi, який з’єднує двi

сусiднi комiрки (див. рис. 4.1), з енергiєю εα = ε0 + h0. Маємо

PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

V P = − (J1 − J3)
2

4J2(∆ + 1)

∑

m

[

1− 2T z
m − 2

(

T x
mT

x
m+1 + T y

mT
y
m+1

)]

.(4.5)

Тому для ефективного гамiльтонiана Heff (3.6) в наближеннi сильного зв’язку

отримаємо наступний вираз:

Heff =
∑

m

[

C− hT z
m + J

(

T x
mT

x
m+1 + T y

mT
y
m+1

)]

,

C = −h− J2
4

+ ∆
J

2
− (J3 − J1)

2

4(1 + ∆)J2
, J =

J3 + J1
2

,

h = h− h1 −
(J3 − J1)

2

2(1 + ∆)J2
, h1 =

1 +∆

2
J2 +∆J,

J =
(J3 − J1)

2

2(1 + ∆)J2
. (4.6)
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В границi iзотропної взаємодiї Гайзенберга ∆ = 1 отриманий ефективний га-

мiльтонiан збiгається з (3.19) у роздiлi 3. Крiм того, у границi ∆ → ∞, але

Ji∆ = Ii < ∞, отримаємо: C → −h + 1
4(I1 + I3), h → h − 1

2(I1 + I2 + I3),

J ∝ 1
∆2 → 0. Таким чином у цiй границi ефективна модель зводиться до моделi

вiльних спiнiв у зовнiшному магнiтному полi.

4.2. Випадок h = (h, 0, 0)

Розглянемо далi випадок, коли магнiтне поле прикладене вздовж осi x. Ви-

ходитимемо з гамiльтонiана (4.2). У сильному магнiтному полi маємо справу з

двома станами |u〉 та |d〉 на кожному вертикальному зв’язку:

|u〉 = α| ↑1↑2〉+ β| ↓1↓2〉, та|d〉 =
1√
2
(| ↑1↓2〉 − | ↓1↑2〉) , (4.7)

де константи α i β мають наступний вигляд в залежностi вiд значення параме-

тра анiзотропiї обмiнної взаємодiї Гайзенберга:

для ∆ < 1

α = 1
C

[

h+
√

(1−∆)2

16 J2
2 + h2

]

, β = 1
C

1−∆
4 J2;

для ∆ > 1

α = 1
C

∆−1
4 J2, β = 1

C

[

h−
√

(∆−1)2

16 J2
2 + h2

]

. Енергiя стану |u〉 є εu = J2/4 −
√

J2
2 (∆− 1)2 + 16h2/4, а стану |d〉 – εd = −J2/4−J2(∆+1)/4 i не залежать вiд

значення ∆.

Для першого доданку в правiй сторонi формули (3.6) отримаємо:

PHP =
∑

m

[

−h
2
− 2 + ∆

4
J2 − (h− h0 − J)

(

α2 − β2
)

(

1

2
+ T z

m

)]

, (4.8)

де J = (J1 + J3)/2, h0 = J2
√

(1 + ∆)/2. Iснує два класи збуджених станiв, якi

дають ненульовий внесок у другий доданок у правiй сторонi рiвняння (3.6).

Перший з них складається з N 2N станiв, якi мiстять один перевернутий спiн
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на третьому вузлi, що з’єднує двi сусiднi комiрки, див. рис. 4.1. Тому

PV
∑

α1 6=0

|ϕα1
〉〈ϕα1

|
ε0 − εα1

V P
∑

m

(

C1 − h1T
z
m + J

xT x
mT

x
m+1 + J

yT y
mT

y
m+1

)

,

C1 = −(J3 − J1)
2

16h0

[

1 + 2αβ(1−∆2) + ∆2
]

,

h1 = −(J3 − J1)
2

4h0

(

α2 − β2
)

∆,

J
x =

(J3 − J1)
2

4h0
(α− β)2∆2,

J
y =

(J3 − J1)
2

4h0
(α + β)2 . (4.9)

Другий клас збуджених станiв складається з N 2N−1 станiв. Стан димера ко-

мiрки m в цьому випадку визначається як −β| ↑1↑2〉 + α| ↓1↓2〉 з енергiєю
1
4
[J2+

√

(∆− 1)2J2
2 + 16h2]. Енергiя цих збуджених станiв є εα2

= ε0+
1
2
(3+∆)J2.

Легко переконатися, що

PV
∑

α2 6=0

|ϕα2
〉〈ϕα2

|
ε0 − εα2

V P = −
∑

m

8 (h− h0 − J)2

(3 + ∆)J2
α2β2

(

1

2
+ T z

m

)

. (4.10)

Об’єднуючи формули (4.9), (4.10), (4.11), знаходимо Heff . Ефективний гамiль-

тонiан для фрустрованого ромбiчного спiнового XXZ ланцюжка Гайзенберга

(∆ ≥ 1) в магнiтному полi, прикладеному вздовж осi x, має вигляд:

Heff =
∑

m

(

C− hT z
m + J

xT x
mT

x
m+1 + J

yT y
mT

y
m+1

)

,

C = −h
2
− 2 + ∆

4
J2 −

1

2
(h− h0 − J)

(

α2 − β2
)

−(J3 − J1)
2

16h0

[

1 + 2αβ(1−∆2) + ∆2
]

− 4 (h− h0 − J)2

(3 + ∆)J2
α2β2,

h = (h− h0 − J)
(

α2 − β2
)

− (J3 − J1)
2

4h0

(

α2 − β2
)

∆+
8 (h− h0 − J)2

(3 + ∆)J2
α2β2,

J
x =

(J3 − J1)
2

4h0
(α− β)2∆2, Jy =

(J3 − J1)
2

4h0
(α + β)2 . (4.11)
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В границi ∆ → 1 отриманi ефективнi гамiльтонiани (4.6) i (4.11) збiгаються i

вiдповiдають (нефрустрованому) спiн-12 iзотропному XY ланцюжку в попере-

чному магнiтному полi. Для iдеального фрустрованого ромбiчного ланцюжка

(J1 = J3) у границi ∆ → ∞, але Ji∆ = Ii <∞, ефективний гамiльтонiан (4.11)

зводиться до моделi вiльних спiнiв у зовнiшньому магнiтному полi: Jx = 0,

Jy = 0.

4.3. Порiвняння вихiдних та ефективних моделей

Для дослiдження отриманих ефективних моделей (4.6) i (4.11) порiвняймо

їх передбачення з даними для вихiдних моделей. Для прикладу розглядатимемо

низькотемпературнi кривi намагнiченостi фрустрованого ромбiчного спiнового

ланцюжка у магнiтному полi, прикладеному вздовж осi x та вздовж осi z, див.

рис.4.2, рис.4.3, рис.4.4. Такi кривi отримаємо методом точної дiагоналiзацiї.

При точнiй дiагоналiзацiї братимемо ланцюжок з N = 12 i N = 15 вузлiв з

перiодичними граничними умовами i з параметрами J1 = J3 = 1 (iдеальна

геометрiя), J1 = 0.85, J3 = 1.15 (неiдеальна геометрiя), J2 = 3, 6, ∆ < 1, ∆ > 1

при низькiй температурi T = 0.001.

Очевидно, що коли параметр анiзотропiї взаємодiї Гайзенберга ∆ = 1, то

кривi намагнiченостi ромбiчного ланцюжка у магнiтному полi, прикладеному

вздовж осi x та вздовж осi z, збiгаються. Однак, коли ∆ вiдрiзняється вiд оди-

ницi, зокрема, коли ∆ = 1.5 чи ∆ = 3, то кривi намагнiченостi ромбiчного

ланцюжка у магнiтному полi, прикладеному вздовж осi x та вздовж осi z, вiд-

рiзняються. У випадку iдеальної геометрiї (див. рис. 4.2) крива намагнiченостi

має вертикальний стрибок при характеристичному магнiтному полi h∗. Коли

магнiтне поле прикладене вздовж осi z, то при цьому характеристичному полi

намагнiченiсть досягає значення насичення, тобто, m(h∗+0) = 1
2 . У магнiтному

полi, прикладеному вздовж осi x, значення насичення намагнiченостi досягає-

ться лише в границi h→ ∞, але при h = h∗+0 значення намагнiченостi близьке
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Рис. 4.2 Кривi намагнiченостi фрустрованого ромбiчного спiнового ланцюжка

Гайзенберга з параметрами J1 = J3 = 1, J2 = 3, ∆ < 1 (лiва колонка) i ∆ > 1

(права колонка) в магнiтному полi, прикладеному вздовж осей z (суцiльна кри-

ва) та x (пунктирна крива). Данi точної дiагоналiзацiї отриманi для скiнченного

перiодичного ланцюжка з N = 12 (лiва колонка) та N = 15 (права колонка).

Тонкi чорнi кривi − результати на основi ефективної моделi з використанням

фермiонiзацiї Йордана-Вiгнера для безмежно великих систем.

до 1
2 . Вираз для характеристичного поля h∗ знаходимо з умови h(h∗) = 0 [20].

Коли магнiтне поле прикладене вздовж осi z, то

hz∗ =
1 +∆

2
J2 +∆J +

(J3 − J1)
2

2(1 + ∆)J2
. (4.12)
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Рис. 4.3 Те саме, що на рис. 4.2, але з J1 = 0.85, J2 = 3, J3 = 1.15.

Вiдповiдно, для поля, прикладеного вздовж осi x, маємо

hx∗ ≈
√

1 + ∆

2
J2 + J +

(J3 − J1)
2

4
√

1+∆
2
J2

∆. (4.13)

Цi формули справедливi i для випадку 0 ≤ ∆ < 1, i для випадку ∆ > 1.

На рис. 4.5 показана залежнiсть величини стрибка кривої намагнiченостi

∆mx = mx(hx∗ + 0)−mx(hx∗ − 0) вiд параметра ∆ в магнiтному полi, прикладе-

ному вздовж осi x, для J2 = 3, J1 = J3 = 1 та J1 = J3 = 0. Розгляньмо випадок,

коли J1 = J3 = 0 (тодi hx∗ = h0). Тодi для виразу для намагнiченостi для су-

купностi вертикальних димерiв iз взаємодiєю J2 i вiльних спiнiв у вузлах m, 3

можна отримати просту формулу. Справдi, для магнiтного моменту комiрки з
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Рис. 4.4 Те саме, що на рис. 4.3, але з J1 = 0.85, J2 = 6, J3 = 1.15.

трьох вузлiв у сильному полi маємо:

(α〈↑↑ |+ β〈↓↓ |) (sz1 + sz2) (α| ↑↑〉+ β| ↓↓〉) + 1

2

= (α〈↑↑ |+ β〈↓↓ |) (α| ↑↑〉 − β| ↓↓〉) + 1

2

= α2 − β2 +
1

2
. (4.14)

Тому для намагнiченостi в розрахунку на один вузол отримаємо mx(h0 + 0) =
α2−β2

3 + 1
6 . Далi,mx(h0−0) = 1

6 , так що ∆mx ≡ mx(h0+0)−mx(h0−0) = α2−β2

3 6= 0

для будь-якого ∆ (тонка крива на рис. 4.5). У випадку, коли присутнi взаємодiї

J1 = J3 6= 0 (випадок iдеальної геометрiї), кривi намагнiченостi можна отрима-

ти чисельно, використовуючи точну дiагоналiзацiю для ромбiчного ланцюжка

з параметрами J2 = 3 i J1 = J3 = 1 [трикутники та квадратики на рис. 4.5]. На-
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Рис. 4.5 Залежнiсть величини стрибка намагнiченостi ∆mx = mx(hx∗ + 0) −
mx(hx∗ − 0) фрустрованого ромбiчного XXZ ланцюжка Гайзенберга вiд пара-

метра ∆ в магнiтному полi, прикладеному вздовж осi x.

рештi величину ∆mx можна знайти, використовуючи ефективну модель (4.11)

(товста лiнiя на рис. 4.5). Ефективна модель за умови J1 = J3 вiдповiдає моделi

вiльних спiнiв у зовнiшньому магнiтному полi.

З рис. 4.5 бачимо, що зi збiльшенням значення ∆ вiд 0 до 1 величина стрибка

кривої намагнiченостi збiльшується до максимуму при ∆ = 1, який становить
1
3
, а з подальшим ростом ∆ величина стрибка зменшується i прямує до нуля.

У випадку вiдхилення вiд iдеальної геометрiї (J1 6= J3) стрибок кривої на-

магнiченостi у магнiтному полi, спрямованому вздовж осi x або вздовж осi z,

розмивається i намагнiченiсть стрiмко змiнює своє значення в околi h = h∗ (див.

рис. 4.3). Однак, характеристичнi поля hz∗ i hx∗ залишаються добре визначеними

i у цьому випадку.

4.4. Застосування до азуриту

У статтi [59] приведено експериментальнi кривi намагнiченостi для азуриту

при температурi T = 1.5 K у магнiтному полi, яке було прикладене вздовж

кристалографiчної осi b та перпендикулярно до неї, див. рис. 4.6. У випадку,
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коли магнiтне поле прикладене вздовж осi b, крива намагнiченостi має плато

при 1
3 значення насичення намагнiченостi мiж H

‖
c1 = 16 T i H‖

c2 = 26 T, а потiм

стрiмко зростає до насичення при H
‖
c3 = 32.5 T. У випадку поля, прикладеного

перпендикулярно до осi b, крива намагнiченостi має плато при 1
3 значення на-

сичення намагнiченостi мiж H⊥
c1 = 11 T i H⊥

c2 = 30 T, а потiм стрiмко зростає

до насичення при H⊥
c3 = 32.5 T.

Рис. 4.6 Експериментальнi результати для кривої намагнiченостi азуриту при

низьких температурах (взято з статтi H.Kikuchi et al., Phys. Rev. Lett. 94, 227201

(2005), див. також рис. 1.7).

З допомогою формул (4.12) та (4.13) можна оцiнити величину параметра

анiзотропiї обмiнної взаємодiї ∆ для азуриту на основi експериментальних да-

них [59]. Припустимо, що умова H ‖ b вiдповiдає магнiтному полю H, прикла-

деному вздовж осi z. Тодi, використовуючи експериментальне значення магнi-

тного поля, при якому вiдбувається стрибок у кривiй намагнiченостi H‖ ≈ 29

T, а також параметри для азуриту, з допомогою формули (4.13) отримуємо, що

параметр анiзотропiї ∆ для азуриту є ∆ ≈ 0.85. З iншого боку, умова H ⊥ b

вiдповiдає випадку, коли магнiтне поле прикладене вздовж осi x. Поле при

якому вiдбувається стрибок у кривiй намагнiченостi H
⊥ ≈ 31 T i з форму-

ли (4.13) отримаємо, що параметр анiзотропiї обмiнних взаємодiй для азуриту
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∆ ≈ 0.84. Таким чином, теоретичне передбачення для параметра анiзотропiї

обмiнних взаємодiй у азуритi є ∆ ≈ 0.84 . . .0.85.

Рис. 4.7 Низькотемпературнi кривi намагнiченостi для фрустрованого ромбi-

чного ланцюжка з параметрами для азуриту J1 = 15.51K, J2 = 33K, J3 = 6.93K

i гiромагнiтним спiввiдношенням g = 2.06 в магнiтному полi, прикладеному

вздовж осi z i вздовж осi x (пунктирнi кривi). Тонкi чорнi кривi − результати

на основi ефективної моделi з використанням фермiонiзацiї Йордана-Вiгнера.

Кривi намагнiчення для параметрiв для азуриту при двох температурах

T = 0.08 K i T = 1.5 K приведенi на рис. 4.7. Вiдзначимо, що для кращої згоди

з експериментальними даними потрiбно було б ще врахувати 1) взаємодiю Jm

мiж вузлами m, 3 i m+ 1, 3 на рис. 4.1 i 2) мiжланцюжкову взаємодiю.

4.5. Висновки

Побудувано ефективний опис спiн-1
2

антиферомагнiтної XXZ моделi Гай-

зенберга на деформованому ромбiчному спiновому ланцюжку в наближеннi

сильного зв’язку у випадку довiльно орiєнтованого зовнiшнього магнiтного по-

ля. Використовуючи ефективнi моделi, дослiджено низькотемпературнi власти-

востi ромбiчного спiнового ланцюжка з параметром анiзотропiї обмiнних взає-

модiй Гайзенберга 0 < ∆ < 1 та ∆ > 1 в околi поля насичення. Зокрема, по-

будовано кривi намагнiченостi для вихiдної та ефективних моделей для iдеаль-

ного та деформованого ромбiчного ланцюжка при рiзних значеннях параметра
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∆ у магнiтному полi, прикладеному вздовж осi x або вздовж осi z. Отрима-

нi ефективнi моделi застосовано до обговорення експериментальних даних для

природного мiнералу азуриту. На основi експериментальних даних розроблена

теорiя дає змогу оцiнити параметр анiзотропiї обмiнних взаємодiй для азуриту

∆ ≈ 0.85.

Пiдхiд, викладений в цьому роздiлi, застосовний i для пояснення експери-

ментальних даних для iншої магнiтної сполуки Ba2CoSi2O6Cl2, див. додаток

Д.5.
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РОЗДIЛ 5

ЕФЕКТИВНИЙ ОПИС ФРУСТРОВАНОГО РОМБIЧНОГО

ЛАНЦЮЖКА IЗИНГА-ГАЙЗЕНБЕРГА

Точно розв’язнi спiновi моделi (якi можуть бути розв’язанi без будь-яких на-

ближень) мають велике значення в статистичнiй механiцi i фiзицi конденсовано-

го стану [136,137]. Найвiдомiшими такими моделями є модель Iзинга, вершиннi

моделi, моделi, якi розв’язуються пiдстановкою Бете, i т.д. До точно розв’язних

вiдносяться i так званi класично-квантовi спiновi моделi [138]. В цьому роздiлi

розглядається одна iз них: s = 1
2

модель Iзинга-Гайзенберга на фрустровано-

му ромбiчному ланцюжку, коли на вертикальному зв’язку є обмiнна взаємодiя

Гайзенберга, а на рештi зв’язкiв – обмiннi взаємодiї Iзинга, див. рис. 5.1. Iн-

терес до дослiдження регулярнозмiнних ланцюжкiв Iзинга-Гайзенберга зумов-

лений можливiстю отримати точнi результати для їх фiзичних характеристик.

Якщо у регулярнозмiнному спiновому ланцюжку є фрагменти, оточенi взаємо-

дiєю Iзинга, то отримати точнi результати для його фiзичних характеристик

дозволяє декорацiйно-iтерацiйне перетворення. Цим перетворенням такий лан-

цюжок зводиться до класичного ланцюжка Iзинга зi взаємодiєю найближчих

сусiдiв i полем [139–142]. Iншим важливим аргументом на користь дослiдження

регулярнозмiнних ланцюжкiв Iзинга-Гайзенберга є те, що вони можуть моде-

лювати певнi магнiтнi матерiали [143].

k

k k

I I

I

k

k k

I

k
I I

JJ J

 ,2

 ,1  +1,1

 +1,2

 +1  +2

Рис. 5.1 Фрустрований ромбiчний ланцюжок Iзинга-Гайзенберга з взаємодiями

Iзинга I та взаємодiями Гайзенберга J .
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Ця модель враховує взаємодiю Гайзенберга J уздовж вертикальних зв’язкiв i

взаємодiю Iзинга I на зв’язках, якi оточують J-взаємодiї, формуючи ромбiчний

ланцюжок. Iншими словами, квантовi спiни Гайзенберга (s-спiни) розташованi

на верхнiх i нижнiх вузлах вертикальних димерiв, а спiни Iзинга (µ-спiни) розта-

шованi на вузлах, якi з’єднують мiж собою димери, тобто k вузли, k = 1, . . . ,N ,

i N = 3N є загальна кiлькiсть вузлiв у ромбiчному ланцюжку, див. рис. 5.1.

Гамiльтонiан s = 1
2 моделi Iзинга-Гайзенберга на фрустрованому ромбiчному

ланцюжку має наступний вигляд:

H0 =
N
∑

k=1

Hk,k+1,

Hk,k+1 = I (µzk + µzk+1)
(

szk,1 + szk,2
)

+ Jsk,1 · sk,2 − h
(

µzk + szk,1 + szk,2
)

. (5.1)

Ця модель є точно розв’язана [144–147] i всi термодинамiчнi величини можуть

бути порахованi точно. Зокрема, основний стан спiн-12 ромбiчного ланцюжка

Iзинга-Гайзенберга є вiдомий i вiн залежить вiд спiввiдношення мiж константа-

ми I та J . Ми розглянемо випадок, коли I > J > 0.

Якщо додати до вихiдної Iзингової взаємодiї малу XY частину, тобто, H0 →
H = H0 + V , де

V =

N
∑

k=1

Vk,k+1,

Vk,k+1 =
δI

2

[

(

µ+k + µ+k+1

)

(

s−k,1 + s−k,2

)

+
(

µ−k + µ−k+1

)

(

s+k,1 + s+k,2

)]

, (5.2)

i δ < 1 є малим параметром, то модель бiльше не розв’язна точно декорацiйно-

iтерацiйним перетворенням. Наша мета – побудувати ефективний гамiльтонiан

для опису низькотемпературних властивостей моделi з гамiльтонiаном H, який

мало вiдрiзняється вiд гамiльтонiанаH0 (δ мале). Побудова ефективного гамiль-

тонiана залежить вiд набору основних станiв гамiльтонiанаH0, якi залежать вiд

величини зовнiшнього магнiтного поля h.
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5.1. Ефективний гамiльтонiан поблизу поля насичення

Розпочнiмо з випадку сильних магнiтних полiв. Основний стан гамiльтонi-

ана H0 вище поля насичення має вигляд

. . . (| ↑〉| ↑1↑2〉)k−1 (| ↑〉| ↑1↑2〉)k (| ↑〉| ↑1↑2〉)k+1 . . . (5.3)

з енергiєю (I + J/4 − 3h/2)N . Основний стан гамiльтонiана H0 нижче поля

насичення є

. . . (| ↓〉| ↑1↑2〉)k−1 (| ↓〉| ↑1↑2〉)k (| ↓〉| ↑1↑2〉)k+1 . . . (5.4)

з енергiєю (−I + J/4− h/2)N . Поле насичення hsat отримується з рiвняння

I + J/4− 3hsat/2 = −I + J/4− hsat/2

i є таким: hsat = 2I . При полi насичення основний стан є 2N -кратно вироджений:

кожен µ-спiн може бути спрямований або вгору ↑ або вниз ↓ без змiни енергiї

основного стану ε0 = (−2I +J/4)N . Введемо проектор основного стану H0 при

h = hsat

P = |ϕ0〉〈ϕ0| = ⊗N
k=1 (|u〉〈u|+ |d〉〈d|)k ,

|u〉 = | ↑〉| ↑1↑2〉, |d〉 = | ↓〉| ↑1↑2〉. (5.5)

Зручно також ввести наступнi (псевдо)спiн-1
2

оператори

T z
k =

1

2
(|u〉〈u| − |d〉〈d|)k ,

T+
k = (|u〉〈d|)k , T−

k = (|d〉〈u|)k ,
T x
k =

1

2

(

T+
k + T−

k

)

, T y
k =

1

2i

(

T+
k − T−

k

)

. (5.6)

Ефективний гамiльтонiан може бути розрахований, використовуючи оператор-

ну теорiю збурень, з формули [100–103]

Heff = PHP + PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

V P + . . . , (5.7)
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де |ϕα〉, α 6= 0 є збудженi стани гамiльтонiана H0 при h = hsat.

Обчисливши кожний доданок рiвняння (5.7) i використавши рiвняння (5.6),

ми отримаємо наступний ефективний гамiльтонiан

Heff = NC+
N
∑

k=1

[

−heffT z
k + Jeff

(

T x
k T

x
k+1 + T y

k T
y
k+1

)

+ Jz
effT

z
kT

z
k+1

]

,

C =
J

4
− h− 3δ2I

8
,

heff = h− 2I − δ2I

2
, Jeff = −δ2I, Jz

eff =
δ2I

2
. (5.8)

Отримана ефективна модель (5.8) є спiн-12 XXZ ланцюжок Гайзенберга у пов-

здовжньому магнiтному полi (прикладеному вздовж осi z). Порiвняно з поча-

тковою моделлю, ефективна модель мiстить лише N = N/3 вузлiв i є нефру-

стрована.

Отже, можемо зробити пiдсумки: початкову модель, що задається гамiльто-

нiаном H = H0 + V [див. рiвняння (5.1) i (5.2)] з I > J > 0 поблизу h ≈ 2I для

δ < 1 можна описати ефективним гамiльтонiаном Heff (5.8). Як наслiдок, для

вiльної енергiї початкової та ефективної моделей маємо

− 1

N
T lnTr exp

(

−H0 + V

T

)

⇒ −1

3

1

N T ln Tr exp

(

−Heff

T

)

, (5.9)

що є справедливо для h ≈ 2I , δ < 1 i при низьких температурах.

Виконаємо перевiрку отриманої ефективної моделi (5.8) чисельно, викори-

стовуючи метод точної дiагоналiзацiї та метод ренормалiзацiйної групи для ма-

трицi густини. Зокрема, розглянемо ланцюжки з N = 4, . . . , 12 комiрок з перiо-

дичними граничними умовами для обчислень методом точної дiагоналiзацiї, та

вiдкритi ланцюжки з N = 50 комiрок для обчислень меодом ренормалiзацiйної

групи для матрицi густини з набором параметрiв I = 1, δ = 0.2 . . . 0.5, J = 0.5,

h = 1.5 . . . 3.

Обчислимо низькотемпературнi кривi намагнiченостi m(T, h) та кривi пито-

мої темлоємностi для початкової та ефективної моделей c(T, h), див. рис. 5.2, та
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Рис. 5.2 Низькотемпературнi кривi намагнiченостi m(T, h) в залежностi вiд ма-

гнiтного поля h для початкової моделi (5.1), (5.2) (товстi зеленi кривi) та ефе-

ктивної моделi (5.8) (тонкi чорнi кривi) з параметрами I = 1, δ = 0.2 (верхня

панель) i δ = 0.4 (нижня панель), J = 0.5, T = 0.001. Данi точної дiагоналiзацiї

виконанi для N = 4 (пунктирнi кривi), данi методу ренормалiзацiйної групи

для матрицi густини отриманi для N = 50 (суцiльнi кривi).
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рис. 5.3. З рис. 5.2, бачимо, що як тiльки δ трохи вiдрiзняється вiд 0, то стри-

бок кривої намагнiченостi при h = 2I мiж однiєю третьою значення насичення

намагнiченостimsat = m(0,∞) = 1/2 та насиченням намагнiченостimsat розми-

вається, тобто iснує область магнiтних полiв hl ≤ h ≤ hh, в якiй стрибок кривої

намагнiченостi при нульовiй температурi, перетворюється у стрiмко змiнну кри-

ву. Ефективна теорiя добре описує таку поведiнку намагнiченостi до δ = 0.3.

Наявнiсть такого фрагменту у кривiй намагнiченостi свiдчить про iснування

фази спiнової рiдини в квантовому ланцюжку перед тим, як намагнiченiсть

досягає насичення. З рис. 5.2 видно, що ефективна теорiя дещо переоцiнює ме-

жi магнiтного поля hl = 2I − δ2I та hh = 2I + 2δ2I , в якому намагнiченiсть

змiнюється неперервно. Ефекти скiнченних розмiрiв гратки, якi присутнi в об-

численнях намагнiченостi методом точної дiагоналiзацiї (див. рис. 5.2, головна

панель) можна легко оцiнити, порiвнявши з результатами методу ренормалiза-

цiйної групи для матрицi густини (див. рис. 5.2, вставка).

Температурнi залежностi кривих питомої теплоємностi в магнiтних полях в

околi поля насичення показанi на рис. 5.3. У фазi спiнової рiдини ми очiкує-

мо лiнiйного зростання теплоємностi з температурою. Вiдхилення вiд лiнiйного

закону зростання теплоємностi при T → 0, що присутнi на рис. 5.3, пов’язанi

з скiнченнiстю розмiрiв системи. У фазах поза спiновою рiдиною теплоємнiсть

експоненцiйно згасає, що добре видно з рис. 5.3; у цьому режимi ефекти скiн-

ченних розмiрiв є малими.

На рис. 5.4 показана фазова дiаграма основного стану ромбiчного спiнового

ланцюжка Iзинга-Гайзенберга в h–δ площинi, яка була отримана з використа-

нням методу ренормалiзацiйної групи для матрицi густини для початкової та

ефективної моделей.
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Рис. 5.3 Температурна залежнiсть питомої теплоємностi c(T, h) в сильних ма-

гнiтних полях для вихiдної моделi (5.1), (5.2) (товстi зеленi кривi) та ефективної

моделi (5.8) (тонкi чорнi кривi) з I = 1, δ = 0.2, J = 0.5, h = 1.9, 2, 2.1, 2.2 (зго-

ри донизу). Данi точної дiагоналiзацiї отриманi для N = 4 i N = 12 (пунктирнi

кривi).
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Рис. 5.4 Фазова дiаграма для основного стану в площинi h–δ. Є три фази в

фазовiй дiаграмi: ферiмагнiтна фаза (FRI), фаза спiнової рiдини (SL) та пов-

нiстю намагнiчена фаза (FM). Передбачення ефективної моделi (тонкi суцiльнi

чорнi кривi): δ(h) =
√

2− h/I , h ≤ 2I (лiва межа для фази спiнової рiди-

ни) i δ(h) =
√

2− h/I/
√
2, h ≥ 2I (права межа для фази спiнової рiдини).

Результати для початкової моделi (товстi суцiльнi зеленi кривi) отриманi мето-

дом ренормалiзацiйної групи для матрицi густини для ланцюжка з вiдкритими

граничними умовами з N = 50 вузлiв.

5.2. Ефективний гамiльтонiан, якщо поле мале

У випадку малих магнiтних полiв, основний стан гамiльтонiана H0 для

нескiнченно малих полiв h > 0 є

. . . (| ↓〉| ↑1↑2〉)k−1 (| ↓〉| ↑1↑2〉)k (| ↓〉| ↑1↑2〉)k+1 . . . (5.10)

з енергiєю (−I+J/4−h/2)N . Основний стан гамiльтонiана H0 для нескiнченно

малих полiв h < 0 є

. . . (| ↑〉| ↓1↓2〉)k−1 (| ↑〉| ↓1↓2〉)k (| ↑〉| ↓1↓2〉)k+1 . . . (5.11)

з енергiєю (−I+J/4+h/2)N . При h = 0 основний стан є 2-кратно вироджений

i ефективний гамiльтонiан, який дiє в цьому пiдпросторi є

Heff = N
(

−I + J

4
− δ2I

2
− hT z

)

, (5.12)

детальнiше, див. додаток Д.6.
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5.3. Висновки

Точно розв’язний cпiн-12 ромбiчний геометрично фрустрований ланцюжок

Iзинга-Гайзенберга узагальнено шляхом додавання до взаємодiї Iзинга малої

XY частини. Використовуючи операторну теорiю збурень, побудовано низько-

температурний ефективний гамiльтонiан, який описує поведiнку вихiдної мо-

делi в околi поля насичення, при якому в ланцюжку Iзинга-Гайзенберга вiд-

бувається перехiд з ферiмагнiтного в насичений парамагнiтний стан, i в око-

лi нульового поля. Використовуючи точну дiагоналiзацiю, а також метод ре-

нормалiзацiйної групи для матрицi густини, побудованi кривi намагнiченостi

та теплоємностi для вихiдної та ефективної моделей. Показано, що додавання

XY частини до iзингової взаємодiї призводить до появи фази спiнової рiдини,

в якiй польова залежнiсть намагнiченостi змiнюється неперервно, мiж ферi-

магнiтною фазою з намагнiченiстю 1/3 i повнiстю намагнiченою фазою. Роз-

роблений пiдхiд може бути застосований для квантового узагальнення iнших

гiбридних класично-квантових систем, подiбних до розглянутої системи Iзинга-

Гайзенберга.
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РОЗДIЛ 6

ЛОКАЛIЗОВАНI МАГНОНИ В РОМБIЧНОМУ ЛАНЮЖКУ ТА

МIЖЛАНЦЮЖКОВI ВЗАЄМОДIЇ

У реальних низьковимiрних сполуках завжди присутнi мiжланцюжковi чи

мiжплощиннi взаємодiї, через якi система, можливо при дуже низьких темпе-

ратурах, виявляє тривимiрну поведiнку. Важливе питання: як врахування мiж-

ланцюжкових взаємодiй змiнить фiзику, зумовлену локалiзованими магнонами,

коли мова йде, скажiмо, про ланцюжки, що допускають iснування локалiзова-

них магнонiв?
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Рис. 6.1 Двовимiрна система слабо взаємодiючих ромбiчних спiнових ланцюж-

кiв, див. [149]. J2 є найсильнiшою обмiнною взаємодiєю i створює умову для ло-

калiзацiї магнона з J1 = J3 < J2/2 (iдеальна геометрiя) i J1 6= J3, J1 + J3 < J2,

|J1−J3|/J2 ≪ 1 (деформована геометрiя), та J4 – найслабша обмiнна взаємодiя,

що з’єднує ромбiчнi ланцюжки.
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6.1. Система ромбiчних спiнових ланцюжкiв. Ефективна модель.

Будемо розглядати спiн-12 антиферомагнiтну XXZ модель Гайзенберга у

двовимiрнiй системi слабо взаємодiючих ромбiчних ланцюжкiв у магнiтному

полi з гамiльтонiаном

H =
∑

(ij)

Jij
(

sxi s
x
j + syi s

y
j +∆szi s

z
j

)

− h

N
∑

i=1

szi , (6.1)

див. рис. 6.1. Тут перша сума нумерує всi сусiднi зв’язки гратки, яка склада-

ється з N вузлiв, де Jij > 0 є антиферомагнiтна обмiнна взаємодiя мiж сусi-

днiми вузлами i та j i вона набуває рiзних значень, якi показанi на рис. 6.1, та

0 ≤ ∆ ≤ 1 є параметром анiзотропiї обмiнних взаємодiй XY -типу. Крiм того

на гратку накладаються перiодичнi граничнi умови.

Як i ранiше, вважатимемо, що обмiнна взаємодiя на димерi J2 > 0 є домiну-

ючою. Для опису системи ромбiчних спiнових ланцюжкiв при низьких темпера-

турах та сильних полях, будемо використовувати наближення сильного зв’язку.

Будемо розгладати сукупнiсть вертикальних димерiв N = N/3 (J2 зв’язки) та

N iзольованих вузлiв, позначених m, 3 як основну частину вихiдного гамiльто-

нiана i позначимо її як Hmain, де h0 = (1 + ∆)J2/2. Решту гамiльтонiана (6.1)

(яка мiстить перехреснi обмiннi взаємодiї в ланцюжку J1, J3, мiжланцюжковi

взаємодiї J4 i доданок Зеємана з полем h− h0) будемо розглядати як збурення

V = H − Hmain. В режимi сильних магнiтних полiв вертикальний димер може

перебувати в станi |u〉 = | ↑1↑2〉 або в станi |d〉 = (| ↑1↓2〉 − | ↓1↑2〉)/
√
2 (енергiї

цих станiв збiгаються, коли h = h0), а спiни на вузлах m, 3 є спрямованi вго-

ру | ↑〉. Отже основний стан |ϕ0〉 гамiльтонiана Hmain є 2N -кратно вироджений

при h = h0. Пiсля додавання збурення V i, використовуючи операторну теорiю

збурень, ми побудуємо ефективний гамiльтонiан Heff , який дiє лише в просторi
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станiв |ϕ0〉, але дає точну енергiю основного стану гамiльтонiана H,

Heff = PHP + PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

V P + . . . , (6.2)

де P = |ϕ0〉〈ϕ0| є оператором проектування на основний стан гамiльтонiана

Hmain i |ϕα〉 (α 6= 0) є збудженi стани гамiльтонiана Hmain, порiвняй з (3.6),

(3.43), (5.7). Далi, щоб записати вираз для ефективного гамiльтонiана (6.2) в

бiльш зручнiй формi, використовуємо (псевдо)спiн-1
2

див. (3.10) оператори T z =

(|u〉〈u| − |d〉〈d|)/2, T+ = |u〉〈d|, та T− = |d〉〈u|. Пiсля нескладних обчислень

отримаємо такий вираз для ефективного гамiльтонiана:

Heff = NC+
∑

(mn)

Jmn (T
x
mT

x
n + T y

mT
y
n )− h

N
∑

m=1

T z
m,

C = −h− J2
4

+ ∆
J1 + J3 + J4

4
− (J1 − J3)

2 + J2
4

4(1 + ∆)J2
,

Jh = Jmx,my;mx+1,my
=

(J1 − J3)
2

2(1 + ∆)J2
,

Jv = Jmx,my;mx,my+1 =
J4(J1 − J3)

(1 + ∆)J2
,

Jd = Jmx,my;mx+1,my−1 = −J4(J1 − J3)

(1 + ∆)J2
,

JD = Jmx,my+1;mx+1,my−1 =
J2
4

2(1 + ∆)J2
,

h = h− h1 −
(J1 − J3)

2 + J2
4

2(1 + ∆)J2
,

h1 =
1 +∆

2
J2 +∆

J1 + J3 + J4
2

. (6.3)

Тут перша сума позначає всi зв’язки квадратної гратки, яка складається з N =

N/3 вузлiв (див. рис. 6.2), Jmn набувають чотирьох рiзних значень, Jh, Jv, Jd, та

JD, див. рис. 6.2.

Отримана ефективна модель є (псевдо)спiн-12 iзотропна XY модель на ква-

дратнiй гратцi в поперечному магнiтному полi. Незважаючи на те, що ефектив-

на модель мiстить чотири рiзних обмiнних взаємодiї вона є нефрустрована. В
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Рис. 6.2 Ефективна (псевдо)спiн-1
2

iзотропна XY модель на квадратнiй гратцi

в поперечному магнiтному полi.

граничному випадку, коли J4 = 0, рiвняння (6.3) збiгається з результатами,

якi були отриманi ранiше в роботах [18–20,55], а також див. роздiл 3. В iншому

граничному випадку, коли J1 = J3 = J але J4 6= 0, то Jh = Jv = Jd = 0 але

JD 6= 0 в рiвняннi (6.3), тобто отримаємо спiн-12 XY ланцюжок в поперечному

полi. Ця ефективна модель є точно розв’язна методом фермiонiзацiї Йордана-

Вiгнера [105]. Крiм того, можна розглянути випадок, коли J4/|J1 − J3| ≪ 1.

Тодi взаємодiєю JD можна знехтувати i ми отримаємо неоднорiдну спiн-12 XY

модель на трикутнiй гратцi в поперечному магнiтному полi.

6.2. Результати точної дiагоналiзацiї

Для того, щоб порiвняти результати вихiдної моделi (6.1) з отриманою ефе-

ктивною моделлю (6.3), використаємо метод точної дiагоналiзацiї для (перiоди-

чних) скiнченних систем. Будемо розглядати вихiдну модель, яка складається

з N = 36 вузлiв, що вiдповiдає або 1) 3 ромбiчним ланцюжкам з 12 вузлiв або

2) 4 ромбiчним ланцюжкам з 9 вузлiв з набором параметрiв J2 = 3, J1 = J3 = 1
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(iдеальна геометрiя), J1 = 0.85, J3 = 1.15 (деформована геометрiя i ∆ = 1 та

∆ = 0. Зосередимося на кривих намагнiченостi, див. рис. 6.2 та 6.3.

Рис. 6.3 Кривi намагнiченостim(T = 0, h) для набору параметрiв ∆ = 1, J2 = 3,

J1 = J3 = 1 (iдеальна геометрiя, верхня панель), J1 = 0.85, J3 = 1.15 (дефор-

мована геометрiя, нижня панель) i J4 = 0 (зеленi кривi) i J4 = 0.2 (синi та

червонi кривi). Данi точної дiагоналiзацiї стосуються системи, яка складається

з N = 36 вузлiв (вихiдна модель) або з N = 12 вузлiв (ефективна модель) з

перiодичними граничними умовами. Товстi лiнiї вiдповiдають даним вихiдних

моделей, тонкi кривi позначають результати ефективної моделi.

Як видно з рис. 6.3 та 6.4, стрибок кривої намагнiченостi до насичення –

яскрава особливiсть завдяки iснуванню локалiзованих магнонiв в системi [4,7,8]

– розмивається, якщо J4 6= 0. Краще узгодження даних вихiдної та ефективної

моделей досягається, коли ∆ → 0.



96

Рис. 6.4 Те саме, що й на рис. 3.2, але для ∆ = 0.

6.3. Висновки

Використовуючи наближення сильного зв’язку, побудовано ефективний опис

системи фрустрованих ромбiчних ланцюжкiв при наявностi слабкої мiжлан-

цюжкової взаємодiї. Отримана ефективна модель є (псевдо)спiн-12 iзотропна

XY модель на квадратнiй гратцi. Вона є нефрустрована i має втричi менше

вузлiв, нiж вихiдна модель. Ефективна модель допускає застосування методу

квантового Монте Карло. Використовуючи точну дiагоналiзацiю для вихiдної

та ефективної моделей, побудовано кривi намагнiченостi m(T = 0, h) i проде-

монстровано якiсть ефективного опису.

Наявнiсть мiжланцюжкових взаємодiй призводить до розмиття стрибка кри-

вої намагнiченостi. Розмиття стрибка кривої намагнiченостi в режимi низьких

температур в околi поля насичення може бути спричиненим i неiдеальною гео-

метрiєю гратки, i мiжланцюжковими взаємодiями.
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ВИСНОВКИ

1. Запропоновано евристичний анзац для статистичної суми деформовано-

го фрустрованого ромбiчного спiнового ланцюжка при низьких темпе-

ратурах i сильних магнiтних полях. Це дозволило отримати вiльну енер-

гiю деформованого ромбiчного спiнового ланцюжка. Результати нашої

наближеної аналiтичної теорiї можна застосувати i до iнших спiнових

систем (наприклад, димер-плакетного ланцюжка чи гратки квадратне

кагоме). Результати опублiковано в [17].

2. Дослiджено s = 1
2

антиферомагнiтну модель Гайзенберга на кiлькох

фрустрованих гратках (ромбiчний i димер-плакетний ланцюжки, а та-

кож гратка квадратне кагоме) з майже бездисперсiйними одномагнон-

ними станами. Розроблено систематичну теорiю для пояснення низько-

температурних властивостей даних моделей в сильному магнiтному полi

за умови малих вiдхилень вiд iдеальної геометрiї (коли магноннi зони

строго бездисперсiйнi). Побудованi ефективнi моделi є значно простiши-

ми за вихiднi i їх набагато легше дослiджувати аналiтично чи чисельно.

Результати опублiковано в [18, 19].

3. У двовимiрному випадку виявлено квантову спiнову систему у якiй реа-

лiзується фазовий перехiд Березiнського-Костерлiца-Таулеса. Результа-

ти опублiковано в [18, 19].

4. Врахувавши анiзотропiю обмiнних взаємодiй Гайзенберга та довiльнiсть

напрямку прикладеного зовнiшнього магнiтного поля, побудовано ефе-

ктивнi моделi для ромбiчного спiнового ланцюжка, якi працюють при

низьких температурах i сильних магнiтних полях. З допомогою точної

дiагоналiзацiї побудованi кривi намагнiченостi для вихiдної та отрима-
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них ефективних моделей, що дозволило з’ясувати застосовнiсть ефе-

ктивного опису. Отриманi ефективнi моделi застосовано для пояснення

експериментальних даних для природного мiнералу азуриту Cu3(CO3)2(OH)2.

Цей пiдхiд може бути застосовний i для iнших твердотiльних реалiза-

цiй фрустрованих квантових антиферомагнетикiв Гайзенберга з май-

же бездисперсiйними одномагнонними станами. Результати опублiкова-

но в [20, 21].

5. Для квантового узагальнення точно розв’язаного cпiн-12 геометрично

фрустрованого ромбiчного ланцюжка Iзинга-Гайзенберга до взаємодiй

Iзинга додано малу XY частину. Побудовано ефективний гамiльтонiан,

який описує низькотемпературну поведiнку повнiстю квантової моделi в

широкому iнтервалi магнiтних полiв. Використовуючи точну дiагоналi-

зацiю i метод ренормалiзацiйної групи для матрицi густини, дослiджено

польову поведiнку намагнiченостi та низькотемпературну поведiнку те-

плоємностi для вихiдної та ефективної моделей. Показано, що додавання

XY частини призводить до появи фази спiнової рiдини, в якiй польова

залежнiсть намагнiченостi змiнюється неперервно, мiж феррiмагнiтною

фазою з намагнiченiстю 1
3 i повнiстю намагнiченою фазою. Результати

опублiковано в [22].

6. Для системи фрустрованих ромбiчних спiнових ланцюжкiв з слабкою

мiжланцюжковою взаємодiєю запропоновано ефективний опис в набли-

женнi сильного зв’язку. Методом точної дiагоналiзацiї дослiджено кривi

намагнiченостi для вихiдної та ефективних моделей. Показано, що на-

явнiсть мiжланцюжкових взаємодiй в системi приводить до розмиття

стрибка в кривiй намагнiченостi, зумовленого локалiзованими магнона-

ми. Результати опублiковано в [24].
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de Souza, A. Brühl, and M. Lang //Phys. Rev. B – 2014. – Vol. 89, no. 17 —

1. – Pp. 174427-1-8.

64. Hagiya, Y. Thermal Conductivity and Spin State of the Spin Diamond-Chain

System Azurite Cu3(CO3)2(OH)2 / Y. Hagiya, T. Kawamata, K. Naruse, M.

Ohno, Y. Matsuoka, H. Sudo, H. Nagasawa, H. Kikuchi, T. Sasaki, and Y.

Koike //J. Phys. Soc. Jpn. – 2016. – Vol. 85. – Pp. 034715-1-4.

65. Wu, J. C. Thermal conductivity of the diamond-chain compound

Cu3(CO3)2(OH)2 / J. C. Wu, J. D. Song, Z. Y. Zhao, J. Shi, H. S. Xu, J.

Y. Zhao, X. G. Liu, X. Zhao, and X. F. Sun //J. Phys.: Condens. Matter –

2016. – Vol. 28, no. 5. – Pp. 1-8.

66. Gu, B. Comment on “Experimental Observation of the 1
3 Magnetization Plateau

in the Diamond-Chain Compound Cu3(CO3)2(OH)2 / B. Gu and G. Su //

Phys. Rev. Lett. – 2006. – Vol. 97, no. 8. – P. 089701-1.

67. Gu, B. Magnetism and thermodynamics of spin-12 Heisenberg diamond chains

in a magnetic field / B. Gu and G. Su //Phys. Rev. B – 2007. – Vol. 75, no.

17. – Pp. 174437-1-16.

68. Ananikian, N. Magnetic and quantum entanglement properties of the di-

storted diamond chain model for azurite / N. Ananikian, H. Lazaryan, and

M. Nalbandyan //Eur. Phys. J. B – 2012. – Vol. 85. – Pp. 223.

69. Derzhko, O. Emergent Ising degrees of freedom in frustrated two-leg ladder and

bilayer s = 1
2

Heisenberg antiferromagnets / O. Derzhko, T. Krokhmalskii, and

J. Richter //Phys. Rev. B – 2010. – Vol. 82, no. 21. – Pp. 214412:1-14.

70. Gros, C. The Transition from an Ordered Antiferromagnet to a Quantum Di-

sordered Spin Liquid in a Solvable Bilayer Model / C. Gros, W. Wenzel, and

J. Richter //Europhys. Lett. – 1995. – Vol. 32, no. 9. – Pp. 747-752.



108

71. Lin, H.-Q. Exact Ground States and Excited States of Net Spin Models / H.-

Q. Lin and J. L. Shen //J. Phys. Soc. Jpn. – 2000. – Vol. 69, no. 3. – Pp.

878-882.

72. Chen, P. Field-induced spin supersolidity in frustrated s = 1
2 spin-dimer models

/ P. Chen, C.-Y. Lai, and M.-F. Yang //Phys. Rev. B – 2010. – Vol. 81, no. 2.

– Pp. 020409-1-4.

73. Albuquerque, A. F. Phase separation versus supersolid behavior in frustrated

antiferromagnets / A. F. Albuquerque, N. Laflorencie, J.-D. Picon, and F. Mila

//Phys. Rev. B – 2011. – Vol. 83, no. 17. – Pp. 174421-1-7.

74. Murakami, Y. Supersolid states in a spin system: Phase diagram and collective

excitations / Y. Murakami, T. Oka, and H. Aoki //Phys. Rev. B – 2013. – Vol.

88, no. 22. – Pp. 224404-1-12.

75. Keren, A. Muon-spin-rotation measurements in the kagomé lattice systems:
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ДОДАТКИ

Д.1. Теорiя збурень

Приведемо тут основнi положення операторної теорiї збурень [102]. Нехай

гамiльтонiан H можна роздiлити на

H = H0 + λH1, λ = 1

так, що H0 можна дiагоналiзувати, тобто

H0|ψi〉 = Ei|ψi〉, i = 1, 2, . . . .

Нехай власнi значення Ei i власнi функцiї ψi є доволi близькими до невiдомих

власних значень i власних функцiй Ei i |Φi〉 гамiльтонiана H, тобто

H|Φi〉 = Ei|Φi〉.

Роздiлимо весь гiльбертовий простiр H на модельний простiр H0 i на решту

простору H \ H0. Позначимо P оператор проектування на модельний простiр,

для якого виконується рiвнiсть P 2 = P . Введемо також оператор проектування

на решту простору Q = 1− P . Очевидно, що










PH|Φ0〉 = E0P |Φ0〉,

QH|Φ0〉 = E0Q|Φ0〉,
(Д.1)











PHP |Φ0〉+ PHQ|Φ0〉 = E0P |Φ0〉,

QHP |Φ0〉+QHQ|Φ0〉 = E0Q|Φ0〉.
(Д.2)

Виключимо Q|Φ0〉 з рiвняння (Д.2)

Q|Φ0〉 =
1

E0 −QH
QHP |Φ0〉.
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Тепер можемо отримати ефективний гамiльтонiан Heff , який дiє тiльки на мо-

дельний простiр H0, але дає точну енергiю основного стану E0. Маємо:

Heff = PHP + PHQ
1

E0 −QHQ
QHP + . . . ,

HeffP |Φ0〉 = E0P |Φ0〉.

Перепозначимо вихiдний гамiльтонiан як H = Hmain + V . Пiдставимо

A = ε0 −QH0Q,

B = QH1Q− (E0 − ε0)

в наступну рiвнiсть, яка виконується для довiльних операторiв A i B:

1

A−B
=

1

A

∞
∑

n=0

(

B
1

A

)n

=
1

A
+

1

A
B
1

A
+

1

A
B

1

A
B
1

A
+ . . . .

Oтримаємо:

Heff = PHP + PHQ
1

ε0 −QHmainQ
QHP + . . .

= PHP + PV Q
1

ε0 −QHmainQ
QV P + . . . .

Пiдставивши Q = 1− P =
∑

α6=0 |ϕα〉〈ϕα|, маємо

Heff = PHP + PV
∑

α6=0

∑

β 6=0

|ϕα〉〈ϕα|
1

ε0 −QHmainQ
|ϕβ〉〈ϕβ|V P + . . .

= PHP + PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

V P + . . . . (Д.3)

Цим виразом (лiва сторона у рiвняннi (Д.3)) для ефективного гамiльтонiана

Heff будемо користуватися у роздiлах 3− 6.
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Д.2. Ефективнi гамiльтонiани для фрустрованого

димер-плакетного спiнового ланцюжка

Д.2.1. Наближення сильного зв’язку. Початковий гамiльтонiан для

димер-плакетного ланцюжка має вигляд:

H =
N
∑

m=1

(J2sm,1 · sm,2 + J3sm,1 · sm,3 + J1sm,2 · sm,3 + J4sm,3 · sm,4

+J1sm,4 · sm+1,1 + J3sm,4 · sm+1,2 − h
(

szm,1 + szm,2 + szm,3 + szm,4

))

. (Д.4)

Роздiляємо початковий гамiльтонiан на основну частину i "збурення"H = Hmain+

V , де

Hmain = J2sm,1 · sm,2 − J2(s
z
m,1 + szm,2 + szm,3) + szm,4,

V = J3sm,1 · sm,3 + J1sm,2 · sm,3 + J1sm,3 · sm+1,1 + J3sm,3 · sm+1,3

− (h− h0)
(

szm,1 + szm,2 + szm,3

)

.

(Д.5)

Оператор проектування для димер-плакетного ланцюжка:

P = |ϕ0〉〈ϕ0| = ⊗mPm,

Pm = ((|t1〉〈t1|+ |s〉〈s|)| ↑3〉〈↑3 || ↑4〉〈↑4 |)m . (Д.6)

Основна частина гамiльтонiана:

PHmainP = P
N
∑

m=1

(

−1

4
J2 − (h− J2)T

z
m

)

P. (Д.7)

Крiм того,

PV P = P

N
∑

m=1

(

J1 + J3
4

+
J4
4

− h+ J2 +

(

J1 + J3
2

− h+ J2

)

T z
m

)

. (Д.8)

Об’єднуючи рiвняння (Д.6) i (Д.7), маємо

PHP = P
∑

m

(

−J2
2

− h+
J

2
+
J

2
− (h− h1) T

z
m

)

P,

h1 = 2J2 + J, J =
J1 + J3

2
. (Д.9)
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Оскiльки розглядаються два класи збуджених станiв (див. с. 42), то

PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

V P =

= − P

J2 − J4

∑

α6=0

((

J3
2

(

s−m,1 + s−m+1,2

)

+
J1
2

(

s−m,2 + s−m+1,1

)

)

P

×P
(

J3
2

(

s+m,1 + s+m+1,2

)

+
J1
2

(

s+m,2 + s+m+1,1

)

))

P

−P

J2

∑

α6=0

((

J3
2

(

s−m,1 + s−m+1,2

)

+
J1
2

(

s−m,2 + s−m+1,1

)

)

P

×P
(

J3
2

(

s+m,1 + s+m+1,2

)

+
J1
2

(

s+m,2 + s+m+1,1

)

))

P. (Д.10)

Врахувавши, що

Ps−1 P = − 1√
2
|s〉〈t1| = − 1√

2
T−, Ps−2 P =

1√
2
|s〉〈t1| =

1√
2
T−,

Ps+1 P = − 1√
2
|t1〉〈s| = − 1√

2
T+, Ps+2 P =

1√
2
|t1〉〈s| =

1√
2
T+, (Д.11)

отримуємо спiн-12 iзотропну XY модель в поперечному полi:

Heff = P
∑

m

(

C − hT z
m − J

(

T x
mT

x
m+1 + T y

mT
y
m+1

))

P

де

J = − (J1 − J3)
2

8 (J2 − J4)

J4
J2
,

h = h− h1 −
(J1 − J3)

2

8 (J2 − J4)

2J2 − J4
J2

,

C = −3

2
h− J2

4
+
J4
4

+
J

2
− (J1 − J3)

2

16 (J2 − J4)

2J2 − J4
J2

,

h1 = J2 + J, J =
J1 + J3

2
. (Д.12)
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Д.2.2. Пiдхiд локалiзованих магнонiв. Для димер-плакетного лан-

цюжка гамiльтонiан H записується наступним чином:

H =

N
∑

m=1

(

−h
2
− J2

4
− (h− J2)T

z
m −

(

h− J

2

)

(

szm,3 + szm,4

)

+
J1 − J3√

2

(

T x
ms

x
m,3 + T y

ms
y
m,3

)

+ JT z
ms

z
m,3 + J4sm,3 · sm,4

−J1 − J3√
2

(

sxm,4T
x
m+1 + sym,4T

y
m+1

)

+ Jszm,4T
z
m+1

)

,

J =
J1 + J3

2
. (Д.13)

Основна частина гамiльтонiана H є такою:

Hmain =
N
∑

m=1

(

−h
2
− J2

4
− (h− J2) T

z
m −

(

h− J

2

)

(

szm,3 + szm,4

)

+JT z
ms

z
m,3 + J4sm,3 · sm,4 + Jszm,4T

z
m+1

)

. (Д.14)

Решта гамiльтонiана є збуренням

V =
J1 − J3√

2

(

T x
ms

x
m,3 + T y

ms
y
m,3

)

− J1 − J3√
2

(

sxm,4T
x
m+1 + sym,4T

y
m+1

)

. (Д.15)

Розглядаємо наступнi збудженi стани з вiдповiдними енергiями:

Hmain| . . . (|u〉|s〉)m (|u〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉 =
= (ε0 + J2 − J4) | . . . (|u〉|s〉)m (|u〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉
Hmain| . . . (|u〉|t〉)m (|u〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉 =
= (ε0 + J2) | . . . (|u〉|t〉)m (|u〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉
Hmain| . . . (|d〉|s〉)m (|d〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉 =
= (ε0 + J2 − J4 + J) | . . . (|d〉|s〉)m (|d〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉,
Hmain| . . . (|d〉|t〉)m (|d〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉 =
= (ε0 + J2 + J) | . . . (|d〉|t〉)m (|d〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉,
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Hmain| . . . (|u〉|sud〉)m (|d〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉

=

(

ε0 + J2 + J/2− J4/2−
√

J2
4 + J2/2

)

| . . . (|u〉|sud〉)m (|d〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉,

x = (J4 −
√

J2
4 + J2)/J,

|sud〉 = (|s〉 + x|t〉) /
√

1 + x2,

Hmain| . . . (|u〉|tud〉)m (|d〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉

=

(

ε0 + J2 + J/2− J4/2 +
√

J2
4 + J2/2

)

| . . . (|u〉|tud〉)m (|d〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉,

|tud〉 = (−x|s〉+ |t〉) /
√

1 + x2,

Hmain| . . . (|d〉|sdu〉)m (|u〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉

=

(

ε0 + J2 + J/2− J4/2−
√

J2
4 + J2/2

)

| . . . (|d〉|sdu〉)m (|u〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉,

|sdu〉 = (|s〉 − x|t〉) /
√

1 + x2,

Hmain| . . . (|d〉|tdu〉)m (|u〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉

=

(

ε0 + J2 + J/2− J4/2 +
√

J2
4 + J2/2

)

| . . . (|d〉|tdu〉)m (|u〉| ↑3↑4〉)m+1 . . .〉,

|tdu〉 = (x|s〉+ |t〉) /
√

1 + x2.

Знаючи всi збудженi стани, можемо отримати наступний вираз для другого

доданку рiвняння (3.6):

PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

VP = P

(

−(J1 − J3)
2

8

)

×
∑

m

(

1

J2 − J4

(

T−
m
+ T−

m+1

)

(

1

2
+ T z

m

)(

1

2
+ T z

m+1

)

(

T+

m
+ T+

m+1

)

+

(

1

J2

(

T−
m + T−

m+1

)

(

1

2
+ T z

m

)(

1

2
+ T z

m+1

)

(

T+

m + T+

m+1

)
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+
〈sud|sud〉

J2 + J/2− J4/2−
√

J2
4 + J2/2

(

T−
m + T−

m+1

)

(

1

2
+ T z

m

)(

1

2
− T z

m+1

)

(

T+

m + T+

m+1

)

+
〈tud|tud〉

J2 + J/2− J4/2 +
√

J2
4 + J2/2

(

T−
m
+ T−

m+1

)

(

1

2
+ T z

m

)(

1

2
− T z

m+1

)

(

T+

m
+ T+

m+1

)

+
〈sdu|sdu〉

J2 + J/2− J4/2−
√

J2
4 + J2/2

(

T−
m
+ T−

m+1

)

(

1

2
− T z

m

)(

1

2
+ T z

m+1

)

(

T+

m
+ T+

m+1

)

+
〈tdu|tdu〉

J2 + J/2− J4/2 +
√

J2
4 + J2/2

(

T−
m + T−

m+1

)

(

1

2
− T z

m

)(

1

2
+ T z

m+1

)

(

T+

m + T+

m+1

)

+
1

J2 + J − J4

(

T−
m + T−

m+1

)

(

1

2
− T z

m

)(

1

2
− T z

m+1

)

(

T+

m + T+

m+1

)

+
1

J2 + J

(

T−
m
+ T−

m+1

)

(

1

2
− T z

m

)(

1

2
− T z

m+1

)

(

T+

m
+ T+

m+1

)

)

P.

(Д.16)

Пiсля нескладних перетворень отримаємо ефективний гамiльтонiан (3.30) з

константами (3.34).

Д.3. Ефективнi гамiльтонiани для гратки квадратне кагоме

Д.3.1. Наближення сильного зв’язку. Розглядаємо стани

|u〉 = | ↑↑↑↑〉,
|d〉 = 1

2
(| ↑↑↑↓〉 − | ↑↑↓↑〉+ | ↑↓↑↑〉 − | ↓↑↑↑〉) . (Д.17)

Гамiльтонiан H розбиваємо на "основну частину" Hmain i на "збурення" V ,

H = Hmain + V :

Hmain =
∑

m

hm,

hm = J2
(

smx,my,1 · smx,my,2 + smx,my,2 · smx,my,3 + smx,my,3 · smx,my,4+

smx,my,4 · smx,my,1

)

− h0

(

szmx,my,1 + szmx,my,2 + szmx,my,3

+szmx,my,4
+ szmx,my,5

+ szmx,my,6

)

,
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V =
∑

m

vm,

vm = J3
(

smx,my,1 · smx,my,5 + smx,my,5 · smx+1,my,3

)

+ J1
(

smx,my,2 · smx,my,5 + smx,my,5 · smx+1,my,4

)

+ J3
(

smx,my,2 · smx,my,6 + smx,my,6 · smx,my+1,4

)

+ J1
(

smx,my,3 · smx,my,6 + smx,my,6 · smx,my+1,1

)

− (h− h0)
(

szmx,my,1
+ szmx,my,2

+ szmx,my,3
+ szmx,my,4

+ szmx,my,5
+ szmx,my,6

)

.

(Д.18)

Основний стан Hmain є 2N -кратно вироджений:

|ϕ0〉 =
∏

m

(|s〉| ↑5〉| ↑6〉)m . (Д.19)

Енергiя основного стану є ε0 = −5J2N . Оператор проектування має вигляд:

P = |ϕ0〉〈ϕ0| = ⊗mPm,

Pm = ((|u〉〈u|+ |d〉〈d|)⊗ | ↑5〉〈↑5 | ⊗ | ↑6〉〈↑6 |)m . (Д.20)

Ефективний гамiльтонiан шукаємо з формули (3.6). Оскiльки PHP = PHmainP+

PV P i

hm|u〉m = (J2 − 3h0) |u〉m,
hm|d〉m = (−J2 − 2h0) |d〉m, (Д.21)

то

PHmainP = P
∑

m

((J2 − 3h0) |u〉〈u| + (−J2 − 2h0) |d〉〈d|)m P

= P
∑

m

(

−5

2
h0 − (h0 − 2J2)T

z
m

)

P.
(Д.22)

Крiм того

PV P = P
∑

m

(

3

4
(J1 + J3)−

5

2
(h− h0)−

(

h− h0 −
J1 + J3

2

)

T z
m

)

P. (Д.23)
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Отже,

PHP = P
∑

m

(

3

2
J − 5

2
h− (h− h1)T

z
m

)

P,

h1 = 2J2 + J, J =
J1 + J3

2
. (Д.24)

Розглянемо тепер другий доданок у рiвняннi (3.6). Маємо таке:

PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

V P

=
1

−2J2

∑

m

(

P

(

J3
2
s−mx,my,1

+
J3
2
s−mx+1,my,3

+
J1
2
s−mx,my,2

+
J1
2
s−mx+1,my,4

)

P

×P
(

J3
2
s+mx,my,1

+
J3
2
s+mx+1,my,3

+
J1
2
s+mx,my,2

+
J1
2
s+mx+1,my,4

)

P

+P

(

J3
2
s−mx,my,2

+
J3
2
s−mx,my+1,4 +

J1
2
s−mx,my,3

+
J1
2
s−mx,my+1,1

)

P

×P
(

J3
2
s+mx,my,2

+
J3
2
s+mx,my+1,4 +

J1
2
s+mx,my,3

+
J1
2
s+mx,my+1,1

)

P

)

.

(Д.25)

Введемо T± оператори:

Ps−1 P = −1

2
|d〉〈u| = −1

2
T−, Ps−2 P =

1

2
|d〉〈u| = 1

2
T−,

Ps−3 P = −1

2
|d〉〈u| = −1

2
T−, Ps−4 P =

1

2
|d〉〈u| = 1

2
T−,

Ps+1 P = −1

2
|u〉〈d| = −1

2
T+, Ps+2 P =

1

2
|u〉〈d| = 1

2
T+,

Ps+3 P = −1

2
|u〉〈d| = −1

2
T+, Ps+4 P =

1

2
|u〉〈d| = 1

2
T+. (Д.26)

Використовуючи цi позначення, запишемо

PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

V P =

= P
(J1 − J3)

2

−32J2

∑

m

((

T−
mx,my

+ T−
mx+1,my

)(

T+
mx,my

+ T+
mx+1,my

)

+
(

T−
mx,my

+ T−
mx,my+1

)(

T+
mx,my

+ T+
mx,my+1

))

P
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= P

(

−(J1 − J3)
2

16J2

∑

m

(

1− 2T z
mx,my

+ T x
mx,my

T x
mx+1,my

+ T y
mx,my

T y
mx+1,my

+T x
mx,my

T x
mx,my+1 + T y

mx,my
T y
mx,my+1

))

P.

(Д.27)

Остаточний результат можна компактно записати так:

Heff = P
∑

m

(

C − hT z
m
− J

(

T x
mx,my

T x
mx+1,my

+ T y
mx,my

T y
mx+1,my

+T x
mx,my

T x
mx,my+1 + T y

mx,my
T y
mx,my+1

))

P,

C = −5

2
h+

3

2
J − (J1 − J3)

2

16J2
, h = h− h1 −

(J1 − J3)
2

8J2
,

J =
(J1 − J3)

2

16J2
.

(Д.28)

Д.3.2. Пiдхiд локалiзованих магнонiв. Обчислимо H = PHP , де опе-

ратор проектування

P = ⊗mPm Pm = ((|u〉〈u|+ |d〉〈d|))
m
. (Д.29)

Маємо

H = P
(

∑

m

(

−3

2
h− (h− 2J2)T

z
mx,my

−
(

h− 3

2
J

)

(

szmx,my,5
+ szmx,my,6

)

+
J

2

(

T z
mx,my

szmx,my,5 + szmx,my,5T
z
mx+1,my

+ T z
mx,my

szmx,my,6 + szmx,my,6T
z
mx,my+1

)

+
J1 − J3

2

(

T x
mx,my

sxmx,my,5
+ T y

mx,my
symx,my,5

+ sxmx,my,5
T x
mx+1,my

+ symx,my,5
T y
mx+1,my

−T x
mx,my

sxmx,my,6
− T y

mx,my
symx,my,6

− sxmx,my,6
T x
mx,my+1 + symx,my,6

T y
mx,my+1

)))

P .
(Д.30)

Рiвняння (Д.30) вiдповiдає спiн-1
2

моделi Iзинга на декорованiй квадратнiй гра-

тцi. Далi, знайдемо Hmain

Hmain = P
(

∑

m

(

−3

2
h− (h− 2J2)T

z
mx,my

−
(

h− 3

2
J

)

(

szmx,my,5
+ szmx,my,6

)

+
J

2

(

T z
mx,my

szmx,my,5
+ szmx,my,5

T z
mx+1,my

+ T z
mx,my

szmx,my,6
+ szmx,my,6

T z
mx,my+1

)

))

P .
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Решта гамiльтонiана є збуренням:

V = P
(

J1 − J3
2

∑

m

(

T x
mx,my

sxmx,my,5
+ T y

mx,my
symx,my,5

+ sxmx,my,5
T x
mx+1,my

+symx,my,5
T y
mx+1,my

− T x
mx,my

sxmx,my,6 − T y
mx,my

symx,my,6
.

−sxmx,my,6
T x
mx,my+1 + symx,my,6

T y
mx,my+1

))

P .

(Д.31)

Розглядаємо збудженi стани з одним перевернутим спiном на вузлi, який з’єднує

два сусiднiх квадрати. Їхня енергiя

Hmain . . . (|u〉| ↓5〉)mx,my
|u〉mx+1,my

. . . =

= (ε0 + 2J2 − J) . . . (|u〉| ↓5〉)mx,my
|u〉mx+1,my

. . . ,

Hmain . . . (|u〉| ↓5〉)mx,my
|d〉mx+1,my

. . . =

=

(

ε0 + 2J2 −
J

2

)

. . . (|u〉| ↓5〉)mx,my
|d〉mx+1,my

. . . ,

Hmain . . . (|d〉| ↓5〉)mx,my
|u〉mx+1,my

. . . =

=

(

ε0 + 2J2 −
J

2

)

. . . (|d〉| ↓5〉)mx,my
|u〉mx+1,my

. . . ,

Hmain . . . (|d〉| ↓5〉)mx,my
|d〉mx+1,my

. . . =

= (ε0 + 2J2) . . . (|d〉| ↓5〉)mx,my
|d〉mx+1,my

. . . .

(Д.32)

Тому

PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

VP = P

(

−(J1 − J3)
2

32J2

)

×

×
∑

m

(

1

1− J
2J2

(

T−
m
+ T−

mx+1,my

)

(

1

2
+ T z

m

)(

1

2
+ T z

mx+1,my

)

(

T+
m
+ T+

mx+1,my

)

+
1

1− J
4J2

(

T−
m
+ T−

mx+1,my

)

(

1

2
+ T z

m

)(

1

2
− T z

mx+1,my

)

(

T+
m
+ T+

mx+1,my

)

+
1

1− J
4J2

(

T−
m
+ T−

mx+1,my

)

(

1

2
− T z

m

)(

1

2
+ T z

mx+1,my

)

(

T+
m
+ T+

mx+1,my

)
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+
(

T−
m + T−

mx+1,my

)

(

1

2
− T z

m

)(

1

2
− T z

mx+1,my

)

(

T+
m + T+

mx+1,my

)

+
1

1− J
2J2

(

T−
m + T−

mx,my+1

)

(

1

2
+ T z

m

)(

1

2
+ T z

mx,my+1

)

(

T+
m + T+

mx,my+1

)

+
1

1− J
4J2

(

T−
m + T−

mx,my+1

)

(

1

2
+ T z

m

)(

1

2
− T z

mx,my+1

)

(

T+
m + T+

mx,my+1

)

+
1

1− J
4J2

(

T−
m
+ T−

mx,my+1

)

(

1

2
− T z

m

)(

1

2
+ T z

mx,my+1

)

(

T+
m
+ T+

mx,my+1

)

+
(

T−
m
+ T−

mx,my+1

)

(

1

2
− T z

m

)(

1

2
− T z

mx,my+1

)

(

T+
m
+ T+

mx,my+1

)

)

P.

(Д.33)

Використаємо спiввiдношення T−(1/2+T z) = T−, T−(1/2−T z) = 0, (1/2+

T z)T+ = T+, (1/2− T z)T+ = 0. Тодi

PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

VP = P

((

−(J1 − J3)
2

32J2

)

∑

m

(

1

1− J
2J2

(

T−
m
T+
m

(

1

2
+ T z

mx+1,my

)

+T−
m
T+
mx+1,my

+ T+
m
T−
mx+1,my

+

(

1

2
+ T z

m

)

T−
mx+1,my

T+
mx+1,my

)

+
1

1− J
4J2

(

T−
m
T+
m

(

1

2
− T z

mx+1,my

)

+

(

1

2
− T z

m

)

T−
mx+1,my

T+
mx+1,my

)

+
1

1− J
2J2

(

T−
m
T+
m

(

1

2
+ T z

mx,my+1

)

+ T−
m
T+
mx,my+1

+T+
m
T−
mx,my+1 +

(

1

2
+ T z

m

)

T−
m,my+1T

+
m,my+1

)

+
1

1− J
4J2
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Отже, кiнцевий результат для ефективного гамiльтонiана запишеться так:

Heff = P
∑

m
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C − hT z
m − J

(

T x
mT

x
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+ T y
mT

y
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z
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(

T x
m
T x
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m
T y
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zT z
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T z
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2
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2

32J2
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2J2

+
1
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4J2
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1

1− J
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,

J =
(J1 − J3)

2

16J2

1

1− J
2J2

,

J
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(J1 − J3)
2

16J2

(

1

1− J
2J2

− 1

1− J
4J2

)

.

(Д.34)

Д.4. Узагальнений фрустрований ромбiчний спiновий ланцюжок

m

m

m

J

m

J J

m
JJ

 ,3

 ,2

 ,1

2

 +1,1

 +1,2

13 31

3223

Рис. 6.5 Ромбiчний спiновий ланцюжок, який описується гамiльтонiаном (3.1).

Магнони локалiзованi на вертикальних димерах, якi позначенi товстими черво-

ними лiнiями (J2 зв’язки).

В цьому додатку ми проведемо обчислення ефективного гамiльтонiана для

узагальненого ромбiчного ланцюжка (див. рис. 6.5). Провiвши аналогiчнi обчи-

слення, як для узагальненої гратки квадратне кагоме (див. роздiл 3), отримає-
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мо:

H =
N
∑

m=1

[

−h
2
− J2

4
− (h− J2) T

z
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T x
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x
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+
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2
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z
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−J31 − J32√
2

(

sxm,3T
x
m+1 + sym,3T

y
m+1

)

]

, J =
J13 + J23 + J31 + J32

4
. (Д.35)

Ефективний гамiльтонiан Heff є таким:

Heff =
N
∑

m=1

[

J
(

T x
mT

x
m+1 + T y

mT
y
m+1

)

+ J
zT z

mT
z
m+1 − hT z

m + C
]

(Д.36)

з наступними параметрами

J =
(−J13 + J23) (J31 − J32)

4J2

1

1− J
J2

,

J
z =

(−J13 + J23)
2 + (J31 − J32)

2
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1− J
J2

− 1
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,

h = h− h1 −
(−J13 + J23)

2 + (J31 − J32)
2

8J2
,

C = −h− J2
4

+
J

2
− (−J13 + J23)

2 + (J31 − J32)
2

32J2

(

1

1− J
J2

+ 1

)

,

J =
J13 + J23 + J31 + J32

4
, h1 = J2 + J. (Д.37)

В границi J23 = J31 = J1 i J13 = J32 = J3 цi результати збiгаються з отри-

маними ранiше у [18], див. рiвняння (3.6) i (3.7) у [18], а також роздiл 3. Про

застосовнiсть ефективного опису свiдчать результати на рис. 6.6.

Д.5. Система зв’язаних димерiв, що утворюють подвiйний шар

Розглядаємо спiн-12 антиферомагнiтну XXZ модель Гайзенберга системи

зв’язаних димерiв, що утворюють подвiйний шар (рис. 6.7), у сильному магнi-
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Рис. 6.6 Порiвняння вихiдної та отриманих ефективних моделей деформованого

ромбiчного спiнового ланцюжка з N = 6 комiрок для кривих намагнiченостi

при низьких температурах (T = 0.001). Перший набiр параметрiв (I): J23 =

J31 = 0.85, J13 = J32 = 1.15, J2 = 3. Другий набiр параметрiв (II): J13 = J31 =

0.85, J23 = J32 = 1.15, J2 = 3.

тному полi з наступним гамiльтонiаном:

H =
∑

(ij)

Jij
(

sxi s
x
j + syi s

y
j +∆szi s

z
j

)

− h · S. (Д.38)

Тут Jij > 0, 0 ≤ ∆ ≤ 1, i S =
∑

i si.

m ,m
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x   y
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   +1

Рис. 6.7 Система зв’язаних димерiв, що утворюють подвiйний шар

Випадок ∆ = 1 i h = (0, 0, h) розглядався у працях [39, 69]. Однак, для

експерименту важивий iнший випадок: ∆ = 0.15 i h = (h, 0, 0). Як i у випадку

фрустрованого ромбiчного ланцюжка у рiвняннi (4.16) розглядатимемо двi орi-

єнтацiї зовнiшнього магнiтного поля: 1) h = (0, 0, h) – магнiтне поле спрямоване

вздовж осi z (hz-поле) i 2) h = (h, 0, 0) – магнiтне поле спрямоване вздовж осi x
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(hx-поле). Наша задача – збудувати ефективний гамiльтонiан, який придатний

при низьких температурах i сильних магнiтних полях.

Д.5.1. Випадок h = (0, 0, h). Нехтуючи всiма взаємодiями крiм J2, ми

отримаємо набiр N димерiв. Два iстотнi стани на кожному димерi при низьких

температурах i сильних магнiтних полях поблизу поля насичення h0 =
J2
2
(∆+1)

є такi:

|u〉 = | ↑↑〉,
|d〉 = 1√

2
(| ↑↓〉 − | ↓↑〉) . (Д.39)

Їх енергiї – ∆
4 J2−h, −1

4(2+∆)J2, вiдповiдно. Для випадку малих величин обмiн-

них взаємодiй J11, J12, J21, J22 застосовуємо наближення сильного зв’язку для

системи зв’язаних димерiв. Знову ж таки, використовуючи операторну теорiю

збурень, для першого доданку рiвняння (3.6) знайдемо
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h1 =
J2
2
(∆2 + 1) + 4J, J =

J11∆11 + J12∆12 + J21∆21 + J22∆22

4
,

JXY =
J11 − J12 − J21 + J22

2
. (Д.40)

Це є спiн-12 XXZ модель Гайзенберга на квадратнiй гратцi.

Рис. 6.8 Ефективний опис фрустрованого подвiйного шару. Пунктирнi кривi

окреслюють межi елементарної комiрки, яка використовується для обчислень

методом точної дiагоналiзаiї.

Д.5.2. Випадок h = (h, 0, 0). У випадку магнiтного поля, прикладеного

вздовж осi x, розглядаємо два наступнi стани на кожному J2-димерi: стан

|u〉 = α| ↑1↑2〉+ β| ↓1↓2〉,

α =
1

C

[

h+

√

(1−∆)2

16
J2
2 + h2

]

, β =
1

C

1−∆

4
J2,

C =
√
2

√

(1−∆)2

16
J2
2 + h

√

(1−∆)2

16
J2
2 + h2 + h2 (Д.41)

з енергiєю

ǫu = [J2 −
√

(1−∆)2J2
2 + 16h2]/4
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та стан

|d〉 = 1√
2
(| ↑1↓2〉 − | ↓1↑2〉) (Д.42)

з енергiєю

ǫd = −(2 + ∆)J2/4

. Крiм того h0 = J2

√

1+∆
2 . Виконавши простi обчислення, для першої частини

першого доданку рiвняння (3.6) отримаємо

PHmainP =

= P
N
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Зауваживши, що
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, (Д.44)

для другої частини першого доданку у рiвняннi (3.6) отримаємо
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Об’єднуючи рiвняння (Д.44) i (Д.46), отримуємо наступний результат:
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x = (J11∆11 − J12∆12 − J21∆21 + J22∆22)(β − α)2
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2
(J11 − J12 − J21 + J22),
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J =
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. (Д.46)

Це є гамiльтонiан s = 1
2
XXZ моделi Гайзенберга на квадратнiй гратцi.

Для оцiнки областi застосовностi отриманих ефективних моделей (Д.41) i

(Д.47) для подвiйного шару, порiвняймо їх передбачення з результатами для

вихiдної моделi. Використовуючи точну дiагоналiзацiю, знайдемо кривi нама-

гнiченостi в магнiтному полi, прикладеному вздовж осi z та вздовж осi x. Ми

розглядаємо систему з N = 16 вузлiв (тобто N = 8 комiрок) з перiодични-

ми граничними умовами див. рис. 6.7 i J11 = J12 = J21 = J22 = 1 (iдеальна

геометрiя), J2 = 5 та ∆ = 0.5, 0.1. Результати приведенi на рис. 6.9.

Д.5.3. Застосування до магнiтної сполуки Ba2CoSi2O6Cl2. Застосу-

ємо ефективний опис для пояснення деяких низькотемпературних властивостей

магнiтної сполуки Ba2CoSi2O6Cl2. В роботi [15] представленi результати експе-

риментальних дослiджень кривих намагнiченостi у випадку магнiтного поля,
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Рис. 6.9 Низькотемпературнi кривi намагнiченостim(T, h) подвiйного шару для

магнiтного поля, прикладеного вздовж осi z (товста суцiльна крива) та вздовж

осi x (товста пунктирна крива), з набором параметрiв J11 = J12 = J21 = J22 = 1

(iдеальна геометрiя), J2 = 5, ∆ = 0.5, 0.1, для N = 8 комiрок. Тонкi чорнi

кривi − результати на основi ефективної теорiї, див. (Д.41) i (Д.47).

спрямованого вздовж кристалографiчної осi c∗ (H ‖ c∗), та у випадку магнi-

тного поля, спрямованого перпендикулярно площинi ab (H ‖ ab). Умова H ‖ c∗

вiдповiдає випадку H ‖ z. Експериментальнi результати приведено на рис. 6.10.

Результати теоретичних обчислель показанi на рис. 6.11. Теоретичнi передба-

чення узгоджуються з результатами експериментальних вимiрювань.
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Рис. 6.10 Експериментальнi результати для кривих намагнiченостi магнiтної

сполуки Ba2CoSi2O6Cl2 при низьких температурах. Цей рисунок взято з [15].
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Рис. 6.11 Низькотемпературнi кривi намагнiченостi m(T, h) подвiйного шару

для магнiтного поля, прикладеного вздовж осi z (червона крива) та вздовж осi

x (синя крива) з набором параметрiв для Ba2CoSi2O6Cl2.
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Д.6. Виведення ефективних гамiльтонiанiв для ромбiчного

ланцюжка Iзинга-Гайзенберга

Тут приведемо деталi виведення ефективного гамiльтонiана (5.8). Обчисли-

мо кожний доданок рiвняння (5.7).

Для H0 (5.1) при h = hsat = 2I маємо H0|ϕ0〉 = ε0|ϕ0〉, PH0P = ε0, ε0 =

N (−2I + J/4). Крiм того,

− (h− hsat)
(

µzk + szk,1 + szk,2
)

|u〉k = −3

2
(h− hsat) |u〉k,

− (h− hsat)
(

µzk + szk,1 + szk,2
)

|d〉k = −1

2
(h− hsat) |d〉k, (Д.47)

i ми отримаємо

PH0P =

N
∑

k=1

[

−2I +
J

4
− 3

2
(h− 2I) (|u〉〈u|)k −

1

2
(h− 2I) (|d〉〈d|)k

]

(Д.48)

для довiльного h. Використовуючи рiвняння (5.6), запишемо рiвняння (Д.49)

наступним чином:

PH0P =

N
∑

k=1

[

J

4
− h− (h− 2I)T z

k

]

. (Д.49)

Крiм того,

Vk,k+1|u〉k|u〉k+1 = 0,

Vk,k+1|u〉k|d〉k+1 =
δI√
2
(| ↑〉|t, 0〉)k |u〉k+1,

Vk,k+1|d〉k|u〉k+1 =
δI√
2
(| ↑〉|t, 0〉)k |u〉k+1,

Vk,k+1|d〉k|d〉k+1 =
δI√
2
[(| ↑〉|t, 0〉)k |d〉k+1 + (| ↓〉|t, 0〉)k |u〉k+1] , (Д.50)

де |t, 0〉 = (| ↑1↓2〉 + | ↓1↑2〉)/
√
2. Важливо зауважити, що енергiя стану

(| ↑〉|t, 0〉)k |u〉k+1 є бiльша, нiж енергiя стану |u〉k|d〉k+1 i |d〉k|u〉k+1 на I , тодi як

енергiя стану (| ↑〉|t, 0〉)k |d〉k+1 i (| ↓〉|t, 0〉)k |u〉k+1 i є бiльшою за енергiю стану

|d〉k|d〉k+1 на 2I ; це можна легко показати, провiвши простi обчислення.
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З рiвняння (Д.51) бачимо, що ненульовий результат дiї Vk,k+1 дає новi стани

k-ї комiрки. З (Д.51) отримаємо

PV P = 0. (Д.51)

Однак, другий доданок в рiвняннi (5.7) може бути ненульовим. Справдi,

PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

V P =

=

N
∑

k=1











(

δI√
2

)2

−I
[

(|u〉〈u|)k (|d〉〈d|)k+1 + (|u〉〈d|)k (|d〉〈u|)k+1

+(|d〉〈u|)k (|u〉〈d|)k+1 + (|d〉〈d|)k (|u〉〈u|)k+1

]

+

(

δI√
2

)2

−2I
2 (|d〉〈d|)k (|d〉〈d|)k+1











. (Д.52)

Виконавши певнi спрощення, отримаємо:

PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

V P = −δ
2I

2

×
N
∑

k=1

[

3

4
− T z

k + 2
(

T x
k T

x
k+1 + T y

k T
y
k+1

)

− T z
kT

z
k+1

]

. (Д.53)

Об’єднуючи рiвняння (Д.50), (Д.52), та (Д.54) отримаємо наступний ефе-

ктивний гамiльтонiан

Heff =
N
∑

k=1

[

J

4
− h− 3δ2I

8
−
(

h− 2I − δ2I

2

)

T z
k

−δ2I
(

T x
k T

x
k+1 + T y

kT
y
k+1

)

+
δ2I

2
T z
kT

z
k+1

]

, (Д.54)

тобто Heff , який представнений у (5.8).

Далi приведемо виведення гамiльтонiана (5.12). Розглядаємо стани

|u〉 = . . . (| ↓〉| ↑1↑2〉)k . . . i |d〉 = . . . (| ↑〉| ↓1↓2〉)k . . ., оператор проектування
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P = |u〉〈u| + |d〉〈d| i (псевдо)спiн-1/2 оператори T z = (|u〉〈u| − |d〉〈d|)/2, T+ =

|u〉〈d|, T− = |d〉〈u|, що представленi у рiвняннях (5.5) i (5.6). Провiвши всi

необхiднi обчислення, ми отримаємо, що PH0P =
∑N

k=1(−I + J/4− hT z). Крiм

того,

Vk,k+1|u〉 =
δI√
2

[

. . . (| ↑〉|t, 0〉)k . . .+ . . . (| ↓〉|t, 0〉)k (| ↑〉| ↑1↑2〉)k+1 . . .
]

,

Vk,k+1|d〉 =
δI√
2

[

. . . (| ↓〉|t, 0〉)k . . .+ . . . (| ↑〉|t, 0〉)k (| ↓〉| ↓1↓2〉)k+1 . . .
]

; (Д.55)

енергiя збуджених станiв, як з’являються в правiй сторонi рiвняння (Д.56) є

бiльшою за енергiю основного стану на 2I . Oчевидно, що PV P = 0 i

PV
∑

α6=0

|ϕα〉〈ϕα|
ε0 − εα

V P

=
N
∑

k=1







(

δI√
2

)2

−2I
2|u〉〈u|+

(

δI√
2

)2

−2I
2|d〉〈d|






=

N
∑

k=1

(

−δ
2I

2

)

. (Д.56)

Об’єднуючи все разом, отримаємо рiвняння (5.12).


