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АНОТАЦIЯ

Дудка М.Л. Критичнi властивостi магнетикiв: вплив структурного безладу,

анiзотропiї, фрустрацiй. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук (доктора наук) за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична фiзика» (104 — Фiзика

та астрономiя). — Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв,

2020.

Представлена дисертацiйна робота стосується вивчення статичних та ди-

намiчних критичних властивостей магнетикiв, якi характеризуються наявнiстю

структурного безладу, анiзотропiї, фрустрацiй. При досягненнi поставленої мети

було вирiшено ряд задач.

Спочатку дослiджено статичну та динамiчну критичну поведiнку магнiтних

систем з замороженими протяжними εd-вимiрними немагнiтними домiшками па-

ралельної орiєнтацiї. Присутнiсть протяжних домiшок призводить до появи анiзо-

тропiї, тому iснують двi кореляцiйнi довжини, паралельна i перпендикулярна до

протяжних дефектiв, розбiжнiсть яких поблизу критичної температури характе-

ризується рiзними показниками. Динамiчна критична поведiнка також модифiку-

ється, так що з’являються два часи, що характеризують критичну релаксацiю в

напрямках, паралельних i перпендикулярних до протяжних домiшок. Застосову-

ючи технiки пересумовування до ренорм-групових функцiй, вiдомих для моделi

у двопетлевому наближеннi схеми мiнiмального вiднiмання, розраховано значе-

ння динамiчних критичних показникiв, якi характеризують релаксацiю незбере-

жного параметра порядку системи вздовж напрямку, паралельного до домiшок

z||, i вздовж перпендикулярного напрямку z⊥ при фiксованому значеннi вимiр-

ностi простору d = 3 та фiксованих значеннях εd. Отриманi результати показу-

ють помiтне збiльшення динамiчних критичних показникiв, що означає посилення

критичного сповiльнення (сильнiшу розбiжнiсть часу релаксацiї), порiвняно з си-

стемами з точковим безладом. Анiзотропний скейлiнг для систем з протяжними

домiшками був пiдтверджений за допомогою симуляцiй Монте Карло, викори-
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стовуючи кобiнацiю методiв Вольфа та Метрополiса для дослiдження статичної

критичної поведiнки системи з однокомпонентними спiнами з лiнiйними протя-

жними паралельними дефектами (εd = 1). Зокрема, розрахованi трьома рiзними

методами значення показника анiзотропiї θ попадають в область 1.1 . θ . 1.3,

узгоджуючись з оцiнками ренорм-групи для нашої моделi. Розраховуючи ефек-

тивнi критичнi показники для кореляцiйної довжини та часу релаксацiї в напрямi

перпендикулярному до домiшок, проаналiзовано можливi реалiзацiї пiдходу до

асимптотичного режиму для магнетика з лiнiйними паралельними дефектами.

Спостережено немонотонний пiдхiд до критичного режиму для критичного дина-

мiчного показника z⊥ iзiнґiвської сиcтеми (n = 1).

Далi дослiджено критичну поведiнку магнiтних систем зi структурним без-

ладом типу випадкової анiзотропiї. Вплив розподiлу осей випадкової анiзотропiї

для таких систем має кардинальний ефект. У рамках теорiї поля було дослiджено

критичнi властивостi моделi з випадковою анiзотропiєю з так званим тримодаль-

ним розподiлом осей випадкової анiзотропiї, який є комбiнацiєю iзотропного та

кубiчного розподiлiв. У рамках масивної схеми було отримано двопетлевi ренорм-

груповi функцiї при довiльнiй вимiрностi параметра порядку та довiльному зна-

ченнi параметру реплiк, якi застосовувались для усереднення за замороженим

безладом. Аналiз отриманих функцiй за допомогою пiдходу при фiксованiй ви-

мiрностi простору d = 3 iз застосуванням процедури пересумовування показав,

що в данiй моделi вiдсутнi стiйкi нерухомi точки, досяжнi з початкових фiзичних

умов. Таким чином, показано вiдсутнiсть фазового переходу другого роду при та-

кому розподiлi осi випадкової анiзотропiї. Проаналiзовано критичне сповiльнення

у магнетиках з випадковою анiзотропiєю з анiзотропним (кубiчним) розподiлом

осей випадкової анiзотропiї, для яких iснує фазовий перехiд другого роду. Роз-

раховано двопетлеву динамiчну ренорм-групову функцiю. На основi цiєї функцiї

отримано чисельнi значення для ефективного критичного показника zeff , який

визначає критичне сповiльнення часу релаксацiї, при наближеннi до критичної

точки. Хоча асимптотична динамiчна критична поведiнка систем з випадковою

анiзотропiєю з кубiчним розподiлом є такою ж, як i для моделi Iзiнґа з випад-
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ковими вузлами, перехiд мiж рiзними нерухомими точками суттєво впливає на

неасимптотичнi критичнi властивостi, що приводить до можливої реалiзацiї рiз-

них сценарiїв динамiчної критичної поведiнки.

Також дослiджено критичну динамiку для магнетикiв зi структурним без-

ладом, а саме для магнетикiв з випадковими вузлами та для магнетикiв з ви-

падковою анiзотропiєю, в рамках моделi С, у якiй на статичному рiвнi присутнiй

зв’язок незбережного параметра порядку iз збережною величиною. Перед цим для

моделi С без безладу розраховано динамiчнi кореляцiйнi функцiї у однопетлево-

му наближеннi. На основi них обчислено характеристичнi частоти та розрахова-

но динамiчне вiдношення амплiтуд характеристичних частот параметра порядку

та збережної величини, яке є унiверсальною величиною. Здiйснено узагальнен-

ня виразу для цього вiдношення у параметричнiй площинi кореляцiйної довжи-

ни та хвильового вектора. Також здiйснено перегляд фазової дiаграми моделi С,

отриманої у рамках двопетлевого наближення теоретико-польової пертурбативної

ренорм-групи. Розрахунки проводились на основi високих порядкiв ренорм-групи

для O(n) моделi i для динамiчного критичного показника моделi A з використан-

ням процедур пересумовування. Отримана фазова дiаграма якiсно пiдтверджує

результати непертурбативної ренорм-групи для високих вимiрностей ε ≤ 1 та

вимiрностi параметра порядку n ≥ 1. Для структурно невпорядкованих магне-

тикiв з безладом збережена густина вiдокремлюється вiд параметра порядку в

асимптотичному критичному режимi та динамiчна критична поведiнка обох роз-

глянутих моделей з безладом є такою ж, як i для моделi Iзiнґа з випадковими

вузлами. Однак, iснування багатьох нерухомих точок i, вiдповiдно, кросовер мiж

ними значно впливає на неасимптотичнi критичнi властивостi. У залежностi вiд

початкових значень параметрiв моделей спостерiгаються рiзнi сценарiї динамiчної

критичної поведiнки. Основною особливiстю є наявнiсть додаткових пiкiв на кри-

вих для ефективних динамiчних критичних показникiв у порiвняннi з ефективною

критичною динамiкою моделi A.

У рамках дослiдження впливу замороженого безладу на статичну критичну

поведiнку двовимiрних систем було розглянуто три окремi завдання. Для дво-
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вимiрної моделi Iзiнґа з нескорельованим безладом розраховано явнi вирази для

функцiй розподiлу iмовiрностей флуктуацiй внутрiшньої енергiї та теплоємностi

за допомогою методу реплiк в рамках однопетлевого наближення ренорм-групи.

Отриманий результат показує, що внутрiшня енергiя цiєї системи не самоусере-

днюється, в той час як теплоємнiсть демонструє самоусереднення. Для двовимiр-

ної моделi Iзiнґа з далекосяжно скорельованим безладом, кореляцiї якого спада-

ють з вiдстанню як r−a, використовуючи представлення моделi у теорiї двовимiр-

них фермiонiв Дiрака, у двопетлевому наближеннi ренорм-групи було показано,

що модель належить до класу унiверсальностi з критичним показником ν = 2/a.

Дослiдження впливу далекосяжно скорельованого безладу на критичну поведiнку

двовимiрної моделi Ашкiна-Теллера з Ni -кольорами, показує виникнення нової

критичної поведiнки, яка належить до того самого класу унiверсальностi, що i

двовимiрна модель Iзiнґа з далекосяжно скорельованим безладом.

Вивчались умови, при яких для анiзотропного антиферомагнетика у магнiт-

ному полi, паралельному осi анiзотропiї, реалiзуються рiзнi типи мультикритичної

поведiнки. Така система описується моделлю з двома зв’язаними параметрами

порядку i симетрiєюO(1)⊕O(2). Остання є частковою реалiзацiєю загальної моде-

лi з симетрiєю, O(n)⊕O(m), що описує мультикритичнi явища у рiзних фiзичних

системах. Для цiєї моделi в рамках теоретико-польової ренорм-групи розраховано

чисельнi оцiнки граничних вимiрностей параметра порядку в залежностi вiд ви-

мiрностi простору d, що визначають умови стiйкостi рiзних типiв мультикритичної

поведiнки. На основi отриманих результатiв зроблено висновок про тетрактичну

поведiнку, яка реалiзується для розглядуваної тривимiрної системи у асимптоти-

чнiй областi.

Останньою дослiджувалась задача про рiд фазового переходу в магнетиках

з неколiнеарним впорядкуванням. Такi системи характеризуються матричним па-

раметром порядку та симетрiєю O(n)×O(m) з фiзичною реалiзацiєю для m = 2

та n = 2 i n = 3. У теорiї поля вони описуються ефективними гамiльтонiанами з

двома n-компонентними полями. Проаналiзовано критичнi показники, отриманi

у пiдходi при фiксованiй вимiрностi простору на основi пертурбативних рядiв для
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моделi фрустрованого магнетика при d = 3 у шестипетлевому порядку на зале-

жнiсть вiд параметрiв використаних процедур пересумовування. Для фрустрова-

них магнетикiв для n = 2 i n = 3 нашi результати в d = 3 показують велику чу-

тливiсть показникiв до параметрiв пересумовування. Порiвняння з подiбними за-

лежностями вiд параметрiв пересумовування для критичних характеристик O(n)

та кубiчної моделей в d = 3, для яких вiдомi однозначнi та точнi результати, пока-

зує, що отриманi ранiше данi про фазовий перехiд другого роду для тривимiрних

фрустрованих систем ґрунтуються на нефiзичних хибних розв’язках. Подiбний

аналiз i порiвняння зроблено i для двовимiрних систем та показано, що пертурба-

тивний пiдхiд теоретико-польової ренорм-групи не є достатньо релевантним для

двовимiрних систем. У рамках непертурбативної ренорм-групи розраховано гра-

ничне значення вимiрностi поля n як функцiю просторової вимiрностi для значень

d вiд d = 2.8 до d = 4. Оцiнка для d = 3 явно пiдтверджує значення граничної

вимiрностi, що є значно вищим нiж 3, nc = 5.24(2), виключаючи появу фазового

переходу другого роду у фiзичних випадках n = 2 i n = 3.

Ключовi слова: Ефективна критична поведiнка, критична динамiка, струк-

турний безлад, фрустрацiї, ренорм-група
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ABSTRACT

Dudka M.L. Critical properties of magnets: Influence of structural disor-

der, anisotropy, frustrations. — Qualifying scientific work on the rights of the

manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Sciences in Physics and mathematics on

the speciality 01.04.02 “Theoretical Physics” (104 — Physics and Astronomy). —

Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of

Ukraine, Lviv, 2020.

The present thesis concerns the study of static and dynamic critical prop-

erties of magnets characterized by the presence of structural disorder, anisotropy,

frustrations. Achieving this goal, a several problems were solved.

First, the static and dynamic critical behavior of magnetic systems with

quenched extended εd-dimensional non-magnetic impurities of parallel orientation

were studied. The presence of extended impurities leads to the appearance of

anisotropy; therefore, there are two correlation lengths, parallel and perpendicular

to exteded defects, the divergence of which near the critical temperature is charac-

terized by different exponents. The dynamic critical behavior is modified too, so that

there are two times characterizing the critical relaxation in directions parallel and

perpendicular to the extended impurities. Applying the resummation techniques to

the renormalization-group functions known for the model in the two-loop approxi-

mation of the minimal subtraction scheme we have calculated the values of dynamic

critical exponents characterizing the relaxation of the nonconserved order parameter

of the system along the direction parallel to the impurities z|| and along the perpen-

dicular direction z⊥ at a fixed value of the space dimension d = 3 and fixed values of

εd. The obtained results show a marked enhancement of dynamic critical exponents,

which means an enhancement of critical slowing down (stronger divergence of relax-

ation time), comparing to systems with uncorrelated disorder. Anisotropic scaling

for systems with extended impurities was confirmed by Monte Carlo simulations,

using the combination of Wolf and Metropolis methods to study the static critical
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behavior of a system with one-component spins with linear extended parallel defects

(εd = 1). In particular, the values of the anisotropy exponent θ calculated by three

different methods fall into the region 1.1 . θ . 1.3, being in agreement with the

renormalization group estimates for our model. Calculating the effective critical ex-

ponents for the correlation length and relaxation time in the direction perpendicular

to the impurities, possible realizations of the approach to the asymptotic regime for

a magnet with linear parallel defects are analyzed. A nonmonotonic approach to

the critical regime for the critical dynamic exponent z⊥ of the Ising system (n = 1)

is observed.

Next, the critical behavior of magnetic systems with a structural disorder

of the random anisotropy type is investigated. The influence of the random axis

distribution for such systems has a crucial effect. Within field theory, the criti-

cal properties of the random anisotropy model with a so-called trimodal random

anisotropy axis distribution, which is a combination of isotropic and cubic distri-

butions, were investigated. Within the massive scheme, two-loop renormalization

group functions were obtained with a general order parameter dimension and a gen-

eral value of the replica parameter, which was used for averaging over the quenched

disorder. Analysis of the obtained functions using the fixed space dimension d = 3

approach with the resummation procedure showed that in this model stable fixed

points achievable from the initial physical conditions are absent. Thus, the ab-

sence of a second order phase transition with such of the random anisotropy axis is

shown. The critical slowing down in random anisotropy magnets with anisotropic

(cubic) random anisotropy distribution, for which there exists a second order phase

transition, was analysed. A two-loop dynamic renormalization group function is

calculated. Based on this function, numerical values for the effective critical expo-

nent zeff , which determines the critical slowing down of relaxation time approaching

the critical point, were obtained. Although asymptotic dynamic critical behavior

of random anisotropy systems with cubic distribution is the same as for the Ising

model with random sites, the crossover between different fixed points significantly

affect nonasymptotic critical properties, which leads to the possible realizations of
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different scenarios of dynamic critical behavior.

The critical dynamics for magnets with structural disorder, namely for ran-

dom sites magnets and for random anisotropy magnets, is also investigated within

the framework of model C, in which there is a coupling of the nonconserved order

parameter with the conserved quantity at the static level. Before that, dynamic

correlation functions in the one-loop approximation were calculated for model C

without disorder. Based on them, the characteristic frequencies are calculated and

the dynamic amplitude ratio for the characteristic frequencies of the order parameter

and the conserved quantity, which is a universal value, is calculated. Generaliza-

tion of this ratio in the parametric plane of the correlation length and the wave

vector is performed. The phase diagram of model C obtained within of two-loop

approximation of the field-theoretical perturbative renormalization group was also

revised. The calculations were performed on the basis of high renormalization group

orders for the O(n) model and for the dynamic critical exponent of model A using

the resummation procedures. The obtained phase diagram qualitatively confirms

the results of the nonperturbative renormalization group for high space dimensions

ε ≤ 1 and order parameter dimension n ≥ 1. For structurally disordered mag-

nets, the conserved density is decoupled from the order parameter in asymptotic

critical regime and the dynamic critical behavior of both considered models with

disorder is the same as for random sites Ising model. However, the existence of

many fixed points and, consequently, a crossover between them significantly affect

non-asymptotic critical properties. Depending on the initial values of the model

parameters, different dynamic scenarios are observed critical behavior. The main

feature is the presence of additional peaks on the curves for effective dynamical

critical values in comparison to the effective critical dynamics of model A.

Within the study of the quenched disorder influence on the static critical

behavior of two-dimensional systems three separate tasks were considered. For the

two-dimensional Ising model with uncorrelated disorder, explicit expressions for the

probability distribution function of internal energy and heat capacity fluctuations

are calculated using the replica method within the one-loop renormalization group
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approximation. The result shows that the internal energy of this system does not

self-average, while the heat capacity shows self-averaging behaviour. For a two-

dimensional Ising model with a long-range correlated disorder, the correlations of

which decrease with distence as r−a, using the mapping to theory of two-dimensional

Dirac fermions, within two-loop approximation of the renormalization group it was

showed that the model belongs to the universality class with critical exponent ν =

2/a. Study of the long-range correlated disorder influence on the critical-behaviour

of two-dimensional Ashkin-Teller model with Ni-colors, shows the emergence of new

critical behavior that belongs to the same class of universality as well as the two-

dimensional Ising model with a long-range correlated disorder.

The conditions under which different types of multicritical behavior are real-

ized for an anisotropic antiferromagnet in a magnetic field parallel to the anisotropy

axis were studied. Such a system is described by a model with two coupled order

parameters and symmetry O(1)⊕O(2). The latter is a partial realization of the gen-

eral model with symmetry, O(n)⊕O(m), which describes multicritical phenomena in

different physical systems. For this model, within the field-theoretical renormaliza-

tion group, numerical estimates of the marginal dimensions of the order parameter

were calculated depending on the space dimension d, which determine the stabil-

ity conditions of different types of multicritical behavior. Based on the obtained

results, a conclusion, that the tetracritical behavior is realized for the considered

three-dimensional system in the asymptotic region, is made.

Finally the problem of the order of phase transition occurring in magnets

with noncolinear order was studied. Such systems are characterized by a matrix

order parameter and O(n) × O(m) symmetry with physical realization for m = 2

and n = 2 and n = 3. In field theory, they are described by effective Hamiltoni-

ans with two n-component fields. For the model of a frustrated magnet at d = 3

within a six-loop order approximation the dependence of critical exponents,obtained

within fixed space dimension approach on the basis of perturbative series, on pa-

rameters of the used resummation procedures are analysed. For frustrated magnets

for n = 2 and n = 3, our results in d = 3 show a high sensitivity of critical ex-
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ponents to the resummation parameters. Comparison with similar dependencies on

the resummation parameters for the critical characteristics of O(n) and cubic mod-

els in d = 3, for which unambiguous and accurate results are known, shows that

previously obtained data about second order phase transition for three-dimensional

frustrated systems are based on non-physical spurious solutions. A similar analysis

and comparison was made for two-dimensional systems and it was shown that the

perturbative approach of the field-theoretical renormalization group is not relevant

enough for two-dimensional systems. Within the nonperturbative renormalization

group, the marginal value of the field dimension nc is calculated as a function of

spatial dimension d for values from d = 2.8 to d = 4. The estimate for d = 3,

clearly confirms the value of the marginal dimension, which is much higher than

3, nc = 5.24(2), excluding the appearance of second order phase transition in the

physical cases of n = 2 and n = 3.

Keywords: Effective critical behavior, critical dynamics, structural disorder,

frustrations, renormalization group



11

Список публiкацiй здобувача

1. Dudka M., Holovatch Yu., Yavors’kii T. Universality classes of the three-

dimensional mn-vector model // J. Phys. A. — 2004. — Vol. 37, no. 45. —

P. 10727.

2. Dudka M., Folk R., Holovatch Yu. Critical properties of random anisotropy

magnets // J. Magn. Magn. Mater.— 2005.— Vol. 294, no. 3. — P. 305 –

329.

3. Critical dynamics and effective exponents of magnets with extended impuri-

ties / V. Blavats’ka, M. Dudka, R. Folk, Yu. Holovatch // Phys. Rev. B. —

2005.—Vol. 72, no. 6.— P. 064417(1–11).

4. Critical dynamics of diluted relaxational models coupled to a conserved den-

sity / M. Dudka, R. Folk, Yu. Holovatch, G. Moser // Phys. Rev. E. —

2005.—Vol. 72, no. 3.— P. 036107(1–4).

5. Critical slowing down in random anisotropy magnets / M. Dudka, R. Folk,

Yu. Holovatch, G. Moser // Condens. Matter Phys. — 2005.—Vol. 8, no. 4.—

P. 737–748.

6. Enhancement of the critical slowing down influenced by extended defects /

V. Blavats’ka, M. Dudka, R. Folk, Yu. Holovatch // J. Mol. Liq.—2006.—

Vol. 127, no. 1-3.—P. 60–61.

7. Model C critical dynamics of disordered magnets / M. Dudka, R. Folk,

Yu. Holovatch, G. Moser // J. Phys. A. — 2006.—Vol. 39, no. 25.—P. 7943.

8. Model C critical dynamics of random anisotropy magnets / M. Dudka, R. Folk,

Yu. Holovatch, G. Moser // J. Phys. A. — 2007.—Vol. 40, no. 29.—P. 8247.

9. Дудка M. Критична динамiка невпорядкованих магнетикiв: теоретико-

польовий пiдхiд // Фiз. Збiрник НТШ. — 2008. — Т. 7. — С. 210–223.

10. Dudka M., Folk R., Moser G. Dynamic scaling functions and amplitude ratios

of stochastic models with energy conservation above Tc // Phys. Rev. E. —

2009.—Vol. 80, no. 3.— P. 031124(1–15).



12

11. Relevance of the fixed dimension perturbative approach to frustrated mag-

nets in two and three dimensions / B. Delamotte, M. Dudka, Yu. Holovatch,

D. Mouhanna // Phys. Rev. B. — 2010.—Vol. 82, no. 10.—P. 104432(1–12).

12. Analysis of the 3d massive renormalization group perturbative expansions: a

delicate case / B. Delamotte, M. Dudka, Yu. Holovatch, D. Mouhanna //

Condens. Matter Phys. — 2010.—Vol. 13, no. 4.—P. 43703(1–16).

13. Marginal dimensions for multicritical phase transitions / M. Dudka, R. Folk,

Yu. Holovatch, G. Moser // Condens. Matter Phys. — 2012. — Vol. 15,

no. 4.— P. 43001(1–10).

14. Dudka M. Two-loop Feynman integrals for φ4 theory with long-range corre-

lated disorder // J. Math. Phys.—2015.—Vol. 56, no. 1.—P. 013302.

15. Monte Carlo study of anisotropic scaling generated by disorder / O. Vasilyev,

B. Berche, M. Dudka, Yu. Holovatch // Phys. Rev. E. — 2015. — Vol. 92,

no. 4.— P. 042118(1–9).

16. Functional renormalization group approach to noncollinear magnets / B. De-

lamotte, M. Dudka, D. Mouhanna, S. Yabunaka // Phys. Rev. B. — 2016.—

Vol. 93, no. 6.—P. 064405(1–14).

17. Dudka M., Folk R., Holovatch Yu. Phase diagram of Model C in the para-

metric space of order parameter and space dimensions // Phys. Rev. B. —

2016.—Vol. 93, no. 9.— P. 094301(1–8).

18. Critical behavior of the two-dimensional Ising model with long-range corre-

lated disorder / M. Dudka, A. A. Fedorenko, V. Blavatska, Yu. Holovatch //

Phys. Rev. B. — 2016.—Vol. 93, no. 22.—P. 224422(1–13).

19. Self-averaging in the random two-dimensional Ising ferromagnet / Vic. Dot-

senko, Yu. Holovatch, M. Dudka, M. Weigel // Phys. Rev. E. — 2017. —

Vol. 95, no. 3.—P. 032118(1–8).

20. Dudka M., Fedorenko A. A. Emergent universal critical behavior of the 2D N -

color Ashkin-Teller model in the presence of correlated disorder // Condens.



13

Matter Phys. — 2017.—Vol. 20, no. 1.—P. 13603(1–11).

21. Статистична фiзика складних систем у свiтi та у Львовi / Ю. Головач,

М. Дудка, В. Блавацька, В. Пальчиков, М. Красницька, О. Мриглод //

Журн. Фiз. Досл. — 2018. — Vol. 22, no. 2. — P. 2801(1–21).

22. Possibility of a continuous phase transition in random-anisotropymagnets with

a generic random-axis distribution / D. Shapoval, M. Dudka, A. A. Fedorenko,

Yu. Holovatch // Phys. Rev. B. — 2020.—Feb.—Vol. 101.—P. 064402.

23. Critical dynamics of generalized model C / M. Dudka, R. Folk, Yu. Holovatch,

G. Moser // MECO 30, Middle European Cooperation in Statistical Physics,

Abstracts.—Cortona, Italy, 3–6 April 2005.—P. 19.

24. Critical dynamics of disordered model C / R. Folk, M. Dudka, Yu. Holovatch,

G. Moser // 69 Jahrestagung der Deutschen Physikalischen Gesellschaft, Ab-

stracts.—Berlin, Germany, 4-9 März 2005.—P. DY 34.117.

25. Influence of extended defects on the critical dynamics of a non-conserved or-

der parameter / V. Blavats’ka, M. Dudka, R. Folk, Yu. Holovatch // PLM

MP 2005, Physics of liquid Matter: Modern Problems, Abstracts. — Kyiv,

Ukraine, 27–31.05.2005.—P. 76, 3–4.O.

26. On the critical dynamics of random anisotropy systems / M. Dudka, R. Folk,

Yu. Holovatch, G. Moser // Statistical Physics 2005: Modern Problems and

New Applications, Abstracts.— Lviv, Ukraine, 28–30 August 2005.—P. 16.

27. Critical dynamics of generalized model C / M. Dudka, R. Folk, Yu. Holovatch,

G. Moser // Statistical Physics 2005: Modern Problems and New Applications,

Abstracts.— Lviv, Ukraine, 28–30 August 2005.—P. 31.

28. Critical dynamics of magnets with random anisotropy / M. Dudka, R. Folk,

Yu. Holovatch, G. Moser // AKF-Frühjahrstagung-2006 in conjuction with

21 General Conference of the EPS Condensed Matter Division, Abstracts.—

Dresden, Germany, 27–31 March 2006.—P. 209, DY 44.4.



14

29. Model C critical dynamics of random anisotropy magnets / R. Folk, M. Dudka,

Yu. Holovatch, G. Moser // MECO 31, Middle European Cooperation in Sta-
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ВСТУП

Особливостi критичної поведiнки фiзичних систем є постiйним об’єктом за-

цiкавлення дослiдникiв, починаючи з другої половини позаминулого столiття, ко-

ли i було введене саме поняття критичної точки [1]. При наближеннi до крити-

чної точки термодинамiчнi властивостi визначають унiверсальнi степеневi закони,

причиною виникнення яких є зростання флуктуацiй та їхня кореляцiя [1, 2]. Ґрун-

товно розроблена теорiя критичних явищ є одним з важливих досягнень сучасної

рiвноважної статистичної фiзики, а ключову роль в поясненнi цих законiв вiдi-

грає гiпотеза масштабної iнварiантностi (скейлiнгу) [3–5]. До глибокого розумiння

поведiнки в околi критичних точок за останнi пiвстолiття привели методи ренорм-

групи (РГ) [6–9], тому опис критичних явищ тепер важко уявити без звертання до

цих методiв. Зокрема, за допомогою РГ розраховуються кiлькiснi оцiнки унiвер-

сальних характеристик, таких як критичнi показники та вiдношення критичних

амплiтуд. Прототипнi моделi, де цi методи виявились особливо успiшними, опи-

сують iдеалiзованi O(n)-симетричнi магнетики i вiдповiдають теорiї поля φ4, яка

включає в себе лише одну константу зв’язку [10]. Зокрема, вони описують чистi

феромагнетики з одновiсною анiзотропiєю або iзiнґiвськi магнетики (n = 1), ма-

гнетики з легкою площиною або XY-магнетики (n = 2), iдеальнi гайзенбергiвськi

феромагнетики (n = 3) [11].

Завдяки унiверсальностi критичної поведiнки, опис особливостей, що спо-

стерiгаються в магнетиках, можна використовувати для iнших систем, i не лише

для об’єктiв фiзики конденсованої речовини. Зокрема, неперервний фазовий пе-

рехiд (ФП) в iзiнґiвських магнетиках, належить до одного класу унiверсальностi

з критичною точкою газ-рiдина, а клас унiверсальностi XY-магнетикiв включає

в себе надплинний перехiд у He4. Нещодавно виявилось, що розшарування у лi-
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пiдних мембранах характеризується класом унiверсальностi двовимiрної моделi

Iзiнґа [12, 13]. Цiкаво, що теорiя поля φ4 з n = 0 описує унiверсальнiсть конфор-

мацiй полiмерного ланцюга у хорошому розчиннику [14].

Динамiчнi критичнi явища є значно рiзноманiтнiшими, однак менш вивчени-

ми, порiвняно зi статичними. Аномалiї динамiчної поведiнки, якi спостерiгаються

поблизу критичної точки, є подiбними до тих, що характернi для статичних кри-

тичних властивостей. Це дозволяє застосовувати до їх опису тi самi iдеї та способи

аналiзу, що вже дали достовiрнi результати при аналiзi статичної критичної по-

ведiнки. Зокрема, це виявляється у поширеннi гiпотези cкейлнiнгу на динамiчнi

критичнi явища [15–18]. Як i у випадку статики, в динамiцi правомiрнiсть гiпо-

тези скейлiнгу пiдтвержується застосуванням методiв РГ. Розвиток теорiї поля

в областi динамiчних критичних явищ [19] дозволив кiлькiсно описати критичну

динамiчну поведiнку цiлого ряду фiзичних систем (див. огляди [20, 21]).

Розвиток сучасних технологiй зумовив застосування матерiалiв, якi хара-

ктеризуються компактнiстю (скiнченнi розмiри, квазi-двовимiрнiсть), неiдеаль-

ною внутрiшньою структурою (аморфнi матерiали, матерiали з рiзного роду до-

мiшками). Тому важливим i актуальним став розгляд бiльш реалiстичних моде-

лей, якi б враховували ефекти скiнченного розмiру та структурний безлад для

глибшого розумiння i прогнозування критичної поведiнки в нових матерiалах.

Актуальнiсть теми. Робота присвячена теоретичному опису впливу таких

реалiстичних особливостей як структурний безлад, анiзотропiя, фрустрацiї, якi в

теорiї поля порушують симетрiю O(n) на статичну та динамiчну критичну пове-

дiнку магнiтних систем. Така задача актуальна, бо реальнi об’єкти, в яких вiдбу-

вається магнiтний ФП, часто характеризуються структурним безладом замiщення

(твердi розчини антиферомагнетикiв та їх немагнiтних iзоморфiв) [22], локальною

випадковою анiзотропiєю (аморфнi сплави рiдкiсноземельних i перехiдних мета-

лiв) [23], фрустрацiями (шаруватi трикутнi антиферомагнетики, гелiмагнетики)

[24].

При експериментальних дослiдженнях виявляється, що поведiнка багатьох

реальних систем поблизу критичної точки є унiверсальною – незалежною вiд мi-
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кроскопiчних особливостей. Однак унiверсальнiсть справедлива лише в асимпто-

тичнiй областi в околi критичної точки. За межами цiєї областi скейлiнг пору-

шується i опис критичних явищ ускладнюється, включаючи не унiверсальнi ха-

рактеристики як в статицi, так i в динамiцi [1, 2, 25]. Поблизу критичної точки

кореляцiйна довжина хоч i суттєво перевищує мiжатомну вiдстань, але залишає-

ться все ж скiнченною. Дiйсно, у багатьох системах (наприклад, з безладом вузлiв)

ефективна критична поведiнка може пояснити експериментально спостережувану

ситуацiю [26–30]. А оскiльки саме ефективна критична поведiнка реально спосте-

рiгається на експериментi та в числових комп’ютерних моделюваннях (чисельний

експеримент), її детальний теоретичний аналiз i розробка теорiї для теоретичного

опису є актуальними.

Поряд з розвитком стандартних методiв пертурбативної РГ групи актуаль-

ним є застосування iнших методiв опису, таких як чисельний експеримент. На

сьогоднi чисельнi експерименти (симуляцiї) є окремим пiдходом до пiзнання дiй-

сностi поряд з аналiтичним описом та реальним експериментом [31].

Однак сучасний прогрес обчислювальних технологiй спричинився до роз-

витку не тiльки методiв чисельного експерименту, зокрема Монте Карло (МК)

симуляцiй, але й аналiтичних пiдходiв для опису критичностi, якi вимагають дов-

гих складних обчислень. Тут можна згадати метод аналiзу нулiв статистичної

суми та непертурбативний пiдхiд РГ (НПРГ). Останнiй базується на розв’язку

точного iнтегрально-диференцiйного рiвняння, яке описує перетворення системи

при перенормуваннi, тому iнодi такий пiдхiд називають “точною РГ” [32]. Однак

в реальних задачах для розв’язку цього рiвняння використовують певнi припу-

щення та наближення, тому ми використовуємо термiн НПРГ.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйна робота виконана в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН

України, iз науковою тематикою якого пов’язаний вибраний напрямок дослi-

джень. Поданi в дисертацiї результати отриманi згiдно планiв робiт в рамках

бюджетних тем НАН України “Розвиток кiлькiсної теорiї фазових переходiв у кон-

денсованих системах” (2002-2004 рр., номер держреєстрацiї 0102U000218), “Осо-
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бливостi критичної поведiнки конденсованих систем пiд впливом зовнiшнього по-

ля, структурного безладу, фрустрацiй та анiзотропiї” (2005-2007 рр., номер держ-

реєстрацiї 0105U002081), “Аналiтичнi та чисельнi дослiдження скейлiнгових вла-

стивостей та фазових переходiв у багаточастинкових системах” (2008-2012 рр.,

номер держреєстрацiї 0108U001152), “Розвиток теоретичних методiв опису флюї-

дних, граткових та складних систем поблизу точок фазового переходу” (2013-2017

рр., номер держреєстрацiї 0112U007763), “Методи i моделi статистичної фiзики

для опису виникнення структур та пояснення скейлiнгу у складних системах”

(2018-2022 рр., номер держреєстрацiї 0118U003012), а також у рамках тем “Роз-

робка сучасних теоретичних методiв та їх застосування до вивчення властиво-

стей конденсованих систем” (2002-2006 рр., номер держреєстрацiї 0102U001794),

“Розвиток i застосування методiв аналiтичної теорiї та комп’ютерного експеримен-

ту для опису явищ переносу в iон-електронних системах” (2007-2011 рр., номер

держреєстрацiї 0107U002081), “Багатомасштабнiсть i структурна складнiсть кон-

денсованої речовини: теорiя i застосування” (2012-2016 рр., номер держреєстра-

цiї 0112U003119), “Новi концепцiї статистичного опису i їх застосування у теорiї

багаточастинкових систем” (2017-2021 рр., номер держреєстрацiї 0117U002093),

гранту НАНУ для молодих вчених “Змiна законiв скейлiнгу у конденсованих си-

стемах пiд впливом безладу i фрустрацi” (2009-2010 рр., номер держреєстрацiї

0110U005177), проекту “Критична поведiнка фрустрованих систем” у рамках спiв-

працi мiж CNRS та НАНУ (2008-2009 рр.), гранту уряду Францiї на короткотер-

мiновий вiзит в Лабораторiю теоретичної фiзики конденсованого стану Унiвер-

ситету П’єра i Марiї Кюрi в Парижi для виконання проекту “Фазовi переходи у

фрустрованих системах” (2011), гранту на короткотермiновий вiзит вiд Мiжнаро-

дного центру теоретичної фiзики Абдуса Салама в Трiєстi для виконання проекту

“Критичнi властивостi двовимiрної фермiонної моделi зi скорельованим безладом”

(2014), проектiв FP7 EU IRSES № 269139 “Dynamics and Cooperative Phenomena in

Complex Physical and Biological Media” (2011-2015 рр.), IRSES № 295302 “Statistical

Physics in Diverse Realisations” (2012-2016), IRSES Project № 612707 “Dynamics of

and in Complex Systems” (2014-2018).
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Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є побудова

теорiї для опису та аналiз впливу структурного безладу рiзного типу, анiзотропiї,

фрустрацiй, скiнченного розмiру на унiверсальнi статичнi та динамiчнi критичнi

властивостi магнiтних систем i на їхню ефективну критичну поведiнку. Завдан-

нями роботи є:

• кiлькiсний аналiз релаксацiйної критичної динамiки магнетика з протяж-

ними домiшками;

• дослiдження ФП в магнетику з випадковою анiзотропiєю зi складним роз-

подiлом локальних осей випадкової анiзотропiї;

• кiлькiсний опис критичного сповiльнення у магнетиках з випадковою анiзо-

тропiєю;

• аналiз впливу зв’язку незбережного параметра порядку iз збережною густи-

ною енергiї на ефективну динамiчну поведiнку невпорядкованих магнетикiв

з неоднорiдностями структури типу випадкових вузлiв та випадкової анiзо-

тропiї;

• дослiдження явища самоусереднення у двовимiрному магнетику Iзiнґа з не-

скорельованим структурним безладом;

• кiлькiсний опис критичної поведiнки двовимiрних моделей Iзiнґа та Ашкiна-

Телера при наявностi далекосяжно скорельованих дефектiв структури;

• аналiз реалiзацiї рiзних типiв мультикритичної поведiнки в моделях

O(n)⊕ O(m) в залежностi вiд глобальних параметрiв системи;

• дослiдження результатiв пертурбативної РГ для фрустрованих магнетикiв

на залежнiсть вiд внутрiшнiх параметрiв технiки аналiзу;

• встановлення роду ФП у фрустрованих магнетиках в рамках непертурба-

тивної РГ.

Об’єкт дослiдження складають аналiтичнi моделi магнiтних систем, що

враховують їх реальнi особливостi, такi як наявнiсть структурного безладу, анiзо-

тропiї, фрустрацiй, ефектiв скiнченного розмiру. Предметом дослiдження є вплив
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реалiстичних особливостей, що порушують O(n) симетрiю параметра порядку iде-

алiзованих магнiтних систем, на асимптотичнi та ефективнi критичнi властивостi

магнiтних матерiалiв, у тому числi на динамiчну критичну поведiнку. У роботi

застосовуються аналiтичнi та подекуди чисельнi методи дослiдження: зокрема,

це два варiанти теоретико-польової ренорм-групи (з використанням методiв теорiї

збурень i непертурбативний пiдхiд, що базується на використаннi точного рiвня-

ння РГ), технiки пересумовування рядiв теорiї збурень, розрахунки МК.

Структура та обсяг дисертацiї.

Дисертацiйна робота складається зi вступу, роздiлу з оглядом лiтературних

джерел, що стосуються тематики дисертацiї, шести роздiлiв основної частини, у

яких викладенi результати дослiджень здобувача, загальних висновкiв, списку

використаних джерела та 5 додаткiв. Робота викладена на 317 сторiнках (повний

обсяг разом з лiтературою та додатками – 393 сторiнки), бiблiографiчний список

мiстить 522 найменування публiкацiй у наукових виданнях.

У першому роздiлi здiйснено огляд робiт, присвячених дослiдженню кри-

тичних властивостей моделей магнетикiв, що враховують наявнiсть структурного

безладу рiзного типу, анiзотропiї, фрустрацiй.

У другому роздiлi проаналiзовано критичнi властивостi моделi магнети-

ка з протяжними паралельними домiшками. Такий безлад призводить до появи

в системi анiзотропного скейлiнгу, що характеризується рiзними критичними по-

казниками для кореляцiйної довжини паралельної до протяжних домiшок i для

кореляцiйної довжини перпендикулярної до них. З використанням двопетлевих

функцiй РГ рохраховуються динамiчнi критичнi показники для часу релаксацiї

вздовж напрямку дефектiв i для часу релаксацiї у перпендикулярному напрямку.

Спiввiдношення цих показникiв дає показник анiзотропiї. Значення цього пока-

зника для паралельних лiнiйних домiшок обчислюється за допомогою чисельного

методу МК з використанням скiнченно-розмiрного скейлiнгу. Для систем з такими

дефектами також проведено аналiз ефективної критичної поведiнки. Результати

показують посилення критичного сповiльнення порiвняно з системами з точковим

безладом.
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Третiй роздiл присвячений дослiдженню критичної поведiнки магнети-

кiв зi структурним безладом у формi випадкової анiзотропiї, для яких важливе

значення має розподiл осi випадкової анiзотропiї. У першому пiдроздiлi розгля-

дається питання про можливiсть критичної поведiнки для розподiлiв, якi в теорiї

поля приводять до ефективних гамiльтонiанiв з п’ятьма константами зв’язку. У

рамках двопетлевого наближення показано, що в таких системах вiдсутнiй ФП

другого роду. В останньому пiдроздiлi здiйснено теоретичний опис критичної ди-

намiки для магнетикiв з випадковою анiзотропiєю, що характеризуються анiзо-

тропним розподiлом, для яких iснують узгодженi данi про iснування ФП другого

роду. При дослiдженнi ефективної динамiчної критичної поведiнки знайдено рiзнi

сценарiї пiдходу до асимптотичного режиму.

У четвертому роздiлi проводиться дослiження критичної динамiчної по-

ведiнки магнетикiв зi структурним безладом при наявностi зв’язку незбережного

параметра порядку з повiльнозмiнними величинами (тими якi пiдпорядковуються

законам збереження). У найпростiшому випадку цей зв’язок враховується тiль-

ки у статичному гамiльтонiанi у рамках моделi С критичної динамiки. Тут для

цiєї моделi без безладу у рамках теоретико-польової РГ розраховано динамiчне

вiдношення амплiтуд у однопетлевому наближеннi. Розраховано фазову дiаграму

у параметричнiй площинi вимiрностей простору та параметра порядку. У рам-

ках моделi С для магнетикiв з випадковими вузлами та магнетикiв з випадковою

анiзотропiєю з кубiчним розподiлом осi випадкової анiзотропiї у двопетлевому

наближеннi розраховано ефективний динамiчний критичний показник для пара-

метра порядку (а для магнетикiв з випадковою анiзотропiєю ще й для збережної

величини) в залежностi вiд рiзних початкових значень параметрiв моделi.

У п’ятому роздiлi дослiджено критичнi властивостi двовимiрних систем,

що мiстять стуктурний безлад. Розглядається три задачi. Перший пiдроздiл при-

свячений проблемi самоусереднення термодинамiчних характеристик двовимiр-

ної моделi Iзiнґа з нескорельованим безладом поблизу критичної точки. Вико-

ристовуючи представлення цiєї моделi у теорiї фермiонiвських полiв Майорани,

з допомогою методiв РГ отримано явнi вирази функцiї розподiлу для флуктуа-
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цiй внутрiшньої енергiї та теплоємностi, якi показують, що внутрiшня енергiя є

самоусереднюваною величиною в критичнiй областi, а теплоємнiсть – несамоусе-

реднюваною. У другому пiдроздiлi розглядається вплив далекосяжно скорельова-

ного безладу на критичну поведiнку двовимiрної моделi Iзiнґа. З використанням

представлення моделi за допомогою фермiонiвських полiв Дiрака у рамках РГ

розраховано критичнi показники i продемонстровано, що модель належить до но-

вого класу унiверсальностi з критичним показником кореляцiйної довжини, що

залежить вiд показника загасання кореляцiй безладу. У останньому пiдроздiлi

розглянуто задачу про критичну поведiнку так званої моделi Ашкiна-Телера з

Ni “кольорами” з цим же типом безладу. Встановлено, що ця модель належить

до одного класу унiверсальностi з двовимiрною моделлю Iзiнґа з далекосяжно

скорельованим безладом.

Шостий роздiл присвячений аналiзу мультикритичної поведiнки анiзо-

тропного феромагнетика у зовнiшньому магнiтному полi, спрямованому вздовж

осi анiзотропiї. Така система описується моделлю з двома зв’язаними параметра-

ми порядку i симетрiєю O(1)⊕ O(2). Остання є частковою реалiзацiєю загальної

моделi з симетрiєю, O(n)⊕ O(m), що описує мультикритичнi явища у рiзних фi-

зичних контекстах. Для цiєї моделi за допомогою розкладiв за малим параметром

та за допомогою пiдходу при фiксованiй вимiрностi розраховано чисельнi оцiнки

граничних вимiрностей параметра порядку в залежностi вiд вимiрностi простору

d, що визначають умови стiйкостi рiзних типiв мультикритичної поведiнки. На

основi отриманих результатiв зроблено висновок про тетрактичну поведiнку, яка

реалiзується для розглядуваної тривимiрної системи в асимптотичнiй областi.

У сьомому роздiлi розглядається задача про рiд ФП у магнетиках з не-

колiнеарним впорядкуванням, яке реалiзується, зокрема, у гелiмагнетиках та ша-

руватих фрустрованих магнетиках на трикутнiй ґратцi. Цi системи характери-

зуються матричним параметром порядку та симетрiю O(n) × O(m) з фiзичною

реалiзацiєю для m = 2 та n = 2 i n = 3. У теорiї поля вони описуються ефектив-

ними гамiльтонiанами з двома n-компонентними полями. У першому пiдроздiлi

проведено аналiз критичних показникiв, якi розраховуються на основi функцiй
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теоретико-польової РГ, отриманих як ряди теорiї збурень за константами зв’язку

з застосуванням технiк пересумовування, на залежнiсть вiд внутрiшнiх парамет-

рiв використаного пересумовування. Порiвнюючи з результатами для моделей з

добре встановленими ФП другого роду, зроблено висновок, що отриманi ранiше

данi про ФП другого роду для тривимiрних фрустрованих систем ґрунтуються на

нефiзичних хибних розв’язках. Подiбний аналiз i порiвняння зробленi також для

двовимiрних систем у другому пiдроздiлi, де показано, що пертурбативний пiд-

хiд теоретико-польової РГ не є достатньо релевантним для двовимiрних систем.

Висновок про ФП першого роду для тривимiрних систем фрустрованих систем з

n = 2 i n = 3 пiдтверджено оцiнкою граничної вимiрностi nc = 5.24(2), розрахо-

ваної у рамках НПРГ у третьому пiдроздiлi.

Наукова новизна отриманих результатiв. Вперше дано опис i проана-

лiзовано ефективну динамiчну поведiнку тривимiрних систем з рiзними типами

структурного безладу в рамках моделей критичної динамiки А та С на основi рiв-

няння Ланжевена. Встановлено сценарiї пiдходу цих систем до свого асимптоти-

чного режиму при рiзних початкових параметрах. Показано, що для структурно-

невпорядкованих систем ефективний динамiчний критичний показник наближа-

ється до свого асимптотичного значення в основному зверху. Продемонстровано,

що зв’язок незбережного параметра порядку зi збережною величиною має зна-

чний вплив на ефективнi критичнi властивостi таких магнетикiв.

Для магнiтних систем з протяжними домiшками показано, що присутнiсть

таких дефектiв помiтно сповiльнює критичнi процеси порiвняно з системами з

нескорельованим безладом через зростання динамiчних критичних показникiв.

Вперше в рамках чисельного експерименту для цих систем отримано оцiнки для

показника анiзотропiї.

Для двовимiрної моделi Iзiнґа з нескорельованим безладом вперше отримано

явнi вирази для функцiй розподiлу iмовiрностi внутрiшньої енергiї та теплоємно-

стi у критичнiй областi, якi показують, що внутрiшня енергiя є несамоусередню-

ваною величиною, а теплоємнiсть – самоусереднюваною.

Продемонстровано, що скорельований структурний безлад зi степеневим за-
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гасанням кореляцiй перетворює слабку унiверсальнiсть звичайної двовимiрної мо-

делi Ашкiна-Телера та ФП першого роду у двовимiрнiй моделi Ашкiна-Телера з

Ni > 2 “кольорами” у ФП другого роду з критичним показником кореляцiйної

довжини, залежним вiд показника загасання.

В масивнiй схемi РГ застосовано аналiз розв’язкiв, якi отримуються в рам-

ках пiдходу при фiксованiй вимiрностi простору для рядiв теорiї збурень, на за-

лежнiсть вiд внутрiшнiх параметрiв процедури. Продемонстровано, що цей пiдхiд

не усуває усiх нефiзичних розв’язкiв.

В рамках аналiзу методами НПРГ магнетикiв з неколiнеарним впорядку-

ванням вперше використано напiв-розклад за iнварiантами групи симетрiї, який

зберiгає повну функцiональну залежнiсть вiд одного iнварiанту при розкладi за

iншим iнварiантом. Отримане в результатi такого пiдходу значення граничної ви-

мiрностi nc = 5.24± 0.02 для тривимiрних фрустрованих магнетикiв пiдкрiплює

висновок про вiдсутнiсть ФП другого роду для цих систем.

Практичне значення отриманих результатiв. Отриманi в дисертацiй-

нiй роботi аналiтичнi та чисельнi результати сприяють глибшому розумiнню осо-

бливостей критичної поведiнки в магнiтних системах, яким притаманнi структур-

ний безлад, анiзотропiя та фрустрацiї. З практичної точки зору вони можуть бути

використанi як при експериментальному дослiдженнi критичних властивостей ре-

альних магнiтних систем, так i при аналiтичному вивченнi моделей теорiї поля з

рiзними симетрiями. Проведений у роботi кiлькiсний опис ефективної критичної

поведiнки магнiтних систем є важливим для iнтерпретацiї експериментальних та

чисельних дослiджень, котрi, як правило, проводяться у неасимптотичнiй областi.

Робота має також методологiчне значення. Так, вперше застосований у ро-

ботi напiв-розклад за iнварiантами групи симетрiї в рамках НПРГ можна викори-

стати для iнших моделей з двома iнварiантами, зберiгаючи повну функцiональну

залежнiсть вiд одного iнварiанту, та розкладаючи за iншим. Застосований у роботi

метод iдентифiкацiї нефiзичних хибних нерухомих точок, можна використовувати

при iнших дослiдженнях методами пертурбативної РГ iз застосуванням пiдходу

при фiксованiй вимiрностi простору.
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Можливим також є використання окремих фрагментiв дисертацiйної робо-

ти в лекцiйному матерiалi з теорiї фазових переходiв та критичних явищ для

магiстрiв i аспiрантiв.

Особистий внесок здобувача. Серед публiкацiй [33–54] двi статтi [41, 46]

виконанi дисертантом одноосiбно. У роботах, виконаних спiльно зi спiвавторами

[33–40, 42–45, 47–54], здобувачу належить:

• застосування процедур пересумовування до пертурбативних рядiв, отрима-

них у високих порядках теорiї збурень для розрахунку граничних вимiрно-

стей [33, 45];

• розрахунок функцiй РГ та застосування процедур пересумовування для ма-

гнетикiв з випадковою анiзотропiєю [34];

• розрахунок значень динамiчних критичних показникiв системи з протяжни-

ми дефектами структури [35, 38];

• розрахунок ефективних критичних показникiв для магнетикiв з протяжни-

ми домiшками [35];

• розрахунок функцiй РГ та застосування процедур пересумовування для ана-

лiзу ефективної критичної поведiнки в рамках моделi C для магнетикiв зi

структурним безладом [36, 39, 40];

• розрахунок динамiчної функцiї РГ та аналiз ефективної критичної поведiн-

ки в рамках моделi А для магнетикiв з випадковою анiзотропiєю [37];

• виконання перенормування в однопетлевому наближеннi та оцiнка динамi-

чного критичного вiдношення [42];

• аналiз результатiв пiдходу при фiксованiй вимiрностi простору на зале-

жнiсть вiд внутрiшнiх параметрiв використаних процедур пересумовування

[43, 44];

• постановка задачi про МК дослiдження магнетикiв з протяжними домiшка-

ми та аналiз даних для кореляцiйної довжини та кумулянтiв Бiндера [47];



34

• застосування пiдходу напiврозкладу за iнварiантами теоретико-польової мо-

делi фрустрованого магнетика в рамках непертурбативної РГ та розрахунок

граничної вимiрностi параметра порядку у цьому пiдходi [48];

• постановка задачi про фазову дiаграму моделi С для критичної динамiки та

її аналiз iз застосування процедур пересумовування до рядiв для критичних

показникiв, отриманих у високих порядках теорiї збурень [49];

• розрахунок двопетлевих ренорм-групових функцiй для двовимiрних моде-

лей з далекосяжно скорельованим безладом та аналiз критичної поведiнки

на їхнiй основi у роботах [50, 52];

• участь у розрахунку фукцiї розподiлу внутрiшньої енергiї двовимiрної мо-

делi Iзiнґа з безладом [51];

• написання роздiлiв 2-4 в оглядовiй роботi [53];

• постановка задачi про критичну поведiнку магнетикiв з випадковою анiзо-

тропiєю з тримодальним розподiлом осi випадкової анiзотропiї та розраху-

нок двопетлевих функцiй РГ у масивнiй схемi перенормування [54].

Здобувач брав безпосередню участь в обговореннi усiх результатiв, опублi-

кованих у спiльних дослiдженнях.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiйної ро-

боти доповiдались i обговорювались на таких наукових зустрiчах: MECO30: 30-th

Conference of the Middle European Cooperation in Statistical Physics (Cortona, Italy,

2005); 69 Jahrestagung der Deutschen Physikalischen Gesellschaft (Berlin, Germany,

2005); PLM MP 2005, Physics of Liquid Matter: Modern Problems (Kyiv, Ukrai-

ne, 2005); Statistical Physics 2005: Modern Problems and New Applications (Lviv,

Ukraine 2005); AKF-Frühjahrstagung-2006 in conjuction with 21 General Conference

of the EPS Condensed Matter Division (Dresden, Germany, 2006); MECO 31, Mi-

ddle European Cooperation in Statistical Physics (Primošten, Croatia, 2006); MECO

33, Middle European Cooperation in Statistical Physics (Puchberg/ Wels, Austria,

2008); Statistical Physics: Modern Trends and Applications (Lviv, Ukraine, 2009);
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PLMMP-2010, Physics of Liquid Matter: Modern Problems (Kiev, Ukraine, 2010);

4-th Conference on Statistical Physics: Modern Trends and Applications (Lviv, Ukrai-

ne, 2012); 6-th Internationational Conference on the Exact Renormalization Group

“ERG 2012” (Aussois, France, 2012); 6-th International Conference “Physics of Di-

sordered Systems” (Lviv, Ukraine, 2013); MECO41: 41-st International Conference

of the Middle European Cooperation in Statistical Physics (Vienna, Austria, 2016);

MECO43: 43-rd International Conference of the Middle European Cooperation in

Statistical Physics (Kraków, Poland, 2018); International 11th Workshop on Current

Problems in Physics (Lviv, Ukraine, 2018); IX Scientific Conference “Selected issues

of astronomy and astrophysics” (Lviv, Ukraine, 2018); 5-th Conference on Statisti-

cal Physics: Modern Trends & Applications (Lviv, Ukraine, 2019); Рiздв’янi диску-

сiї на кафедрi теоретичної фiзики Львiвського нацiонального унiверситету iм. I.

Франка (2014, 2017, 2018, 2019); а також на семiнарах Вiддiлу теорiї неоднорi-

дної конденсованої речовини Iнституту Макса Планка для iнтелiгентних систем

(Штутгарт, Нiмеччина), Групи статистичної фiзики Унiверситету Естремадури

(Бадахос, Iспанiя), Вiддiлу конденсованої речовини Iнституту теоретичної фiзики

Варшавського унiверситету (Варшава, Польща), Групи статистичної фiзики Унi-

верситету Лотарингiї (Нансi, Францiя), Вiддiлу конденсованої речовини Iнститу-

ту низьких температур та дослiджень структури (Вроцлав, Польща) та Iнституту

фiзики конденсованих систем НАН України.

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 21 статтю в наукових

журналах, внесених до перелiку наукових видань, у яких мають бути опублiко-

ванi матерiали дисертацiйних дослiджень [33–40, 42–54], 1 статтю у Фiзичному

збiрнику НТШ [41] i 14 тез конференцiй [55–68].

Я хочу щиро подякувати своєму науковому консультанту Юрiю Головачу

за допомогу i пiдтримку. Усiм спiвавторам своїх наукових праць я вдячний за по-

стiйне дiлення iдеями, знаннями та досвiдом. Дякую колективу Iнституту фiзики

конденсованих систем за творчу професiйну атмосферу, а учасникам Лабораторiї

статистичної фiзики складних систем – ще й за натхнення.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

У роздiлi проведено огляд робiт, присвячених моделям магнетикiв, у яких

враховуються такi реалiстичнi особливостi, як структурний безлад, анiзотропiя,

фрустрацiї. У першому пiдроздiлi наводиться теоретичний опис статичних та ди-

намiчних критичних явищ. Другий пiдроздiл присвячений огляду аналiтичних,

чисельних та експериментальних дослiджень критичної поведiнки магнетикiв з

точковим безладом, скорельованим безладом i безладом типу випадкової анiзо-

тропiї. У наступному пiдроздiлi здiйснено огляд робiт, що стосується дослiджень

мультикритичної поведiнки моделi з двома зв’язаними параметрами порядку та

особливостей фазового переходу в магнетиках з неколiнеарним впорядкуванням.

Останнiй пiдроздiл присвячений опису основного методу аналiзу, який використо-

вується в дисертацiї: пiдходу пертурбативної теоретико-польової РГ, доповненого

процедурами пересумовування рядiв теорiї збурень. До цього роздiлу ввiйшли

матерiали оглядiв, поданих в статтях [34, 41, 43, 45, 50, 52, 53].

1.1. Теоретичний опис критичних явищ

Концепцiя масштабної iнварiантностi вiдграє центральну роль у сучаснiй те-

орiї критичних явищ [1, 2]. З введенням множини вiдповiдних скейлiнгових змiн-

них велику кiлькiсть експериментальних та чисельних даних, що стосуються кри-

тичної поведiнки, можна описати кiлькома масштабними функцiями [3–5]. Зокре-

ма це пояснює те, що поблизу точки ФП другого роду заданої критичною темпе-

ратурою Tc при нульовому зовнiшньому полi, термодинамiчнi функцiї магнiтної

системи, такi як намагнiчення M , магнiтна сприйнятливiсть χ, теплоємнiсть C та
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iн., добре описуються степеневими (скейлiнговими) залежностями:

M ∼ |τ |β, χ ∼ |τ |−γ, C ∼ |τ |−α τ → 0, (1.1)

де τ = (T − Tc)/Tc – приведена температурна вiдстань до критичної точки, а по-

казники степеневої залежностi β, γ, α називаються асимптотичними критичними

показниками.

Ще однiєю парадигматичною концепцiєю є концепцiя унiверсальностi, згi-

дно якої, рiвноважнi системи, що вiдчувають неперервний ФП, можна згрупувати

в обмежене число класiв унiверсальностi не залежно вiд їх мiкроскопiчної приро-

ди (див. наприклад, [1]). Системи в межах одного такого класу характеризуються

однаковим набором критичних показникiв, що визначають скейлiнгову поведiнку

їх термодинамiчних характеристик при наближеннi критичного режиму. Таким

чином, асимптотичнi критичнi показники є унiверсальними величинами, якi за-

лежать тiльки вiд глобальних параметрiв, якими є, зокрема, вимiрнiсть простору,

симетрiя та вимiрнiсть параметра порядку.

В експериментах, якi проводяться не достатньо близько до критичної точки

при використаннi опису (1.1), отримують показники, якi залежать вiд темпера-

тури i, таким чином, не є унiверсальними. Це так звана ефективна критична

поведiнка, яку можна описати узагальненням (1.1) на τ 6= 0, ввiвши температур-

но залежнi ефективнi критичнi показники [69]. Наприклад, ефективнi критичнi

показники для величин, введених у (1.1), означаються як:

βeff =
d lnM(τ)

d ln τ
, γeff =

d lnχ(τ)

d ln τ
, αeff =

d lnC(τ)

d ln τ
. (1.2)

В асимптотичнiй границi τ → 0 ефективнi та асимптотичнi показники спiвпада-

ють.

Стандартно у статичнiй фiзицi магнiтнi системи описуються спiнови-

ми моделями. У загальному випадку iдеалiзований магнетик моделюється (гi-

пер)кубiчною ґраткою вимiрностi d, де на вузлах, заданих вектором r, розмi-

щуються спiни, якi задаються класичними n-компонентними векторами ~S =
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{S1, . . . , Sn}. Гамiльтонiан такої системи запишеться:

H = −
∑

〈r,r′〉
J ~Sr

~Sr′ (1.3)

де ми розглядаємо тiльки коротокосяжнi взаємодiї, а саме взаємодiю тiльки най-

ближчих сусiдiв, що показує позначення 〈. . .〉 в iндексi суми. Ця короткосяжна

взаємодiя мiж спiнами J може бути феромагнiтною (J > 0) або антиферомагнi-

тною (J < 0).

Критичнi властивостi систем, заданих (1.3), добре дослiдженi рiзними пiд-

ходами. Зокрема, акуратний кiлькiсний опис здiйснюється в рамках методу

теоретико-польової РГ, який використовує представлення статистичної суми спi-

нових моделей у виглядi функцiонального iнтегралу теорiї поля з ефективним

гамiльтонiаном типу φ4 (див. напр. [11]). Цей перехiд можна здiйснити, зокрема,

за допомогою перетворення Стратановича-Габарда [70]. Для системи (1.3) крити-

чнi властивостi будуть описуватись теорiєю поля з O(n) симетрiєю з ефективним

гамiльтонiаном:

Heff =

∫
ddr

{
1

2

[
(∇~φ0)2 + µ20

~φ20

]
+
u0
4!

(
~φ20

)2
}
, (1.4)

де ~φ0 ≡ ~φ0(r) – це n-компонентне векторне поле (ми опускаємо залежнiсть вiд r

там, де це не викликає рiзночитання), а u0 > 0 i називається неперенормованою

константою зв’язку.

Фундаментальною основою для застосування теоретико-польової РГ в теорiї

критичних явищ є подiбнiсть поведiнки статистичних систем при наближеннi до

критичної точки Tc i поведiнки теорiї поля в ультрафiолетовiй границi, де ця тео-

рiя потерпає вiд розбiжностей. Вiдповiдно використовуються рiзнi схеми перенор-

мування для того, щоб усунути розбiжностi теорiї. У рамках теоретико-польового

пiдходу РГ таке усунення досягається вiдповiдною процедурою перенормування,

за якою слiдує контрольоване перегрупування рядiв теорiї збурень для функцiй

РГ [6–9]. Опис процедур перенормування ми подаємо у пiдроздiлi 1.4. Тут лише

зазначимо, що критична точка магнiтної системи пов’язана з iснуванням стiйкої
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досяжної нерухомої точки (НТ) перетворень РГ для константи зв’язкуб u∗. Якщо

такої точки не спостерiгається, то це iнтерпретується як вiдсутнiсть ФП другого

роду в магнiтнiй сиcтемi.

Для теорiї (1.4) нерухомими точками є гаусова НТ(u∗ = 0), яка дає критичнi

показники зi значеннями середнього поля i є стiйкою для d ≥ 4, i так звана НТ

Вiльсона-Фiшера (u∗ 6= 0), яка є стiйкою при d < 4 [71].

Значення критичних показникiв O(n)-симетричної системи, розрахованi ме-

тодами РГ у НТ Вiльсона-Фiшера для вимiрностi простору d = 3 [10], добре узго-

джуються з доступними експериментальними даними для гайзенбергiвських фе-

ромагнетикiв (n = 3), надплинностi у He4 (n = 2), феромагнетикiв з одновiсною

анiзотропiєю (n = 1) та полiмерних ланцюгiв у хорошому розчиннику (n = 0) [11].

Для опису реальних об’єктiв, у яких вiдбувається магнiтний ФП, недоста-

тньо користуватись iдеалiзованими базовими моделями типу (1.3). Потрiбно вво-

дити модифiкацiї цих моделей, якi будуть враховувати наявнiсть у магнiтних ма-

терiалах структурного безладу рiзного типу, анiзотропiї, фрустрацiй, скiнченних

розмiрiв тощо.

Такi модифiкацiї порушують O(n) симетрiю гамiльтонiану, приводять до то-

го, що ефективнi гамiльтонiани систем мають декiлька констант зв’язку. Вiдповiд-

но у системи може бути декiлька нерухомих точок, що описують рiзну критичну

поведiнку i, вiдповiдно, рiзнi класи унiверсальностi. Виявляється, що при деяких

значеннях вимiрностi параметра порядку система може переключитись вiд одного

класу унiверсальностi до iншого, або навiть її неперервний ФП може перетвори-

тись у ФП першого роду. Такi значення вимiрностi параметру порядку називають

граничними вимiрностями. Як i критичнi показники та вiдношення критичних ам-

плiтуд, граничнi вимiрностi є унiверсальними величинами, тому вони є предметом

iнтенсивних дослiджень методами РГ (див. наприклад [24, 29, 33, 72–82]). Знання

точного значення граничної вимiрностi дає вiдповiдь про можливiсть певних ти-

пiв критичної поведiнки у дослiджуванiй системi. Зокрема, гранична вимiрнiсть

nc моделi зi слабким безладом [83] дiлить вимiрностi параметра порядку на двi

групи: для n > nc критичнi показники чистої моделi O(n) не змiнюються при
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додаваннi безладу, тодi як для n < nc вони набувають нових значень. Аналiз ре-

зультатiв РГ у високих порядках теорiї збурень дають значення nc меншим, нiж

2 [72, 73], передбачаючи новий клас унiверсальностi тiльки для випадку Iзiнґа

(n = 1). Граничне значення Nc кубiчної моделi [84], отримане з даних шестипе-

тлевого наближення РГ при d = 3, безумовно є менше 3 [29, 74–78], що означає

недоступнiсть стiйкої нерухомої точки перетворення РГ для феромагнiтних ку-

бiчних кристалiв з трьома легкими осями. Це означає, що цi кристали повиннi

вiдчувати ФП першого роду. Вказанi граничнi значення Nc та nc були використа-

нi для визначення умов, за яких спостерiгається нетривiальна критична поведiнка

у бiльш загальнiй O(nN) моделi [33, 79].

Критична динамiка

При невеликих вiдхиленнях вiд рiвноваги динамiчна поведiнка фiзичних

систем поблизу критичної точки демонструє подiбнi аномалiї до тих, що харак-

теризують рiвноважнi критичнi влвастивостi. Це дозволило успiшно розширити

концепцiю скейлiнгу також на критичну динамiку (див. наприклад [20, 21]).

Одним з перших в критичнiй динамiцi постає питання про вибiр змiнних для

її адекватного опису. Повний мiкроскопiчний пiдхiд, який грунтується на роз’яз-

ку системи рiвнянь руху для усiх мiкроскопiчних змiнних системи, виявляється

непрактичним, оскiльки такi рiвняння є оборотними в часi, i, вiдповiдно, не вiд-

бивають картини необоротностi, яка спостерiгається на макроскопiчному рiвнi.

На практицi з усiєї множини мiкроскопiчних змiнних радше видiляють величини

найсуттєвiшi для динамiчної поведiнки. Найбiльш характерним явищем критичної

динамiки є критичне сповiльнення, яке полягає у тому, що, при невеликих вiд-

хиленнях вiд рiвноваги, чим ближче температура фiзичної системи знаходиться

до свого критичного значення, тим довшого часу релаксацiї tc потребує система,

щоб повернутись до рiвноважного стану. Таким чином, повiльнi змiни параметра

порядку (для магнетикiв густина локального намагнiчення) з часом визначають

поведiнку системи на великих часах. Крiм параметра порядку, повiльними змi-

нами характеризуються величини, якi пiдпорядковуються законам збереження
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властивим для розглядуваної системи. Величини, що пiдлягають законам збере-

ження, будемо називати збережними, а тi, якi вважатимемо не пiдпорядкованими

законам збереження, – незбережними. Змiннi для опису отримуються при усере-

дненнi вiдповiдних мiкроскопiчних змiнних на масштабах простору та часу, що

є меншими за реальнi розмiри макроскопiчної системи та часи спостереження,

але перевищують мiкроскопiчнi просторовi та часовi масштаби. В лiтературi таке

усереднення ще має назву “укрупнення” (coarse-graining).

Позначимо {ψi} множину усiх усереднених змiнних, що описують властиво-

стi системи. Можна припустити, що динамiка цих змiнних буде складатись з руху

до рiвноважного стану та впливу швидких мiкроскопiчних процесiв. Це припу-

щення приводить до опису динамiчної поведiнки системи рiвнянням Ланжевена

(див. наприклад [20]):

∂ψi(t)

∂t
= −

∑

j

Lij
δHeff

δψi(t)
+ θi(t). (1.5)

Перший доданок в правiй сторонi рiвняння (1.5) вiдповiдає за ефективний по-

вiльний рух до рiвноважного стану. Lij носить назву кiнетичного коефiцiєнта.

Ефективний функцiонал Heff описує статичнi властивостi системи i в теоретико-

польовому пiдходi задається ефективним гамiльтонiаном теорiї поля типу (1.3).

Сукупний вплив мiкроскопiчних флуктуацiй на повiльнозмiннi величини ψ моде-

люються введенням випадкового шуму θ. Вважається, що вiн описується розпо-

дiлом Гауса (так званий гаусовий бiлий шум) з середнiм 〈θi〉 = 0 та

〈θi(t)θj(t′)〉 = 2Dijδ(t− t′). (1.6)

Тут 〈..〉 означає усереднення за можливими реалiзацiями шуму. Необхiдною умо-

вою того, щоб система, залишена сама на себе на великих часах t→ ∞, прийшла

до рiвноважного стану. описуваного розподiлом P [ψ] ∼ eHeff , є зв’язок кiнетично-

го коефiцiєнта з кореляцiєю випадкового шуму через спiввiдношення Айнштайна:

Lij = Dij. (1.7)
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Функцiї

Основними об’єктами рогляду в динамiцi є кореляцiйнi функцiї та функцiї

вiдгуку. Останнi описують реакцiю системи на слабке збурення. Якщо hψ – це

зовнiшнє поле, спряжене до повiльнозмiнної величини ψ, то вiдповiдна функцiя

вiдгуку запишеться як

Gψ(r− r
′, t− t′) =

δ < ψ(r, t) >

δhψ(r′, t′)

∣∣∣∣
hψ=0

. (1.8)

Тут середнє знову означає усереднення за випадковим шумом. Функцiя G ще

носить назву узагальненої динамiчної сприйнятливостi. Наприклад, якщо ψ є па-

раметром порядку магнiтної системи, а hψ зовнiшнiм магнiтним полем, то Gψ

вiдповiдає динамiчнiй магнiтнiй сприйнятливостi. Залежнi вiд часу коредяцiйнi

функцiї визначаються наступним чином:

Cψ(r− r
′, t− t′) =< ψ(r, t)ψ(r′, t′) > . (1.9)

Вони зв’язанi з функцiями вiдгуку функцiонально-дисипативним спiввiд-

ношенням. Вводячи перетворення Фур’є F (k, ω) =
∫∞
0 F (r, t)ei(ωt+kr)dt dr,

функцiонально-дисипативне спiввiдошення можна записати у виглядi

Cψ(k, ω) =
2π

ω
ImGψ(k, ω). (1.10)

Гiпотеза скейлiнгу для динамiчних критичних явищ

Характеристичний час релаксацiї поблизу точки ФП екстремально зростає

згiдно степеневого закону:

tc = ξz, (1.11)

з динамiчним критичним показником z, де ξ – кореляцiйна довжина. Таким чи-

ном, при описi динамiчних критичних властивостей як додаток до набору стати-

чних показникiв з’являється ще один показник.

Динамiчна гiпотеза скейлiнгу включає поряд з кореляцiйною довжиною ще

характеристичну частоту ωc (величину обернену до tc) i полягає в наступних при-

пущеннях:
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(1) характеристична частота ωc(ξ,k) є однорiдною функцiєю змiнних ξ та

k:

ωc(ξ,k) = |k|zω̂(kξ); (1.12)

(2) кореляцiйна функцiя залежить вiд частоти ω тiльки через спiввiдноше-

ння ω/ωc(ξ,k)

C(ξ,k, ω) =
Cst(τ,k)

ωc(ξ,k)
F
(

ω

ωc(ξ,k)
,kξ

)
, (1.13)

де F носить назву функцiї форми.

Динамiчнi класи унiверсальностi на вiдмiну вiд статичних визначаються не

тiльки глобальними параметрами фiзичних систем (такими, як вимiрнiсть просто-

ру, вимiрнiсть та симетрiя параметра порядку тощо), а й враховують iснування

законiв збереження, визначальних для цих систем, та характер зв’язку мiж збере-

жними величинами. Рiзнi реалiзацiї динамiчної поведiнки описуються основними

моделями, якi маркуються латинськими лiтерами (A-H) за класифiкацiєю [85].

Деякi з них розглядаються у наступному роздiлi.

Моделi динамiчної поведiнки

Модель A. Розглянемо спочатку найпростiшу модель. Приймемо, що побли-

зу точки ФП усi iншi фiзичнi величини флуктуюють набагато швидше, нiж n-

компонентний параметр порядку ~φ(r, t) в точцi d-вимiрного простору r в час t,

який вважається незбережною величиною (надалi залежнiсть параметра порядку

та збережних величин вiд t, як i вiд r, записуємо явно тiльки в окремих випад-

ках). Тодi ефект повiльно змiнних величин можна уявити як вплив стохастичних

сил θφ на поведiнку параметра порядку. В цьому випадку множину ψ складають

лише компоненти ~φ. Рiвняння Ланжевена (1.5) матиме вигляд:

∂φi0
∂t

= −Γ̊
δHeff

δφi0
+ θφi i = 1 . . . n. (1.14)

Множина кiнетичних коефiцiєнтiв Lij в даному випадку є одиничною з елементом

Γ̊. Стохастичнi сили θφ представляють сукупний вплив усiх швидких процесiв.
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Рiвняння (1.6) у цьому випадку буде мати вигляд:

< θφi(r, t)θφj(r
′, t′) > = 2Γ̊δ(r− r

′)δ(t− t′)δij. (1.15)

Потенцiал Heff в р-нi (1.14) є ефективним гамiльтонiаном типу (1.3).

Динамiчний критичний показник для моделi A звичайно шукають у формi

z = 2 + cη, де η – звичайний статичний критичний показник парної кореляцiйної

функцiї моделi φ4. Коефiцiєнт c, на сьогоднi вiдомий в третьому порядку теорiї

збурень, виявився незалежним вiд вимiрностi параметра порядку n [86]. Таким

чином, уся залежнiсть z вiд n мiститься в η. Для випадку n = 1 критичний

показник z розраховано в четвертому порядку [87].

Модель B. Параметер порядку в деяких фiзичних системах може бути збере-

жною величиною (просторовий iнтеграл є константою руху: d[
∫
ddrφ(r)]/dt = 0).

У такому випадку для опису системи застосовується модель B. Структура рiв-

нянь залишається такою ж, як в моделi A iз замiною в (1.14)-(1.15) кiнетичного

коефiцiєнта для параметра порядку з Γ̊ на −Γ̊∇2.

Динамiчний критичний показник для моделi B повнiстю виражається через

статичний критичний показник парної кореляцiйної функцiї η: z = 4− η [85].

Модель C. У багатьох випадках для адекватного опису динамiчної поведiнки

поблизу критичної точки недостатньо обмежуватись тiльки параметром порядку.

Потрiбно враховувати величини, пов’язанi з законами збереження характерними

для розглядуваної фiзичної системи. Найпростiшим є випадок, коли взаємодiя

збережних величин з параметром порядку розглядається тiльки в статичному по-

тенцiалi. Наприклад взаємодiю скалярної збережної величини m0(r, t), яку можна

вважати густиною енергiї, з незбережним параметром порядку можна врахувати

у гамiльтонiанi таким чином:

Heff =

∫
ddr

{
1

2

[
(∇~φ0)2 + µ20

~φ20

]
+
ũ0
4!

(
~φ20

)2
+

1

2
m2

0 +
1

2
γ0m0|~φ0|2

}
.(1.16)

Рiвняння руху для m0 та ~ϕ0 мають такий вигляд:

∂φi0
∂t

= −Γ̊
∂Heff

∂φi0
+ θφi i = 1 . . . n, (1.17)
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∂m0

∂t
= λ̊∇2∂Heff

∂m0
+ θm, (1.18)

де Γ̊ та λ̊ – кiнетичнi коефiцiєнти для ~φ0 i m0 вiдповiдно, Heff задається (1.17).

Стохастичнi величини θφ i θm розподiленi за гаусовим законом з нульовим середнiм

та задовiльняють спiввiдношення Айнштайна:

< θφi(r, t)θφj(r
′, t′) > = 2Γ̊δ(r− r

′)δ(t− t′)δij, (1.19)

< θm(r, t)θm(r
′, t′) > = −2̊λ∇2δ(r− r

′)δ(t− t′)δij. (1.20)

При вiдiнтегровуваннi m0 гамiльтонiан (1.17) перетворюється в (1.4) iз за-

мiною ũ0 на:

u0 = ũ0 − 3γ20 . (1.21)

На сьогоднi поведiнка параметру порядку та збережної величини в рамках

моделi C вiдома з результатiв дослiджень у двопетлевому наближеннi РГ [88].

Тут велике значення має поведiнка теплоємностi в околi критичної точки. Для

сиcтем з n = 1 (критичний показник теплоємностi α > 0) характерний сильний

скейлiнг, при якому обидвi величини ϕ та m релаксують з однаковим показником

z = zm = 2+α/ν. У випадку n = 2, 3 (α < 0) зв’язок ~ϕ0 та m0 руйнується в околi

критичної точки i поведiнка ϕ є такою ж як в моделi A: z = 2 + cη, а релаксацiя

m описується zm = 2.

Нещодавно пiдхiд НПРГ також застосовувася до вивчення динамiки моделi

C [89]. Отриманi результати демонструють змiни границь, що роздiляють рiзнi

режими в (n, d), а також вони показують iснування нової аномальної областi, де

параметр порядку змiнюється швидше, нiж збережна величина, й iснування якої

було пiд запитанням в пертурбативнiй РГ.

Як i для рiвноважної критичної поведiнки, для динамiчної критичної пове-

дiнки можна розраховувати динамiчнi критичнi вiдношення амплiтуд, якi є унi-

версальними величинами. Для моделi C єдинi двi оцiнки [90] i [91] для динамiчного

вiдношення амплiтуд не узгоджуються мiж собою.
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У моделi D параметер порядку вважається збережною величиною. У тако-

му випадку рiвняння для моделi отримуються з рiвнянь (1.17)-(1.20) при замiнi

кiнетичного коефiцiєнта для параметра порядку Γ̊ → −Γ̊∇2. Критична поведiнка

параметра порядку в цiєї моделi є такою ж, як в моделi B: z = 4− η, у той час як

критичний показник для збережної величини zm = 2 + α/ν при α > 0 та zm = 2

для α < 0 [92].

Iншi моделi критичної динамiки. Решту абетки роботи [85] складають моде-

лi, в яких включаються до розгляду недисипативнi члени, спричиненi мiкроскопi-

чними особливостями i/або мiжмодовим зв’язком. В iзотропному феромагнетику з

трикомпонентним параметром порядку враховується спiнова прецесiя (модель J).

Модель E описує магнетик з незбережним двокомпонентним параметром поряд-

ку, компоненти якого можуть взаємодiяти зi збережними флуктуацiями третьої

компоненти намагнiчення. В iзотропному антиферомагнетику незбережний пара-

метер порядку представлений трикомпонентним намагнiченням однiєї пiдґратки,

пов’язаним зi збережним повним намагнiченням (модель G). Узагальнення мо-

делей E та G до n-компонентного параметра порядку носить назву моделi SSS

(Sasvári-Schwabl-Szépfalusy), початково введеної для опису динамiки структурних

переходiв [93]. Узгоджений опис критичної динамiки поблизу точки переходу газ-

рiдина або фазового розшарування в бiнарних плинах включає не тiльки збере-

жний скалярний параметер порядку, але також i вiдповiдний збережний попере-

чний потiк густини (модель H). Надплинний гелiй описується моделлю F, у якiй

двокомпонентний параметр порядку пов’язаний iз збережною скалярною густи-

ною ентропiї.

Критичнi динамiчнi властивостi цих моделей визначаються в асимптотицi

динамiчними критичними показниками, якi виражаються через вимiрнiсть про-

стору i/або статичнi показники.
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1.2. Структурний безлад

Критичнi властивостi структурно невпорядкованих магнiтних матерiалiв

залишаються проблемою, що викликає значний iнтерес у фiзицi конденсованих

речовин, оскiльки реальнi магнiтнi кристали зазвичай не володiють iдеальною

структурою. Неоднорiднiсть структури магнiтних систем може мати рiзну при-

роду, що в свою чергу приводить до рiзних змiн в критичнiй поведiнцi. Перш за

все, слiд розрiзняти безлад, введений в систему рiвноважним чином (вiдпалений

безлад), i заморожений [94]. У той час як статичнi критичнi показники вiдпа-

лених систем повнiстю визначаються показниками чистої системи [95], критична

поведiнка систем iз замороженими дефектами структури не є такою тривiальною

(див. наприклад [70, 96]). Питання про ступiнь структурної невпорядкованостi

теж є важливим, оскiльки при сильному безладi випадковiсть супроводжується

ефектами фрустрацiй i часто приводить до вiдсутностi далекосяжного впоряд-

кування [97]. Випадок слабкого безладу не настiльки кардинальний, вiн може

й не знищувати низькотемпературний феромагнiтний основний стан [11, 96, 98].

Тут ми зосереджуємось на дослiдженнi слабкого замороженого безладу, при цьо-

му розглянемо декiлька його типiв. Врахування невпорядкованостей структури в

ґраткових моделях здiйснюється за допомогою введення вiдповiдних випадкових

величин у спiновий гамiльтонiан (1.3). Крiм того, змiни, внесенi безладом, зале-

жать вiд типу цього безладу, а саме чи вiн вводиться як розведення (випадковi

вузли [11, 22] або випадковi зв’язки [26]), як випадкове поле [99], як випадкова

зв’язнiсть [100, 101] або як випадкова анiзотропiя [23, 34]. Дефекти можуть бути

скорельованi [102, 103] або нi. Може навiть статися, що фазовий перехiд другого

роду, який спостерiгався у чистiй системi, з введенням безладу руйнується [104–

106].

Спiльним в аналiзi рiзних форм замороженого безладу є використання мето-

ду реплiк [107] для усереднення логарифму статистичної суми за конфiгурацiями

замороженого безладу. Цей метод полягає у розглядi N копiй-реплiк системи i

у теоретико-польовому описi приводить до модифiкацiї звичайної O(n) симетрiї
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параметра порядку. Зокрема, отримується функцiональне представлення теорiї

φ4 з n × N параметром порядку, що задається ефективними гамiльтонiанами з

декiлькома константами зв’язку з рiзними симетрiями. Критичнi характеристики

вихiдних систем тодi розраховуються в границi N → 0.

1.2.1. Нескорельованi дефекти

Простий i природнiй випадок короткосяжного безладу можна змоделювати

у виглядi точкових нескорельованих заморожених немагнiтних дефектiв (розведе-

ння) i експериментально вiн реалiзується як безлад замiщення в одновiсному [22],

а також в гайзенбергiвському [11, 96] магнетиках. Прикладами є сплави замiще-

ння MnxZn1−xF2, FexZn1−xF2 для одновiсного (iзiнґiвського) магнетика [108] та

аморфнi магнетики Fe90+xZr10−x, Fe90−yMyZr10 (M = Co, Mn, Ni) [109–113], магнi-

тнi скла на основi перехiдних металiв [114–117], а також невпорядкованi кристалi-

чнi матерiали Fe100−xPtx [118], Fe70Ni30 [117] i твердi розчини типу Eu-халькогенiд

[119–122] для магнетикiв типу Гайзенберга.

Ґраткова спiнова модель у такому випадку описується гамiльтонiаном:

H = −J
∑

〈r,r′〉
cr~Srcr′ ~Sr′, (1.22)

де cr = {0, 1} – це числа заповнення, такi що cr = 1, якщо на вузлi r є спiн, у той

час як cr = 0 вiдповiдає немагнiтному вузлу r. Цi випадковi змiннi розподiленi за

гаусовим законом з середнiм 〈cr〉 = c (задає концентрацiю немагнiтних вузлiв), та

δ-скорельованою парною кореляцiйною функцiєю: g(|r− r
′|) ∼ v0δ(r− r

′). Значне

зацiкавлення тут викликає питання: чи безлад може змiнити критичнi властивостi

систем?

Як було виявлено Гарiсом [123], слабкий безлад є суттєвим для критичної

поведiнки систем, “чистi” (iдеалiзованi, без безладу) вiдповiдники яких характери-

зуються неперервними фазовими переходами, при яких теплоємнiсть розбiгається,

оскiльки у цьому випадку випадковi флуктуацiї зростають швидше з розмiром си-
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стеми, нiж флуктуацiї енергiї. Цей критерiй можна записати як:

αp = 2− dνp > 0, (1.23)

де iндекс p вiдноситься до критичних показникiв чистих систем, а пiсля знаку

рiвностi записано зв’язок мiж показниками αp та νp через спiввiдношеня гiпер-

скейлiнгу. Тодi критична поведiнка визначається новою НТ РГ, а чиста НТ стає

нестiйкою. З iншого боку, фазовi переходи першого роду в чистих системах згла-

джуються при додаваннi слабкого безладу, а в деяких випадках перетворюються

на неперервнi переходи [124–126]. Цi ефекти слабкого безладу ретельно вивча-

лись як аналiтично [83, 127–129], так i чисельно [130–132] (для огляду див. також

роботу [22]).

На основi критерiю Гарiса для показника теплоємностi (1.23) можна оцi-

нити маргiнальне (граничне) значення nc для спiнової n -компонентної моделi

магнiтних систем. Таке, що при n > nc критичнi показники залишаються незмiн-

ними при наявностi точкових дефектiв, тодi як для n < nc цi показники набува-

ють нових значень. Поточнi оцiнки для nc безпосередньо показують, що nc < 2:

nc = 1.942 ± 0.026 [72] та nc = 1.912 ± 0.004 [73], тобто лише чиста Iзiнґiвська

модель (n = 1) вiдчуває вплив слабкого точкового нескорельованого безладу у

критичному режимi.

Попри те, що динамiчна критична поведiнка структурно невпорядкованих

систем набагато менш дослiджена порiвняно зi статичною, вiдомо, що у системах

зi структурним безладом спостерiгається багата критична динамiчна поведiнка

[35, 133–136]. Критерiй Гарiса у критичнiй динамiцi теж має наслiдок. Зокрема, у

системi зi слабким замороженим розведенням та з критичною динамiкою моделi

A нове значення динамiчного критичного показника z мають тiльки магнетики iз

однокомпонентним параметром порядку. Тому основна увага придiлялась саме так

званiй випадковiй моделi Iзiнґа (для огляду доступних результатiв див. [21, 137]).

Двопетлевi теоретичнi оцiнки z = 2.375[134], z = 2.18[135] не пiдтверджуються

результатами комп’ютерних симуляцiй z = 2.62± 0.07[137], однак узгоджуються

з останнiми експериментальними даними z = 2.18± 0.10 [138].
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Зв’язок iз збережною густиною (наприклад, густиною енергiї) у релакса-

цiйних моделях є суттєвим тiльки тодi, коли теплоємнiсть при ФП розбiгається

(α < 0). Оскiльки уже в розведенiй системi α < 0 для усiх значень n (див.

[22, 139]), то присутнiсть збережної густини не зачiпає динамiчнi критичнi власти-

востi в асимптотичному режимi [140–142]: динамiка параметра порядку є такою

ж, як у вiдповiднiй моделi A, а критичний показник збережної густини zm = 2.

Однак, як ми вiдзначили спочатку, зв’язок мiж парарметром порядку i збережною

густиною значно впливає на неасимптотичну критичну поведiнку.

1.2.2. Протяжнi домiшки

У реальних магнетиках зустрiчаються неiдеальностi в структурi, якi не мо-

жна змоделювати простими точковими нескорельованими домiшками. Дiйсно, ма-

гнiтнi кристали часто мiстять дефекти складнiшої структури: лiнiйнi дислокацiї,

дисклiнацiї, комплекси немагнiтних домiшок, вбудованих в матрицю оригiналь-

ного кристалу [143].

Вони можуть бути впорядкованi в просторi або можуть мати хаотичну орi-

єнтацiю. Майже пiвстолiття тому Маккой i Ву запропонували невпорядковану

модель Iзiнґа у двох вимiрах, у якiй домiшки є дуже добре скорельованi в одному

напрямку i неcкорельованi у поперечному напрямку [144]. Своєрiдне узагальнення

цiєї моделi на вимiрнiсть простору d було запропоновано у роботах [145, 146], де

протяжнi замороженi дефекти нескiнченно скорельованi у вимiрностi εd i випад-

ково розподiленi у рештi d− εd вимiрах. Тут значення εd = 0 вiдповiдає точковим

дефектами, а протяжнi паралельнi лiнiйнi (плоскi) дефекти описуються εd = 1

(2). Можна дати iнтерпретацiю i для нецiлих значень εd, припускаючи утворення

таких протяжних дефектiв, як кластери агрегацiї, i вважаючи εd фрактальною

вимiрнiстю цих кластерiв [147, 148]. Однак, звязок аналiтичного продовження ев-

клiдової вимiрностi на нецiлi значення з фрактальною вимiрнiстю не є прямим

[149–151].

Таку модель теж можна представити у виглядi (1.22), однак парна кореля-
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цiйна фунцiя чисел заповнення буде мати вигляд: g(|r− r
′|) ∼ v0δ

d−εd(r⊥ − r
′⊥).

Теоретичнi дослiдження критичної поведiнки магнетикiв, що мiстять “про-

тяжнi” (макроскопiчнi) дефекти, привертають значну увагу дослiдникiв [102, 103,

142, 145–148, 152–167], однак все ще потребують систематичного експерименталь-

ного аналiзу.

Рис. 1.1. Фазова дiаграма d = 3-вимiрного n-векторного магнетика у присутностi
εd-вимiрних домiшок. Граничне значення nc(εd) вiддiляє областi рiзних
класiв унiверсальностi. Безлад є суттєвим в εd-n площинi нижче кривої
nc. Квадрати: результати розрахункiв на основi шестипетлевих розкла-
дiв РГ [10] для критичного показника кореляцiйної довжини; пунктирна
лiнiя: оцiнка, отримана в нашiй роботi (див. Роздiл 2).

Наявнiсть протяжних домiшок приводить до узагальненого критерiю Гарiса

[102], а саме, у цьому випадку безлад змiнює критичну поведiнку чистої системи,

якщо εd > d−2/νp. Якщо розглядати точковий безлад з εd = 0, узагальнений кри-

терiй Гарiса перетворюється на звичайний, наведений вище. Ця нерiвнiсть для ко-

жного значення εd визначає критичне значення nc, нижче якого протяжний безлад

змiнює клас унiверсальностi. Але тепер у тривимiрному випадку безлад є суттє-

вим не тiльки для iзiнґiвських магнетикiв (n = 1), але i для n > 1, як показано на

рис.1.1 (область позначена як “Diluted” на малюнку). Отже, клас магнетикiв, де

може спостерiгатись нова критична поведiнка, не обмежується одновiсними си-

стеми (n = 1), але включає системи з легкою площиною (easy plane) (n = 2) i
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гайзенбергiвськi системи (n = 3). Таким чином, передбачена поява нової унiвер-

сальної поведiнки може бути експериментально перевiрена для бiльш широкого

класу магнетикiв.

Iншою цiкавою особливiстю систем з паралельними протяжними дефекта-

ми є те, що через просторову анiзотропiю вони описуються двома кореляцiйними

довжинами, перпендикулярною ξ⊥ i паралельною ξ|| до напрямку орiєнтацiї про-

тяжних домiшок [145]. При наближеннi до критичної температури Tc розбiжнiсть

цих довжин характеризується вiдповiдними критичними показниками ν⊥, ν||:

ξ⊥ ∼ |τ |−ν⊥, ξ|| ∼ |τ |−ν||. (1.24)

Анiзотропний скейлiнг також характерний для спiнової парної кореляцiйної фун-

кцiї при Tc i визначається показниками η⊥ i η||. У той час як магнiтна сприйнятли-

вiсть є iзотропною величиною, оскiльки всi компоненти параметра порядку вза-

ємодiють з дефектами у той самий спосiб. Однак динамiчна критична поведiнка

модифiкується: часи релаксацiї в напрямках перпендикулярному i паралельному

до протяжних домiшок, tc,⊥ i tc,||, мають рiзну поведiнку :

tc,⊥ ∼ ξz⊥⊥ , tc,|| ∼ ξ
z||
|| , (1.25)

з динамiчними показниками z⊥ i z||.

Таким чином, магнетики з замороженими протяжними дефектами пара-

лельної орiєнтацiї складають великий клас систем з набором незвичайних явищ,

вартих аналiзу. Їх асимптотична критична поведiнка була об’єктом дослiджень

за допомогою теоретико-польової ренорм-групи [102, 145, 145, 152, 153, 156, 157].

Зокрема, був запропонований подвiйний розклад за двома змiнними ε = 4− d, εd

i були розрахованi ренорм-груповi функцiї до порядку ε, εd [145], якiсно пiдтвер-

джуючи перехiд до нового класу унiверсальностi. Цi розрахунки були продовженi

до другого порядку в роботах [102, 142]. Однак такi розбiжнi розклади не дають

достовiрної чисельної оцiнки для критичних показникiв, тобто бажаної мети як

для експериментального, так i чисельного аналiзу. Кiлькiсна оцiнка для показни-

кiв, що описують статичну критичну поведiнку тривимiрних магнетикiв з па-
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ралельними протяжними домiшками, була отримана порiвняно недавно [156, 157]

iз застосуванням спецiальної технiки пересумовування двопетлевих функцiй РГ

з робiт [102, 142]. Однак не iснує оцiнок такого ж рiвня точностi для динамiчних

показникiв, що описують критичне сповiльнення в таких магнетиках. Теорети-

чне дослiдження критичної динамiки систем з паралельними протяжними дефе-

ктами було проведено в однопетлевому наближеннi [153] для простих моделей з

незбережним параметром порядку (модель A) i збережним параметром поряд-

ку (модель B). Тодi аналiз РГ був розширений на двопетлеве наближення [142].

Однак властивостi збiжностi отриманих рядiв не дозволили отримати надiйних

кiлькiсних оцiнок. Застосування до асимптоточних рядiв РГ технiки пересумо-

вування [142, 156, 157] приводить до достовiрних оцiнок критичних показникiв

цiєї моделi. У рамках пiдходу РГ вивчався вплив кубiчної анiзотропiї параметра

порядку [147, 148, 154, 155] i ефект порушення реплiчної симетрiї [168, 169] на

критичну поведiнку цiєї моделi. Недавно короткочасова критична динамiка моде-

лi A розглядалась у роботi [158]. Для повноти згадаємо ще дослiдження моделей

зi складнiшими формами безладу, що включали протяжнi домiшки як частковий

випадок [170–173].

Можна також згадати дослiдження у рамках наближеня середнього поля

[174], а також симуляцiї МК, якi стосуються моделей, що мають вiдношення до

моделi Дороговцева з iзiнґiвськими спiнами i протяжними дефектами з εd = 2

[175, 176]. В останнiх дослiдженнях безлад моделювався випадковими зв’язками

мiж площинами спiнiв. Наскiльки нам вiдомо, модель з паралельними випадко-

вими протяжними дефектами у вимiрностi d = 3 ще не дослiджувалась. хоча

iснуючi аналiтичнi передбачення є достатньо цiкавими, щоб спробувати їх перевi-

рити методом МК.

1.2.3. Далекосяжно скорельований безлад

Альтернативним способом враховувати скорельований безлад структури є

модель Вайнрiба-Гальперiна [103], де розглядається далекосяжно скорельований
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безлад, кореляцiї якого спадають з вiдстанню за степеневим законом. Парну коре-

ляцiйну функцiю тодi можна записати як g(|r−r
′|) ∼ v0δ(r−r

′)+w0|r−r
′|−a. Кри-

тична поведiнка цiєї моделi вивчалась у двопетлевому порядку з використанням

подвiйного ε = 4− d, δ = 4− a розкладу [162, 163], а також розрахункiв безпосе-

редньо у d = 3 [159, 161]. Цi дослiдження показують, що ФП належить до нового

класу унiверсальностi, що вiдрiзняється вiд класу унiверсальностi системи з неско-

рельованим безладом, якщо показник кореляцiйної довжини чистої (нерозведеної)

моделi задовольняє νp < 2/a. Ця умова справедлива при a < d, а для a > d вiднов-

люється звичайний критерiй Гарiса [123]. Хоча результати робiт [103, 159, 161–163]

якiсно узгоджуються i передбачають виникнення нового типу критичної поведiн-

ки, який задається так званою НТ далекосяжного безладу, вони вiдрiзняються

на кiлькiсному рiвнi. Зокрема, результати роботи [103, 162, 163] свiдчать, що в

новому класi унiверсальностi показник кореляцiйної довжини становить ν = 2/a

до другого порядку за ε = 4− d i δ = 4− a. Iснують аргументи, що таке значення

показника ν справедливе для всiх порядкiв [103, 177]. Однак розрахунки, виконанi

безпосередньо у трьох вимiрах [159, 161], дають нетривiальнi значення показника,

якi вiдрiзняються вiд ν = 2/a вже у двопетлевому наближеннi.

Розходження в приципi можна пояснити погiршенням ε=4−d-розкладу при

великих ε. Особливо це має значення для двовимiрних систем, для яких ε=2.

Для перевiрки цього припущення потрiбно мати контрольованi методи, якi не

використовують ε-розклад з аналiтичним продовженням для великих ε, особливо

до ε=2.

Аналiтичнi передбачення для скорельованого безладу перевiрялись чисель-

ними розрахунками [165, 166, 178–180]. Вони також дають неузгодженi резуль-

тати. Так, МК розрахунки [165, 180] пiдтримують аналiтичний результат, що

ν = 2/a, тодi як значення критичних показникiв, отриманi у чисельних дослiдже-

ннях [166, 178, 179], вiдхиляються вiд цього передбачення, що породжує питання

про залежнiсть критичних показникiв вiд особливостей розподiлу безладу.
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1.2.4. Випадкова анiзотропiя

Тут ми розглянемо критичнi властивостi систем зi структурним безладом

iншого типу, а саме магнетикiв з випадковою анiзотропiєю. Це широкий клас ма-

гнiтних систем [79, 181]. Зокрема, такий тип структурного безладу характерний

для аморфних магнетикiв, що мiстять рiдкiсноземельнi елементи. Крiм фундамен-

тального зацiкавлення, цi магнетики важливi для сучасних технологiй. Так, нещо-

давно розробленi на основi рiдкiсноземельних матерiалiв магнiтнi скла зi значним

магнiтокалоричним ефектом вважаються хорошими кандидатами для магнiтних

холодоагентiв [182–184].

Модель з випадковою анiзотропiєю (random anisotropy model – RAM), що

тепер використовується для опису згаданих магнiтних систем, була введена у ран-

нiх 70-х роках минулого столiття Гарiсом, Плiшке i Цукерманом [185]. Вона описує

n-компонентнi спiни на d-вимiрнiй ґратцi, кожен спiн якої пiдпорядковується ло-

кальнiй анiзотропiї випадкової орiєнтацiї. Гамiльтонiан моделi RAM записується:

H = −
∑

〈r,r′〉
J ~Sr · ~Sr′ −D

∑

r

(x̂r · ~Sr)
2 , (1.26)

де D > 0 – константа анiзотропiї, x̂ є випадковим одиничним вектором, що вказує

напрям локальної осi анiзотропiї. Ступiнь безладу контролюється вiдношенням

D/J . Очевидно, що випадковiсть у (1.26) має значення тiльки для n > 1.

Експериментальнi данi для систем з випадковою анiзотропiєю оглядялись у

роботах [23, 186]. RAM також була об’єктом теоретичних i чисельних дослiджен-

нях, огляд яких можна знайти у роботах [34, 187]. Незважаючи на дослiдження

питання про природу низькотемпературної фази магнетикiв з випадковою анi-

зотропiєю залишаються найбiльш суперечливою проблемою. Iснує дискусiя, чи

низькотемпературна фаза є далекосяжно впорядкованою феромагнiтною фазою

чи це фаза спiнового скла. Локальна анiзотропiя перешкоджає повнiстю впоряд-

кованому феромагнiтному стану, де усi спiни вказують в одному напрямку. Тому

був запропонований термiн “асперомагнiтний” для магнiтовпорядкованого низько-

температурного стану з ненульовим намагнiченням, i, вiдовiдно, термiн “сперо-
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магнiтний” – для стану спiнового скла з нульовим намагнiченням [188]. У рам-

ках феноменологiчної теорiї використовується також термiн “скорельоване спiнове

скло” [189]. Ще один можливий кандидат на низькотемпературну фазу в RAM - це

квазi-далекосяжне впорядкування. Таке впорядкування вiдбувається при низьких

температурах, пiд час вiдомого ФП Березiнського-Костерлiца-Таулеса [190–192], i

кореляцiйнi функцiї у ньому характеризуються степеневим загасанням з вiдстан-

ню, а намагнiчення дорiвнює нулю.

Iншим цiкавим питанням є вплив локальних розподiлiв осей на критичну

поведiнку систем з випадковою анiзотропiєю. Далi ми розглянемо результати по-

переднiх дослiджень, що стосуються цих двох згаданих питань, залишаючи поза

рамками нашого iнтересу кiлька цiкавих проблем (зокрема, ефект кореляцiй мiж

локальними осями анiзотропiї на великiй вiдстанi [193], наявнiсть поверхнi [194]

та iн.), тому що вони не стосуються наших дослiджень.

Теоретичнi результати

Першi теоретичнi дослiдження RAM були проведенi у рамках теорiї сере-

днього поля. Результати передбачали феромагнетизм [185, 195, 196], однак можли-

вiсть фази спiнового скла [197] також не виключалась. У рамках середнього поля

було точно розраховано границю взаємодiї безмежної досяжностi для RAM [198],

розв’язок вказує на ФП другого роду у феромагнiтне впорядкування. Такий ФП

також пiдтверджувався 1/d -розкладом [199], а також у середньо-польовою РГ для

випадку n = 2 [200]. Однак теорiя локального середнього поля [201] передбачила

порушення далекосяжного феромагнiтного порядку.

Слiдуючи аргументам Iмрi та Ma [104], сформульованих спочатку для моде-

лi з випадковими полями, було показано, що тривимiрний магнетик з випадковою

анiзотропiєю повинен розбиватися на магнiтнi домени розмiру L ∼ (J/D)2 [202],

отже навiть для слабкої анiзотропiї феромагнетизму не очiкується.

Врахування флуктуацiй у теоретико-польовому пiдходi РГ приводить до

вiдсутностi ФП. У перших розрахунках РГ для RAM з iзотропним розподiлом

x̂r [203] не було знайдено стiйкої досяжної нерухомої точки перетворень РГ у
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першому порядку ε-розкладу. Бiльше того, було показано, що ефективний гамiль-

тонiан для такого розподiлу при великих D зводиться до аналогiчного ефектив-

ного гамiльтонiану iзiнґiвського спiнового скла з випадковими зв’язками [204],

демонструючи можливiсть фази вiдповiдного типу.

Щоб продемонструвати вiдсутнiсть феромагнiтного порядку для RAM у ви-

мiрностi простору d < 4 було застосовано декiлька рiзних аргументiв [105]. Хоча

серед цих аргументiв один для граничного n→ ∞ [105] i виявився помилковим

[205], вiдсутнiсть феромагнетизму для RAM з iзотропним розподiлом осi анiзо-

тропiї при d < 4 додатково пiдтримано доведенням типу Мермiна-Вагнера [206],

використовуючи метод реплiк [107] у випадку n = 2. Дослiдження пертурбативної

РГ Мiгдала-Каданова [105, 205] предбачає вимiрну редукцiю для RAM, тобто кри-

тична поведiнка цiєї випадкової системи при d > 4 є такою ж, як i для вiдповiдної

чистої системи з вимiрнiстю d− 2.

Результат однопетлевого порядку [203] про вiдсутнiсть ФП у феромагнiтний

стан пiдтверджено дво- [34, 79, 207, 208] i п’ятипетлевими [209] розрахунками в

рамках теоретико-польової РГ доповненої методами пересумовування.

Границя безмежно сильної анiзотропiї для RAM дослiджувалась за допо-

могою високотемпературних розкладiв. Результати Паде-аналiзу [210] вказували

на типову поведiнку спiнового скла при вимiрностi простору d = 3, тодi як у

роботах [211, 212] було зроблено висновок, що нижня критична вимiрнiсть для

RAM з n = 2 дорiвнює dL = 3 на основi спостереження нестепеневої розбiжностi

сприйнятливостi тривимiрної RAM з n = 2 i вiдсутностi розбiжностi у випадку

n = 3.

Аналiз графiчних рядiв для RAM з безмежно сильною випадковою анiзо-

тропiєю на деревi Кейлi передбачив феромагнiтне впорядкування, що вiдбува-

ється для кiлькостi найближчих сусiдiв z̃ > n i впорядкування спiнового скла

при z̃ < n. Результати, отриманi в тому ж дослiдженнi [213] за допомогою РГ

Мiгдала-Каданова, пiдтверджують таку поведiнку, даючи при d = 3 феромагнi-

тний порядок для малих n, а для великих n фазу спiнового скла у тому ж класi

унiверсальностi, що й iзiнґiвське спiнове скло з випадково розподiленими зв’язка-
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ми.

Дослiдження RAM в границi сферичної моделi n → ∞ були зосередженi

на питаннi про можливiсть iснування фази спiнового скла. Ця границя дослi-

джувалась спочатку 1/n-розкладом [214–217]. Застосовуючи метод реплiк, було

виявлено iснування фази спiнового скла нижче d = 4 для довiльних D [214, 218].

Але розв’язок типу спiнового скла пiзнiше виявився нестiйким [215]. Стiйкий, але

реплiчно-несиметричний розв’язок був отриманий для фази спiнового скла при

d < 4 [216]. Однак вивчення динамiки параметра порядку спiнового скла, без

методу реплiк, показує нестiйкiсть цiєї фази [217]. Цi результати знайшли пiд-

твердження в середньо-польовому аналiзi границi n→ ∞ [219], де фаза спiнового

скла з’являється лише як особливiсть цiєї границi, i вiдсутня для скiнченних n. У

сферичнiй границi феромагнiтне впорядкування було отримане для d > 2 i для D

менше деякого критичного значення Dc, тодi як для D бiльших Dc була отримана

фаза спiнового скла для довiльного d (Dc = 0 для d ≤ 2) [220].

Рiвняння стану RAM, отримане за допомогою теорiї збурень, показує нульо-

ву намагнiченiсть i нескiнченну магнiтну сприйнятливiсть в низькотемпературнiй

фазi для довiльного n [221]. Двоспiновi кореляцiї цiєї фази загасають за степе-

невим законом з вiдстанню. Як вже вище згадувалось, фаза з такою поведiнкою

називається квазi-далекосяжно впорядкованою. Оцiнку сприйнятливостi низько-

температурної фази було змiнено за допомогою скейлiнгових аргументiв [222] i

встановлено що χ ∼ (D/J)−4 при d = 3. Аналогiчна залежнiсть сприйнятливостi

отримувалась й в iнших пiдходах [189, 214]. Степеневе загасання спiнових коре-

ляцiй у низькотемпературнiй фазi отримано також для гармонiчної системи зi

випадковим полем [223], що є однiєю з реалiзацiй RAM при n = 2. Однак це не

узгоджується з дослiдженням моделi з p-виродженими випадковими полями (при

n = 2, p = 2 спiвпадає з RAM з n = 2), для якої була отримана фаза спiнового

скла [224].

У рамках пiдходу функцiональної РГ у першому порядку за ε = 4 − d для

RAM n = 2 знайдено квазi-далекосяжне впорядкування [225–227]. Дослiдження за

допомогою функцiональної РГ випадкових анiзотропiй вищого порядку показало,
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що вимiрна редукцiя руйнується [228]. Це пiдтверджується в межах двопетлевого

наближення функцiональної РГ [229, 230]. Також було показано, що для RAM

iснує квазi-далекосяжне впорядкування для d∗LC < d < 4 i n < n∗ = 9.4412.

Оцiнки на основi розкладiв за ε та n − n∗ передбачають d∗LC > 3, однак автори

вказали, що до екстраполяцiї результатiв на великi значення ε i n − n∗ потрi-

бно ставитись з обережнiстю. Умови реалiзацiї вимiрної редукцiї розглядались з

допомогою 1/n-розкладiв у рамках функцiональної РГ [231–233]. У дослiджен-

нях [234, 235] вказувалось на некоректнiсть попереднiх дслiджень з використан-

ням 1/n-розкладiв, оскiльки вони не враховують границю великих n для легких

осей випадкової анiзотропiї. Однак у даних роботах дослiджувався тiльки випадок

D < 0 (що вiдповiдає легким площинам анiзотропiї).

Феноменологiчна теорiя [189], яка приймає кореляцiї мiж випадковим чи-

ном орiєнтованими осями анiзотропiї i основана на неперервнiй версiї гамiльтону

(1.26), доволi добре iнтерпретує залежностi експериментально спостережувано-

го намагнiчення у впорядкованiй фазi вiд прикладеного зовнiшнього магнiтно-

го поля. У цьому пiдходi аналiзувались спiновi кореляцiйнi функцiї при рiзних

режимах прикладених полiв [189]. Зокрема, було встановлено, що кореляцiйна

довжина для малих та нульових значень поля має форму ξ ∼ Ra(
J

RaD
)2, де Ra -

радiус кореляцiї для випадкових осей. У рамках такого пiдходу отриману фазу

назвали скорельованим спiновим склом.

Усi теоретичнi пiдходи, узагальненi вище, стосувались RAM з iзотро-

пним розподiлом випадкових осей. Випадок анiзотропного розподiлу вперше до-

слiджено в рамках РГ [203], де напрямки осей випадкової анiзотропiї обмежую-

ться напрямками осей по гранях гiперкуба (кубiчний розподiл). Не було знайде-

но доступної стiйкої нерухомої точки точки, що мала б вiдповiдати ФП другого

роду. Хоча можливiсть ФП другого роду у феромагнiтну фазу з критичними по-

казниками моделi Iзiнґа з випадковими вузлами вказувалась у роботi [236], де

розглянуто бiльш загальну модель. Така поведiнка спостерiгалася i для iншої за-

гальнiшої моделi [237], що включала RAM з кубiчним розподiлом випадкових осей

як частковий випадок. Згодом цей результат пiдтверджено у рамках двопетлевих
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розрахункiв РГ з пересумовуванням [34, 79, 208, 238] безпосередньо для RAM з

кубiчним розподiлом i отримано її критичну поведiнку, що належить до класу

унiверсальностi моделi Iзiнґа з випадковими вузлами. Пiзнiше результат також

пiдтверджено на основi п’ятипетлевої масивної РГ [209]. Нещодавно дослiдження

випадкiв бiльш загальних розподiлiв [236, 237], якi включають iзотропний та ку-

бiчний розподiли як окремi випадки за допомогою теоретико-польової масивної

РГ, пiдкрiпленою пресумовуванням, передбачило неперервний ФП нового класу

унiверсальностi [239].

RAM в границi безмежно сильної анiзотропiї iз змiшаним iзотропним та

кубiчним розподiлом також дослiджувалась у теорiї середнього поля [240–242].

Встановлено, що наявнiсть випадкової кубiчної анiзотропiї стабiлiзує феромагнi-

тну фазу [240]. Аналiз границi n → ∞ зi скiнченим n/Ns, де Ns – кiлькiсть спi-

нiв [242], дає фазовi дiаграми з феромагнiтною фазою, фазою спiнового скла, а

також зi змiшаною фазою, де обидва параметри порядку феромагнiтного та спi-

нового скла мають не нульовi значення.

З аналiзу доступних теоретичних результатiв можна зробити висновок, що

хоча для iзотропного розподiлу очiкується вiдсутнiсть феромагнiтного впорядку-

вання, це впорядкування є можливим при анiзотропному розподiлi локальної осi

анiзотропiї.

Чисельнi дослiдження

Бiльшiсть чисельних експериментiв з RAM розглядають випадок D/J > 1

або навiть безмежно сильну анiзотропiю (D/J → ∞). Першi дослiдження пода-

ють непереконливi результати: як стiйкiсть [243, 244], так i нестiйкiсть [245, 246]

феромагнiтного впорядкування по вiдношенню до фази спiнового скла. Однак

данi пiзнiших дослiдженнь вказували на вiдсутнiсть феромагнетизму.

Границя безмежно сильної анiзотропiї для RAM з n = 3 дає втрату далек-

осяжного порядку в основному станi [247]. У цьому випадку критичнi показники

при переходi до низькотемпературної фази отриманi зi значеннями, подiбними до

значень критичних показникiв тривимiрного iзiнґiвського спiнового скла з коро-



61

ткосяжною взаємодiєю [248]. Результати розрахункiв МК пiдтвердили вiдсутнiсть

далекосяжного впорядкування [249]. Нещодавне дослiдження RAM з n = 3 пере-

конливо показує, що у безмежно сильної анiзотропiї модель належить до класу

унiверсальностi короткосяжного iзiнґiвського спiнового скла з випадковими зв’яз-

ками [250].

З iншого боку результати дослiдження МК цiєї ж границi для RAM з n=2

показуть низькотемпературну фазу з надзвичайно великою сприйнятливiстю, сте-

пеневим загасанням кореляцiй та нульовим намагнiченням [249], що вiдповiдає

теоретично передбаченому квазi-далекосяжному впорядкуванню для слабкої анi-

зотропiї [221]. Це пiдтверджується результатом роботи [251], де знайдено рiзкий

ФП у низькотемпературну фазу зi степеневим загасанням парної кореляцiйної

функцiї i слабо детектованим намагнiченням. Цю границю також дослiджували

на основi моделi з p-виродженими випадковими полями [252], де для випадку, що

вiдповiдає RAM з n = 2, знайдено слабкий феромагнiтний порядок зi степенево

залежними кореляцiями.

Дослiдження зi скiнченним спiввiдношеннямD/J стосувались, зокрема, мо-

делi з p-виродженими випадковими полями, i було отримано перехiд у фазу спiно-

вого скла при J = D [253]. Хоча в рамках iншого дослiдження МК звичайної мо-

делi RAM з n = 2 i таким самим вiдношенням мiж J i D було отримано критичну

поведiнку зi значеннями критичних показникiв близьких до значень показникiв

XY -моделi, за винятком критичного показника теплоємностi [254].

Розрахунки МК для RAM з n = 3, кiлькома значеннями D/J та при

D/J → ∞ [255] дають фазову дiаграму в площинi (D/J, T/J) з областями iсну-

вання магнiтної фази i фази спiнового скла iз загальним висновком, що RAM з

n = 3 при малихD/J має квазi-далекосяжне впорядковання низькотемпературної

фази, що характеризується степеневим загасанням спiнових кореляцiй.

Однак дослiдження моделi з p-виродженими випадковими полями при кiль-

кох значеннях D/J передбачають феромагнiтне впорядкування низькотемпера-

турної фази при скiнчених значеннях D/J [256].

Розглянутi вище результати стосуються випадкiв неперервної симетрiї па-
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раметра порядку. Нижче ми розглянемо випадки, коли орiєнтацiї спiнiв, а також

осей локальної анiзотропiї обмеженi лише кiлькома напрямами в O(n) просторi.

Зокрема, для випадку n = 2, де осi орiєнтованi вздовж граней (гiпер)куба, отри-

мано звичайний ФП другого роду у феромагнiтну фазу з класу унiверсальностi

XY-моделi для слабкої випадкової анiзотропiї [257] i феромагнiтнi домени для

сильної випадкової анiзотропiї. При n = 3 було виявлено тi ж фази, однак фазовi

преходи до них були першого роду [257].

Можливiсть iснування квазi-далекосяжної упорядкованої фази була спосте-

режена при n = 3, де слабка анiзотропiя моделювалась наявнiстю локальної анi-

зотропiї з D/J = ∞ для частини q вузлiв i D/J = 0 для решти 1− q вузлiв [258],

при цьому напрямки спiнiв i осей локальної анiзотропiї обирались з 12 напрямкiв

простору параметра порядку. Результати показують, що, крiм парамагнiтного та

феромагнiтного впорядкування, iснує квазi-далекосяжна фаза як промiжна для

деяких значень q.

Адаптацiя RAM з двокомпонетними спiнами використовувалась для опису

шестистанової годинникової моделi, де спiновi напрямки належали до групи Z6,

орiєнтацiї осей локальної анiзотропiї належали до групи Z3. У низькотемпера-

турнiй фазi отримано степеневе загасання двоспiнових кореляцiй та вiдсутнiсть

далекосяжного впорядкування [259].

Розглянутi числовi дослiдження загалом узгоджуються з теоретичними про-

гнозами для RAM про вiдсутнiсть феромагнiтного впорядкування для RAM з

iзотропним розподiлом, однак вказують на можливiсть феромагнiтного впоряд-

кування для випадкiв, коли орiєнтацiя спiнiв та/або локальних осей анiзотропiї

обмежена лише кiлькома напрямками.

Виняток становить одне чисельне дослiдження, де для RAM з гайзенбер-

гiвськими спiнами (n = 3) [260] та D/J = 4 для з iзотропним i кубiчним

розподiлами отримано неперервний ФП у феромагнiтний стан (помилково визна-

чений як квазi-далекосяжний порядок) з таким самим критичним показником

кореляцiйної довжини для обох розподiлiв.
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Динамiка

Враховуючи, що дослiдження статичної критичностi магнетикiв з випад-

ковою анiзотропiєю далеко не такi ж iнтенсивнi, як для розведених магнетикiв

[11, 22], ще менше вiдомо про їх динамiчну критичну поведiнку. Дослiджувались

тiльки окремi динамiчнi аспекти фазових переходiв в RAM [106, 141, 261–265].

Зокрема, критична динамiка моделi A для RAM з iзотропним розподiлом, обгово-

рювалась у роботi [141], де були розрахованi динамiчнi критичнi показники. Роз-

рахованi у нестiйких точках значення цих критичних показникiв можна вважати

радше ефективними. У цей же час дослiдження критичної динамiки для випадку

кубiчного розподiлу, при якому iснує ФП другого роду, проведено не було.

Оскiльки у цьому випадку ФП опиняється у класi унiверсальностi моделi

Iзiнґа з випадковими точковим безладом [207, 208] для будь-якого n > 1, то це

означає, що теплоємнiсть таких систем не розбiгається при Tc [11, 22]. Загальнi

аргументи стверджують [140, 142], що для таких систем релаксацiйна критична

динамiка незбереженого параметра порядку, пов’язаного зi збережною густиною

(динамiка моделi C), вироджується до суто релаксацiйної моделi без будь-якого

зв’язку iз збережними величинами (модель А). Тим не менш, це твердження спра-

ведливе тiльки у асимптотичнiй областi (тобто при Tc, яка насправдi практично

не досягається в експериментах чи симуляцiях).

Однак загальний вплив двох рiзних факторiв – випадковостi структури та

зв’язку динамiчних мод – може призвести до насиченої ефективної критичної

поведiнки, що варто дослiдити.

1.2.5. Безлад у двовимiрних системах

Двовимiрнi системи представляють особливий iнтерес при вивченнi фазо-

вих переходiв у конденсованих системах. Цей iнтерес постiйно зростає через про-

грес у експериментальних методах створення та вивчення низьковимiрних мате-

рiалiв, таких як графен [266], двовимiрнi кристали [267], i ультратонкi ферома-

гнiтнi плiвки [268]. З iншого боку, фiзика двовимiрних систем також вiдрiзняє-
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ться. Хоча двовимiрна конформна iнварiантнiсть значно сильнiше обмежує мо-

жливi сценарiї скейлiнгової поведiнки, нiж у трьох вимiрах (принаймнi за вiдсу-

тностi безладу) [269], тут велику роль вiдiграють топологiчнi дефекти. Зокрема,

вiдомо, що у двовимiрнiй системi з O(2)-симетричним параметром порядку вiд-

бувається квазi-далекосяжне впорядкування через перехiд Костерлiца-Таулеса-

Березiнського [190–192]. Крiм того, деякi двовимiрнi моделi дозволяють точний

розв’язок. З них найбiльше та iсторичне значення має двовимiрна модель Iзiнґа,

для якої отримано α = 0 [270]. Ця модель використовується не тiльки для опи-

су магнiтних систем, а також застосовна в дуже широкому фiзичному контекстi,

наприклад, служила при описi розшарування у лiпiдних мембранах [12, 13].

Цiкавим є вплив безладу на двовимiрну модель Iзiнґа. Оскiльки тут α=0, то

згiдно критерiю Гарiса нескорельований безлад тiльки маргiнально (не)суттєвий

(у сенсi РГ) для цiєї моделi. Ця задача, окрiм чисто академiчного зацiкавлення,

має потенцiйне застосування в рiзноманiтних контекстах, зокрема, було спостере-

жено, що формування доменiв у мембранi з вмороженими бiлковими перешкода-

ми можна описати двовимiрною моделлю Iзiнґа з замороженим нескорельованим

безладом [271].

Розв’язок чистої двовимiрної моделi Iзiнґа можна сформулювати у термi-

нах вiльних двовимiрних фермiонiв Майорани, маса яких пропорцiйна приведенiй

температурi [272]. Наявнiсть безладу породжує чотирифермiонну взаємодiю з кон-

стантою зв’язку, пропорцiйною концентрацiї домiшок [224, 273, 274]. Отримана

модель iнтенсивно вивчалась методами РГ. Цi дослiдження не тiльки пiдтвердили

маргiнальну (не)суттєвiсть безладу, але також виявили наявнiсть логарифмiчних

поправок до критичної поведiнки чистої моделi. Зокрема, було встановлено, що

сингулярнiсть теплоємностi змiнюється з C ∼ ln(1/τ) на C ∼ ln ln(1/τ), якщо

температура системи є дуже близькою до критичної температури Tc [224, 273].

Розрахунок кореляцiйної функцiї – це набагато складнiше завдання, оскiльки у

фермiонному описi оператор спiна є нелокальним об’єктом, тому навiть для чисто-

го випадку потрiбно певних зусиль, щоб вiдновити добре вiдомий результат ηp = 1
4
.

Спочатку наводились аргументи [224, 274], що безлад змiнює критичний показник
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до η = 0, але пiзнiше було знайдено, що поведiнка K-го моменту спiн-спiнової

кореляцiйної функцiї G(r), усередненої за конфiгурацiями безладу [275, 276], є

такою:

G(r)K ∼ (ln r)K(K−1)/8

rK/4
, (1.27)

тодi як у чистiй моделi G(r)K ∼ r−K/4. Чисельнi розрахунки для невпорядкова-

ної двовимiрної моделi Iзiнґа [277–279] пiдтвердили, що нескорельований безлад

змiнює логарифмiчну розбiжнiсть на подвiйну логарифмiчну поведiнку, а iншi

степеневi закони скейлiнгу отримують унiверсальнi логарифмiчнi поправки.

З двовимiрною моделлю Iзiнґа зв’язанi двi iншi двовимiрнi моделi, такi

як модель Бакстера (симетрична 8-вершинна модель) [280] та модель Ашкiна-

Телера [281], яка була введена для опису кооперативних явищ в четвiрних спла-

вах [282]. Обидвi згаданi моделi пов’язанi мiж собою вздовж лiнiї самодуальностi,

i їх обидвi можна описати у термiнах двох моделей Iзiнґа, зв’язаних густинами

енергiй (тобто за допомогою чотири-спiнової взаємодiї):

H = −
∑

〈r,r′〉

[
J
(
σ1
r
σ1
r
+ σ2

r
σ2
r′

)
+ J4σ

1
rσ

1
r′σ

2
r
σ2
r′

]
. (1.28)

Основна особливiсть моделi (1.28) – це неперервний ФП з так званою “слабкою

унiверсальнiстю” [283] : на противагу звичайнiй критичнiй унiверсальностi, кри-

тичнi показники моделi (1.28) залежать неперервним чином вiд константи зв’язку

J4. Зокрема, показник кореляцйної довжини є таким [280]:

1

νp
=

4

π
arctan

(
e2J4/Tc

)
, (1.29)

де критична температура чистої системи Tc задається як 2J/Tc = ln(1+
√
2). Пока-

зник теплоємностi поводиться як αp ∼ J4, i, таким чином, змiнює знак з J4. Проте,

виражаючи сингулярну поведiнку термодинамiчних величин бiля критичної точки

у термiнах оберненої кореляцiйної довжини, а не приведеної температури, вияви-

лось, що критичнi показники, перерахованi таким чином, є унiверсальними [284].

Узагальнюючи модель (1.28) на випадок довiльної кiлькостi зв’язаних мо-

делей Iзiнґа Ni, можна отримати так звану модель Ашкiна-Телера з Ni кольора-
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ми [285]:

H = −
∑

〈r,r′〉

(
J

Ni∑

a=1

σa
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+ J4

Ni∑
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σa
r
σa
r′
σb
r
σb
r′

)
. (1.30)

Тут Ni моделей Iзiнґа зв’язанi попарно через взаємодiю J4. Вона зводиться до

звичайної моделi Ашкiна-Телера (Бакстера) для Ni = 2. Для Ni > 2, властиво-

стi ФП моделi (1.30) кардинально залежать вiд знаку J4: у системi вiдбувається

неперервний ФП для J4 < 0, у той час як J4 > 0, ФП є першого порядку [285].

Вплив нескорельованого безладу на неперевний ФП зi “слабкою унiвер-

сальнiстю”, який демонструє модель (1.28), було розглянуто у роботах [286–290].

Оскiльки показник теплоємностi αp чистої моделi Бакстера додатнiй для J4 > 0,

можна очiкувати, що критична поведiнка модифiкується неcкорельованим безла-

дом для J4 > 0. Картина РГ, отримана з використанням представлення моделi

за допомогою фермiонних полiв, показує [286, 290], що при J4 > 0 – “слабко унi-

версальна” критична поведiнка моделi Бакстера змiнюється i стає такою ж, як

i у двовимiрнiй невпорядкованiй моделi Iзiнґа. Наприклад, теплоємнiсть вияв-

ляє подвiйну логарифмiчну сингулярнiсть. Результати чисельного моделювання

[287–289] показують, що безлад модифiкує критичну поведiнку моделi, але вони

не достатнi для чiткого кiлькiсного висновку. Через великi флуктуацiї, виклика-

нi безладом, чисельне моделювання випадкової моделi Ашкiна-Телера потребує

додаткових зусиль, а результат радше свiдчить про логарифмiчну, нiж подвiйну

логарифмiчну поведiнку теплоємностi поблизу ФП [288, 289].

Що стосується двовимiрної Ni-кольорової моделi Ашкiна-Телера (1.30) з

Ni > 2, то врахування слабкого короткосяжно скорельованого або нескорельо-

ваного замороженого безладу в цьому випадку приводить до виникнення крити-

чної поведiнки [124–126, 291–293]. Дiйсно, у чистiй моделi з J4 > 0 вiдбувається

флуктуацiйно керований ФП першого роду, але вiн згладжується навiть слабким

нескорельованим безладом. Двовимiрна модель Ашкiна-Телера з трьома кольора-

ми вивчалась за допомогою МК симуляцiй [294, 295]. Тодi як перша робота [294]

виключає можливiсть неперервного ФП з унiверсальною скейлiнговою поведiн-

кою, друга недавня робота [295] демонструє, що ФП першого порядку згладжу-
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ється безладом i перетворюється на неперервний. Виглядає, що отриманий ФП

перебуває у класi унiверсальностi двовимiрної невпорядкованої моделi Iзiнґа. Це

узгоджується з передбаченнями пертурбативної РГ [124–126, 291–293].

1.3. Магнетики з антиферомагнiнтною взаємодiєю:

мультикритичнiсть та неколiнеарне впорядкування

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо системи зi складною симетрiєю, для яких

ефективним виявляється аналiз граничних вимiрностей. Нагадаємо, що це значе-

ння вимiрностей параметра порядку, при яких система, що вiдчуває ФП другого

роду або втрачає свою критичну поведiнку (вiдсутнiй неперервний ФП), або пере-

ходить до iншого класу унiверсальностi з новим набором критичних показникiв.

Однiєю з таких систем є анiзотропний антиферомагнетик у зовнiшньому

полi, прикладеному взовж осi анiзотропiї [296]. Наявнiсть анiзотропiї i зовнiшнього

поля приводить до того, що система описується двома зв’язаними параметрами

порядку, в нiй може реалiзуватись мультикритична поведiнка, коли одночасно

спiвiснують декiлька впорядкованих фаз.

Iншою системою є магнетики з неколiнеарним впорядкуванням, яке виникає

через фрустрацiї, пов’язанi з антиферомагнiтною взаємодiєю i геометрiєю ґратки,

або через конкуруючу взаємодiю мiж найближчими сусiдами [24]. У такому ви-

падку впорядкування описується матричним параметром порядку.

1.3.1. Мультикритичнiсть моделей з симетрiєю O(n)⊕ O(m)

В анiзотропних феромагнетиках гайзенбергiвського типу (тобто з триком-

понентним параметром порядку n = 3) [296] прикладене зовнiшнє магнiтне поле,

паралельне осi анiзотропiї, приводить до розщеплення простору параметра по-

рядку (з симетрiєю O(3)) на два пiдпростори: на пiдпростiр компонент магнiтних

моментiв пiдґраток вздовж поля (n|| = 1) та на пiдпростiр компоненти магнiтних

моментiв пiдґраток у перпендикулярних напрямках (n⊥ = 2). У такiй ситуацiї
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сиcтема буде описуватись двома зв’язаними параметрами порядку та симетрiєю

O(n⊥) ⊕ O(n||) [297]. З аналiзу методами середнього поля вiдомо [298, 299], що

модель O(n‖)⊕O(n⊥) має фазову дiаграму з мультикритичною точкою, яка є або

бiкритичною, або тетракритичною. Типовi фазовi дiаграми показанi на Рис. 1.2.

При бiкритичнiй точцi спiвiснують три фази: впорядкована антиферомагнiтна з

O(n‖) симетрiєю, впорядкована спiн-флоп фаза з O(n⊥) симетрiєю та неупоряд-

кована фаза. У цьому випадку лiнiї переходiв другого роду, що вiдокремлюють

парамагнiтну фазу вiд фаз O(n‖) i O(n⊥), зустрiчаються у бiкритичнiй точцi з

лiнiєю переходiв першого роду мiж O(n‖) i O(n⊥) фазами (див. Рис. 1.2 a). У

той же час мультикритична точка є тетракритичною точкою, якщо з’являється

промiжна (бiконiчна) фаза, в якiй спiвiснує впорядкування як O(n‖), так i O(n⊥).

Ця фаза обмежена двома лiнiями переходу другого порядку, що зустрiчаються у

мультикритичнiй точцi з двома лiнiями переходу другого роду мiж парамагнiтною

фазою та фазами O(n‖) i O(n⊥) (див. Рис. 1.2 b).

Antiferromagnetic phase

Paramagnetic phase

Spin-flopped phase

H

T

Antiferromagnetic phase

Paramagnetic phase

Spin-flopped phase

Biconical phase

H

T

a) b)

Рис. 1.2. Типовi фазовi дiаграми анiзотропних антиферомагнетикiв у однорiдному
паралельному зовнiшньому магнiтному полi: a) з бiкритичною точкою,
b) з тетракритичною точкою. Лiнiї переходiв другого роду показано су-
цiльними кривими, а лiнiю переходiв першого роду – штриховою лiнiєю.

Мультикритичнi явища, що з’являються у рiзних фiзичних контекстах [300],

в загальному може описувати модель з двома зв’язаними параметрами порядку з

рiзними вимiрностями n im та симетрiєюO(n)⊕O(m). Iснує вiдповiднiсть мiж анi-

зотропними магнiтними системами та системою квантових рiдин [301], що робить
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цей опис застосовним для 4He. У цьому контекстi бiконiчна фаза вiдповiдає мо-

жливiй появi супертвердої фази [302]. Мультикритичнi явища також очiкуються

для високотемпературних надпровiдникiв [303], де iснує конкуренцiя мiж триком-

понентним феромагнiтним параметром порядку та комплексним надпровiдним

параметром порядку. Модель O(n) ⊕ O(m) також була використана для опису

мультикритичних точок на фазовiй дiаграмi квантової хромодинамiки [304], де

двома конкуруючими параметрами порядку є конфайнмент i кiральна симетрiя.

Мультикритичнi явища не обмежуються лише системами з двома параметрами

порядку. Зокрема, колосальний магнiтоопiр у манганiтах вважався результатом

конкуренцiї мiж чотирма параметрами порядку, пов’язаними з феромагнiтними,

антиферромагнiтними, зарядними та орбiтальними впорядкуваннями [305].

Умови реалiзацiї рiзних типiв мультикритичної поведiнки, якi визначаються

спiввiдношенням вимiрностями параметрiв порядку n‖, n⊥ отриманi вже в пер-

шому нетривiальному наближеннi теоретико-польової РГ для d < 4 [84, 297, 299].

Вони визначають областi стiйкостi у параметричнiй n‖ − n⊥ площинi для трьох

нерухомих точок: iзотропної гайзенбергiвської нерухомої точки з O(n‖+n⊥) симе-

трiєю, незв’язаної нерухомої точки, при якiй параметри порядку впорядковуються

окремо, i бiконiчної нерухомої точки. Дослiдження у двопетлевому наближеннi у

d = 3 показують якiсно подiбнi результати [306, 307], але значно змiнюють кар-

тину у n‖ − n⊥ площинi кiлькiсно. Результати п’ятипетлевого наближення для

тривимiрної O(n‖)⊕O(n⊥) моделi [308] пiдтверджують отриману картину, злегка

коректуючи її.

Оскiльки попереднi дослiдження мультикритичної поведiнки у системi

O(n‖) ⊕ O(n⊥) зосереджувались на випадку d = 3, варто розглянути залежнiсть

граничних вимiрностей O(n‖) ⊕ O(n⊥) моделi вiд просторової вимiрностi d. Це

цiкаво тим, що навiть невеликi змiни в d можуть призвести до кардинального

впливу на критичну поведiнку, зокрема, до змiни класу унiверсальностi системи.
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1.3.2. Магнетики з неколiнеарним впорядкуванням та

O(n)× O(m) симетрiя

Рис. 1.3. Двi можливi конфiгурацiї двокомпонентних спiнiв у основному станi ша-
руватого антиферомагнетика на трикутнiй ґратцi. Перехiд вiд конфiгу-
рацiї однiєї до iншої можливий тiльки при повнiй iнверсiї (перекиданнi)
усiх спiнiв.

Конкуренцiя у взаємодiях мiж сусiднiми спiнами, може породжувати впо-

рядкований основний стан з не паралельним (або з не антипаралельним) розта-

шуванням спiнiв. Таке впорядкування в загальному називають неколiнеарним.

Зокрема, це вiдноситься до гелiмагнетикiв Ho, Dy, Tb. Iншим прикладом, де фру-

страцiї, що з’являються через антиферомагнiтну взаємодiю та геометрiю ґратки,

приводять до неколiнеарного стану, є перовскiти CsMnBr3, CsCuCl3, CsNiCl3. Вони

описуються класичною моделлю - шаруватого антиферомагнетика на трикутнiй

ґратцi, де три спiни на плакетцi (елементарному трикутнику) формують плоску

структуру з кутами 120◦ один мiж одним в основному станi (див. Рис. 1.3). Такий

стан має виродження, пов’язане з кiральнiстю – вiдсутнiстю iнверсної симетрiї

(пор. праву i лiву структуру на Рис. 1.3). Тому iнодi таке впорядкування назива-

ють кiральним. Як наслiдок, параметр порядку не може описуватись вектором,

а є матрицею (SO(3) матриця для гайзенбергiвських спiнiв та матриця 2 × 2

для XY-спiнiв). Тобто у низькотемпературнiй фазi повнiстю порушується група

обертань, а тому критичнi властивостi вiдрiзняються вiд критичних властивостей

нефрустрованих систем.

Результати експериментальних дослiдженнь систем з неколiнеарним впо-
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рядкуванням в основному узгоджуються мiж собою, демонструючи, що при ФП

термодинамiчнi характеристики як XY, так i гайзенбергiвських неколiнеарних

магнетикiв описуються законами скейлiнгу, однак критичнi показники вiдрiзня-

ються вiд моделей O(n). Це призвело до двох iнтерпретацiй спостереженої кар-

тини: або фазовi переходи належать до нового класу унiверсальностi [24], або

вони є слабкого першого роду [309]. Ретельний аналiз результатiв дослiджень рi-

зних матерiалiв показує, що критичнi показники вiдрiзняються вiд однiєї сполуки

до iншої, i вiдповiдно унiверсальнiсть є пiд питанням [309]. Таке спостереження

служить пiдтвердженням iнтерпретацiї про слабкi переходи першого роду. Це,

зокрема, пiдтверджують майже всi чисельнi симуляцiї, виконанi для STA або для

подiбних моделей [310–318], протилежне показує дослiдження [319].

Теоретичнi дослiдження зi свого боку узгоджуються для високих вимiрно-

стей: поблизу вимiрностi простору d = 4 iснує лiнiя nc(d) у площинi (d, n), над

якою ФП є другого роду i нижче якої вiн є першого роду. Результат ε-розкладу

nc(d = 4 − ε) = 21.8 − 23.4ε + O(ε2) [320, 321] показує, що поправки теорiї збу-

рень великi, тому неможливо надiйно екстраполювати цей результат до вимiрностi

d = 3 без розрахунку вкладiв вищих наближень. Розрахунок nc або у рамках ε,

або псевдо-ε розкладiв [80–82, 320–323], або безпосередньо в d = 3 [319, 324–327]

було виконано у п’яти- та шестипетлевих наближеннях РГ. Ця ж величина була

також обчислена у рамках пiдходу непертурбативної РГ [309, 328–334].

Однак результати рiзних пiдходiв, отриманi на сьогоднi, не узгоджуються,

зокрема, для фiзично цiкавих випадкiв n = 2 i n = 3. З одного боку, ε- i псевдо-

ε розклади та пiдхiд НПРГ одночасно приводять до значення nc(d = 3) значно

вище 3. Справдi: nc(d = 3) = 6.1(6) у рамках ε розкладу в п’ятьох петлях [81],

nc(d = 3) = 6.22(12) [81] i nc(d = 3) = 6.23(21) [82] у рамках псевдо-ε -розкладу

в шести петлях i, нарештi, nc(d = 3) = 5.1 у рамках пiдходу НПРГ [309]. Ретель-

ний аналiз, виконаний у рамках пiдходу НПРГ [309, 331, 334], показав, що навiть

якщо, строго кажучи, немає НТ нижче nc(d = 3) та потiк РГ дуже повiльний при

n = 2 i 3 в цiлому просторi констант зв’язку, так що iснує псевдо-скейлiнг без

унiверсальностi у великому дiапазонi температур, що узгоджується з числовими
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(i ймовiрно експериментальними) даними, що фазовi переходи є слабкого першо-

го роду. З iншого боку, обчислення з допомогою теорiї збурень, що проводяться

методами при фiксованiй вимiрностi простору, ведуть до абсолютно iншого перед-

бачення [319, 326, 327]. Дослiдження, виконанi в шести петлях у рамках масивної

схеми з нульовими iмпульсами [327], приводять до двох рiзних nc(d = 3): nc1 i nc2.

Над nc1 = 6.4(4) iснують, як звичайно, двi нерухомi точки, стiйка та нестiйка.

Вони стають ближчими, при зменшеннi n, стикаються при nc1 i зникають. Однак

нижче nc2 = 5.7(3) стiйка нерухома точка знову з’являється й iснує для n = 2 i 3.

Таким чином, передбачається ФП другого роду для цих значень n. Особливiсть

цього розрахунку при фiксованiй вимiрностi простору полягає у тому, що вона пе-

редбачає у площинi (d,N) криву Nc(d) з дуже незвичайною S-подiбною формою

в околi d = 3 або, iнакше кажучи, немонотонну криву dc(N), нижче якої для

даного n перехiд є другого роду. Якщо це дiйсно так, то це означало б, що при

d = 3 ФП другого роду вiдбувається за низьких значень n, тодi як iз збiльшенням

n вiн стане першого роду, перш нiж знову буде другого роду.

Розрахунки, проведенi в iншiй схемi РГ [319], взагалi не дають критичного

значення n в d = 3, i, таким чином, передбачено ФП другого роду для будь-якого

значення n. Щоб розв’язати протирiччя мiж рiзними пiдходами в цьому остан-

ньому випадку, був проведений ретельний аналiз процедури пересумовування, що

використовувався у розрахунках при фiксованiй вимiрностi простору [335]. Ана-

лiз виявив деякi дуже специфiчнi риси результатiв пiдходу: вiдсутнiсть збiжно-

стi критичних показникiв з порядком розкладу, висока чутливiсть результатiв по

вiдношенню до параметра пересумовування, iснування нетривiальної нерухомої

точки поблизу i вище верхнього критичного значення d = 4. Вiдповiдно цей по-

вторний аналiз показує серйознi сумнiви щодо надiйностi пiдходiв при фiксованiй

вимiрностi простору при застосуваннi до неколiнеарних магнетикiв.

З наведених вище результатiв напрошується наступний висновок: картина

критичної поведiнки є такою, що фазовi переходи неколiнеарних магнетикiв є

(слабкого) першого роду, а пiдходи при фiксованiй вимiрностi простору є недо-

сконалими i не є збiжними.
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1.4. Пiдхiд теоретико-польової РГ

1.4.1. Перенормування статичних функцiй

Пiдхiд теоретико-польової РГ полягає у аналiзi поведiнки так званих одно-

частинково незвiдних (one-particle irreducible - 1PI) вершинних функцiй, якi ви-

значаються як

δ

(
L∑

i

pi +
M∑

j

kj

)
Γ̊(L,M)({p}; {k};µ20; {ui,0})

=

Λ0∫
ddr1 . . . d

drLd
dR1 . . . d

dRMe
i(
∑
piri+

∑
kjRj)

×
〈
φ2(r1) . . . φ

2(rL)φ(R1) · · ·φ(RM)
〉H
1PI
, (1.31)

де {ui,0} позначає усю множину неперенормованих констант зв’язку вiдповiдного

статичного ефективного Гамiльтонiану, {p}, {k} – зовнiшнi iмпульси, Λ0 – пере-

метр обрiзання, µ0 – неперенормована маса.

У загальному випадку вершиннi функцiї (1.31) мають складну тензорну

структуру, викликану наявнiстю декiлькох констант зв’язку, пов’язаних з чле-

нами вiдповiдної симетрiї, тому їх представляють видiляючи окремо внески, якi

вiдповiдають таким членам.

Вершиннi функцiї (1.31) розбiгаються в границi Λ0 → ∞. Щоб усунути

цi розбiжностi, пiсля вiдповiдної регуляризацiї використовують процедури пере-

нормування. У пертурбативному пiдходi функцiї РГ, якi описують цi процедури,

отримуються як ряди теорiї збурень за константами зв’язку i їхнiй явний вигляд

залежить вiд використаної схеми пересумування. Однак унiверсальнi величини,

такi як критичнi показники, не залежать нi вiд регуляризацiї, нi вiд схеми пе-

ренормування, принаймнi якщо ряди не обрiзаються при скiнченному порядку.

Серед схем перенормування найпоширенiшими є вимiрна регуляризацiя i схема

мiнiмального вiднiмання [336, 337], а також перенормування при фiксованiй ви-

мiрностi простору при нульових зовнiшнiх iмпульсах i ненульовiй масi (масивна

схема РГ) [338]. Тут опишемо схему мiнiмального вiднiмання, оскiльки ми найча-
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стiше користуємось нею.

Для перенормування параметра порядку ~φ, констант зв’язку ui теорiї φ4 i

кореляцiйних функцiй з вставкою φ2 вводяться перенормовуючi множники Zφ,

Zui i Zφ2, вiдповiдно, через спiввiдношення:

~φ0 = Z
1/2
φ
~φ, ui,0 = κεZ−2

φ ZuiuiA
−1
d , |~φ0|2 = Zφ2|~φ|2, (1.32)

де κ – це масштабний параметер, ε = 4 − d, а Ad – геометричний фактор. Пере-

нормування µ02 є наступним:

µ0
2 = Z−1

φ Zµµ
2. (1.33)

Неперенормованi та перенормованi вершиннi функцiї зв’язанi спiввiдношен-

нями:

Γ(L,M)({p}; {k}; {ui}) = Z
M/2
φ ZL

φ2Γ̊
(L,M)({p}; {k}; {ui,0}).

(1.34)

В рамках схеми мiнiмального вiднiмання умови нормування формулюються при

нульовiй масi та мають наступну форму:

Γ(0,2)(k,−k; κ; {ui})
∣∣∣
k=0

= 0, (1.35)

∂

∂k2
Γ(0,2)(k,−k; κ; {λi})

∣∣∣
k2=κ2

= 1, (1.36)

Γ(0,4)
ui

({k}; κ; {ui})
∣∣∣
kikj=

κ2

3 (4δij−1)
= κ4−di, (1.37)

Γ(1,2)(p; k,−k; κ; {ui})
∣∣∣
p2=k2=κ2, pk=−1/3 κ2

= 1. (1.38)

1.4.2. Теоретико-польовий пiдхiд для критичної динамiки

Якщо ми описуємо динамiчнi критичнi явища, то нам потрiбна i теорiя поля

для критичної динамiки. Ми слiдуємо пiдходу Бауша-Янсена-Вагнера (Bausch-

Janssen-Wagner) [339], у якому великомасштабнi властивостi системи на довгих
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часах аналiзуються на основi функцiонального представлення з так званими ефек-

тивними лагранжiанами, якi враховують структуру динамiчних рiвнянь вiдповiд-

них моделей критичної динамiки. Кореляцiї стохастичних величин (1.6) з враху-

ванням (1.7) описуються розподiлом iмовiрностi:

W [ζ] ∼ exp

(
−1

4

∫
dtddr

∑

ij

ζi(r, t)[L
−1]ijζj(r, t)

)
. (1.39)

Тепер розглянемо шум ζ як функцiю поля ψ. З рiвняння (1.5): ζj =
∂ψi
∂t

− Fi[ψ],

де використано позначення Fi[ψ] =
∑

j Lij
δH
δψj

. Тодi розподiл iмовiрностi P [ψ] для

повiльнозмiнних величин можна задати наступним чином:

W [ζ]D[ζ] = P [ψ]D[ψ] ∼ e−G[ψ]D[ψ]. (1.40)

Функцiонал G[ψ] записується як

G[ψ] = 1

4

∫
dtddr

∑

ij

(
∂ψi
∂t

− Fi[ψ]

)
[L−1]ij

(
∂ψj
∂t

− Fj[ψ]

)
. (1.41)

При роботi з таким функцiоналом в теорiї збурень виникають степенi виразу

Fj[ψ][L
−1]ijFj[ψ], що значно ускладнює розрахунки. Введення допомiжного по-

ля ψ дозволяє уникнути цього: P [ψ] =
∫
D[iψ̃]P [ψ, ψ̃]. Тут густина iмовiрностi

P [ψ, ψ̃] ∼ exp
(
−L[ψ, ψ̃]

)
визначається лiанеризованим динамiчним потенцiалом,

який називають ефективним лагранжiаном:

L[ψ, ψ̃] =
∫

dtddr

[
−
∑

ij

ψ̃iLijψ̃j +
∑

i

ψ̃i

(
∂ψi
∂t

− Fi[ψ]

)]
. (1.42)

1.4.3. Перенормування для критичної динамiки

В рамках теоретико-польової динамiчної РГ [20] об’єкт аналiзу становлять

динамiчнi вершиннi функцiї, отриманi на основi вiдповiдного лагранжiану. Для

аналiзу динамiчних властивостей достатньо розрахувати динамiчнi двоточковi

вершиннi функцiї Γ̊ψiψ̃j({ui,0, k, ω}) та Γ̊ψ̃jψ̃j({ui,0, k, ω}). Їх можна отримати, зби-

раючи всi одночастинково незвiднi графiчнi вклади теорiї збурень. Оскiльки у
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роботi ми цiкавимось тiльки динамiкою моделей A та C, то вiдповiдний набiр по-

вiльнозмiнних величин буде таким ψ = {φ,m}, а вiдповiдний набiр допомiжних

полiв ψ̃ = {φ̃, m̃}.
Як показано у роботi [20] незалежно вiд пертурбативного розкладу двото-

чковi вершиннi функцiї мають загальну структуру:

Γ̊ψψ̃(ξ, k, ω) = −iωΩ̊ψψ̃(ξ, k, ω) + Γ̊ψψ(ξ, k)Γ̊ψ(k), (1.43)

де Γ̊ψψ(ξ, k) для ψ = φ позначає двоточкову вершинну функцiю Γ̊(0,2), розраховану

в статицi, а для ψ = m вiдповiдну функцiю для збережної величини. Узагальненi

кiнетичнi коефiцiєнти Γ̊ψ(k) дорiвнюють Γ̊ для незбережного параметра порядку

(ψ = φ) i дорiвнюють λ̊k2 у випадку збережної додаткової густини (ψ = m).

У (1.43) введено кореляцiйну довжину ξ(µ0, {ui,0}), яка означається як

ξ2 =
∂ ln Γ̊φφ
∂k2

∣∣∣∣∣
k2=0

. (1.44)

Усi динамiчнi вклади зiбранi у функцiї Ω̊ψψ̃(ξ, k, ω), яку можна розрахо-

вувати за допомогою петлевого розвинення у теорiї збурень. Вершиннi функцiї

Γ̊ψ̃ψ̃(ξ, k, ω) також визначаються точним спiввiдношенням у формi:

Γ̊ψ̃ψ̃(ξ, k, ω) = −2ℜ
[̊
Γψ(k)Ω̊ψψ̃(ξ, k, ω)

]
. (1.45)

Перенормування динамiчних величин вводиться аналогiчно як в статицi.

Перенормованi множники для динамiчного поля ~̃φ, Zφ̃, i кiнетичного коефiцiєнту

Γ, ZΓ, вводяться через
~̃
φ0=Z

1/2

φ̃

~̃
φ, Γ̊=ZΓΓ. (1.46)

Фактор ZΓ в останньому рiвняннi мiстить статичний вклад Zφ, який можна

видiлити :

ZΓ = Z
1/2
φ Z

−1/2

φ̃
Z

(d)
Γ . (1.47)

Оскiльки у динамiчнiй моделi C члени мiжмодового зв’язку вiдсутнi Z(d)
Γ = 1, то

ZΓ = Z
1/2
φ Z

−1/2

φ̃
. (1.48)
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Для моделi C потрiбно ввести додатковi перенормовуючi множники для збе-

режної густини m i параметра статичного зв’язку γ. Вони перенормовуються по-

дiбно до φ i u у р-нi (1.32):

m0 = Zmm, γ0 = κε/2Z−1
φ Z−1

m ZγγA
1/2
d . (1.49)

Iснують спiввiдношення, що пов’язують статичнi Z-фактори моделi C зi стати-

чними Z-факторами моделi Гiнзбурга-Ландау-Вiльсона через вiдiнтегровування

збережної густини m у Гамiльтонiанi (1.16). Тому перенормовуючий множник γ

визначається:

Zγ = Z2
mZφZφ2. (1.50)

Таким чином р-ня (1.49) переписується як

γ0 = κε/2Zφ2ZmγA
−1/2
d . (1.51)

Перенормовуючий множник Zm визначається через спiввiдношення:

Z−2
m (u, γ) = 1 + γ2Aφ2(u), (1.52)

де Aφ2 є аддитивним перенормуванням теплоємностi моделi Гiнзбурга-Ландау-

Вiльсона

Aφ2 = −κ
ε

4

[
Z2
φ2 < φ20φ

2
0 >
]
s
A−1
d . (1.53)

Оскiльки збережна густина за означенням пiдлягає закону збереження, то не по-

трiбно нового перенормовуючого множника для допомiжної динамiчної густини

m̃. Вона перенормовується як:

m̃0 = Z−1
m m̃ . (1.54)

Кiнетичний коефiцiєнт λ перенормовуться як

λ̊ = Zλλ. (1.55)

Подiбно як у випадку з ZΓ, його статичний вклад можна вiддiлити:

Zλ = Z2
mZ

(d)
λ . (1.56)
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Як уже зазначалось, Z(d)
λ = 1, тому

Zλ = Z2
m. (1.57)

Вiдповiдно до представленої схеми перенормованi динамiчнi вершиннi функцiї

задовiльняють спiввiдношення:

Γφφ̃ = Z
1/2
φ Z

1/2

φ̃
Γ̊φφ̃ , Γφ̃φ̃ = Zφ̃Γ̊φ̃φ̃, (1.58)

Γmm̃ = ZmZm̃Γ̊mm̃ , Γm̃m̃ = Z2
m̃Γ̊m̃m̃. (1.59)

1.4.4. Кiлькiснi критичнi характеристики

З перенормовуючих множникiв, введених вище, ми отримаємо ζ-функцiй

РГ, що описують критичну поведiнку вiдповiдної системи

ζai({yi}) = −d lnZai
d lnκ

. (1.60)

Тут {yi} = {{ui}, γ,Γ, λ} представляє множину перенормованих статичних кон-

стант зв’язку та кiнетичних коефiцiєнтiв. Позначення ai означає будь-якi поля (φ,

φ̃, m, m̃) або будь-який параметр моделi yi. Та β-фунцiї РГ, якi описують потоки

РГ параметрiв {yi} при перенормуваннi:

ℓ
dyi
dℓ

= βyi({yi}), (1.61)

де параметр потоку ℓ позв’язаний з вiдстанню до критичної точки. Функцiї в

правiй частинi рiвняння (1.61) мають структуру:

βyi({yi}) = yi(−ci − piζφ({yi})− qiζm({yi}) + ζyi({yi})), (1.62)

де y позначає усi константи зв’язку та кiнетичнi коефiцiєнти, а ci, pi, qi є показни-

ками з загальної форми перенормування

y0,i = κciZ−pi
φ Z−qi

m Zyiyi. (1.63)

Знання про властивостi критичної поведiнки дає аналiз нерухомих точок

рiвнянь на потоки (1.61). НТ {y∗i } знаходиться з умови рiвностi нулю одночасно
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усiх β-функцiй:

βyi({y∗i }) = 0. (1.64)

З усiх розв’язкiв системи рiвнянь (1.64) критичнiй точцi вiдповiдає НТ, яка є

стiйкою i досяжною з початкових умов. Стiйкiсть НТ визначається умовою, що

усi власнi значення ωi матрицi стiйкостi

Bi,j =
∂βyi
∂yj

, (1.65)

розрахованi у цiй НТ, мають додатнi дiйснi частини.

При пiдстановцi координат НТ у ζ-функцiї отримуються асимптотичнi зна-

чення критичних показникiв. Зокрема, динамiчний асимптотичний критичний по-

казник z визначається стiйкою i досяжною НТ таким чином:

z = 2 + ζΓ({y∗i }), (1.66)

zm = 2 + ζλ({y∗i }). (1.67)

Динамiчна критична поведiнка системи в неасимптотичнiй областi визначається

ефективним динамiчним показником zeff , який отримується шляхом пiдстановки

розв’язкiв рiвняння на потоки (1.61) замiсть координат нерухомої точки у р-ня

(1.66):

zeff = 2 + ζΓ({yi(ℓ)}), (1.68)

zeffm = 2 + ζλ({yi(ℓ)}). (1.69)

1.4.5. Процедура пересумовування

Аналiз пертурбативних функцiй РГ може виконуватися двома способами.

Зосередимось зараз на системi з однiєю константою зв’язку, чиє перенормування

описується тiльки однiєю функцiєю β(u). Перший шлях аналiзу полягає в пошу-

ку значення константи зв’язку в НТ u∗ у виглядi розкладу за малим параметром,

яким зазвичай є ε = 4−d [71] (або псевдо-ε параметер для масивної схеми, розра-

хованої при певному d, див. посилання [19] у роботi [340]). Аналiз пертурбативних
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функцiй РГ за допомогою другого способу полягає у фiксуваннi d, а потiм у чи-

сельному розв’язуваннi рiвнянь на НТ. Цей метод зазвичай називається у лiтера-

турi пiдходом при фiксованому d [338, 341, 342]. Тодi як у багатьох задачах цi два

способи взаємодоповнюють один одного, для деяких випадкiв тiльки один з пiдхо-

дiв, а саме при фiксованiй вимiрностi простору, приводить до кiлькiсних оцiнок.

Так, добре вiдомо, що для моделi Iзiнґа з нескорельованим безладом ε-розклад пе-

ретворюється у
√
ε-розклад, на основi якого не можна отримати надiйнi кiлькiснi

оцiнки [22].

Вiдомо, що ряди теорiї збурень для функцiй РГ є, в найкращому випадку,

асимптотичними за своєю природою. Вони характеризуються факторiальним ро-

стом коефiцiєнтiв, що означає нульовий радiус збiжностi [7, 8]. Тому, щоб отрима-

ти оцiнки на їх основi, потрiбно застосовувати процедури пересумовування. Один

зi способiв, якi ми найчастiше застосовуємо у цiй роботi, є метод Паде-Бореля.

Процедура основана на iнтегральному перетвореннi Бореля [343] i використовує

екстраполяцiю Паде-апроксимантами як промiжний крок [344].

Розглянемо цей метод на прикладi ряду, що має L доданкiв:

f(u) =
L∑

l=0

alu
l, (1.70)

i для якого будуємо образ Бореля

fB(u, s) =

L∑

i=0

al(us)
l

l!
. (1.71)

Зрозумiло, що при оберненому перетвореннi Бореля
∫∞
0 ds exp(−s)fB(u, s) ми

отримаємо вихiдний ряд (1.70).

Далi образ Бореля екстраполюється рацiональною апроксимантою Паде

[K/M ] (де K +M ≤ L). У бiльшостi наших задач ми використовуємо апрокси-

манти з лiнiйним знаменником за s:

fB(u, s) ⇒ [L− 1/1] (s) =

∑L−1
l=0 bl(u)s

l

1 + c1(u)s
, (1.72)

з коефiцiєнтами bl(u), c1(u), що виражаються через початковi коефiцiєнти alul.
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В результатi пересумованi функцiї fRes отримуються за допомогою оберне-

ного перетворення Бореля:

fRes(u) =

∞∫

0

ds exp(−s) [L− 1/1] (s). (1.73)

1.5. Висновки

У цьому роздiлi здiйснено огляд результатiв, що стосуються критичної по-

ведiнки моделей магнiтних систем, якi враховують наявнiсть структурного безла-

ду рiзних типiв, анiзотропiї, фрустрацiй. Подано також короткий опис основного

методу дослiджень. Можна зробити висновок, що в той час як асимптотична кри-

тична поведiнка магнетикiв детально дослiджена аналiтично та методами чисель-

них симуляцiй, ефективнiй критичнiй поведiнцi, особливо в контекстi критичної

динамiки, придiлялось набагато менше уваги. Також магнетики з протяжними

домiшками опинились поза увагою дослiдникiв, якi працюють методами комп’ю-

терного експерименту. Для двовимiрних невпорядкованих систем недостатньо до-

слiджено явище самоусереднення та вплив далекосяжно скорельованого безладу.

Для систем з двома зв’язаними параметрами порядку актуальним залишається

питання характеру мультикритичної поведiнки. Питання про рiд фазового перехо-

ду в неколiнеарне впорядкування є непроясненим для фрустрованих магнетикiв.

Враховуючи це, сформульовано завдання даної дисертацiйної роботи, представ-

ленi у Вступi.
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РОЗДIЛ 2

КРИТИЧНА ПОВЕДIНКА МАГНЕТИКIВ З
ПРОТЯЖНИМИ ДОМIШКАМИ

У цьому роздiлi проаналiзовано критичнi властивостi моделi магнетика з

протяжними паралельними дефектами структури. Цей тип безладу призводить до

появи в системi анiзотропного скейлiнгу. Зокрема, у рамках теоретико-польового

пiдходу РГ розраховано кiлькiснi характеристики цього скейлiнгу для динамi-

чної моделi типу А, а саме динамiчнi критичнi показники для двох кореляцiйних

довжин: для флуктуацiй вздовж напрямку дефектiв i для флуктуацiй у перпенди-

кулярному напрямку. Спiввiдношення цих динамiчних показникiв дає оцiнку для

показника анiзотропiї. Значення останнього тут також обчислюється за допомо-

гою методу МК з використанням скiнчено-розмiрного скейлiнгу. Також проведено

аналiз неасимптотичної критичної поведiнки. Основнi результати цього роздiлу

викладенi у роботах [35, 38, 41, 47, 57, 66].

2.1. Динамiчний критичний показник для магнетика з

паралельними протяжними немагнiтними

домiшками для динамiки моделi А

2.1.1. Модель з протяжними домiшками

Розглянемо ефективний гамiльтонiан моделi n-векторного магнетика з εd-

вимiрними дефектами, що простягаються через систему вздовж напрямку, що

описується координатою r|| i випадково розподiленi у перпендикулярних напрям-
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ках r⊥ [102, 142]:

H=

∫
ddr
[1
2
(µ20+V (r))~φ20(r)+(∇⊥~φ0(r))

2+α0(∇||~φ0(r))
2+
u0
4!
(~φ20(r))

2
]
. (2.1)

Тут α0 – це неперенормована константа анiзотропiї, а V (r) – потенцiал до-

мiшок, який вважається розподiленим за розподiлом Гауса з нульовим середнiм i

корелятором:

V (r)V (r′) = −v0δd−εd(r⊥ − r
′⊥). (2.2)

Тут риска зверху означає усереднення за розподiлом потенцiалу, (-v0) – додатня

константа, пропорцiйна до концентрацiї домiшок i величини потенцiалу. Домiшки

розглядаються як εd-вимiрнi об’єкти, кожен з яких простягається через систему

вздовж координатного напрямку позначеного як x||, у той час як у рештi d−εd ви-

мiрах вони розподiленi випадковим чином. Оператори ∇⊥ i ∇|| означають похiднi

за координатами r⊥ та r||, вiдповiдно. Вважається, що лiнiйний розмiр дефектiв

є набагато бiльшим, нiж лiнiйна вiдстань мiж дефектами у довiльно вибранiй па-

рi. Це припущення справедливе для концентрацiї дефектiв, що набагато нижча

порогу протiкання.

Модель, яка описується ефективним гамiльтонiаном (2.1), має багату скей-

лiнгову поведiнку. Як ми вже зазначали у оглядовому роздiлi (пiдроздiл 1.2.2), ця

система не є iзотропною. Через просторову анiзотропiю iснують двi кореляцiйнi

довжини: перпендикулярна i паралельна до напрямку протяжних дефектiв (ξ⊥ та

ξ||). При наближеннi до критичної температури Tc їх розбiжнiсть характеризує-

ться вiдповiдними критичними показниками ν⊥, ν||.

Кореляцiя флуктуацiй параметра порядку двох рiзних точок системи набу-

ває орiєнтацiйної залежностi [146]. Тому потрiбно роздiляти критичнi показники

η⊥ та η||, що характеризують поведiнку парної кореляцiйної функцiї у рiзних на-

прямках. Просторова анiзотропiя також модифiкує критичну динамiку поблизу

стану рiвноваги, приводячи до появи двох динамiчних показникiв z|| i z⊥ [153]. У

той же час магнiтна сприйнятливiсть є iзотропною величиною [145, 146], оскiльки

всi компоненти параметра порядку взаємодiють з дефектами у той самий спосiб.
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Її можна виразити через парну кореляцiйну функцiю [147, 148]:

χ(k⊥, k||, t) = |t|−γg
(

k⊥
|t|ν⊥ ,

k||
|t|ν|| ,±1

)
=

= kη⊥−2
⊥ g⊥

(
1,

k||

k
ν||/ν⊥
⊥

, |t|
k
1/ν⊥
⊥

)
=

= k
η||−2

|| g||

(
k⊥

k
ν⊥/ν||
||

, 1, |t|
k
1/ν||
||

)
.

(2.3)

У р-ннi (2.3) k||, k⊥ – компоненти моменту iмпульсу вздовж εd та d − εd напрям-

кiв, вiдповiдно, γ – критичний показник магнiтної сприйнятливостi, а g, g⊥ i g||

позначають скейлiнговi функцiї. Для моделi виконуються такi скейлiнговi спiв-

вiдношеня [102, 142, 147, 148]:

γ = (2− η⊥)ν⊥ = (2− η||)ν||. (2.4)

Критичний показник теплоємностi α пов’язаний з ν⊥, ν|| спiввiдношенням гiпер-

скейлiнгу, що вiдрiзняється вiд звичайного [146]:

α = 2− (d− εd)ν⊥ − εdν||. (2.5)

Усi iншi скейлiнговi спiввiдношення є стандартними. Це означає, що потрiбно роз-

рахувати принаймнi три незалежнi статичнi показники (напр. ν||, ν⊥, γ) замiсть

двох, як в стандартному випадку, щоб знайти iншi статичнi показники зi скейлiн-

гових спiввiдношень.

Ми розглядаємо для моделi (2.8) випадок релаксацiйної критичної динамiки

з незбережним параметром порядку, тобто динамiку моделi A [85]. У цьому випад-

ку множина повiльнозмiнних величин складається тiльки з компонент параметра

порядку ~φ0. Тодi динамiчнi рiвняння та кореляцiї теплового шуму задаються р-

нями (1.14) i (1.15).

В рамках теоретико-польового пiдходу у формалiзмi Бауша-Янсена-Вагнера

[339], описаного у пiдроздiлi 1.4.2, лагранжiан загального вигляду (1.42) для нашої

моделi перепишеться:

L[φ̃, φ] =
∫
ddr dt

∑

i

φ̃i0

[
∂φi0
∂t

+ Γ̊
δH
δφi0

− Γ̊φ̃i0

]
. (2.6)
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Тут φ̃i – компоненти допомiжного поля вiдгуку, введеного для усереднення за

тепловим шумом, Γ̊ – кiнетичний коефiцiєнт Онзагера. Кореляцiйна i функцiя

вiдгуку розраховуються за допомогою вагової функцiї P [φ̃, φ] ∼ e−L[φ̃,φ].

Вiдомо, що при дослiдженнi динамiчних властивостей невпорядкованих сис-

тем усереднення за випадковими дефектами можна застосувати прямо до дина-

мiчної вагової функцiї P [φ̃, φ]. Як встановлено у роботi [262], конфiгурацiйне усе-

реднення можна провести, уникаючи застосування методу реплiк [107]. Однак це

приводить до тих самих рядiв теорiї збурень для реном-групових функцiй, що

отриманi за допомогою формалiзму реплiк. Таким чином, обидва пiдходи дають

еквiвалентнi результати для динамiки. Однак при аналiзi тiльки статичної по-

ведiнки немає такої альтернативи (див. наприклад [11, 22]). Оскiльки у цьому

роздiлi розглядаються i статична, i динамiчна критичнiсть, ми використовуємо

реплiчний трюк, представляючи логарифм вагової функцiї наступним чином:

lnP [φ̃, φ] = lim
N→0

P [φ̃, φ]
N − 1

N
. (2.7)

У кiнцевому рахунку це веде до вивчення лагранжiану наступної форми L[φ̃, φ]:

L[φ̃, φ] =
∑

α

{∫
ddrdt

∑

i

φ̃i0,α

[
∂φi0,α
∂t

+

Γ̊(µ20 −∇2
⊥ − a0∇2

‖)φ
i
0,α − Γ̊φ̃i0,α +

∑

j

Γ̊
u0
3!
φi0,αφ

j
0,αφ

j
0,α

]
+

∑

i,j,β

Γ̊2v0
2

∫
ddr ddr′dt dt′δ(r⊥−r

′
⊥)φ̃

i
0,α(r, t)φ

i
0,α(r, t)φ̃

j
0,β(r

′, t′)φj0,β(r
′, t′)

}
.

(2.8)

Тут пiдсумовування за грецькими iндексами пробiгає вiд 1 доN , позначаючи рiзнi

реплiки та латинськi iндекси набувають значень вiд 1 до n, позначаючи компонен-

ти параметра порядку. Щоб вивчити поведiнку цiєї моделi (2.8) поблизу критичної

точки ми застосуємо схему мiнiмального вiднiмання у рамках теоретико-польової

РГ. Опис цього пiдходу подано у наступному пiдроздiлi.



86

2.1.2. Метод теоретико-польової РГ

Опис властивостей моделi (2.8) на великих масштабах поблизу ФП друго-

го роду проводиться, використовуючи метод теоретико-польової РГ, описаний у

пiдроздiлi 1.4. Особливiстю моделi (2.1) є те, що до перенормування констант

зв’язку u0, v0, кiнетичного коефiцiєнта Γ̊ та полiв φ, φ̃ додається перенормування

константи анiзотропiї a0, яке описується функцiєю:

ζa(u, v) =
∂ ln a

∂ lnκ
|0. (2.9)

Тут, a – перенормована константа анiзотропiї, κ – масштабуючий параметер ,

позначення |0 означає диференцiювання при фiксованих неперенормованих пара-

метрах.

Рiвняння на НТ (1.64) у нашому випадку перепишуться як:

βu(u
∗, v∗) = 0, βv(u

∗, v∗) = 0. (2.10)

У cтiйкiй i фiзично досяжнiй НТ (у нашому випадку, u > 0, v < 0) значен-

ня ζ-функцiй дають критичнi показники магнiтної сприйнятливостi, кореляцiйної

довжини та часу релаксацiї:

γ−1 =
2− ζφ2(u

∗, v∗)

2− ζφ(u∗, v∗)
,

ν−1
⊥ = 2− ζφ2(u

∗, v∗), (2.11)

z⊥ = 2 + ζΓ(u
∗, v∗). (2.12)

Варто вiдзначити, що мiж показниками, якi описують паралельнi i перепендику-

лярнi кореляцiйнi довжини та часи релаксацiї, утримуються такi спiвiдношення

[145]:

ν|| = ν⊥(1−
ζa
2
),

z|| = z⊥/(1−
ζa
2
). (2.13)

Для кiлькiсного опису динамiчної критичної поведiнки магнiтних систем

з протяжними домiшками, ми зосередимось на функцiях РГ отриманих у робо-
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тi [142] у двопетлевому наближеннi (ми використовуємо позначення ζ-функцiй

замiсть γ-функцiй як в тiй роботi):

βu/u = −ε+ (n+ 8)

6
u + 2v − (3n+ 14)

12
u2 − v2

1

144

[
328 + 32

εd
ε+ εd

]

− 1

12
uv

[
2

3
(11n+ 58) + (n− 4)

εd
3(ε+ εd)

]
, (2.14)

βv/v = −ε− εd +
4

3
v +

n+ 2

3
u− 7

6
v2

− vu
n+ 2

18

[
11− εd

ε+ εd

]
− 5

12

n+ 2

3
u2, (2.15)

ζφ =
v2

36
+
n+ 2

36
vu+

n+ 2

72
u2, (2.16)

ζφ2 = u
n+2

6
+
v

3
− n+ 2

6
u2 − 24v2 − n+ 2

24
vu

[
6− εd

ε+εd

]
+ ζφ, (2.17)

ζa =
v

3
− 5

36
v2 − (n+2)

36
v u, (2.18)

ζΓ = −v
3
+

(n+ 2)(6 ln 4
3
− 1)

72
u2 +

(n+ 2)

36
vu+

5

36
v2. (2.19)

Тут, ε = 4 − d i застосована реплiчна границя N = 0. Пiдставляючи у рiвняння

(2.14)-(2.17), (2.19) εd = 0, можна отримати ренорм-груповi функцiї n-векторного

магнетика з точковими дефектами [29, 74, 136].

Опис критичної поведiнки магнетикiв з протяжними домiшками, виконаний

у роботах [102, 142, 145–148, 152, 154, 155], базувався на подвiйному розкладi за

двома параметрами ε, εd, виходячи з того, що обидва є того ж самого порядку

малостi. Хоча це досить просто з технiчної точки зору, однак таке твердження ви-

кликає певнi зауваження. Справдi, покладання ε малим параметром слiдує з того

факту, що воно є вiдхиленням вiд верхньої критичної вимiрностi, де теорiя φ4 стає

асимптотично вiльною [7–9], у той час як εd є вимiрнiстю самих дефектiв i, очеви-

дно, має iнший фiзичний змiст. Таким чином, бажано шукати iнших альтернатив-

них шляхiв аналiзу функцiй РГ (2.14)-(2.19). На щастя, така альтернатива iснує i

використовується у теоретико-польовому пiдходi до критичних явищ [341, 342]. У

роботах [156, 157] було запропоновано розширити пiдхiд при фiксованiй вимiрно-

стi простору на прямий розрахунок ренорм-групових функцiй даної моделi, тобто
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розглядати їх безпосередньо при d = 3 (ε = 1) для рiзних фiксованих значень

(нецiлої) вимiрностi дефектiв εd. У наших розрахунках (див. пiдроздiл 2.1.3) ми

використаємо обидва пiдходи, застовуючи ε, εd розклад, а також працюючи при

фiксованiй вимiрностi простору.

У пiдходi теоретико-польової РГ розвинення ренорм-групових функцiй у

виглядi рядiв за степенями констант зв’язку виявляється розбiжним; бiльш того,

такi ряди характеризуються факторiальним ростом коефiцiєнтiв, i, як правило,

є асимптотичними [7–9]. Щоб коректно врахувати внески вищих порядкiв, потрi-

бно застосувувати спецiальнi засоби пересумовування [343]. У роботi [157] аналi-

зувалась статична критична поведiнка i застосовувалась технiка пересумовування

Чiзгольма-Бореля. У цiй процедурi образ Бореля вихiдної функцiї екстраполює-

ться рацiональною аппроксимантою Чiзгольма [K/M ](x, y) [345]. Вона утворює-

ться вiдношенням двох полiномiв порядку K i M таким чином, що її розклад у

ряд Тейлора до вiдповiдного степеня дорiвнює образу Бореля вихiдної функцiї.

Пересумована функцiя тодi розраховується за допомогою оберненого перетворе-

ння Бореля цiєї апроксиманти. Деталi можна знайти у роботi [96].

2.1.3. Результати

Критична поведiнка моделi (2.8) знаходиться пiд впливом таких нерухомих

точок: гаусова НТ G (u∗ = v∗ = 0), O(n)-симетрична НТ чистого магнетика P

(u∗ 6= 0, v∗ = 0) i випадкова НТ R (u∗ 6= 0, v∗ 6= 0), що керує критичною пове-

дiнкою, спричиненою безладом (див. Рис. 2.10). Полiмерна НТ з u∗ = 0, v∗ > 0 є

недосяжною з початкових умов на константи зв’язку i, таким чином, знаходиться

поза iнтересом цiєї роботи. Залежно вiд значень глобальних параметрiв d, εd, n

одна з вище наведених нерухомих точок є стiйкою i в асимптотичному режимi

визначає критичнiсть. Однак, як ми покажемо у пiдроздiлi 2.3, пiдхiд до асим-

птотичного режиму i вiдповiдно ефективна критична поведiнка знаходяться пiд

впливом усiх цих нерухомих точок.

Для d=3-вимiрних магнетикiв, якi ми розглядаємо, iснує перехiд мiж НТ P
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i НТ R, що вiдповiдає змiнi унiверсальних властивостей n-векторного магнетика

з розведенням εd-вимiрними дефектами. Вiдповiдно до узагальненого критерiю

Гарiса [102], цей перехiд вiдбувається при певному граничному значеннi nc(εd).

При n > nc, НТ P є стiйкою, що означає вiдсутнiсть змiн критичної поведiнки,

у той час як для значення n < nc стiйкою є нерухома точка НТ R, демонструю-

чи суттєвiсть безладу в цьому випадку. З узагальненого критерiю Гарiса можна

отримати граничне значення εmarg
d як функцiю n. Використовуючи результати

шестипетлевого наближення [10] для критичного показника кореляцiйної довжи-

ни νp(n) чистого n-векторного магнетика, отримується: εmarg
d (n = 1) = −0.173;

εmarg
d (n = 2) = 0.016; εmarg

d (n = 3) = 0.172; εmarg
d (n = 4) = 0.300. Цi оцiнки пока-

занi в оглядовому роздiлi на Рис. 1.1 квадратами, з’єднаними суцiльною лiнiєю.

Рис. 1.1 слугує фазовою дiаграмою n-векторного магнетика з протяжними домi-

шками: нова критична поведiнка очiкується в областi εd−n площини, позначенiй

як “Diluted”. У частинi площини, позначенiй як “Pure”, асимптотична критична

поведiнка не вiдчуває присутнiсть дефектiв на вiдмiну вiд ефективної критичної

поведiнки. Далi ми проведемо аналiз критичної динамiки в обох областях фазової

дiаграми.

Схема при фiксованiй вимiрностi d = 3

Почнемо з розгляду β-функцiй РГ (2.14), (2.15): фiксуючи значення ε =

1 (тобто d = 3) i ввiажаючи εd змiнним параметром, ми шукаємо спiльнi нулi

пересумованих функцiй βu i βv. Чисельнi значення координат стiйкої НТ для

тривимiрного n-компонентного магнетика з n = 1, 2, 3, 4 можна знайти у роботi

[157].

Щоб розрахувати значення критичного показника z⊥ пiдставимо р-ня (2.19)

для ζΓ у р-ня (2.12), застосовуючи процедуру пересумовування для утвореного

ряду i насамкiнець оцiнимо його у стiйкiй НТ. Варто вiдзначити, що через не-

симетричнiсть функцiiї ζΓ вiдносно змiнних u i v (а саме, вона не мiстить члену

лiнiйного за u) апроксиманта Чiзгольма, вибрана для аналiтичного продовжен-

ня, вiдрiзняється вiд тих, що використанi для β-функцiй. Значення критичного
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показника z|| отримується, використовуючи спiввiдношення (2.13).

Табл. 2.1. Значення динамiчних критичних показникiв тривимiрних n-
компонентних магнетикiв для рiзних фiксованих значень вимiрностi
протяжних дефектiв εd.

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4
εd z⊥ z|| z⊥ z|| z⊥ z|| z⊥ z||
0 2.172 - 2.065 - 2.062 - 2.058 -

0.1 2.248 2.094 2.079 2.068 2.062 2.062 2.058 2.058
0.2 2.302 2.111 2.135 2.073 2.062 2.062 2.058 2.058
0.3 2.340 2.127 2.183 2.074 2.095 2.063 2.058 2.058
0.4 2.367 2.142 2.223 2.081 2.133 2.063 2.083 2.061
0.5 2.386 2.156 2.256 2.087 2.166 2.064 2.111 2.062
0.6, 2.399 2.169 2.284 2.092 2.195 2.067 2.138 2.065
0.7 2.408 2.181 2.307 2.096 2.219 2.069 2.162 2.067
0.8 2.413 2.194 2.326 2.100 2.241 2.070 2.184 2.069
0.9 2.416 2.206 2.342 2.104 2.260 2.072 2.203 2.070
1.0 2.418 2.217 2.356 2.107 2.276 2.073 2.219 2.071
1.1 2.418, 2.228 2.368 2.109 2.290 2.073 2.233 2.071

У Таблицi 2.1 ми подаємо отриманi результати для критичних показникiв

z||, z⊥ тривимiрного n-компонентного магнетика. Випадок εd = 0 вiдповiдає то-

чковим дефектам. Як вже було зазначено у першому роздiлi, для цього випадку

тiльки модель Iзiнґа (n = 1) вiдчуває вплив безладу, i, отже, для систем з n > 1

значення критичних показникiв не змiнюються у присутностi структурного без-

ладу. Наш результат можна порiвняти з динамiчними показниками чистих i роз-

ведених моделей Iзiнґа, як показано у Таблицях 2.2 i 2.3. Коли εd зростає, для

n = 2, 3, 4 критичнi показники залишаються постiйними i дорiвнюють вiдповiд-

ним показникам чистої моделi, доки n не зрiвняється з nc для заданого εd i для

n > nc значення показникiв починають збiльшуватися, тому що вони належать

до невпорядкованого класу унiверсальностi.

Цiкава особливiсть даних, представлених у Таблицi 2.1, полягає в тому, що

для кожного фiксованого εd вiдношення z|| < z⊥ зберiгається. Можна навести

наступну фiзичну iнтерпретацiю цього факту. Як це було вiдзначено для iзотро-

пних систем [85], динамiчний критичний показник z пропорцiйний до критичного
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Табл. 2.2. Значення динамiчного критичного показника z для чистої тривимiр-
ної моделi Iзiнґа. MC: Симуляцiї МК; exp: експериментальнi оцiнки для
FeF2. Теоретичнi оцiнки, ∼ ε2(ε3): пряма пiдстановка ε = 1 у ∼ ε2(ε3)-
розклади; ∼ ε3, res: пересумовування ε3 розкладу; 4 loops, res: пере-
сумовування чотирипетлевих масивних ренорм-групових функцiй при
d = 3.

Метод Результат
Ref. [346] MC 2.04± 0.03
Ref. [347] MC 2.06± 0.02
Ref. [348] MC 2.03± 0.01
Ref. [349] MC 2.032± 0.004
Ref. [350] MC 2.055± 0.003
Ref. [351] exp 2.1± 0.1
Ref. [142] ∼ ε2 2.014
Eq. (2.26) ∼ ε3 2.024
Eq. (2.26) ∼ ε3, res 2.012
Ref. [87] 4 loops, res 2.017

Табл. 2.3. Значення динамiчного критичного показника z для тривимiрної мо-
делi Iзiнґа з точковими нескорельованими дефектами. MC: Симуляцiї
МК; exp: експериментальнi оцiнки для Fe0.9Zn0.1F2. Теоретичнi оцiнки,
∼ ε1/2: пряма пiдстановка ε = 1 у ε1/2-розклад; ∼ ε3, 2 loops, res: пе-
ресумовування дво-петлевих масивних ренорм-групових 3d функцiй.;
∼ ε1/2(ε3/2) res: пiдстановка дво-(три-)петлевих пересумованих коорди-
нат НТ у двопетлевi роклади для z.

Метод Результат
Ref. [134] MC 2.13± 0.05
Ref. [352] MC 2.4± 0.1
Ref. [137] MC 2.62± 0.07
Ref. [138] exp 2.18± 0.10
Ref. [133] ∼ ε1/2 2.336
Ref. [134] 2 loops, res 2.237
Ref. [136] ∼ ε1/2, res 2.023
Ref. [135] ∼ ε3/2, res 2.180

показника парної кореляцiйної функцiї η:

z = 2 + cη. (2.20)
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Для систем, якi ми тут розглядаємо, критичнi показники η⊥ i η||, що характе-

ризують поведiнку спiнової парної кореляцiйної функцiї в напрямках, перпен-

дикулярному i паралельному до протяжних дефектiв, вiдрiзняються [145, 146].

Оскiльки протяжнi дефекти руйнують зв’язки, вздовж яких взаємодiють спiни,

що перпендикулярнi до напрямку протяжних дефектiв, то в паралельному на-

прямку флуктуацiї сильнiшi, i тому η|| < η⊥. Таким чином, з р-ня (2.20) ми

отримуємо пiдтвердження наших результатiв для z||, z⊥. Проте в анiзотропно-

му випадку коефiцiєнт c в р-нi (2.20) також залежить вiд напрямку. Тому, вище

наведена аргументацiя є скорiше якiсною спробою дати фiзичну iнтерпретацiю

спостережуваного спiввiдношення z|| < z⊥.

Роботи [156, 157] також торкались питання про наявнiсть верхньої грани-

чної вимiрностi для дефектiв εd. У нашому аналiзi ми спостерiгаємо зникнення

стiйкої досяжної НТ при εd трохи вище 1. Можна запропонувати таку можливу

фiзичну iнтерпретацiю: протяжнi дефекти великої вимiрностi (наприклад, пара-

лельнi дефекти у виглядi площин з εd = 2) можуть роздiляти систему на невзає-

модiючi областi, тим самим перешкоджаючи феромагнiтному впорядкуванню. У

роботi [353] дослiджувались магнетики зi спiновими взаємодiями, скорельованими

у двох вимiрах i випадково розподiленими у перпендикулярному напрямку. Хоча

така система вiдрiзняється вiд тих, що розглядаються тут, обидвi моделi мають

ряд загальних рис. Зокрема, було передбачено розмивання ФП через наявнiсть

плоских дефектiв, i це явище було пояснено iснуванням (хоча й з малою iмовiр-

нiстю) нескiнченних просторових областей, якi не мають дефектiв i тому можуть

перебувати в упорядкованiй фазi локально.

Щоб пiдтвердити отриманi результати ми також намагалися застосувати

пересумовування Паде-Бореля для оцiнки значень для z⊥, z||. У цiй процедурi

ряди (2.14), (2.15) за двома змiнними переписуються у термiнах резольвентного

ряду [354] за однiєю змiнною i тодi застосовується Паде-апроксиманта для ана-

лiтичного продовження. Ми тут не подаємо отриманi результати, оскiльки вони

дають близкi значення до тих, що отриманi у таблицi 2.3 i вiдтворюють таку саму

поведiнку.
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ε, εd-розклад

Iншою можливiстю отримати оцiнки для динамiчного критичного показника

n-векторного магнетика з протяжними дефектами є пересумовування подвiйних

ε, εd розкладiв, отриманих у двопетлевому наближеннi у роботi [142]. Для n < nc,

випадкова НТ R є стiйкою i вираз для z⊥ i функцiя анiзотропiї ζα для n 6= 1

мають вигляд [142]:

z⊥ = 2− n+ 2

4(n− 1)
ε+

(n+ 8)

8(n− 1)
ε̃

+ {−4(n+ 2)[5n2 + 42n+ 112− 192(n− 1) ln(4/3)]ε2

− 4(n+ 2)[27n2 − 264n− 240 + 576(n− 1) ln(4/3)]εε̃

+ [59n3 − 528n2 − 2928n− 896 + 1728(n+ 2)(n− 1) ln(4/3)]ε̃2}
× (1024(n− 1)3)−1; (2.21)

ζα =
(n+ 2)

4(n− 1)
ε+

n+ 8

8(n− 1)
ε̃

+ [−4(n+ 2)(5n2 + 10n+ 144)ε2 − 4(n+ 2)(27n2 − 168n− 336)εε̃

+ (59n3 − 240n2 − 2640n− 1472)ε̃2][1024(n− 1)3]−1, (2.22)

де ε̃ = ε+ εd.

У той час при n > nc, чиста НТ P є стiйкою, тому в цьому випадку критична

поведiнка є iзотропною i динамiчний показник z має вигляд:

z = 2 + 0.363
(n+ 2) ε2

(n+ 8)2
. (2.23)

Як вiдомо [83, 127–129], через виродження β -функцiй слабко-розведеної моделi

Iзiнґа з точковими дефектами, звичайний ε-розклад для критичних показникiв

перетворюється на
√
ε-розклад. Це зберiгається i для протяжних дефектiв: дiйсно,

випадок n = 1 можна аналiзувати окремо, оскiльки вирази (2.21), (2.22) мiстять

полюси при n = 1, i це приводить до
√
ε-розкладiв для критичних показникiв

[142]. Зокрема, у вiдповiдних виразах для z можна отримати лише найнижчий

нетривiальний порядок. Крiм того,
√
ε -розклад не дозволяє отримати надiйну

числову оцiнку [29]. Тому для невпорядкованої моделi Iзiнґа, схема при фiксованiй
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вимiрностi у пiдроздiлi 2.1.3 залишається єдиним способом отримати чисельнi

оцiнки.

Щоб дiстати чисельну оцiнку для nc в рамках ε, εd-розкладiв, ми пiдстав-

ляємо у модифiкований критерiй Гарiса п’ятипетлевий ε-розклад для критичного

показника кореляцiйної довжини νp для чистої n-компонентної моделi, наведений

у роботi [355], i отримуємо такий розклад:

nc =

(
− 4 + 8

ε̃

ε
− 2.50000

ε̃2

ε
− 1.500000ε̃− 2.448919

ε̃3

ε
+ 3.014557ε̃2

+ 4.141561εε̃− 1.682130
ε̃4

ε
− 14.12940 ε2ε̃− 0.5736055 ε ε̃2

+ 7.657623 ε̃3 + 55.57104 ε3ε̃− 16.25104 ε2ε̃2 − 37.62878 ε ε̃3

+ 22.53257 ε̃4 − 3.345417
ε̃5

ε

)(
2− ε̃

ε

)−1

, ε̃ = ε+ εd. (2.24)

При пiдстановцi ε̃ = ε (тобто εd = 0) вiдтворюється ε-розклад для nc для моделi

з точковими нескорельованими дефектами [73].

Щоб оцiнити nc чисельно для рiзних фiксованих значень d, εd, слiд застосу-

вати пересумовування. Як вiдомо [33, 73], навiть простий Паде-аналiз дає збiжнi

результати для граничних вимiрностей. З Паде-аналiзу [344] вiдомо, що найкраща

збiжнiсть досягається уздовж головної дiагоналi Паде-таблицi, тому ми викори-

стовуємо дiагональну [2/2] Паде-апроксиманту. У тривимiрному випадку (ε = 1)

це дає: nc(εd = 0) = 1.92 (що добре узгоджується з вiдомими шестипетлевими ре-

зультатами для точкового безладу nc = 1.942±0.026 [72] i nc = 1.912±0.004 [73]),

nc(εd = 0.1) = 2.48, nc(εd = 0.2) = 3.10, nc(εd = 0.3) = 3.77, nc(εd = 0.4) = 4.54.

Отриманi результати поданi штриховою лiнiєю на Рис. 1.1 в оглядовому роздiлi.

Щоб оцiнити динамiчнi критичнi показники в НТ R, ми застосовуємо до

функцiй метод пересумовування Чiзгольм-Бореля (2.21), (2.22), розглядаючи їх

як ряд за двома змiнними ε, εd i використовуючи апроксиманту Чiзгольма. У вiд-

повiдному двопетлевому наближеннi динамiчнi критичнi показники в чистiй НТ

P задаються р-ням (2.23) i цей вираз занадто короткий, щоб його пересумовува-

ти. Тому оцiнимо його при ε = 1 та рiзних n прямою пiдстановкою. Результати
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представленi в таблицi 2.4. Вони якiсно пiдтверджують нашi висновки, зробленi

на пiдставi технiки пересумовування при фiксованiй вимiрностi у пiдроздiлi 2.1.3

(див. Табл. 2.3). Розбiжнiсть мiж даними, отриманими за допомогою обох технiк,

може служити також оцiнкою точностi застосованої схеми теорiї збурень.

Зазначимо, що для динамiчного критичного показника z n-векторного ма-

гнетика в рамках з динамiкою моделi A вiдомi трипетлевi ряди. Вираз, знайдений

у роботi [86], має вигляд:

z = 2 + 0.726(1− ε · 0.1885)η. (2.25)

Пiдставляючи ε-розклад для η [355] у (2.25), отримуємо:

z = 2 + 0.363
(n+ 2) ε2

(n+ 8)2
+

(
0.0908

(n+2)(−n2+56n+272)

(n+ 8)4
−0.363

0.1885n+0.3770

(n+ 8)2

)
ε3. (2.26)

Чисельнi оцiнки цього ряду, отриманi з допомогою пересумовування Паде-

Бореля, поданi у таблицi 2.1 для n = 1 i в порiвняннi зi значеннями, отриманими

iншими пiдходами.

Усi значення критичних показникiв для систем з протяжними домiшками,

були отриманi лише теоретично. Тому вони потребують свого пiтвердження з да-

них реальних або чисельних експериментiв. У наступному пiдроздiлi буде про-

аналiзоване значення показника анiзотропiї для ґраткової системи спiнiв Iзiнґа з

паралельними лiнiйними дефектами.

2.2. Монте Карло аналiз показника анiзотропiї моделi

Iзiнґа з лiнiйними паралельними домiшками

Оскiльки нас найбiльш цiкавить випадок спiнiв Iзiнґа n = 1 i лiнiйних па-

ралельних протяжних дефектiв εd = 1, то приведемо нижче чисельнi оцiнки кри-

тичних показникiв, отриманих в рамках пiдходу РГ для цього випадку. Оцiнки,

якi базуються на
√
ε розкладi, є такими [142]:

ν⊥ = 0.67, ν|| = 0.84, γ = 1.34, z⊥ = 2.67, z|| = 2.22. (2.27)
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Табл. 2.4. Динамiчний критичний показник n-компонентної моделi з протяжни-
ми домiшками, обчислений на основi пересумовування подвiйного ε, εd-
розкладу (р-ня (2.21)).

n = 2 n = 3 n = 4
εd z⊥ z|| z⊥ z|| z⊥ z||
0 2.0145 - 2.0150 - 2.0151 -

0.1 2.021 2.0147 2.0150 2.0150 2.0151 2.0151
0.2 2.046 2.0150 2.0150 2.0150 2.0151 2.0151
0.3 2.067 2.0151 2.0511 2.020 2.0151 2.0151
0.4 2.175 2.094 2.088 2.050 2.024 1.984
0.5 2.209 2.110 2.129 2.081 2.064 2.020
0.6 2.238 2.122 2.167 2.101 2.114 2.054
0.7 2.270 2.138 2.210 2.120 2.158 2.085
0.8 2.287 2.146 2.247 2.140 2.195 2.113
0.9 2.315 2.157 2.282 2.153 2.244 2.126
1.0 2.333 2.171 2.317 2.169 2.279 2.141
1.1 2.354 2.175 2.346 2.176 2.314 2.164

Достовiрнiшi оцiнки отримуються з допомогою пересумовування двопетлевих

функцiй РГ для статичних показникiв [157]:

ν⊥ = 0.750, ν|| = 0.880, γ = 1.483, (2.28)

i для динамiчних показникiв, розрахованих у попередньому пiдроздiлi (див. 2.1) :

z⊥ = 2.418, z|| = 2.217. (2.29)

Варто перевiрити цi результати з допомогою МК симуляцiй. Далi ми покажемо,

як для того, щоб витягнути кiлькiснi характеристики критичної поведiнки з да-

них МК, отриманих для скiнченних систем, використовують скiнченно-розмiрний

скейлiнг.

2.2.1. Анiзотропний скiнченно-розмiрний скейлiнг

МК симуляцiї проводяться для систем скiнченного розмiру, в той час як

сам ФП вiдбувається в термодинамiчнiй границi, коли система безмежна. Тому
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скiнченно-розмiрний скейлiнг (СРС) [356–360] вiдiграє ключову роль при розра-

хунку критичних показникiв термодинамiчних функцiй з даних МК. Згiдно теорiї

СРС, у безпосереднiй близькостi до критичної точки τ → 0 спостережуванi вели-

чини, наприклад, параметр порядку M i магнiтна сприйнятливiсть χ iзотропної

системи змiнюються з лiнiйним розмiром системи L як:

M(τ → 0) = L−β/νM(L), (2.30)

χ(τ → 0) = Lγ/νχ̃(L), (2.31)

де M, χ̃ – це скейлiнговi функцiї намагнiчення i сприйнятливостi. У цьому випад-

ку не має залежностi вiд напряму в ґратцi (x, y, i z напрямки еквiвалентнi для

тривимiрної моделi). Величина, що становить особливий iнтерес в МК симуляцiях,

а саме кумулянт Бiндера четвертого порядку [361], змiнюється з L як:

U4(τ, L) = 1− 〈M4〉
3〈M2〉2 = Ũ4(τL

1/ν), (2.32)

де 〈M2〉, 〈M4〉 – другий i четвертий моменти розподiлу параметра порядку, Ũ4 –

скейлiнгова функцiя. В iзотропнiй моделi усi кривi температурної залежностi U4

для систем рiзного розмiру перетинаються в однiй точцi, що вказує положення

критичної температури на осi температур. Це справедливо також для випадку,

якщо утримувати сторони симуляцiйного боксу рiзними, але зi сталим спiввiдно-

шенням: усi кривi для рiзних розмiрiв при рiзних узагальненних спiввiдношеннях

сторiн перетинаються у термодинамiчнiй границi в критичнiй температурi [362].

Однак iснують системи, для яких характерний сильний анiзотропний скей-

лiнг при критичностi, тобто критичнi показники кореляцiйних довжин цих систем

у рiзних напрямках вiдрiзняються. Така поведiнка спостерiгаєтья у моделi Iзiнґа

iз взаємодiєю наступних найближчих сусiдiв у точцi Лiфшиця [363], при нерiвно-

важному ФП у керованих дифузивних системах [364–367], у моделi Iзiнґа з дипо-

лями у площинi [368], у керованiй моделi Iзiнґа з тертям [369, 370], модель Iзiнґа зi

зсувним напруженням [371, 372], у проблемi локалiзацiї-делокалiзацiї у мiжфазнiй

областi [373]. Спiльною особливiстю вище згаданих систем є наявнiсть осi анiзо-

тропiї, що приводить до iснування двох характеристичних масштабiв довжини: L||
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вздовж осi анiзотропiї i L⊥ у перпендикулярних напрямках. Згiдно з узагальнен-

ням концепцiї СКС для систем з двома характеристичними масштабами довжини

[374], властивостi термодинамiчних функцiй залежать вiд “узагальненого спiввiд-

ношення сторiн” ρ = L||/Lθ⊥, з показником анiзотропiї θ = ν||/ν⊥. Таким чином,

рiвняння (2.30), (2.31) модифiкуються:

M(τ → 0) = L
−β/ν||
|| M||(L||/L

θ
⊥), (2.33)

χ(τ → 0) = L
γ/ν||
|| χ̃||(L||/L

θ
⊥). (2.34)

Вiдзначимо, що (2.33), (2.34) можна еквiвалентно представити як:

M(τ → 0) = L
−β/ν⊥
⊥ M⊥(L⊥/L

1/θ
|| ), (2.35)

χ(τ → 0) = L
γ/ν⊥
⊥ χ̃⊥(L⊥/L

1/θ
|| ), (2.36)

де скейлiнгова функцiя M||(ρ) = ρ−β/ν||M⊥(ρ−1/θ) i χ̃||(ρ) = ργ/ν||χ̃⊥(ρ−1/θ). Анi-

зотропний СКС для кумулянту Бiндера в критичнiй точцi передбачає

U4(τ → 0) = Ũ4(L||/L
θ
⊥). (2.37)

Таким чином, щоб отримати значення критичних показникiв, потрiбно проводи-

ти МК симуляцiї, утримуючи значення L||/L
θ
⊥ фiксованим. Можна використати

значення показникiв (2.27)-(2.29) для того, щоб розрахувати показник анiзотропiї

θ для нашої моделi. Використовуючи результати
√
ε-розкладiв (2.27), ми може-

мо оцiнити θ = ν||/ν⊥ ≃ 1.25. Беручи до уваги, що ν||/ν⊥ = z⊥/z|| [142], наступнi

оцiнки можемо отримати за допомогою результатiв пересумовування двопетлевих

функцiй РГ θ = ν||/ν⊥ = 1.173 з (2.28) i θ = z⊥/z|| = 1.091 з (2.29). Усi оцiнки

дають θ > 1. Фiзично це легко зрозумiти: у паралельному напрямку флуктуацї

сильнiшi, тому що вони не обмеженi дефектами i кореляцiйна довжина у цьому

напрямку розбiгається рiзкiше.

Для того, щоб оцiнити θ прямо з МК симуляцiй, незалежно вiд передбачень

РГ, ми можемо використати спiввiдношення, що характеризує систему з анiзотро-

пним скейлiнгом, для якої L⊥ ≫ L|| при τ → 0 [368, 375]:

ξ⊥(L||) ∼ L
1/θ
|| . (2.38)
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Таке спiввiдношеня успiшно застосовувалось при аналiзi фазових переходiв дру-

гого роду у моделях Iзiнґа з тертям [369, 370] i зi зсувним напруженням [372].

2.2.2. Деталi симуляцiй

Ми розглядаємо тривимiрну модель Iзiнґа на простiй кубiчнiй ґратцi з кiль-

кiстю вузлiв L⊥ × L⊥ × L|| = V . Явно гамiльтонiан моделi задається (1.22). У

нашому випадку однокомпонентних спiнiв ~Sr ≡ sr, де sr = ±1. Тодi cr = {0, 1}
характеризують чи вузол r = (x, y, z), 1 ≤ x ≤ L⊥, 1 ≤ y ≤ L⊥, 1 ≤ z ≤ L|| зайня-

тий спiном sr (cr = 1), чи вiн вiдповiдає немагнiтному вузлу (cr = 0). Приймаємо,

що спiни на найближчих вузлах взаємодiють феромагнiтно з постiйною обмiнною

взаємодiєю J > 0.

Немагнiтнi вузли (cr = 0) у нашiй моделi розташованi як паралельнi лiнiї

i орiєнтованi вздовж однiєї осi (ми вибрали вiсь z). Довжина цих лiнiй спiвпадає

з розмiром системи у напрямку осi z, позначимо її L||. Рис. 2.1 показує можливу

конфiгурацiю таких лiнiй.

z

x

y

Рис. 2.1. Приклад ґратки розмiру 4 × 4 × 4 зi спiнами Iзiнґа (чорнi кружки) i
немагнiтними домiшками (свiтлi кружки), зiбраними у nimp = 4 лiнiй.

Ми генеруємо розподiл домiшок для даної концентрацiї p для ґратки роз-
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мiру V таким чиним: розраховуємо цiле число nimp = int(pL2
⊥) лiнiй домiшок з

довжиною L||, тодi випадковим чином розподiляємо точки перетину цих лiнiй з

площиною x− y, як показано на Рис. 2.1.

Обчислюємо такi степенi намагнiчення (k = 1, 2, 4)

Mk =
( 1

V

∑

{r}
crsr

)k
, (2.39)

де {r} означає пiдсумовування за усiма вузлами ґратки. Зi степенiв намагнiчення

ми конструюємо магнiтну сприйнятливiсть i кумулянт Бiндера наступним чином:

χ = V
(
〈M2〉 − 〈|M |〉2

)
, (2.40)

U4 = 1−
( 〈M4〉
3〈M2〉2

)
. (2.41)

Тут спершу проводимо термодинамiчне усереднення степенiв намагнiченостi для

кожної реалiзацiї безладу (позначаємо це кутовими дужками, тобто 〈M2〉). Тодi

усереднюємо за рiзними реалiзацiями безладу. Останнє усереднення позначаємо

верхньою рискою. Фiксуємо J/kB = 1 в симуляцiях, у цьому випадку β = 1/T –

це обернена температура.

Обислюємо також кореляцiйнi довжини для напрямкiв, паралельних до лi-

нiй домiшок ξ|| i перпендикулярних до них ξ⊥, з допомогою перетворення Фур’є

подiбним чином, як це проводиться для iзотропних систем [376]. Вводимо такi ве-

личини s(k) =
∑
r

eik·rcrsr, де k = (kx, ky, kz) – хвильовий вектор. Ми позначимо

〈χ0〉 = 〈|s(0, 0, 0)|2〉, 〈χ||
1〉 = 〈|s(2π/L||, 0, 0)|2〉, 〈χ⊥

1 〉 = 〈|s(0, 0, 2π/L⊥)|2〉 термоди-

намiчне усереднення компонент Фур’є спiнiв для окремої реалiзацiї розташування

домiшок:

ξ||=
1

2 sin(π/L||)

√
〈χ0〉
〈χ||

1〉
− 1, ξ⊥=

1

2 sin(π/L⊥)

√
〈χ0〉
〈χ⊥

1 〉
− 1.

(2.42)

Симуляцiї проводяться в рамках гiбридного методу МК [377]. Кожен крок

МК складається з одного перекидання кластеру Вольфа, за яким слiдує V/4 спроб
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перекидання спiнiв, згiдно з правилом Метрополiса. Оновлення кластерiв Вольфа

запобiгає критичному сповiльненню, у той час як перекидання Метрополiса для

одиничних спiнiв для системи з домiшками забезпечує оновлення слабо з’єднаних

областей.

У нашому дослiдженнi ми працюємо з концентрацiєю домiшок p = 0.2. Така

концентрацiя часто використовується у симуляцiях МК моделi Iзiнґа з безладом

[131, 165, 166, 178, 179], оскiльки у цьому випадку концентрацiя магнiтних вузлiв

1 − p = 0.8 далека вiд перколяцiйного порогу i вiд чистої системи. Додатковою

емпiричною причиною вибору саме цього значення є те, що для тривимiрної моделi

Iзiнґа з нескорельованими домiшками поправки до скейлiнгу при концентрацiї

магнiтних вузлiв 0.8 виявились найменшими [131].

2.2.3. Результати симуляцiй i їх аналiз

У цьому пiдроздiлi, застосовуючи вище описаний формалiзм, ми приведемо

три оцiнки показника анiзотропiї, отриманих з передбачень анiзотропниго СРС

для рiзних величин. З СРС сприйнятливостi отримаємо також оцiнку для γ/ν⊥.

Розрахунок кореляцiйної довжини

Щоб використати (2.38), потрiбно проводити розрахунки при критичнiй тем-

пературi нескiнченної системи. Вважатимемо, що значення критичної температу-

ри безмежної системи є дуже близьким до значення псевдо-критичної температу-

ри системи з максимально доступним (для наших симуляцiй) розмiром. У цьому

випадку його дає температура, при якiй спостерiгається максимум сприйнятливо-

стi χmax. Ми проводимо розрахунки для кубiчної системи розмiру 1283 з концен-

трацiєю домiшок p = 0.2. Усереднення за безладом можна проводити в рамках

одного з двох можливих протоколiв. Згiдно першої процедури, для кожної реа-

лiзацiї безладу отримують температурну залежнiсть сприйнятливостi. Тодi усi цi

кривi усереднюються, щоб дiстати одну криву χ в залежностi вiд β. Тодi значен-

ня β, при якому χ(β) має максимум, асоцiюється з критичною температурою (ми
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називатимемо цей спосiб метод А). Другою альтернативою є усереднення темпе-

ратур, при яких χmax досягається для кожної реалiзацiї (ми називаємо цей спосiб

метод B).

Результати, отриманi обома методами, поданi на Рис. 2.2. Двi кривi, зобра-

женi неперервними лiнiями на рисунку, показують поведiнку χ(β) для двох окре-

мих реалiзацiй безладу, у той час як пунктирна крива показує функцiю χ(β), усе-

реднену за 320 рiзними зразками (реалiзацiями безладу). Використовуючи метод

А, спершу усереднимо сприйнятливiсть i тодi знайдемо точку βAmax = 0.2565(1)

– фiолетовий ромб на Рис. 2.2. Використовуючи метод B, ми спершу знайдемо

сприйнятливiсть для кожної конфiгурацiї безладу, i тодi усереднимо положення

цих максимумiв за зразками, отримавши βBmax = 0.25648(5) – чорний квадрат

на Рис. 2.2. Цi два значення для βmax для методiв А i B спiвпадають у межах
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Рис. 2.2. Максимум магнiтної сприйнятливостi χ при βAmax = 0.2565(1) для методу
А i βBmax = 0.25648(5) для методу B для системи 1283 i p = 0.2.

чисельної точностi розрахункiв. Метод A вiдповiдає усередненню вiльної енергiї

за реалiзацiями безладу, i далi ми використовуємо отримане значення критичної

точки βAmax = 0.2565(1). Зi значенням критичної температури ми можемо викона-
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Рис. 2.3. Результати апроксимацї ξ у виглядi степеневої залежностi вiд L|| для
128× 128× L|| i p = 0.2 при βAmax = 0.25655(10) для методу А i βBmax =
0.25648(5) для методу B.

ти симуляцiї i через спiввiдношення (2.38) отримати показник анiзотропiї θ. Для

цього ми аналiзуємо кореляцiйну довжину ξ⊥ системи розмiру 128 × 128 × L||,

змiнюючи L|| для двох значень βmax. Результати симуляцiй L|| = 25 − 50 поданi

на Рис. 2.3, де ми зображаємо ξ для ⊥ i || напрямкiв як функцiю L||. Тодi ми

виконаємо апроксимацiю даних для ξ⊥ згiдно формули:

ξ⊥(L||) = aLb||, (2.43)

використовуючи параметри пiдгонки a, b. Для методу A ми дiстаємо a = 1.27(4),

b = 0.76(1), у той час як у методi B ми отримуємо оцiнки a = 1.06(3), b = 0.81(5).

Порiвнюючи (2.43) з (2.38), отримуємо θ = 1/b з наступними оцiнками: θ ≈ 1.31

(метод A) та θ ≈ 1.23 (метод B). Приймаючи цi значення як iнтервал точностi θ

i визначаючи, 1.2 . θ . 1.3, ми бачимо, що вони достатньо добре узгоджуються

з iснуючими аналiтичними оцiнками РГ (див пiдроздiл 2.2.1).
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Розрахунок кумулянту Бiндера

Iнший спосiб обчислити значення показника θ є наступним. Ми очiкуємо,

що усi кривi для температурної залежностi кумулянту Бiндера U4 для систем

рiзних розмiрiв, але при фiксованому узагальненому спiввiдношеннi сторiн з вла-

стивим θ перетнуться у критичнiй точцi. Таким чином, ми можемо розглядати

систему розмiру L⊥×L⊥×L||, одночасно утримуючи L|| = Lθ⊥ для рiзних значень

θ. Для цiєї системи ми розраховуємо кумулянт U4(β, L⊥) як функцiю оберненої

температури β для рiзних значень L⊥. При властивому значеннi θ∗ ми очiкуємо

перетин кривих. Ми виконуємо симуляцiї для L⊥ = 20, 40, 60, 80, 100, усереднення

проводилось для Nimp = 128 реалiзацiй безладу.
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Рис. 2.4. Кумулянти намагнiчення U4 як функцiя оберненої температури β для
L|| = Lθ⊥: (a) θ = 1.0; (b) θ = 1.1; (c) θ = 1.2; (d) θ = 1.3.

На Рис. 2.4(a)-(d) зображено кумулянт для значень θ = 1, 1.1, 1.2, 1.3,

вiдповiдно. Кожна крива зображає U4(β), усереднене за 128 реалiзацiями без-

ладу. Як можна бачити, присутнiсть безладу розмиває єдину точку перетину в

область температур, де усi кривi перетинаються. Найвужча область очiкується
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для значення θ, яке є достатньо близьким до дiйсного. Щоб проаналiзувати цю

ситуацiю для рiзних значень θ, ми використаємо наступну процедуру. Роздiлимо

повний набiр Nimp = 128 рiзних реалiзацiй безладу на вiсiм серiй i обчислюємо

середнє значення (усереднене за 128/8 = 16 реалiзацiй) iнварiанту Uk
4 для кожної

серiї k = 1, 2, . . . , 8. Пiзнiше ми використаємо усереднення за Uk
4 для визначення

чисельної точностi. На Рис. 2.5(a) зображено порiвняння результатiв для Uk
4 як

функцiю β для двох рiзних серiй k = 1 (лiнiї) i k = 2 (трикутники) для θ = 1 i

рiзних розмiрiв L⊥ = 20, 40, 60, 80, 100. На цьому рисунку спостерiгається вiд-

мiннiсть мiж графiками для двох серiй через флуктуацiї, спричиненi домiшками.

Наша цiль – дослiдити розкид точок перетину. В iдеальному випадку, графiки

для систем п’яти розмiрiв повиннi перетнутись в десяти точках. На Рис. 2.5(b)

приведенi данi для Uk=1
4 i точки перетину (βkij, U

k
ij) позначено чорними кружками.

Тут пара iндексiв ij позначає системи двох рiзних розмiрiв з i = 1, 2, 3, 4, 5

для L⊥ = 20, 40, 60, 80, 100. Графiки для систем деяких розмiрiв перетинаю-

ться поза розглянутим iнтервалом температур для β, а саме, для L⊥ = 40 i для

L⊥ = 80, 100. У цьому випадку ми вибираємо “точкою перетину” точку мiж лi-

вими або правими кiнцями цих лiнiй, залежно з якого боку вiдстань мiж кiнцями

є меншою.

Ще однiєю можливою причиною появи багатьох точок перетину є велике

розсiяння точок графiкiв, викликане чисельною неточнiстю. У такому випадку

виконуємо усереднення за усiма точками перетину i отримуємо усереднену точку.

Тодi ми розраховуємо середнi значення оберненої температури

βkav =
1

10

5∑

i

5∑

j<i

βkij,

i кумулянта

Uk
av =

1

10

5∑

i

5∑

j<i

Uk
ij,

за десятьма точками перетину для систем п’ятьох розмiрiв для кожної серiї k.

Ми спостерiгаємо (як очiкувалось), що середнє точок перетину не спiвпадає з

перетином усереднених лiнiй.
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Рис. 2.5. Кумулянт Uk
4 для k-ої серiї як функцiя β для θ = 1 i рiзних значень

L⊥ = 20, 40, 60, 80, 100: (a) Порiвняння результатiв для k = 1 (лiнiї)
i k = 2 (символи). Вiдзначимо, що деякi пари графiкiв (наприклад, для
L⊥ = 40 i L⊥ = 80, 100 для k = 1) мають перетин у межах розглянутої
областi. (b) Результати для точок перетину (βkij, U

k
ij) при k = 1.

Тепер ми можемо обчислити середнi значення квадратiв вiдхилення вiд се-

реднiх значень для оберненої температури

∆β2 =
1

8× 10

8∑

k=1

5∑

i

5∑

j<i

(βkij − βkav)
2,

i для кумулянту

∆U 2
4 =

1

8× 10

8∑

k=1

5∑

i

5∑

j<i

(Uk
ij − Uk

av)
2,

i розрахувати точнiсть обислень. На Рис. 2.6(a) ми подаємо ∆β2 як функцiю θ.

Амплiтуда квадрату вiдхилень оберненої температури є порядку 10−6, що узго-

джується з середньою вiдстанню мiж точками ∆β ∼ 10−3. Ми не спостерiгаємо

помiтного мiнiмуму в iнтервалi 1.0 ≤ θ ≤ 1.3, i чисельна точнiсть є порiвнюва-

на з розкидом точок. На Рис. 2.6(b) ми подаємо данi для середнього квадрату

вiдхилень для кумулянта ∆U 2
4 . Розподiл точок є дуже подiбним до того, що отри-

мується для оберненої температури. Точка для θ = 1.1 є нижче своїх сусiдiв, але

вiдстань мiж цими точками є порядку чисельної точностi. Таким чином, вище

описана процедура пiдтверджує значення θ = 1.1 як оптимальне.
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Рис. 2.6. (a) Середнє квадратiв вiдхилень точок перетину для оберненої темпера-
тури ∆β2 як функцiя θ; (b) середнє квадрату точок перетину для вiдхи-
лень кумулянта ∆U 2

4 як функцiя θ.

Обчислення сприйнятливостi

У цьому пiдроздiлi опишемо результати обчислень магнiтної сприйнятли-

востi при критичнiй точцi βc з рiзними значеннями показника θ. На Рис. 2.7 ми

подаємо магнiтну сприйнятливiсть χ як функцiю розмiру системи L⊥ у подвiй-

ному логарифмiчному масштабi для βAmax = 0.2565(1). Проводимо апроксимацiю

магнiтної сприйнятливостi за допомогою лiнiйної функцiї L⊥ у подвiйному ло-

гарифмiчному масштабi: χ = aLb⊥, де a i b – параметри апроксимацiї. Тодi ми

оцiнюємо вiдхилення значень сприйнятливостi, отриманих з симуляцiй вiд тих,

що отриманi з процедури апроксимацiї з допомогою величини χ̂2 визначеної як

χ̂2 =
N∑

i=1

[χi − f(Li)]
2

σ2
i

, (2.44)

де N = 8 – це число значень χi, розраховане для i = 1, 2, . . . , N значень Li =

10, 20, 30, 40, 50, 60, 80, 100 розмiру системи L⊥, f(x) – апроксимуюча функцiя, σ2
i

– це вiдповiдна дисперсiя, визначена межами похибки.

Те саме число МК крокiв використовується для даного значення показника

θ. Таким чином, дисперсiя σi є найменшою для малих значень розмiру системи L⊥

i зростає для бiльших значень L⊥. Повне число МК крокiв спадає iз зростанням

θ (з 5× 106 для θ = 1 до 5× 105 для θ = 1.45).



108

 10

 100

 10  100

Lx

χ (a)

β = 0.2565

θ = 1.0
θ = 1.1
θ = 1.2
θ = 1.3
θ = 1.4

Рис. 2.7. Магнiтна сприйнятливiсть χ як функцiя розмiру системи L⊥ для рiзних
значень θ = 1, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 у точцi βAmax = 0.2565(1).

Параметр процедури апроксимацiї χ̂2 характеризує “якiсть” даних по вiд-

ношенню до пропонованої функцiональної залежностi. У нашому випадку цей

параметр описує вiдхилення точок вiд прямої лiнiї у представленнi подвiйного

логарифмiчного масштабу. Ми зображаємо χ̂2 як функцiю θ на Рис. 2.8. Загаль-

ною тенденцiєю є спадання χ̂2 iз зростанням θ, тому що через менше число МК

крокiв дисперсiя є бiльшою у цьому випадку. Ми спостерiгаємо мiнiмум в областi

θ ≈ 1.2 − 1.3. На жаль, для цiєї процедури ми не можемо обчислити дисперсiю

(точнiсть) δχ̂2, тому ми повторимо процедуру у дещо iнший спосiб. Ми розiб’ємо

320 реалiзацiй безладу (для кожного значення L⊥ для фiксованого θ) у 10 серiй

i проведемо апроксимацiю ln(χ) ≃ ln(ak) + bk ln(L⊥) для кожної серiї, отримую-

чи деяке значення χ̂2
k. Тодi ми усереднюємо цi значення, розраховуючи чисельну

точнiсть i подаючи результати на Рис. 2.9(a) (чорнi кружки для χ̂2
k i червонi

трикутники для середнiх значень). Можна побачити, що χ̂2 досягає мiнiмуму при

θ∗ ≃ 1.25. На Рис. 2.9(b) ми подаємо значення показника степеня як функцiю θ.

Значення b при θ∗ дає оцiнку для γ/ν⊥ ≃ 1.85± 0.05, використовуючи вiкно зна-
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Рис. 2.9. (a) Параметр χ̂2 лiнiйної апроксимацiї (χ̂2
k для кожної серiї показано чор-

ними кружками, усереднений результат – червоними трикутниками) як
функцiя θ; (b) Результат показника степеня b у формулi пiдгонки (bk
для кожної серiї показано чорними кружками, усереднений результат –
зеленими трикутниками) як функцiя θ.
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чень 1.1 ≤ θ ≤ 1.3. Ми представляємо також оцiнку γ/ν⊥ = 1.90± 0.08, отриману

з даних Рис. 2.9 для значення θ = 1.1, вказаного як оптимальне у пiдроздiлi 2.2.3

при аналiзi кумулянту Бiндера.

Ми застосовували процедуру, описану вище, також для обчислення намагнi-

чення. Однак у цьому випадку не отримали задовiльних результатiв. Це вiдбулось

тому, що намагнiчення є величиною, що прямує до нуля у критичнiй точцi, а тому

є дуже чутливою до вiдповiдного визначеня критичної температури.

2.3. Ефективнi критичнi показники моделi магнетика

з протяжними домiшками

Отриманi вище результати стосувались асимптотичної критичної поведiнки

моделi (2.8). У цьому пiдроздiлi обговоримо ефективну критичну поведiнку, яка

спостерiгається при наближеннi до критичної точки Tc [69, 378]. Така поведiнка

характеризується ефективними критичними показниками, що керують законами

скейлiнгу, коли ще не досягнуто Tc. Розрахунки ефективних критичних показни-

кiв для моделей з протяжними домiшками не розглядались поки-що нi в динамiцi,

нi для статичної поведiнки. Однак, саме цi показники, в основному, спостерiгаю-

ться в числових та реальних експериментах, якi можуть проводитись поза межами

асимптотичної областi.

Ефективнi критичнi показники визначаються як логарифмiчнi похiднi вiд-

повiдних дослiджуваних величин за приведеною температурою τ = |T − Tc|/Tc
[69, 378]. Наприклад, ефективний критичний показник для кореляцiйної довжини,

перпендикулярної до домiшок, визначається як:

νeff⊥ (τ) = −d ln ξ⊥(τ)

d ln τ
. (2.45)

У границi T → Tc ефективний показник спiвпадає з асимптотичним νeff⊥ = ν⊥.

У рамках теоретико-польового пiдходу РГ ефективнi показники розраховуються,

використовуючи значення констант зв’язку (розв’язки рiвнянь на потоки), якi

залежать вiд параметра потоку ℓ. Наприклад, ефективнi показники для коре-

ляцiйної довжини i часу релаксацiї перпендикулярних до напрямку протяжних
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домiшок визначаються як:

1/νeff⊥ (ℓ) = 2− ζφ2(u(ℓ), v(ℓ)) + . . . ; (2.46)

zeff⊥ (ℓ) = 2 + ζΓ(u(ℓ), v(ℓ)) + . . . . (2.47)

Параметр потоку ℓ пов’язаний з температурною вiдстанню до критичної точки че-

рез обернену кореляцiйну довжину. Тому залежнiсть ефективних показникiв вiд

параметра потоку вiдповiдає залежностi вiд приведеної температури (у загально-

му випадку ця залежнiсть не задається степеневим законом, а є бiльш складною

i повинна розраховуватись у неасимптотичнiй теорiї). У (2.46) i (2.47) члени, по-

значенi трикрапками, походять вiд змiни амплiтудної частини перпендикулярних

кореляцiйної довжини i критичного часу релаксацiї вiдповiдно. У подальших роз-

рахунках ми будемо нехтувати цiєю частиною, оскiльки внесок амплiтудної фун-

кцiї кросовера малий (таке наближення було успiшно застосовано у дослiдженнях

розведених моделей [27, 29, 136, 379, 380]).

Розв’язуючи рiвняння на потоки для рiзних початкових умов, ми можемо

отримати рiзнi потоки в просторi констант зв’язку. Ми вибираємо цi умови побли-

зу гаусової НТ (G), очiкуючи, що значення констант зв’язку малi (у бекграундi).

У рiвняннях на потоки (1.61) ми використовуємо β-функцiї (2.14), (2.15), пере-

сумованi при фiксованому d методом Чисгольм-Бореля. Це дозволяє дослiдити

також випадок системи Iзiнґа (n = 1), для котрої β -функцiї вироджуються на

однопетлевому рiвнi i
√
ε-розклад не дає чисельної оцiнки [29].

Потоки РГ при n = 1 для двох найцiкавiших випадкiв εd = 0 i εd = 1 пока-

занi на Рис. 2.10 (пунктирнi лiнiї для εd = 0 i суцiльнi лiнiї для εd = 1). Перший

випадок вiдповiдає точковим дефектам, тодi як другий вiдповiдає лiнiям дефе-

ктiв. Ми розглядаємо однаковi початковi умови для обох випадкiв з невеликим

(потоки 1 i 1′) i великим (потоки 2 i 2′) значенням спiввiдношення v/u. Спiввiд-

ношення v/u визначає ступiнь безладу. Таким чином, ми можемо спостерiгати

рiзницю у поведiнцi систем з низьким i високим розведенням.

Використовуючи потоки, наведенi на Рис. 2.10, ми можемо отримати ста-

тичнi i динамiчнi ефективнi показники. Нижче ми наводимо показники νeff⊥ i zeff⊥ .
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Рис. 2.10. Потоки для випадку n = 1. Штриховi лiнiї вiдповiдають випадку не-
скорельованих точкових дефектiв, εd = 0, у той час як неперервнi лiнiї
вiдповiдають системi з протяжними дефектами εd = 1. Початковi зна-
чення є однаковими для кривих 1 i 1′ (мале вiдношення v/u) та для 2 i
2′ (велике вiдношення v/u).

Згiдно р-ня (2.13) паралельнi ефективнi показники νeff|| i zeff|| мають якiсно подi-

бну поведiнку. Вiдхилення ефективних показникiв вiд середньо-польових значеннь

zeff⊥ − 2 i νeff⊥ − 1/2, що вiдповiдають потокам з Рис. 2.10, наведено на Рис. 2.11 та

Рис. 2.12 вiдповiдно. Спочатку ми порiвняємо поведiнку ефективних показникiв

одновiсного n = 1 магнетика при εd = 0 i εd = 1. Як видно з рисункiв 2.11 та 2.12,

навiть слабке розведення лiнiями дефектiв призводить до швидшого кросовера до

нового класу унiверсальностi (кривi 1 на Рис. 2.11 та Рис. 2.12), i ефективнi пока-

зники не вiдчувають вплив чистої НТ P. Така поведiнка якiсно вiдрiзняється вiд

тiєї, що спостерiгається при розведеннi точковими домiшками, де вiдповiднi ефе-

ктивнi показники для чистої НТ P спостерiгаються у вiдносно широкiй областi

(крива 1′ на обох фiгурах). Зазначимо, що динамiчний критичний показник zeff⊥

при εd = 1 пiдходить до свого асимптотичного значення згори. Така немонотонна

поведiнка характерна для залежностей статичних величин для системи з точко-

вими дефектами [22, 29]. Однак ми не спостерiгаємо немонотонну поведiнку для

νeff⊥ . Це може бути особливiстю статичного ефективного критичного показника
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Рис. 2.11. Поведiнка динамiчного ефективного показника zeff⊥ для n = 1 у випадку
εd = 0 (пунктирнi лiнiї) i εd = 1 (неперервнi лiнiї). Кривi вiдповiдають
потокам з Рис.2.10.

системи з протяжними домiшками або наслiдком використаного наближення.

Ми також розглядаємо статичну та динамiчну ефективну поведiнку для рi-

зних значень параметра порядку. На Рис. 2.13 i Рис. 2.14 представлено zeff⊥ − 2 i

νeff⊥ −1/2, отриманi вiдповiдно для однакових початкових умов та рiзних значеннь

n = 1, 2, 3, 4. Немонотонний характер залежностi показникiв вiд логарифму па-

раметра потоку спостерiгається лише для zeff⊥ − 2 при n = 1.

2.4. Висновки

У цьому роздiлi було дослiджено критичну динамiку типу моделi А ма-

гнiтних систем з εd-вимiрними немагнiтними домiшками паралельної орiєнтацiї.

Основним зацiкавленням було отримати надiйнi кiлькiснi оцiнки для динамiчних

критичних показникiв цих систем. Присутнiсть протяжних домiшок призводить

до появи анiзотропiї, тому iснують двi кореляцiйнi довжини, паралельна i пер-

пендикулярна до протяжних дефектiв, розбiжнiсть яких поблизу критичної тем-

ператури характеризується рiзними показниками. Динамiчна критична поведiнка
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Рис. 2.12. Поведiнка ефективного критичного показника перпендикулярної коре-
ляцiйної довжини νeff⊥ для n = 1 у випадку εd = 0 (пунктирнi лiнiї) i
εd = 1 (неперервнi лiнiї). Кривi вiдповiдають потокам з Рис.2.10.
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Рис. 2.13. Поведiнка динамiчного ефективного показника zeff⊥ для систем з про-
тяжними домiшками з εd = 1 i рiзними n. Початковi умови однаковi у
всiх випадках (мале спiввiдношення v/u).
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Рис. 2.14. Поведiнка ефективного критичного показника перпендикулярної коре-
ляцiйної довжини νeff⊥ для систем з протяжними домiшками з εd = 1 i
рiзними n. Початковi умови однаковi у всiх випадках (мале спiввiдно-
шення v/u).

також модифiкується, так що з’являються два часи, що характеризують крити-

чну релаксацiю в напрямках, паралельних i перпендикулярних до протяжних до-

мiшок. Першi результати, отриманi для таких систем, базуються на подвiйному

розкладi за параметрами ε, εd i, таким чином, мають радше якiсний характер.

Ми застосували пересумовування до функцiй РГ моделi, отриманих в рам-

ках схеми мiнiмального вiднiмання [102, 142, 152], розглядаючи їх безпосередньо

для фiксованого d = 3 i фiксованого параметру εd. Випадок εd = 0 описує то-

чковий заморожений безлад i вiдповiдає вiдомим результатам. Для εd > 0 було

знайдено, що спiввiдношення z⊥ > z|| зберiгається для кожного εd i n, це пов’яза-

но з тим, що протяжнi дефекти руйнуть взаємодiю мiж спiнами вздовж зв’язкiв,

перпендикулярних до напрямку протяжних дефектiв, так що в паралельному на-

прямку флуктуацiї сильнiшi.

Данi таблиць 2.1, 2.4 дають чисельнi значення для динамiчних критичних

показникiв n-векторного магнетика з протяжними εd-мiрними дефектами для ди-

намiки моделi A. Цi данi разом з можливими сценарiями ефективної критичної
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поведiнки, розглянутими у пiдроздiлi 2.3, можуть посприяти експериментальним

дослiдженням впливу протяжних дефектiв на критичнiсть. Як ми вже зазначали,

точковi дефекти змiнюють клас унiверсальностi при d = 3 тiльки для iзiнґiв-

ських магнетикiв (n = 1). Значення критичного показника z чистої i розведеної

(точковими домiшками) моделей Iзiнґа наведенi в Таблицях 2.2, 2.3, вiдповiдно.

Порiвнюючи данi у цих таблицях, можна помiтити збiльшення показника для роз-

веденої моделi щодо чистого. Це вiдповiдає сильнiшiй розбiжностi часу релаксацiї

(збiльшення ефектiв критичного сповiльнення). Далi, порiвнюючи Таблицi 2.3 i

2.1, видно, що протяжнi домiшки роблять цей ефект бiльш вираженим, приводячи

до подальшого збiльшення обох показникiв z⊥, z||.

Такий же порядок значень критичних показникiв зберiгається також i для

статичних показникiв [156, 157]. Тому також було дослiджено статичну скейлiн-

гову поведiнку термодинамiчних величин за допомогою симуляцiй МК у безпосе-

реднiй близкостi до критичної точки для тривимiрної системи Iзiнґа з випадково

розподiленими паралельними лiнiйними протяжними дефектами, змодельовани-

ми як немагнiтнi домiшки, зiбранi у лiнiї вздовж просторової вимiрностi z. Ми

розглянули комбiнований алгоритм, використовуючи методи Вольфа i Метропо-

лiса. Нашi результати послiдовно iнтерпретуються у рамках теорiї анiзотропного

СРС.

Ми оцiнили значення показника анiзотропiї θ, використовуючи три рiзнi

методи, а саме, залежнiсть кореляцiйної довжини ξ⊥ вiд лiнiйного розмiру систе-

ми поблизу критичної точки, з температурної залежностi кумулянта Бiндера че-

твертого порядку, з СРС сприйнятливостi. Отриманi оцiнки попадають в область

значень 1.1 ≤ θ ≤ 1.3 i пiдтверджують передбачення РГ для нашої розглянутої

моделi.

Ми також оцiнили значення γ/ν⊥ з анiзотропного СРС для сприйнятливостi.

Отримана оцiнка γ/ν⊥ ≃ 1.85 є дещо нижчою вiдповiдних значень РГ γ/ν⊥ ≃ 2.0,

γ/ν⊥ ≃ 1.98. Значення γ/ν⊥ ≃ 1.9, отримане для θ = 1.1, краще узгоджується з

теоретичними резльтатами.

Незважаючи на суттєвi зусилля, чисельнi значення отриманих критичних
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показникiв не дуже точнi. Це вiдбулось через складнiсть чисельної технiки для

роботи з анiзотропними системами (див. наприклад роботу [381]), але з представ-

лених тут результатiв симуляцiй МК, ми можемо безпечно зробити висновок на

користь iснування анiзотропної критичної точки, оскiльки анiзотропний скейлiнг,

в загальному, чудово пiдтверджується.

Ми також проаналiзували можливi реалiзацiї пiдходу до асимптотичного

режиму, обчислюючи ефективнi критичнi показники перпендикулярної критичної

довжини та перпендикулярного часу релаксацiї для магнетика з лiнiйними пара-

лельними дефектами. Результати показують, що немонотонний пiдхiд до крити-

чного режиму (характерний для магнетикiв з точковим безладом [27]) тут спосте-

рiгається тiльки для критичного динамiчного показника z⊥ iзiнґiвської сиcтеми

(n = 1). Для n > 1 та для статичного показника ν⊥ немонотонної поведiнки не

спостерiгається, що може бути наслiдком використаного наближення.



118

РОЗДIЛ 3

КРИТИЧНА ПОВЕДIНКА МАГНЕТИКIВ З
ВИПАДКОВОЮ АНIЗОТРОПIЄЮ

Цей роздiл присвячений дослiдженню критичної поведiнки невпорядкова-

них магнетикiв з випадковою анiзотропiєю. Для таких систем важливе значення

має розподiл осi випадкової анiзотропiї. У першому пiдроздiлi розглядається пи-

тання про можливiсть критичної поведiнки для розподiлiв, якi в теорiї поля при-

водять до ефективних гамiльтонiанiв з п’ятьма константами зв’язку. Оскiльки

усi дослiдження узгоджуються з iснуванням ФП другого роду тiльки для анi-

зотропного розподiлу, то в останньому пiдроздiлi здiйснений теоретичний опис

критичного сповiльнення у цьому випадку. Основна увага при цьому придiленна

ефективнiй динамiчнiй критичнiй поведiнцi.

Основнi результати цього роздiлу викладенi у роботах [34, 37, 53, 54, 58, 60,

66].

3.1. Фазовий перехiд у моделi з випадковою

анiзотропiєю

Спершу розглянемо можливiсть реалiзацiї критичної поведiнки в моделi

магнетика з випадковою анiзотропiєю в залежностi вiд розподiлу осi випадкової

анiзотропiї.

За допомогою, зокрема, перетворення Стратоновича-Габарда спiнову ґра-

ткову модель (1.26) можна перевести у теорiю φ4 з таким ефективним гамiльто-
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нiаном:

H =

∫
ddr

{
1

2

[
|∇~φ0|2+µ20|~φ0|2

]
+
u0
4!
|~φ0|4−D̄

(
x̂~φ0

)2}
. (3.1)

Тут поле ~φ0 є n-компонентним вектором, D̄ є пропорцiйне до константи анiзотропiї

спiнового гамiльтонiану (1.26), неперенормована маса µ20 пропорцiйна до темпе-

ратурної вiдстанi до критичної точки чистої системи, а u0 визначається силою

анiзотропiї спiнової моделi та константою зв’язку чистого n-векторного магнети-

ка (для деталей див. [34, 238]). При усередненнi за конфiгурацiями замороженого

безладу [94] для векторiв {x̂r} [34, 203] використовується метод реплiк [107]. При

цьому потрiбно вибрати певний розподiл p(x̂) локальних одиничних векторiв x̂ у

n-вимiрному гiперпросторi. Надалi розглянемо окремi випадки.

Для iзотропного розподiлу одиничному вектору x̂r дозволяється направля-

тись у будь-якому напрямi n-вимiрного гiперпростору з однаковою iмовiрнiстю

p1(x̂) =
Γ(n/2)

2πn/2
, (3.2)

де Γ(x) це гамма-функцiя Ойлера. У цьому випадку усереднення приводить до

такого ефективного гамiльтонiану [203]

: Heff = −
∫
ddr
{1
2

[
µ20|φ|2 + |∇φ|2

]
+
v0
4!
|φ|4 + u0

4!

N∑

α=1

| ~φα0 |4

+
z0
4!

N∑

α,β=1

n∑

i,j=1

φα0,iφ
α
0,jφ

β
0,iφ

β
0,j

}
, (3.3)

де φ = {~φ10(r), . . . , ~φN0 (r)} ( ~φα0 (r) = {φα0,1(r), . . . φα0,n(r)}) є реплiкований N раз

n-компонентний параметр порядку, так що |φ|2 =∑n
i

∑N
α |φα0,i|2, µ0 – неперенор-

мована маса. Знаки неперенормованих констант зв’язку u0 > 0, v0 > 0, z0 < 0

задовольняють z0/v0 = −n.

У випадку кубiчного розподiлу для осi локальної анiзотропiї, напрям якої

вказує x̂r, дозволяється спрямовуватись тiльки вздовж n осей гiперкубiчної ґра-

тки з розподiлом

p2(x̂) =
1

2n

n∑

i=1

{
δ(n)(x̂− k̂i) + δ(n)(x̂+ k̂i)

}
, (3.4)
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де k̂i, . . . , k̂n це одиничнi вектори вздовж осей, а δ(y) – це дельта-функцiя Дiра-

ка. Усереднюючи за випадковими змiнними {x̂r}, для цього розподiлу отримуємо

[203]:

Heff = −
∫
ddr
{1
2

[
µ20|φ|2 + |∇φ|2

]
+
v0
4!
|φ|4 + u0

4!

N∑

α=1

| ~φα0 |4

+
w0

4!

N∑

α,β=1

n∑

i=1

(φαi )
2(φβ0,i)

2 +
y0
4!

m∑

i=1

N∑

α=1

(φα0,i)
4
}
. (3.5)

Тут неперенормованi константи зв’язку u0, v0, w0 задовольняють умови u0 > 0,

v0 > 0, w0 < 0 та w0/v0 = −n. Доданок з коефiцiєнтом y0 у (3.5) не є результатом

усереднення, але повинен включатись, оскiльки вiн генерується при дослiдженнi

пертурбативною теоретико-польовою РГ. Тому константа зв’язку y0 може бути

довiльного знаку.

Обидва розподiли, iзотропний (3.2) i кубiчний (3.4), можна скомбiнувати у

виглядi так званого тримодального розподiлу [240–242]:

p(x̂) = qp1(x̂) + (1− q)p2(x̂). (3.6)

Тут напрямки випадкового вектора x̂ вибираються або з розподiлу (3.2) з iмо-

вiрнiстю q, або з роподiлу (3.4) з iмовiрнiстю (1 − q). У такому випадку отри-

мується ефективний гамiльтонiан, що мiстить усi доданки гамiльтонiанiв (3.3) та

(3.5) [236, 239]:

Heff = −
∫
ddr
{1
2

[
µ20|φ|2 + |∇φ|2

]
+
v0
4!
|φ|4 + u0

4!

N∑

α=1

| ~φα0 |4

+
w0

4!

n∑

α,β=1

n∑

i=1

(φα0,i)
2(φβ0,i)

2 +
y0
4!

n∑

i=1

N∑

α=1

(φα0,i)
4

+
z0
4!

N∑

α,β=1

N∑

i,j=1

φα0,iφ
α
0,jφ

β
0,iφ

β
0,j

}
. (3.7)

Тут константи зв’язку є такими u0 > 0, v0 > 0, w0 < 0, z0 < 0, а знак константи y0,

як i у попередньому випадку, є довiльним. Вiдношення z0/v0 i w0/v0 для розподiлу
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(3.6) вiдрiзняється вiд вiдповiдних вiдношень для iзотропного (3.2) i кубiчного

(3.5) розподiлiв:

z0
v0

= − 2qn

n(1− q) + 2
, (3.8)

w0

v0
= −(1− q)(n+ 2)n

n(1− q) + 2
. (3.9)

Для значень (3.8) з q = 1 ми вiдтворюємо z0/v0 = −n, як i має бути для (3.2),

а для (3.9) при q = 0 ми вiдтворємо w0/v0 = −n, як i має бути для кубiчного

розподiлу.

Ефективний гамiльтонiан типу (3.7) можна отримати для бiльш загальних

розподiлiв осi локальної анiзотропiї (для деталей див. роботу [209]). Варто заува-

жити, що (3.7) можна отримати, виконавши усереднення тiльки за iзотропним

розподiлом (3.2), але для моделi, що включає також постiйну одно-iонну кубiчну

анiзотропiю. У такому випадку виходить (3.7) з константами зв’язку u0, v0 > 0,

z0 < 0 та z0/v0 = −n, знак y0 у цьому випадку залежить вiд знаку постiйної

одно-iонної кубiчної анiзотропiї. При цьому вже доданок з коефiцiєнтом w0 у (3.5)

не є результатом усереднення, але повинен включатись, оскiльки генерується при

застосуваннi РГ, а тому є довiльного знаку [236].

Також можна розглянути умови для фiзичної стiйкостi моделi (3.7), як це

робилось у роботах [209, 236]. Для цього припускаємо, що ефективний гамiльтонi-

ан має стiйкий мiнiмум, що характеризується параметром порядку Φ. Розглянемо

випадки, коли симетрiя параметру порядку порушується з вибором (i) φαi = Φ,

(ii) φαi = Φδα1δi1 , (iii) φαi = Φδi1 та (iv) φαi = Φδα1. Тодi ми отримаємо такi умови

на областi стiйкостi гамiльтонiану (3.7):

(i) nNv0 + nu0 +Nw0 + y0 + nNz0 > 0, (3.10)

(ii) u0 + v0 + w0 + y0 + z0 > 0, (3.11)

(iii) Nv0 + u0 +Nw0 + y0 +Nz0 > 0, (3.12)

(iv) nu0 + nv0 + w0 + y0 + nz0 > 0. (3.13)

Якщо врахувати, що релевантними у реплiчнiй границi, є тiльки умови стiйкостi
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для реплiчно-симетричних конфiгурацiй [236], то для n = 0 залишаються тiльки

такi умови:

(i) nu0 + y0 > 0 (3.14)

(iii) u0 + y0 > 0. (3.15)

Насамкiнець хочемо зауважити, що гамiльтонiан (3.7) при перегрупуваннi

компонент реплiкованих полiв перетворюється в ефективний гамiльтонiан задачi

про критичну поведiнку моделi з низьковимiрними дефектами [237].

3.1.1. Перенормування

У загальному вершиннi функцiї (1.31) мають складну тензорну структуру.

Наприклад, вершинну функцiю Γ̊(0,4)ijkl
αβγτ зручно розбити на частини, якi мають

ту саму тензорну структуру, що й рiзнi члени неперенормованої моделi (3.7):

Γ̊(0,4)ijkl
αβγτ = Γ̊(0,4)

v Sαβγτijkl +Γ̊(0,4)
u SijklFαβγτ

+ Γ̊(0,4)
w FijklSαβγτ + Γ̊(0,4)

y FijklFαβγτ

+ Γ̊(0,4)
z Aαβγτ

ijkl , (3.16)

де введенi такi тензори:

Fijkl = δijδikδil,

Sijkl =
1

3
(δijδkl + δikδjl + δilδjk),

Sαβγτijkl =
1

3
(δijδklδαβδγτ + δikδjlδαγδβδ + δilδjkδατδβγ),

Aαβγτ
ijkl =

3

2
SijklSαβγτ −

1

2
Sαβγτijkl ,

а δab є символом Кронекера.

На вiдмiну вiд попереднього роздiлу тут будемо працювати в рамках масив-

ної схеми теоретико-польової РГ. Для цiєї схеми умови нормування формулюються

при нульових зовнiшнiх iмпульсах i ненульовiй масi та мають наступну форму:

Γ(0,2)(k;−k;µ2; {ui})
∣∣∣
k=0

= µ2, (3.17)
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d

dk2
Γ(0,2)(k;−k;µ2; {ui})

∣∣∣
k=0

= 1, (3.18)

Γ
(0,4)
λi

({k};µ2; {ui})
∣∣∣
{k}=0

= µ4−dui, (3.19)

Γ(1,2)(p; k1, k2;µ
2; {ui})

∣∣∣
k1=k2=p=0

= 1. (3.20)

Неперенормованi константи зв’язку {ui,0} = {u0, v0, w0, y0, z0} зв’язанi з перенор-

мованими за допомогою перенормовуючих множникiв:

ui,0 = µ4−d
Zui
Z2
φ

ui. (3.21)

Функцiї РГ дозволяють обчислити чисельнi характеристики скейлiнгової по-

ведiнки системи у критичнiй областi, яка задається НТ:

βui({u∗i}) = 0, i = 1, . . . , 5. (3.22)

Функцiї РГ

Застосовуючи схему перенормування (3.17)–(3.21) до моделi (3.7), ми отри-

мали функцiї РГ у двопетлевому наближеннi. Отриманi вирази для них поданi

нижче, де однопетлевий iнтеграл D2 =
∫

ddp
(p2+1)2

було включено у переозначення

констант зв’язку ui → ui/D2, βui → βui/D2:

βv =−ε
{
v−1

6

[
(nN+8)v2+2uw+2uz+2wz+3z2+2(n+2)uv+2(N+2)vw

+6vy + 2(n+N+1)vz

]
− 1

9

[
2(5nN+22)v3 + 4u2w + 4uw2 + 4u2z

+16uwz + 4w2z + 2(n+8)uz2 + 2(N+8)wz2 + 3yz2 + 3(n+N+3)z3

+24(n+2)v2u+24(N+2)v2w+72v2y+24(n+N+1)v2z+6(n+2)vu2

+6(N+2)vw2+36vwy+18vy2+12(N+4)vwz+36vyz+60uvw

+3(nN+n+N+15)vz2+36uvy+12(n+4)uvz

](
i1−

1

2

)
+
2

9

[
(nN+2)v3

+(n+2)vu2+(N+2)vw2+3vy2+
nN+n+N+3

2
vz2+2(n+2)v2u

+2(N + 2)v2w + 6v2y + 2(n+N + 1)v2z + 6uvw + 6uvy
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+2(n+ 2)uvz + 6vwy + 2(N + 2)vwz + 6vyz

]
i2

}
, (3.23)

βu = −ε
{
u− 1

6

[
(n+ 8)u2 + 12uv + 4uw + 6uy + 2(n+ 5)uz + 6yz

]

−1

9

[
2(5n+22)u3 + 6(nN+14)uv2 + 2(N+6)uw2 + 36uwy + 18uy2

+24(n+ 5)vu2 + 12(N + 6)uvw + 108uvy + 68u2w + 72u2y

+12(3n+N + 11)uvz + 4(7n+ 29)u2z + 4(N + 20)uwz + 72vyz

+132uyz + 24wyz + 18y2z + (nN + 5N + 17n+ 67)uz2

+3(N + 14)yz2
](

i1−
1

2

)
+
2

9

[
(nN+2)v2u+(n+2)u3+(N+2)w2u

+3y2u+
nN+n+N+3

2
z2u+ 2(n+ 2)vu2 + 2(N + 2)uwv + 6uyv

+2(n+N + 1)uzv + 6u2w + 6u2y + 2(n+ 2)u2z + 6wyu

+2(N + 2)wzu+ 6yzu

]
i2

}
(3.24)

βw = −ε
{
w − 1

6

[
(N + 8)w2 + 12vw + 4uw + 6wy + 2(N + 5)wz + 6yz

]

−1

9

[
2(5N+22)w3+6(nN+14)wv2+2(n+6)wu2+36uwy+18wy2

+24(N + 5)vw2 + 12(n+ 6)uvw + 108vwy + 68w2u+ 72w2y

+12(n+ 3N + 11)vwz + 4(7N + 29)w2z + 4(n+ 20)uwz +

72vyz + 132wyz + 24uyz + 18y2z + (nN + 5 + 17N + 67)wz2

+3(n+ 14)yz2
](
i1−

1

2

)
+

2

9

[
(nN+2)v2w+(n+2)wu2+(N+2)w3

+3wy2 +
nN+n+N+3

2
wz2 + 2(N+2)uvw+2(N+2)vw2+6vyw

+2(n+N + 1)vzw + 6uw2 + 6uyw + 2(n+ 2)uzw + 6w2y

+2(N + 2)w2z + 6yzw

]
i2

}
, (3.25)
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βy = −ε
{
y−1

6

[
9y2+8uw+12uy+12vy+12wy+6yz

]
−1

9

[
54y3 + 96uvw

+4(n+ 18)u2w + 252uwy + 4(N + 18)uw2 + 6(nN + 14)v2y

+6(n+ 14)u2y + 6(N + 14)w2y + 12(n+ 14)uvy + 144vy2

+12(N + 14)vwy + 144uy2 + 144wy2 + 8(n+N + 10)uwz +

+12(n+N + 7)vyz + 126y2z + 12(N + 12)wyz + 12(n+ 12)uyz

+3(n+N + 13)yz2

](
i1−

1

2

)
+

2

9

[
(nN + 2)v2y + (n+ 2)u2y

+(N + 2)w2y + 3y3 +
nN + n+N + 3

2
z2y + 2(n+ 2)uvy

+2(N + 2)vwy + 6vy2 + 2(n+N + 1)vzy + 6uwy + 6uy2

+2(n+ 2)uzy + 6wy2 + 2(N + 2)wzy + 6y2z

]
i2

}
(3.26)

βz = −ε
{
z−1

6

[
(n+N+4)z2+12vz+4uz+4wz

]
−1

9

[
(2nN+5n+5N+27)z3

+6(nN+14)v2z+2(n+6)u2z+2(N+6)w2z+12wyz+2(5N+22)wz2

+24yz2 + 44uwz + 12uyz + 2(5n+ 22)uz2 + 12(n+ 6)uvz

+12(N + 6)vwz + 36vyz + 12(2n+ 2N + 15)vz2

](
i1−

1

2

)

+
2

9

[
(nN + 2)v2z + (n+ 2)u2z + (N + 2)w2z + 3y2z + 2(n+ 2)vuz

+2(N+2)vwz+
nN+n+N+3

2
z3+6vyz+2(n+N+1)vz2+6vwz

+6uyz + 2(n+ 2)uz2 + 6wyz + 2(N + 2)wz2 + 6yz2

]
i2

}
(3.27)

Тут i1 та i2 – петлевi iнтеграли, якi розраховуються при фiксованiй вимiрностi

простору. При d = 3 вони мають значення i1 = 1/6 та i2 = −2/27 [382], а для

довiльного d їхнi значення поданi, зокрема, у роботах [383–385].

Наша основна мета проаналiзувати отриманi функцiї РГ у реплiчнiй грани-

цi N = 0, що вiдповiдає невпорядкованим системам з замороженим структурним

безладом. Однак варто розглянути випадок довiльних N та n. Окрiм академiчно-
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го iнтересу, такi випадки можуть описувати фiзичнi ситуацiї: граничнi випадки

гамiльтонiану при w = y = z = 0 вiдповiдають nN -векторнiй моделi [33, 84],

яка при n = 1 та довiльному N вiдповiдає кубiчнiй моделi [11, 84], а для n = 2,

N = 2 i N = 3 описує клас структурних фазових переходiв [386]. Iнший приклад

задає ефективний Гамiльтонiан (3.7) з w = z = 0. При N = 0 вiн описує розве-

дену кубiчну модель [387], а при n = 2 та довiльному ненульовому N вiдповiдає

тетрагональнiй моделi [11].

Та спочатку, слiдуючи за роботою [209], наголосимо, що отриманi функцiї

(3.23)-(3.27) мають задовiльняти властивостi, якi задаються ефективним гамiль-

тонiаном (3.7) та спiвпадати з результатами для простiших моделей, якi є гра-

ничними випадками (3.7). Ми зробили такi перевiрки для отриманих функцiй i

переконались, що вони, як i має бути:

• є iнварiантнi при одночаснiй ваємозамiнi констант зв’язку u ↔ w та вимiр-

ностей реплiк i параметра порядку n↔ N ;

• спiвпадають з вiдповiдними функцiями nN при w = y = z = 0 або u = y =

z = 0 (див. роботи [33, 84, 388] та цитування в них);

• вiдтворюють вiдповiднi функцiї (n × N)-компонентної кубiчної моделi при

u = w = z = 0 ( див. роботи [11, 84, 389, 390] та цитування в них);

• спiвпадають з функцiями РГ розведеної кубiчної моделi з w = z = 0 i N = 0

[387], та тетрагональної моделi для w = z = 0 з n = 2 [11, 388];

• при u = z = 0 i n = 0 вони задовiльняють тотожностi:

βv(v, 0, w, y, 0)+βw(v, 0, w, y, 0) = βRIM,v(v+w, y),

βy(v, 0, w, y, 0) = βRIM,y(v+w, y), (3.28)

де βRIM,v(v, y), βRIM,y(v, y) – це вiдповiднi β-функцiї моделi Iзiнґа з розве-

денням (RIM) [22];

• при z = 0 i N = 0 спiвпадають з функцiями RAM з кубiчним розподiлом,

отриманими у роботах [208, 209];
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• вiдтворюють при w = y = 0 i n = 0 з функцiями RAM з iзотропним розпо-

дiлом, отриманими у роботах [207].

Зазначимо, щоб спiвставити результати, треба враховувати вiдмiннiсть в пере-

нормуваннi та в позначеннi констант зв’язку та вимiрностей параметра порядку i

реплiк.

Двопетлевi β-функцiї отриманi у роботi [239] не задовольняють повнiстю цi

умови. Звернемо увагу на декiлька з них. Так, не задовiльняється перша умова:

для позначень роботи [239] вона полягала би у одночаснiй замiнi v ↔ w i n ↔ m

у вiдповiдних функцiях. Але, оскiльки у роботi [239] функцiї поданi при n = 0,

то у не вiдповiдностi функцiй умовi можна переконатись, поклавши m = 0 у βv

роботи [239] та зробивши замiну v ↔ w. Тодi, поклавши m = 0 у βw [239], мо-

жна порiвняти обидвi функцiї. Отриманi функцiї не спiвпадають, як мало б бути.

Функцiї роботи [239] також не спiвпадають повнiстю з граничними випадками

кубiчного розподiлу [208] та iзотропного розподiлу [238].

3.1.2. Аналiз РГ

Як i в попередньому роздiлi, тут можна проводити аналiз двома способами:

за допомогою ε-розкладу, або безпосередньо при d = 3, провiвши пересумовува-

ння. Ми використаємо обидва пiдходи, аналiзуючи однопетлевi функцiї за допо-

могою ε-розкладу та застосовуючи процедуру пересумовування до двопетлевих

виразiв у фiксованiй вимiрностi простору d = 3.

Однопетлеве наближення

Як було сказано ранiше, при ненульовому N наша модель також представ-

ляє iнтерес, тому ми тут розглянемо цей випадок в однопетлевому наближеннi.

Використавши явний вираз для однопетлевого iнтегалу D2 через ε, ми отримали

такi однопетлевi вирази для β-функцiй у ε-розкладi:

βv = −εv + 1

6

[
(nN + 8)v2 + 2uw + 2uz + 2wz + 3z2 + 2(n+ 2)uv

+2(N + 2)vw+6vy + 2(n+N + 1)vz
]
, (3.29)
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βu = −εu+1

6

[
(n+8)u2+12uv+4uw+6uy + 2(n+5)uz + 6yz

]
, (3.30)

βw = −εw+1

6

[
(N+8)w2+12vw+4uw+6wy + 2(N+5)wz + 6yz

]
, (3.31)

βy = −εy + 1

6

[
9y2+8uw+12uy+12vy + 12wy+6yz

]
, (3.32)

βz = −εz + 1

6

[
(n+N + 4)z2 + 12vz + 4uz + 4wz

]
. (3.33)

В загальному випадку система рiвнянь (3.29) має 32 розв’язки, з яких 16 отриму-

ються при z = 0, описуючи таким чином систему з кубiчним розподiлом (3.4).

Цi розвязки подано у таблицi 3.1 пiд номерами I – XIII, що позначають гру-

пи точок з тими ж самими нульовими константами зв’язку. Першi 14 нерухомих

точок вiдповiдають точкам, знайденим у роботах [203, 208, 209]. Зазначимо, що

координати декiлькох точок мають полюси при N → 0 (це стосується НТ XII та

НТ XIII у таблицi 3.1), а тому не iснують в границi N → 0. Такi нерухомi точки

з (v∗ 6= 0, y∗ 6= 0, u∗ = w∗ = z∗ = 0 i w∗ 6= 0, y∗ 6= 0, v∗ = u∗ = z∗ = 0) можна

отримати у наступному намближеннi з допомогою
√
ε-розкладу [22, 83, 127–129].

Це також стосується НТ FP IX при N = 0 та n = 2 [208].

Решту 16 нерухомих точок, для яких z∗ 6= 0, можна знайти подiбним чи-

ном, як це зроблено в роботi [237]. Тiльки 6 з них можна отримати аналiтично при

N 6= 0, координати iнших можна знайти тiльки чисельно. Нерухомi точки XIV –

XVI з z∗ 6= 0, якi знаходяться аналiтично, поданi у таблицi 3.1. Аналiз стiйкостi

усiх знайдених точок показує, що тiльки НТ III є повнiстю стiйкою для випадку

N = 0. Однак, вона не є досяжною з фiзичних початкових умов для (3.7), що

характерно i для граничних випадкiв, розглянутих у роботах [34, 207–209, 238].

Потоки РГ для констант зв’язку зi знаками, вказаними пiд р-ням (3.7), що стар-

тують з умов (3.8) i (3.9) через сепаратриси не досягнуть областi притягання НТ

III.

Ми також дослiдили стiйкiсть нерухомих точок при iнших значеннях N

(зокрема, для n = 2, n = 3 i N = 1, N = 2, N = 3). У цих випадках знову тiльки

НТ III є стiйкою (N = 1) або повнiстю стiйких точок немає взагалi.

Таким чином, наш аналiз однопетлевих результатiв показує вiдсутнiсть непе-
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Табл. 3.1. Нерухомi точки як функцiї n та N у першому порядку за ε. Подано
тiльки точки, якi можна отримати аналiтично (22 з усiх 32 нерухомих
точок). Решту 10 можна отримати, розв’язучи рiвняння на НТ чисель-
но. Тут, x± = (n + N − 2 ±

√
(n+N − 2)2 − 12nN + 48)/(8 −

2nN); A±(n,N) = (n + N − 2 + 2nσ(n,N) ±√
(n+N − 2 + 2nσ(n,N))2 + 4(4− nN)(2σ(n,N) + 3))/(8 − 2nN),

σ(n,N) = −(n−N + 6)/(n+ 4); A±(N, n) = (n+N − 2 + 2Nσ(N, n)±√
(n+N − 2 + 2Nσ(N, n))2 + 4(4− nN)(2σ(N, n) + 3))/(8 − 2nN),

σ(N, n) = −(N − n + 6)/(N + 4); α± = ((N − 4)γ + 2n ±√
((N − 4)γ + 2n)2 + 8(4− nN)γ)/(8 − 2nN), β± = −((4 −

N)γ + 8 ±
√

((4−N)γ + 8)2 − 96γ)/6, γ = (n + 4)/(N + 4),
B±± = 12α±+6β±+(N+8)γ+4, ρ = n+N+4, ζ(n,N) = (nN+8)(n+8),
Σ±(n,N) = σ(n,N) + 3A±(n,N).

FP v∗ u∗ w∗ y∗ z∗

I. 0 0 0 0 0
II. 0 6

n+8
ε 0 0 0

III. 6
nN+8

ε 0 0 0 0

IV. 0 0 6
N+8

ε 0 0

V. 0 0 0 2
3
ε 0

VI. 6(n−4)
24(n+2)−ζ(n,N)ε

6(nN−4)
ζ(n,N)−24(n+2)ε 0 0 0

VII. 6(N−4)
24(N+2)−ζ(N,n)ε 0 6(nN−4)

ζ(N,n)−24(N+2)ε 0 0

VIII. 0 2
nε 0 2(n−4)

3n ε 0

IX. 2(n−4)
(8−nN)n−16ε

2(4−nN)
(8−nN)n−16ε 0 2

3
(nN−4)(n−4)
(nN−8)n+16 ε 0

X. 2(n−4)
(8−nN)N−16ε 0 2(4−nN)

(8−nN)N−16ε
2
3
(nN−4)(N−4)
(nN−8)N+16 ε 0

XI. a 6α+

B++
ε 6

B++
ε 6γ

B++
ε 6β+

B++
ε 0

b 6α+

B+−
ε 6

B+−
ε 6γ

B+−
ε 6β−

B+−
ε 0

c 6α−

B−+
ε 6

B−+
ε 6γ

B−+
ε 6β+

B−+
ε 0

d 6α−

B−−
ε 6

B−−
ε 6γ

B−−
ε 6β−

B−−
ε 0

XII. 2
nN ε 0 0 2

3
nN−4
nN ε 0

XIII. 0 0 2
N ε

2
3
N−4
N ε 0

XIV. a 6x+
ρ+12x+

ε 0 0 0 6
ρ+12x+

ε

b 6x−
ρ+12x−

ε 0 0 0 6
ρ+12x−

ε

XV. a 6A+(n,N)ε
ρ+4Σ+(n,N)

6σ(n,N)ε
ρ+4Σ+(n,N) 0 0 6ε

ρ+4Σ+(n,N)

b 6A−(n,N)ε
ρ+4Σ−(n,N)

6σ(n,N)ε
ρ+4Σ−(n,N) 0 0 6ε

ρ+4Σ−(n,N)

XVI. a 6A+(N,n)ε
ρ+4Σ+(N,n)

0 6σ(N,n)ε
ρ+4Σ+(N,n)

0 6ε
ρ+4Σ+(N,n)

b 6A−(N,n)ε
ρ+4Σ−(N,n)

0 6σ(N,n)ε
ρ+4Σ−(N,n)

0 6ε
ρ+4Σ−(N,n)
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ревного ФП для моделi з випадковою анiзотропiєю з ефективним гамiльтонiаном

(3.7). Далi ми покажемо, що цей результат залишаться в силi й у двопетлевому

наближеннi на противагу до твердження роботи [239].

Двопетлеве наближення

Тут ми проаналiзуємо отриманi функцiї РГ у двопетлевому наближеннi. Як

вже показано для граничного випадку моделi з трьома константами зв’язку [208],

розрахунок нерухомих точок на основi поправок ε2 дає результати з поганою збi-

жнiстю. Тому проводимо наш аналiз функцiй РГ пересумованих за допомогою

методу Паде-Бореля [391, 392], узагальненого на випадок декiлькох змiнних за

допомогою “резольвентного” ряду [354]. У нашiй роботi конструюємо його за до-

помогою додаткової змiнної s таким чином:

F ({ui}, s) =
∑

1≤i+j+k+l+p≤3

cijopqu
ivjwoypzqsi+j+o+p+q−1 =

∑

0≤l≤2

al({ui}, c)sl, (3.34)

що при s = 1 вiдтворюється вихiдний ряд, коефiцiєнти al при цьому неявно зале-

жать вiд констант зв’язку i коефiцiєнтiв cijopq. Тепер для змiнної s будуємо образ

Бореля подiбним чином, як ми робили в (1.71):

FB({ui}, s) =
∑

0≤l≤2

al
l!
sl, (3.35)

i апроксимуємо Паде-апроксимантою [1/1] за s, подiбно до того, як ми робили для

функцiї однiєї змiнної (1.72):

FB({ui}, s) ⇒ [1/1](s). (3.36)

Тодi пересумована функцiя отримується в результатi оберненого перетворе-

ння Бореля:

F res({ui}) =
∞∫

0

ds exp(−s) [1/1] (s). (3.37)

Зосередимось на випадку реплiчної границi N = 0 для n = 2, n = 3. Пе-

ресумовуючи для цих значень β-функцiї (3.23)–(3.27) та розв’язуючи отриману
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систему п’яти нелiнiйних рiвнянь на НТ, знайдено нерухомi точки, поданi у Та-

блицях 2.1, 2.2. Приведено тiльки результати для нерухомих точок дiйсними ко-

ординатами. У граничних випадках iзотропного та кубiчного розподiлiв отриманi

результати вiдтворюють уже вiдомi [207, 208, 238].

Табл. 3.2. Нерухомi точки для випадку n = 2 розрахованi в масивнiй схемi пере-
нормування у двопетлевому наближеннi.

FP v∗ u∗ w∗ y∗ z∗

I 0 0 0 0 0
II 0 0.9107 0 0 0
III 1.1857 0 0 0 0
IV 0 0 1.1857 0 0
V 0 0 0 1.0339 0
VI −0.0322 0.9454 0 0 0
VII 2.1112 0 −2.1112 0 0
VIII 0 1.5509 0 −1.0339 0
IX −0.4401 2.3900 0 −1.5933 0

X. α −0.1387 0 −0.2667 1.5509 0
β 0.6678 0 −0.6678 1.0339 0

XI. α −0.0899 −0.0081 −0.3262 1.5727 0
β 0.3486 −0.2398 −0.4969 1.4538 0
γ 0.4128 0.5013 0.7676 −0.5706 0
δ 0.4755 1.2862 1.1146 −2.4093 0
ǫ 1.9951 −1.7745 −2.4995 1.9710 0

XII 0.4755 0 0 −2.4093 0
XIII 0 0 −0.4401 1.5933 0

XIV. α 0.5349 0 0 0 0.5325
β 1.4650 0 0 0 −1.6278

XV. α 0.3427 2.0830 0 0 −1.1498
β 0.7991 0.7341 0 0 −0.5360

XVI. α 0.5929 0 −1.1857 0 1.1857
β 1.0556 0 2.1112 0 −2.1112

XVII. α −0.2201 2.3900 0.4401 −1.5933 −0.4401
β 0.1106 1.9238 0.5040 −1.4409 −0.5040
γ 0.3339 1.5509 0.6678 −1.0339 −0.6678
δ 0.7139 1.1670 2.4589 −1.9465 −2.4077
ǫ 0.7394 1.1381 2.4016 −1.8889 −2.4016
ζ 0.7971 −0.3573 −0.7735 0.5750 0.7735
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Табл. 3.3. Нерухомi точки для випадку n = 3 розрахованi в масивнiй схемi пере-
нормування у двопетлевому наближеннi.

FP v∗ u∗ w∗ y∗ z∗

I 0 0 0 0 0
II 0 0.8102 0 0 0
III 1.1857 0 0 0 0
IV 0 0 1.1857 0 0
V 0 0 0 1.0339 0
VI 0.1733 0.6460 0 0 0
VII 2.1112 0 −2.1112 0 0
VIII 0 0.8394 0 −0.0485 0
IX 0.1695 0.7096 0 −0.1022 0

X. α 0.6678 0 −0.6678 1.0339 0
β −0.1387 0 −0.2667 1.5509 0

XI. α −0.0879 −0.0070 −0.3295 1.5731 0
β 0.2833 −0.1901 −0.5381 1.5365 0
γ 0.4371 0.4027 0.7289 −0.5051 0
δ 0.5704 1.0219 1.1630 −2.2717 0

XII 0.4755 0 0 −2.4093 0
XIII 0 0 −0.4401 1.5933 0
XIV 0.5386 0 0 0 0.4431
XV 0.8450 0.5934 0 0 −0.4506
XVI 0.5753 0 −0.4570 0 0.6462
XVII 0.8962 −0.3497 −0.8276 0.7597 0.5187
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На вiдмiну вiд однопетлевого випадку, де вiдома кiлькiсть розв’язкiв, тут

аналiзується система неалгебраїчних рiвнянь, а тому наперед не вiдомо скiльки

розв’язкiв можна отримати. Тому така процедура може привести до хибних точок,

якi не передбаченi пертурбативним пiдходом, та якi не спiвпадають з гаусовою НТ

при d = 4, а також можуть з’являтись та зникати зi зростанням порядку вико-

ристаних петлевих розкладiв. Якщо такi розв’язки iснують та виявляються стiй-

кими, потрiбно провести детальний аналiз, щоб перевiрити чи точка є справжнiм

розв’язком, чи хибним (див. Роздiл 7). На щастя, у нашому випадку всi такi точки

виявились нестiйкими. Для зручностi використовуємо попередню класифiкацiю,

використану для нерехомих точок однопетлевого наближення у 3.1, згруповуючи

пiд одним номером нерухомi точки з тими самими нульовими координатами.

Модель з випадковою анiзотропiєю описують тiльки фiзичнi точки з кон-

стантами зв’язку u∗ > 0, v∗ > 0, z∗ < 0, та w∗ i y∗ довiльного знаку. З таких точок

стiйкою є лише “полiмерна” O(N = 0) НТ, яка є стiйкою для будь-якого n (НТ

III у таблицях 3.2, 3.3), але, як i для ε-розкладу, вона виявляється недосяжною

з початкових умов. НТ з координатами u∗ = v∗ = z∗ = 0, w∗ < 0, та y∗ > 0,

яка вiдповiдає стiйкiй НТ гамiльтонiану (3.5), має одне вiд’ємне власне значення,

пов’язане з константою зв’язку z. Тому стiйка i фiзично досяжна НТ для RAM

при кубiчному розподiлi локальної осi анiзотропiї (3.4) (НТ XIII таблиць 3.2, 3.3)

виявляється нестiйкою до збурень з ненульовим z. Оскiльки поява збурення з z

пов’язана з наявнiстю iзотропного розподiлу, то напрошується висновок, що будь-

який розподiл, що включає (3.2), приведе до вiдсутностi критичної точки.

Подiбний аналiз було проведено також в рамках схеми мiнiмального вiд-

нiмання теоретико-польової РГ. Знову таки у двопетлевому наближеннi не було

виявлено повнiстю стiйких нерухомих точок, крiм НТ III, яка є недосяжна з фi-

зичних початкових умов. Таким чином, наш аналiз двопетлевих β- функцiй дає

вагомi пiдстави для висновку, що в RAM з розподiлами осi випадкової анiзотро-

пiї, усереднення за якими дає ефективний гамiльтонiан (3.7), вiдсутня НТ, яка є

одночасно стiйкою та досяжною з початкових умов. Враховуючи результати дослi-

джень iншими пiдходами, це можна iнтерпретувати як вiдсутнiсть феромагнiтно-
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го впорядкування у данiй моделi, що не виключає можливостi квазi-довгосяжного

впорядкування [226, 393, 394], однак такий аналiз неможливий в рамках даного

методу.

3.2. Критичне сповiльнення для моделi з випадковою

анiзотропiєю

У цьому пiдроздiлi ми перейдемо до опису критичної поведiнки магнети-

кiв з випадковою анiзотропiєю. Оскiльки тiльки для анiзотропного (кубiчного)

розподiлу ми маємо угоджену картину аналiтичних i чисельних дослiджень про

iснування ФП другого роду у феромагнiтний стан, то зосередимось тут на цьому

випадку. Динамiчнi моделi для систем з iзотропним розподiлом локальної осi анi-

зотропiї були розглянутi у роботах [106, 262, 263], розрахунки у першому порядку

РГ були виконанi у роботi [141]. У цей час проблема динамiчної критичної поведiн-

ки RAM з анiзотропним розподiлом випадкових осей, як нам вiдомо, залишалась

недослiдженою.

Тут ми розглядаємо чисто релаксацiйну динамiку тривимiрної (d = 3) мо-

делi з випадковою анiзотропiєю з незбережним параметром порядку (модель A у

класифiкацiї роботи [85]) та з кубiчним розподiлом випадкових осей (3.4). Оскiль-

ки статична критична поведiнка таких магнетикiв (при n > 1) належить до кла-

су унiверсальностi випадкової моделi Iзiнґа [207–209, 236, 237], теплоємнiсть її не

розбiгається [11, 22]. Тому критична динамiка такої моделi визначається в асим-

птотицi, динамiчним критичним показником моделi A для магнетика Iзiнґа з ви-

падковими вузлами для будь-якого числа компонет n параметра порядку. Однак,

у неасимптотичнiй областi модель має багату ефективну критичну поведiнку, як

буде показано нашим подальшим аналiзом. Враховуючи, що саме ефективна пове-

дiнка спостерiгається як в експериментах, так i в симуляцiях МК, важливо мати

передбачення РГ для типових сценарiїв пiдходу до критичностi у магнетиках з

випадковою анiзотропiєю.
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3.2.1. Модельнi рiвняння i перенормування

Приймемо, що динамiка моделi (3.1) з розподiлом (3.4) для осей випад-

кової анiзотропiї є повнiстю релаксацiйна n-компонентним параметром порядку
~φ0 ≡ ~φ0(r). У цьому випадку, як i в попередньому роздiлi, динамiчнi рiвняння та

кореляцiя теплових шумiв задається виразами (1.14) i (1.15).

Ми дослiджуємо критичну динамiку невпорядкованих магнетикiв у рам-

ках методу теоретико-польової РГ на основi формулювання Буша-Янсена-Вагнера

[339], де дослiджуються вiдповiднi лагранжiани (див. пiдроздiл 1.4.2). Для нашого

випадку ефективний лагранжiан буде мати такий самий вигляд, як i в попередньо-

му роздiлi (2.6). Однак ефективний гамiльтонiан H буде задаватись р-ням (3.1).

При вивченнi критичних властивостей невпорядкованих систем потрiбно

проводитити усереднення за безладом. Як ми вже згадували ранiше, при дослi-

дженнi динамiки не обов’язково використовувату метод реплiк [262]. На вiдмiну

вiд попереднього роздiлу, тут ми будемо користуватись саме пiдходом без реплiк.

Пiсля усереднення за змiнними x̂ з розподiлом (3.4) лагранжiан запишеться:

L =

{∫
ddrdt

∑

i

φ̃i,0

[(
∂

∂t
+Γ̊(µ20−∇2)

)
φi,0−Γ̊φ̃i,0+

Γ̊v0
3!
φi,0
∑

j

φj,0φj,0+
Γ̊y0
3!
φ3i

]
+

∫
dt′
∑

i

φ̃i,0(t)φi,0(t)

[
Γ̊2u0
3!

∑

j

φ̃j,0(t
′)φj,0(t

′)+
Γ̊2w0

3!
φ̃i,0(t

′)φi,0(t
′)

]}
.

(3.38)

Тут µ20 пропорцiйне до температурної вiдстанi до критичної точки, а u0 > 0,

v0 > 0, w0 < 0 – неперенормованi константи зв’язку. Бiльше того, v0 i w0 пов’язанi

з моментами розподiлу (3.4) таким чином, що w0/v0 = −n.

Ми аналiзуємо динамiчнi вершиннi функцiї для лагранжiану (3.38), що за-

лежить вiд неперенормованих величин (позначених верхнiми та нижнiми iнде-

ксами ’o’) за допомогою теорiї поля [7–9]. Оскiльки статичнi функцiї РГ отри-

манi для нашої моделi ранiше у двопетлевому наближеннi [34], потрiбно лише

розрахувати двоточкову динамiчну вершинну функцiю Γ̊i,j
φ̃φ
(µ20, {ui,0}, Γ̊, k, ω) =

Γ̊φ̃φ(µ
2
0, {ui,0}, Γ̊, k, ω)δi,j. Її перенормування дозволить отримати функцiю ζΓ.
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Динамiчний асимптотичний критичний показник z задається у стiйкiй i

досяжнiй НТ:

z = 2 + ζΓ(u
∗, v∗, w∗, y∗). (3.39)

У свою чергу ефективний динамiчний показник zeff розраховується у неасимпто-

тичнiй областi, де перенормованi константи зв’язку не досягають своїх значень у

НТ i означаються розв’язками рiвнянь на потоки (1.61):

zeff = 2 + ζΓ(u(ℓ), v(ℓ), w(ℓ), y(ℓ)) . (3.40)

Ми нехтуємо внесками до zeff , якi дають амплiтуднi функцiї, оскiльки вважаємо

їх малими.

3.2.2. Результати

Статичнi функцiї РГ у рамках схеми мiнiмального вiднiмання вiдомi у

двопетлевому наближеннi [34]. У рамках масивної схеми перенормування вони бу-

ли розрахованi вже у п’ятипетлевому наближеннi [209]. Розраховуючи динамiчну

функцiю ζΓ у двопетлевому порядку, використовуємо статичнi функцiї РГ того

ж самого порядку [34]. Оскiльки вiдомо, що ряди для цих статичних функцiй,

у кращому випадку, асимптотичнi, ми використовуємо схему пересумовування

Паде-Бореля [392], детально описану в роботi [34]. У нашому дослiдженнi ми ви-

користовуємо значення нерухомих точок та розв’язки рiвнянь на потоки, отриманi

на основi згаданих пересумованих функцiй, додаючи до них новий двопетлевий

вираз для функцiї ζΓ. Вiн отриманий при перенормуваннi вершинної функцiї Γ̊i,j
φ̃φ

i записується:

ζΓ = −(v + w)

3
+

(6 ln(4/3)− 1)

24
(y2 +

2

3
uy +

n+ 2

3
u2) +

1

36

(
(n+2)uv + 5v2 + 5w2 + 10vw + 3yw + 3uw + 3vy

)
. (3.41)

Розв’язок рiвняння на НТ (1.64) для статичних β-функцiй при фiксованiй

вимiрностi простору d = 3 приводить до 16 нерухомих точок [34] (див. також пiд-

роздiл 3.1). Область фiзичних значеннь u > 0, v > 0, w < 0 включає 10 нерухомих
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точок. Нижче ми перераховуємо найбiльш цiкавi нерухомi точки разом з асимпто-

тичним значенням показника z (для числових значень координат НТ, отриманих

в двопетлевому наближеннi за допомогою пересумовування Паде-Бореля див.[34],

значення показника z отримуємо прямою пiдстановкою координат нерухомих то-

чок у р-ня (3.39)):

• Гаусова НТ I: u∗ = v∗ = w∗ = y∗ = 0; z(∀n) = 2;

• чиста НТ II: u∗ 6= 0, v∗ = w∗ = y∗ = 0; z(n = 2) = 2.053, z(n = 3) = 2.051;

• полiмерна НТ III: v∗ 6= 0, u∗ = w∗ = y∗ = 0; z(∀n) = 1.815;

• НТ Iзiнґа V: y∗ 6= 0, u∗ = v∗ = w∗ = 0; z(∀n) = 2.052;

• кубiчна НТ VIII: u∗ 6=0, y∗ 6=0, v∗=w∗=0; z(n=2)=2.157, z(n=3)=2.042;

• НТ Iзiнґа X: v∗ 6= 0, y∗ = −w∗, u∗ = 0; z(∀n) = 2.052;

• НТ моделi Iзiнґа з випадковими вузлами XIII: w∗ 6= 0, y∗ 6= 0, u∗ = v∗ = 0;

z(∀n) = 2.139.

Тут ми зберiгаємо таку ж нумерацiю нерухомих точок як у роботах [34, 203, 207–

209, 236], крiм останньої точки, де ми дали номер згiдно пiдроздiлу 3.1 . З вище

вказаного списку стiйкi лише нерухомi точки моделi Iзiнґа з випадковими вузла-

ми (XIII) та полiмерна (III). Однак, як вже ранiше було сказано, полiмерна НТ

недоступна з початкових фiзичних умов. Це приводить до висновку, що НТ XIII

визначає критичну поведiнку. Тому n-векторнi магнетики з кубiчним розподiлом

випадкових осей належать до класу унiверсальностi Iзiнґа з випадковими вузлами.

Неасимптотична критична поведiнка RAM суттєво вiдрiзняється вiд вiдповiдної

поведiнки у моделi з випадковими вузлами, як це було продемонстровано в статицi

у роботi [34]. Це так само стосується i неасимптотичної динамiчної критичної по-

ведiнки: критичне сповiльнення RAM визначається ефективним показником zeff ,

як пояснено нижче.

Переходи мiж рiзними нерухомими точками приводять до багатої карти-

ни можливих потокiв РГ [34]. На багато потокiв впливають НТ V i НТ X, що

описуть клас унiверсальностi чистої моделi Iзiнґа. Пiдставляючи у (3.40) декiль-
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ка типових потокiв РГ, якi починаються з фiзичної областi початкових значень

констант зв’язку, можна отримати рiзнi режими наближення ефективного дина-

мiчного критичного показника zeff до асимптотики. Залежнiсть zeff вiд параметра

потоку ℓ для легкоплощинного (n = 2) i гейзенберiвсього (n = 3) магнетикiв по-

казанi на Рис. 3.1 i 3.2 вiдповiдно. Потiк 3 був вибраний так, щоб знаходитись пiд

впливом обох iзiнґiвських НТ V i НТ X, тому обидвi кривi 3 з рисункiв 3.1 i 3.2

демонструють, що може iснувати велика область для zeff з динамiчними значен-

нями показника чистої однокомпонентної (Iзiнґа) моделi A. Кривi 6 вiдповiдають

потокам, якi наближаються до чистої НТ II i кривi 7 – потокам, якi пiдходять до

кубiчної НТ VIII.
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Рис. 3.1. Ефективний критичний показник zeff як функцiя логарифму параметра
потоку для вимiрностi параметра порядку n = 2. Штрихова лiнiя вказує
на значення z при НТ V, НТ X. Див. текст для деталей.

Хоча асимптотичнi показники магнетикiв з випадковою анiзотропiєю є таки-

ми ж, як i для випадкових (розведених) iзiнґiвських магнетикiв, пiдхiд до асимп-

тотичної областi суттєво вiдрiзняється вiд розведених магнетикiв. Вiн визначає-

ться найменшим статичним показником стiйкостi ω = −0.0036 [34], що дорiвнює

за абсолютним значенням вiдношенню критичних показникiв теплоємностi α та

кореляцiйної довжини ν моделi Iзiнґа з випадковими вузлами [209]. Унаслiдок

цього поправка Вагнера до скейлiнгу є ∆ = ων = −α. Оцiнка у високих порядках
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петлевого розкладу дає ∆ ≈ 0.049±0.009 [209]. Таке невелике значення ∆ означає,

що пiдхiд до асимптотичних значень дуже повiльний. Тому експериментально або

у чисельному моделюваннi буде спостерiгатися практично лише неасимптотична

критична поведiнка, що регулюється ефективними критичними показниками.
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Рис. 3.2. Ефективний критичний показник zeff як функцiя логарифму параметра
потоку для вимiрностi параметра порядку n = 3. Штрихова лiнiя вказує
на значення z при НТ V, НТ X.

Як видно з рисункiв 3.1, 3.2, ще однiєю особливiстю ефективного показни-

ка zeff може бути те, що вiн досягає свого асимптотичного значення z завжди з

областi zeff > z. Таким чином, в експериментальнiй ситуацiї спадання zeff може

слугувати очевиднiстю пiдходу до асимптотики. Зазначимо, що такий сценарiй

є особливiстю критичного сповiльнення магнетикiв з випадковою анiзотропiєю.

Коли безлад впроваджується шляхом розведення немагнiтною компонентою, пiд-

хiд zeff до асимптотичного значення не є обов’язково тiльки зверху (див. пiдроз-

дiл 2.3).

3.3. Висновки

У цьому роздiлi було дослiджено критичну динамiку типу моделi А магнi-

тних систем зi структурним безладом типу випадкової анiзотропiї. Вплив розпо-

дiлу осей випадкової анiзотропiї для таких систем має кардинальний ефект. Тому
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ми спочатку розглянули в рамках теорiї поля моделi RAM з так званим трим-

одальним розподiлом осей випадкової анiзотропiї, який є комбiнацiєю iзотропного

та кубiчного розподiлiв. У рамках масивної схеми ми розрахували функцiї РГ

для моделi (3.7) при довiльних n i N у двопетлевому наближеннi. Ми перевiри-

ли, що нашi функцiї вiдтворюють результати попереднiх дослiджень у граничних

випадках iзотропного та кубiчного розподiлiв. Застосовуючи пересумовування, ми

знайшли нерухомi точки при d = 3, то дослiдили їх на стiйкiсть. Наш аналiз по-

казує, що єдина повнiстю стiйка точка НТ XIII недосяжна з фiзичних початкових

умов. Це вказує на вiдсутнiсть неперервного ФП, заперечуючи твердження робо-

ти [239] про iснування такого ФП нового класу унiверсальностi. Ми показали, що

висновки роботи [239] основанi на помилкових β-функцiях РГ, якi не вiдповiдають

вiдомим результатам.

Хоча наш аналiз не є математично строгим доведенням, в комбiнацiї з iн-

шими аналiтичними та чисельними дослiдженнями (див. оглядовий роздiл) мо-

же служити аргументом на користь вiдсутностi низьковимiрного феромагнiтного

впорядкування у магнетиках з випадковою анiзотропiєю, якi мають iзотропний

розподiл осi випадкової анiзотропiї. У той час довгосяжне феромагнiтне впоряд-

кування може зберегтись для анiзотропного розподiлу осi випадкової анiзотропiї

[395–397]. Це не виключає iснування квазi-довгосяжної фази, яка, однак, не до-

ступна у рамках нашого методу [226, 393, 394].

Крiм того, отриманi нами двопетлевi РГ функцiї (3.23)-(3.27) для загаль-

них n та N можна використати для вивчення критичних властивостей iнших

теоретико-польових моделей.

Ми також проаналiзували критичне сповiльнення у магнетиках з випадко-

вою анiзотропiєю. Оскiльки аналiтичнi та чисельнi пiдходи узгоджуються, що цi

магнетики мають ФП другого роду у феромагнiтне впорядкування для анiзотро-

пного (кубiчного) розподiлу осей випадкової анiзотропiї, був проведений тiльки

аналiз цього випадку. Для дослiдження релаксацiйної динамiки незбереженого

параметра порядку ми доповнили попереднi статичнi розрахунки [34, 207–209],

розрахунком двопетлевої динамiчної функцiї РГ ζΓ, заданої р-ням (3.41). Поєд-
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нуючи цей результат з попереднiми даними для статичної критичної поведiнки,

ми отримали чисельнi значення для ефективного критичного показника zeff , який

визначає критичне сповiльнення часу релаксацiї, при наближеннi до Tc.

Хоча асимптотична динамiчна критична поведiнка систем з випадковою анi-

зотропiєю з кубiчним розподiлом є такою ж, як i для моделi Iзiнґа з випадковими

вузлами, перехiд мiж рiзними нерухомими точками значно впливає на неасимпто-

тичнi критичнi властивостi, що приводить до можливої реалiзацiї рiзних сценарiїв

динамiчної критичної поведiнки. Оскiльки пiдхiд до асимптотики дуже повiльний,

це може спостерiгатися в реальних та чисельних експериментах. Обчисленi ефе-

ктивнi показники можуть приймати значення, суттєво вiдмiннi вiд асимптотичних

(z = 2.139 у наших розрахунках). Наприклад, у великiй областi zeff може бути

рiвним показнику чистої моделi Iзiнґа (z = 2.052). Ще одною особливою рисою

критичного уповiльнення магнетикiв з випадковою анiзотропiєю, яку передбачає

наш аналiз, є те, що zeff завжди досягає свого асимптотичного значення z з областi

zeff > z, на вiдмiну вiд розведених магнетикiв (див. пiдроздiл. 2.3).
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РОЗДIЛ 4

ВПЛИВ ЗВ’ЯЗКУ ПАРАМЕТРА ПОРЯДКУ З
ПОВIЛЬНОЗМIННИМИ ВЕЛИЧИНАМИ НА

КРИТИЧНУ ДИНАМIКУ СТРУКТУРНО
НЕВПОРЯДКОВАНИХ МАГНЕТИКIВ

У цьому роздiлi проводиться дослiження критичної динамiчної поведiнки

магнетикiв зi структурним безладом при наявностi зв’язку параметра порядку з

повiльнозмiнними величинами (тими, якi пiдпорядковуються законам збережен-

ня). У найпростiшому випадку цей зв’язок можна задати тiльки у статичному

гамiльтонiанi, тодi динамiка параметра порядку та повiльнозмiнної величини (на-

приклад енергiї) описується рiвняннями моделi С. Тут для цiєї моделi у рамках

теоретико-польової РГ розраховано динамiчне вiдношення амплiтуд в однопетле-

вому наближеннi. Розраховано фазову дiаграму у параметричнiй площинi вимiр-

ностi простору та вимiрностi параметра порядку з використанням результатiв ви-

соких порядкiв збурень для простiших моделей. Для магнетикiв з випадковими

вузлами та магнетикiв з випадковою анiзотропiєю з кубiчним розподiлом осi ви-

падкової анiзотропiї у двопетлевому наближеннi розраховано ефективний динамi-

чний критичний показник для параметра порядку (а для магнетикiв з випадковою

анiзотропiєю ще й для збережної величини) в залежностi вiд рiзних початкових

значень параметрiв моделi. Основнi результати цього роздiлу викладенi у роботах

[36, 39–42, 49, 55, 56, 59–63, 66].
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4.1. Модель C

У динамiчнiй критичнiй поведiнцi поблизу рiвноваги важливим є зв’язок

мiж параметром порядку i збережними густинами. У найпростiшому випадку та-

кий зв’язок реалiзується у рамках так званої моделi C [85, 398], де незбережний

параметер порядку пов’язаний зi скалярною збережною густиною тiльки в стати-

чному гамiльтонiанi. Будучи досить простою, ця модель може використовуватись

для опису рiзних фiзичних систем.

Системи з незбережним параметром порядку, зв’язаним зi збережною ве-

личиною, можна зустрiти у рiзних фiзичних контекстах. Так, у ґратковiй моделi

iнтерметалiчних сплавiв [399] незбережний параметер порядку вiдповiдає рiзницi

концентрацiй атомiв певного сорту на парнiй i непарнiй пiдґратках. Вiн пов’яза-

ний зi збережною величиною - концентрацiєю атомiв цього сорту у всiй системi. У

переохолоджених рiдинах доля локальних структур є незбережним параметром,

зв’язаним зi збережною густиною рiдини [400]. Шари на твердому субстратi [401]

також описуються моделлю з незбережним параметром порядку i додатковою

зв’язаною збережною густиною. Системи, що мiстять вiдпаленi домiшки з довги-

ми часами релаксацiї, також демонструють певну подiбнiсть з моделлю C [133].

Також аргументувалось, що релятивiстична скалярна теорiя поля у 2+1 вимiрах

узгоджується з динамiкою моделi C [402]. Нещодавно модель C застосовувалась

для опису ФП типу тверде тiло-рiдина [403]. Модель C використовувалась для

опису критичної динамiки теплопровiдностi при ФП в надпровiднику[404], в той

час як динамiка моделi A для зарядженого надпровiдника дослiджувалась у ро-

ботi [405].

Чисельнi симуляцiї критичної динамiки моделi C проводились для антифе-

ромагнетика типу Iзiнґа зi збережним повним намагнiченням i не збережним пiд-

ґратковим намагнiченням [406, 407], а також для магнетика Iзiнґа зi збережною

енергiєю [408].

Теоретичнi дослiдженя динамiчного класу унiверсальностi моделi C прово-

дились спочатку в рамках динамiчної версiї пертурбативної теоретико-польової
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РГ [19, 20]. Поведiнка моделi C з n-компонентним параметром порядку аналiзу-

валась ε = 4− d розкладом у рiзних областях площини (n, d) у першому порядку

теорiї збурень [398] i пiзнiше у двопетлевому порядку [90, 409]. Результати робо-

ти [409] були скоректованi пiзнiшими розрахунками [88, 410].

Згiдно з двопетлевими результатами [88, 410] на площинi (n, ε = 4− d) мо-

жна видiлити три рiзнi областi (режими): (1) незв’язаний режим (область D),

де збережна густина вiд’єднується вiд параметра порядку i вiдповiдно динамiка

параметра порядку описується моделлю A з динамiчним критичним показником

z = 2 + cη, у той час як динамiчний показник збережної густини zm = 2; (2)

режим слабкого скейлiнгу (область W), де параметр порядку i збережна густина

мають рiзний скейлiнг, для параметру порядку z = 2+ cη, а для збережної густи-

ни zm = 2 + α/ν, α i ν – критичнi показники теплоємностi i критичної довжини

вiдповiдно; (3) режим сильного скейлiнгу (область S), де параметр порядку i збе-

режна густина пiдпорядковуються скейлiнгу з однаковим критичним показником

z = zm = 2 + α/ν.

Пiд знаком питання перебуває iснування ще однiєї областi (4) так званого

режиму аномального скейлiнгу (область A) передбаченої у рамках однопетлевого

порядку [398] для d поблизу 4 при 2 < n < 4. У цiй областi параметр порядку

поводиться набагато швидше, нiж збережна густина, i тому для неї скейлiнг є пiд

запитанням. Було продемонстровано, що область A є артефактом ε-розкладу в

рамках коректних двопетлевих розрахункiв [88, 410].

У цьому роздiлi у рамках моделi С розглядається критична динамiка магнi-

тних систем з безладом. Але навiть повна картина динамiчної поведiнки моделi C

для iдеальних систем залишається ще не вивченою. Тому спочатку розглянемо двi

пiдзадачi, що стосуються моделi С без безладу, а потiм розглянемо застосування

цiєї моделi для опису динамiчної поведiнки магнетикiв з випадковими вузлами та

магнетикiв з випадковою анiзотропiєю. Перш за все розглянемо основнi означення

та теоретико-польовий опис для моделi C.
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4.1.1. Динамiчний скейлiнг

Гiпотеза динамiчного скейлiнгу стверджує, що динамiчнi критичнi явища

описуються одним часовим масштабом. Часовий масштаб визначається залежнi-

стю характеристичної частоти параметра порядку вiд хвильового вектора при

ФП. Ця залежнiсть є степеневою i визначає динамiчний критичний показник z.

Однак це справедливо тiльки у випадку сильного динамiчного скейлiнгу, в той

час як у випадку слабкого динамiчного скейлiнгу поряд з динамiчним критичним

показником для параметра порядку φ в описi з’являється i динамiчний критичний

показник також для збережної густини m. Динамiчнi кореляцiйнi функцiї для па-

раметра порядку Cφφ(ξ, k, ω) i для збережної густини Cmm(ξ, k, ω) можуть бути

отриманi з експериментiв з розсiяння. Гiпотеза динамiчного скейлiнгу стверджує,

що динамiчнi кореляцiйнi функцiї є однорiдними функцiями аргументiв i тому їх

можна виразити у формi:

Caa(ξ, k, ω) =
C

(s)
aa (ξ, k)

ωa(ξ, k)
Fa

(
ω

ωa(ξ, k)
, kξ

)
, (4.1)

де a = φ,m. C(s)
aa (ξ, k) позначає статичну кореляцiйну функцiю, а ωa(ξ, k) – ха-

рактеристична частота для параметра порядку i збережної густини залежно вiд

позначення a. Вiдзначимо, що для кожної динамiчної кореляцiйної функцiї вво-

диться її власний часовий масштаб з допомогою вiдповiдної характеристичної

частоти:

x = kξ , ya =
ω

ωa(ξ, k)
. (4.2)

Fa(ya, x) – динамiчна функцiя форми. Статичнi кореляцiйнi функцiї i характе-

ристичнi частоти знову пiдлягають скейлiнговим спiввiдношенням. Зi статичного

скейлiнгу вiдомо, що кореляцiйнi функцiї мають таку форму:

C
(s)
φφ (ξ, k) = k−2+ηgφ(x) , C(s)

mm(ξ, k) = gm(x) , (4.3)

де ga(x) – статична функцiя форми. Вони набувають скiнченних значень у крити-

чнiй границi x → ∞, що приводить до вiдношень амплiтуд, коли їх розглядають
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вище i нижче критичної температури. Критичний показник η часто називають

аномальною вимiрнiстю. Характеристичнi частоти задовiльняють також динамi-

чне скейлiнгове спiввiдношення:

ωa = Aak
zafa(x) з a = φ,m (zφ = z). (4.4)

У критичнiй областi, x > 1, унiверсальнi скейлiнговi функцiї fa досягають скiн-

ченних ненульових границь для x → ∞, у той час як у гiдродинамiчнй областi

, x < 1, у границi x → 0 скейлiнгова функцiя fφ розбiгається як x−z, а fm як

x−zm+2 вiдповiдно до її збережних властивостей. Характеристичнi частоти мають

форму:

ωφ = Āφξ
−z = Γφ(ξ), (4.5)

ωm = Āmξ
−zm+2k2 = D(ξ)k2. (4.6)

Можна означити вiдношення рiзних динамiчних величин, що стають унiвер-

сальними в асимптотичнiй границi. Такi вiдношення можуть включати динамiчнi

величини вище i нижче температури ФП Tc. У системах, що описуються принайм-

нi двома динамiчними змiнними, також можна означити вiдношення динамiчних

величин, визначених вище Tc для кожної з цих змiнних окремо. Однiєю з таких

величин є динамiчне вiдношення амплiтуд [411]:

R(k, ξ) = lim
k→0

[
ωm(k, ξ)

ωφ(k, ξ)x2

]
, (4.7)

для випадку сильного скейлiнгу, де zm = z. Границя k → 0 береться перед тим,

як ξ спрямовується до ∞ (або T → Tc) для того, щоб гарантувати пiдхiд до

асимптотики з гiдродинамiчної областi. Пiдставляючи вирази для характеристи-

чних частот, р-ня (4.5) i (4.6), це вiдношення виражається через гiдродинамiчнi

коефiцiєнти переносу:

R = lim
ξ→∞

D(ξ)

Γφ(ξ)ξ2
=

λ(ξ)χφ(ξ)

Γ(ξ)χm(ξ)ξ2
. (4.8)

Тут у правiй сторонi рiвняння введенi кiнетичнi коефiцiєнти Γ i λ для пара-

метра порядку i збережної густини через спiввiдношення Γφ(ξ) = Γ(ξ)/χφ(ξ) i
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D(ξ) = λ(ξ)/χm(ξ). χφ i χm – це вiдповiднi сприйнятливостi. Коли T прямує до Tc

i досягає асимптотичної областi, модельнi параметри (що з’являються у кiнетич-

них коефiцiєнтах i сприйнятливостях) набувають значень у фiксованих точках, i

вiдношення амплiтуд досягає унiверсального значення залежно вiд просторової

вимiрностi d i числа компонент n параметра порядку.

Такi вiдношення амплiтуд визначенi також для складнiших випадкiв, коли

динамiка параметра порядку мiстить поряд зi статичним зв’язком також члени

мiжмодового зв’язку, як, наприклад, для надплинного переходу. Найбiльш помi-

тним прикладом є унiверсальне вiдношення амплiтуд теплопровiдностi при ФП у

надплинному 4He [91]. Однак для надплинного переходу виявляється, що асим-

птотичне значення цього амплiтудного вiдношення не досягається в експеримен-

тально доступнiй областi, а тому потрiбно порiвнювати його з неасимптотичним

вiдповiдником.

4.1.2. Кореляцiйнi функцiї i перенормування

Розрахунок рiзних дослiджуваних величин виконується за допомогою петле-

вого розвинення за константами зв’язку, присутнiми в теоретичнiй моделi (тобто у

неквадратичнiй частинi вiдповiдного динамiчного функцiоналу). Перенормуван-

ня видаляє полюси, присутнi в вершинних функцiях. Однак скiнченнi амплiтуднi

функцiї мiстять логарифмiчнi члени, що розбiгаються в границi малого моду-

ля хвильового вектора k, частоти ω та/або нескiнченної кореляцiйної довжини.

Правильне представлення цих логарифмiчних членiв у формi степеневих законiв

(експоненцiювання) приводить пертурбативний результат до скейлiнгової форми.

Це експоненцiювання, однак, є неоднозначним у високих порядках.

Тим не менше воно корисне для використання загальних скейлiнгових за-

конiв, оскiльки дозволяє комбiнувати результати отриманi у рiзних петлевих по-

рядках. У багатьох задачах критичної динамiки (i це також стосується моделi

C) динамiчний показник z можна точно знайти, залишається лише розрахувати

функцiї скейлiнгу. Цi функцiї можуть бути добре представленi у найнижчих пе-
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тлевих порядках, тодi можна провести експоненцiювання, потiм iдентифiкувати

вирази для критичних показникiв, а тодi замiнити їх точними значеннями. Тоб-

то значеннями у НТ в асимптотичному виразi, зокрема, розрахованими у вищих

петлевих наближеннях. Це важливо, оскiльки значення вiдношення часових мас-

штабiв у НТ може значно змiнюватися у двопетлевому порядку по вiдношенню

до однопетлевого.

4.1.3. Основнi спiввiдношення

У рамках вибраного пiдходу, який оснований на роботi Бауша, Янсена, Ва-

гнера [339], динамiчнi кореляцiйнi функцiї C̊aa(ξ, k, ω) можна виразити через вер-

шиннi функцiї Γ̊aã(ξ, k, ω) таким чином:

C̊aa(ξ, k, ω) = − Γ̊ãã(ξ,−k,−ω)
|̊Γaã(ξ,−k,−ω)|2

, (4.9)

де a = φ,m, як i ранiше.

Статична кореляцiйна функцiя C̊(s)
aa дорiвнює динамiчнiй кореляцiйнiй фун-

кцiї при початковому часi t = 0. Це веде до

C̊(s)
aa (ξ, k) =

∞∫

−∞

dω C̊aa(ξ, k, ω) (4.10)

для функцiй в Фур’є просторi. Зв’язок зi статичною вершинною функцiєю зада-

ться таким чином:

C̊(s)
aa (ξ, k) =

1

Γ̊aa(ξ, k)
. (4.11)

4.1.4. Перенормування

Схема перенормування приводить до наступних спiввiдношень для кореля-

цiйних i вершинних функцiй. Кореляцiйнi функцiї перенормовуються як

Cφφ = Z−1
φ C̊φφ , Cmm = Z−2

m C̊mm (4.12)
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незалежно вiд того чи вони статичнi, чи динамiчнi. Статичнi вершиннi функцiї

перенормовується так:

Γφφ = ZφΓ̊φφ , Γmm = Z2
mΓ̊mm, (4.13)

у той час як динамiчнi вершиннi функцiї задовiльняють спiввiдношення (1.58),

(1.59). Замiнюючи в основних спiввiдношеннях (4.9), (4.10) i (4.11) функцiї на

їх перенормованi вiдповiдники з використанням (4.12), (4.13), (1.58), (1.59), мо-

жна побачити, що вони залишаються справедливими також для перенормованих

функцiй. Це вiдбувається також i для спiввiдношень (1.43) i (1.45), приводячи до

перенормування для динамiчних функцiй:

Ωφφ̃ = Z
1/2
φ Z

1/2

φ̃
Ω̊φφ̃ , Ωmm̃ = ZmZm̃Ω̊mm̃. (4.14)

Варто взяти до уваги, що для збережної густини справедливий зв’язок Zm̃ = Z−1
m ,

який можна пiдставити у рiвняння вище. Тому в представленiй схемi перенорму-

вання у р-нях (4.9)-(4.11) неперенормованi функцiї можна прямо замiнити на їх

перенормованi вiдповiдники.

Функцiї РГ

З перенормовуючих множникiв введених вище ми отримаємо ζ-функцiї, що

описують критичну поведiнку нашої моделi (див. р-ня (1.60)).

Особливим випадком є аддитивне перенормування Aφ2 для теплоємностi у

моделi Гiнзбурга-Ландау-Вiльсона (1.53). Це приводить до додаткової функцiї РГ

Bφ2(u) = κεZ2
φ2µ

d

dκ

(
Z−2
φ2 κ

−εAφ2

)
, (4.15)

що з’являється у статичних i динамiчний ζ-функцiях.

Оскiльки у статицi збережнi величини можна вiдiнтегрувати, це приводить

до зв’язку iз статичними Z-факторами, що з’являються у моделi A (див. A.2).

Спiввiдношення (1.52) та (1.50) приводять тодi до

ζγ(u, γ) = 2ζm(u, , γ) + ζφ(u) + ζφ2(u), (4.16)
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i

ζm(u, γ) =
1

2
γ2Bφ2(u). (4.17)

Вилучаючи ζm пiдстановкою р-ня (4.17) у р-ня (4.16) знаходимо:

ζγ(u, γ) = γ2Bφ2(u) + ζφ(u) + ζφ2(u). (4.18)

ζ-функцiї для кiнетичних коефiцiєнтiв Γ та λ, якi отримуються пiдстанов-

кою (1.48) та (1.57) у означення (1.60), матимуть вигляд:

ζΓ({u, γ,W})=−1

2
ζφ̃({u, γ,W})+1

2
ζφ(u), (4.19)

ζλ(u, γ)=γ
2Bφ2(u). (4.20)

Останнє спiввiдношення отримується з врахуванням р-ня (4.17).

Для того, щоб дослiдити динамiчнi критичнi точки моделi C, зручно ввести

вiдношення масштабiв часу W = Γ/λ. Вiдповiдна ζ- функцiя для цього динамi-

чного параметру, використовуючи спiввiдношення (4.19) i (4.20), знаходиться у

виглядi:

ζW (u, γ,W ) =
1

2
ζφ(u)−

1

2
ζφ̃(u, γ,W )− γ2Bφ2(u) . (4.21)

Статичнi критичнi властивостi нашої моделi описуються рiвняннями на по-

токи:

l
du

dl
= βu(u), l

dγ

dl
= βγ(u, γ), (4.22)

з параметром потоку ℓ i β-функцiями, якi ми можемо записати згiдно р-ня (1.62)

як:

βu(u) = ufu(u) = u (−ε− 2ζφ(u) + ζu(u)) , (4.23)

βγ(u, γ) = γ

(
− ε

2
− ζφ(u)− ζm(u, γ) + ζγ(u, γ)

)
. (4.24)

Динамiчнi критичнi властивостi визначаються рiвнянням потоку для вiдно-

шення масштабiв часу W , яке має вигляд

l
dW

dl
= βW (u, γ,W ), (4.25)
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де β-функцiя для W , згiдно з р-ня (1.62), означається як

βW (u, γ,W) =WζW (u, γ,W ), (4.26)

оскiльки Γ, λ та їх вiдношення W є безрозмiрними параметрами.

Використовуючи спiввiдношення мiж ζ-функцiями для βγ i βW отримуємо:

βγ(u, γ) = γfγ(u, γ) = γ

(
−ε
2
+ ζφ2(u) +

1

2
γ2Bφ2(u)

)

= γ

(
−Â(u)

2
+

1

2
γ2Bφ2(u)

)
. (4.27)

βW (u, γ,W) =W

(
1

2
ζφ(u)−

1

2
ζφ̃(u, γ,W ) − γ2Bφ2(u)

)
, (4.28)

де Â(u) = ε − 2ζφ2(u) дорiвнює вiдношенню залежних вiд параметрiв функцiй

критичних показникiв теплоємностi α(u) i кореляцiйної довжини ν(u).

Асимптотичнi властивостi

Спiльний нуль β-функцiй (4.23), (4.27), (4.28) визначає значення у нерухомiй

точцi: {α∗} = {u∗, γ∗,W ∗}. Нулi функцiї βu можна отримати незалежно вiд iнших

β-функцiй. Для кожної НТ u∗ отримуються два значення γ∗ з βγ:

γ∗2=0 i γ∗2=
Â(u∗)

Bφ2(u∗)
=

α

νBφ2(u∗)
, (4.29)

де α i ν – критичнi показники теплоємностi i кореляцiйної довжини, розрахованi

у вiдповiднiй НТ u∗. Тодi результати для статичних нерухомих точок пiдставля-

ються у βW для того, щоб знайти вiдповiднi значення W ∗.

Як уже наголошувалось НТ, яка вiдповiдає критичнiй точцi системи, має бу-

ти (i) досяжна з фiзичних початкових умов та (ii) стiйка. Зi структури β-функцiй

(4.23), (4.27), (4.28) видно, що стiйкiсть будь-якої НТ по вiдношенню до параме-

трiв u, γ i W визначається тiльки похiдними вiдповiдних β-функцiй:

ωu(u
∗) =

∂βu(u)

∂u

∣∣∣∣
{α∗}

, (4.30)
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ωγ(u
∗, γ∗) =

∂βγ(u, γ)

∂γ

∣∣∣∣
{α∗}

, (4.31)

ωρ(u
∗, γ∗,W ∗) =

∂βW (u, γ,W )

∂W

∣∣∣∣
{α∗}

. (4.32)

Бiльш того, використовуючи (4.27), ми можемо записати:

ωγ = −Â(u)

2
+

3

2
γ2Bφ2(u) , (4.33)

що у НТ α∗
i веде до:

ωγ|αi=α∗
i

= − α

2ν
для γ∗2 = 0 , (4.34)

ωγ|αi=α∗
i

=
α

ν
для γ∗2 6= 0 . (4.35)

Таким чином, стiйкiсть по вiдношенню до параметра γ визначається знаком α.

Для системи з нерозбiжною теплоємнiстю (α < 0) при критичнiй точцi, γ∗ = 0

є стiйкою НТ.

Функцiї РГ ζΓ, ζλ, розрахованi у стiйкiй i досяжнiй з початкових умов НТ

{α∗}, визначають асимптотичнi динамiчнi критичнi показники для параметра по-

рядку i збережної величини через спiввiдношення:

z = 2 + ζΓ(u
∗, γ∗,W ∗), (4.36)

zm = 2 + ζλ(u
∗, γ∗). (4.37)

У той час ефективнi вiдповiдники цих показникiв у неасимптотичнiй областi ви-

значаються розв’язком рiвняння на потоки (4.22) та (4.25) як

zeff = 2 + ζΓ(u(ℓ), γ(ℓ),W (ℓ)), (4.38)

zeffm = 2 + ζλ(u(ℓ), γ(ℓ)). (4.39)

У границi ℓ → 0 ефективнi показники досягають своїх асимптотичних значень.

Статичнi функцiї РГ для моделi C на даний час вiдомi у високих порядках

теорiї збурень. У рамках схеми мiнiмального вiднiмання п’ятипетлевi результати

доступнi для функцiй βu, ζφ, ζφ2 [355, 412]. Функцiя Bφ2(u) була отримана також у
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рамках п’ятипетлевого наближення [413]. У той час як єдина динамiчна функцiя

вiдома тiльки у двопетлевому наближеннi [88, 410]. Цi вирази будуть служити нам

у подальшому для аналiзу фазової дiаграми моделi C у параметричному просторi

вимiрностей параметра порядку i фiзичного простору.

4.2. Розрахунок динамiчного амплiтудного вiдношення

в однопетлевому наближеннi

4.2.1. Вершиннi функцiї в однопетлевому порядку

Пiсля введення кореляцiйної довжини ξ статична вершинна функцiя пара-

метра порядку в однопетлевому наближеннi зводиться до

Γ̊φφ(ξ, k) = ξ−2 + k2, (4.40)

у той час як вiдповiдна функця для збережної густини має вигляд:

Γ̊mm(ξ, k) = 1− n

2
γ20 I̊

(s)
m (ξ, k), (4.41)

iз статичним однопетлевим iнтегралом:

I̊(s)m (ξ, k) =

∫

k′

1

(ξ−2 + k′2)
(
ξ−2 + (k′ + k)2

) . (4.42)

Для опису динамiки також потрiбно розрахувати функцiї Ω̊φφ̃(ξ, k, ω) i

Ω̊mm̃(ξ, k, ω). З них можна визначити усi iншi динамiчнi функцiї. В однопетле-

вому порядку ми отримуємо:

Ω̊φφ̃(ξ, k, ω) = 1 + W̊γ20 I̊
(d)
φ (ξ, k, ω), (4.43)

Ω̊mm̃(ξ, k, ω) = 1 + k2
n

2

γ20

W̊
I̊(d)m (ξ, k, ω). (4.44)

Динамiчнi однопетлевi iнтеграли виражаються:

I̊
(d)
φ (ξ, k, ω) =

∫

k′

1

(ξ−2 + k′2)
[−iω

λ̊
+ W̊ (ξ−2 + k′2) + (k′ + k)2

] (4.45)
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i

I̊(d)m (ξ, k, ω)=

∫

k′

1

(ξ−2+k′2)
(
ξ−2+(k+k′)2

) 1[−iω
Γ̊
+2ξ−2+k′2+(k′+k)2)

]. (4.46)

Застосовуючи схему перенормування до (4.41), (4.43) i (4.44), отримуємо перенор-

мованi функцiї у виглядi:

Γmm(ξ, k) = 1− n

2
γ2I(s)m

(
κξ,

k

κ

)
, (4.47)

Ωφφ̃(ξ, k, ω) = 1 +Wγ2I
(d)
φ

(
κξ,

k

κ
,
ω

κ2

)
, (4.48)

Ωmm̃(ξ, k, ω) = 1 +
n

2

(
k

κ

)2
γ2

W
I(d)m

(
κξ,

k

κ
,
ω

κ2

)
, (4.49)

де κ представляє довiльний масштаб хвильового вектора. Перенормованi вiдпо-

вiдники iнтегралiв у (4.48) i (4.49) визначаються як:

I(s)m

(
κξ,

k

κ

)
= κεA−1

d

(
I̊(s)m (ξ, k)− [I̊(s)m (ξ, 0)]S

)
, (4.50)

I
(d)
φ

(
κξ,

k

κ
,
ω

κ2

)
= κεA−1

d

(
I̊
(d)
φ (ξ, k, ω)− [I̊

(d)
φ (ξ, 0, 0)]S

)
,

(4.51)

I(d)m

(
κξ,

k

κ
,
ω

κ2

)
= κ2+εA−1

d I̊(d)m (ξ, k, ω), (4.52)

де [...]S позначає сингулярну частину iнтеграла, яка мiстить полюси за ε. Iнтеграл

(4.52) не має полюсiв при k = 0, ω = 0, тому нiчого не потрiбно вiднiмати.

Ad = Γ
(
1− ε

2

)
Γ
(
1 +

ε

2

) Ωd

(2π)d
(4.53)

є геометричним фактором, де Ωd – це поверхня d-вимiрної сфери одиничного ра-

дусу, а Γ(x) – Γ-функцiя Ойлера.

4.2.2. Загальнi вирази для однопетлевих iнтегралiв

Для того, щоб отримати явнi вирази для динамiчних кореляцiйних функцiй

для параметра порядку i збережної густини два iнтеграли в (4.43) i (4.44) потрiбно
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розрахувати для скiнченної частоти, модуля хвильового вектора i кореляцiйної

довжини.

Параметр порядку

Узагальнена форма однопетлевого iнтегралу у динамiчнiй кореляцiйнiй

функцiї пераметра порядку (4.43) є такою:

I
(1L)
φφ =

∫

k′

1(
a+ k′2

)(
b+ βk′2 + (k + k′)2

) . (4.54)

Розкриваючи знаменники за допомогою методу множникiв Фейнмана i проводячи

iнтегрування за k′, отримуємо

I
(1L)
φφ =

Ad

ε

1− ε
2

1 + β

1∫

0

dx̃

[
(1− x̃)a+

x̃b

1 + β
+

x̃

1 + β

(
1− x̃

1 + β

)
k2
]− ε

2

. (4.55)

Знаходячи параметричнi iнтеграли у ε-розкладi, результат до порядку ε0 є таким:

I
(1L)
φφ =

Ad

ε

1

1 + β

{
1 +

ε

2

[
1− ln

b+ βk2

1+β

1 + β
+ (1 + β)×

(
y+ ln

(1 + β)y+ − 1

(1 + β)y+
+ y− ln

(1 + β)y− − 1

(1 + β)y−

)]}
, (4.56)

де y± визначається як

y±=
1

2k2

[
b− (1 + β)a+ k2 ±

√(
b− (1 + β)a+ k2

)2
+ 4ak2

]
. (4.57)

Параметри a, b, а також β, що з’являються у (4.54), можна iдентифiкувати, по-

рiвнючи з (4.45). Видаляючи полюси за ε з (4.56), отримується перенормована

форма iнтегралу (4.45):

I
(d)
φ =

1

2

1

1 +W

{
1− ln k2 − ln

W

1+W
− ln

(
− iω

λk2W
+

1

x2
+

1

1+W

)
+

(1 +W )

(
y+ ln

(1 +W )y+ − 1

(1 +W )y+
+ y− ln

(1 +W )y− − 1

(1 +W )y−

)}
, (4.58)
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де вже у цьому випадку y± є таким виразом:

y± = 1
2

[
1− 1

x2 − iω
λk2 ±

√(
1− 1

x2 − iω
λk2

)2
+ 4

x2

]
.

Збережна густина

Узагальнена форма однопетлевого iнтегралу у динамiчнiй кореляцiйнiй

функцiї (4.44) є такою:

I(1L)mm =

∫

k′

1(
a+ k′2

)(
a+ (k + k′)2

)(
b+ k′2 + (k + k′)2

).

(4.59)

Двiчi розкриваючи знаменники за допомогою методу множникiв Фейнмана i про-

водячи iнтегрування за k′, отримуємо

I(1L)mm =
Ad

4

(
1− ε

2

) 1∫

0

dx̃

1∫

0

dỹ ỹ × (4.60)

1
[
ỹa+ (1− ỹ) b2 +

1+ỹ(2x̃−1)
2

(
1− 1+ỹ(2x̃−1)

2

)
k2
]1+ ε

2

.

Отриманий iнтеграл не мiстить полюсiв за ε, тому в однопетлевому наближеннi

достатньо його розрахувати при ε = 0. Проводячи iнтегрування за x̃ i ỹ, ми

приходимо до виразу:

I(1L)mm =
Ad

8

1

a− b
2

{
S ln

(
1 + S

1− S

)2

+
4

k2
(a− b

2
) ln

4a

2b+ k2

+2
W̄

k2
ln
k2 + 2(a+ b

2)− W̄

k2 + 2(a+ b
2) + W̄

}
. (4.61)

Тут було введено такi параметри:

S =

√
1 +

4a

k2
(4.62)

i

W̄ ≡
√

4

(
a− b

2

)2

+ k2(k2 + 2b). (4.63)
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Параметри a i b в (4.59) можна iдентифiкувати, спiвставляючи з (4.46). Перенор-

мований iнтеграл (4.46) отримується, використовуючи вираз (4.61) i означення

(4.52)

I(d)m =
Γ

4iω

{
s ln

(
1 + s

1− s

)2

+
2iω

Γk2
ln

4x−2

2
(
− iω

Γk2 +
2
x2

)
+ 1

+ (4.64)

2W̄ ′ ln
s2 − iω

Γk2 − W̄ ′

s2 − iω
Γk2 + W̄ ′

}
,

де введено параметри

s =

√
1 +

4

x2
, (4.65)

i

W̄ ′ ≡
√(

1− iω

Γk2

)2

+
4

x2
. (4.66)

4.2.3. Характеристичнi частоти

Є декiлька можливостей означити характеристичну частоту для частотно

залежної функцiї. Ми означуємо характеристичну частоту через динамiчну ко-

реляцiйну функцiю при нульовiй частотi, яка прямо розраховується з вершинної

функцiї
1

ωa(ξ, k)
=
C̊aa(ξ, k, ω = 0)

2C̊
(s)
aa (ξ, k)

=
Caa(ξ, k, ω = 0)

2C
(s)
aa (ξ, k)

(4.67)

для параметра порядку i збережної величини. Вiдзначимо, що так само, як i ко-

реляцiйна довжина, характеристична частота не перенормовується згiдно з р-ня

(4.12).

Характеристична частота параметра порядку

Пiдставляючи р-ня (4.9) у (4.67) та використовуючи (1.43), (1.45) i (4.48),

приходимо до характеристичної частоти параметра порядку:

ωφ(ξ, k) = Γ(ξ−2 + k2)

{
1−Wγ2I

(d)
φ

(
κξ,

k

κ
, 0
)}

. (4.68)
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Пiдставляючи явний вираз однопетлевого iнтеграла параметра порядку (4.58) при

ω = 0 у (4.68), отримуємо

ωφ(ξ, k) = Γk2
(
1+

1

x2

){
1−ζΓ

2

[
1−2 ln

k

κ
+W ln

W

1+W
− ln

(
1

1+W
+

1

x2

)

−1+W

x2
ln

(
1 +

x2

1+W

)]}
, (4.69)

з x, означеним у р-нi (4.2). У даному рiвняннi вже iдентифiкований однопетлевий

вираз

ζΓ =
W

1+W
γ2 (4.70)

динамiчної ζ-функцiї параметра порядку. Варто вiдмiтити, що є два рiзнi типи ло-

гарифмiчних членiв: (i) логарифми з k, що приводять до степеневих законiв для

харакеристичної частоти при Tc для малих модулiв хвильового вектора k у так зва-

нiй критичнiй областi; (ii) логарифми з x, якi приводять до степеневої поведiнки

скейлiнгових функцiй для малих значень скейлiнгової змiнної x, щоб забезпечити

перехiд з критичної в гiдродинамiчну область. Вiдповiдно два експоненцiювання

буде проведено у подальшому:

i) щоб отримати асимптотичний критичний показник модуля хвильового

вектора, вклад, пропорцiйний до ln k, може бути експоненцiйований як kζΓ,

ii) щоб отримати скiнченну амплiтудну функцiю в границях x→ 0 i x→ ∞,

префактор 1 + 1
x2 доповнюють до (1 + 1

x2 )
1+ζΓ/2, що приводить до логарифмiчних

вкладiв у амплiтуднiй функцiї, якi роблять її скiнченною у згаданих границях.

В обох випадках рiзниця мiж розкладеним i експоненцiйованим виразами

проявлється тiльки у рамках двопетлевого порядку. Два згаданих кроки приво-

дять до такого виразу:

ωφ(ξ, k)=κ
2Γ

(
k

κ

)2+ζΓ(
1 +

1

x2

) 2+ζΓ
2

×
{
1−ζΓ

2

[
1+W ln

W

1+W
− ln

(
1

1+W
+ 1
x2

1+ 1
x2

)
−1+W

x2
ln

(
1+

x2

1+W

)]}
. (4.71)
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Табл. 4.1. Значення нерухомих точок моделi C для n = 1 i d = 3 для статичного
зв’язку γ∗2, вiдношення часових масштабiв W ∗, динамiчного критично-
го показника z i граничне значення nc сильного динамiчного скейлiнгу
(цi значення взятi з роботи [410]). R i R(∞) розрахованi у нерухомих
точках згiдно р-нь (4.81) i (4.84), вiдповiдно.

петля γ∗2 W ∗ z nc R R(∞)

1, ε-exp. 2/3 1 2.33 2 1.05 0.72
2, ε-exp. 0.2 0.56 2.01 2 1.82 1.55
2, d = 3 0.35 0.49 2.18 1.3 2.12 1.45

Скейлiнгову функцiю fφ(x) можна тепер iдентифiкувати як

fφ(x)=

(
1 +

1

x2

) 2+ζΓ
2

{
1−ζΓ

2

[
1+W ln

W

1+W

− ln

(
x2

1+W + 1

1 + x2

)
−1+W

x2
ln

(
1+

x2

1+W

)]}
. (4.72)

В асимптотичнiй областi можна вставити значення γ∗ i W ∗ у НТ. ζ-функцiю

ζ⋆Γ ≡ ζΓ(γ
∗,W ∗) можна тодi замiнити динамiчним критичним показником z через

спiввiдношення z = 2 + ζ∗Γ з вiдповiдною поведiнкою у границях x → 0 i x → ∞.

В iншому випадку (4.72) вона буде неасимптотичним виразом, що залежить вiд

потокiв γ(l) i W (l). Характеристична частота може бути записана як

ωφ(ξ, k) = κ2Γ

(
k

κ

)2+ζΓ

fφ(x) , (4.73)

що узгоджується з (4.4). Перевагою представленого пiдходу є те, що можна пiд-

ставляти значення у НТ для γ i W , отриманi у будь-якому петлевому порядку

i/або з допомогою процедури пересумовування без руйнування скейлiнгових вла-

стивостей вiдповiдно до рiвнянь (4.5) i (4.6), оскiльки z = 2 + ζ⋆Γ.

Тепер у нас є скейлiнгова функцiя форми, де ми вiддiлили її сингулярну

поведiнку вiд частини, що мiстить лише пертурбативнi вклади, що скiнченнi у

всiх границях. Тому ми можемо поширити цей однопетлевий вираз для скейлiн-

гової функцiї, використовуючи результати, отриманi у вищих петлевих порядках.

Наприклад, можна пiдставити точне значення для динамiчного критичного пока-
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зника z = 2 − α/ν моделi C у НТ або навiть експериментальнi значення, якщо

вони доступнi. Можна також використати отриманi у вищих порядках результати

теорiї збурень для значення динамiчного вiдношення масштабiв часу W у НТ. По-

хибка, зроблена таким способом, буде тiльки у вкладах теорiї збурень до амплiтуд

сингулярної поведiнки скейлiнгової функцiї у рiзних границях.

На Рис. 4.1 зображена скейлiнгова функцiя з р-ня (4.72), використовуючи

значення статичного зв’язку γ i вiдношення часових масштабiв W у нерухомих

точках для трьох випадкiв, представлених у Таблицi 4.1.
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Рис. 4.1. Скейлiнгова функцiя ширини динамiчних кореляцiй параметра порядку
згiдно з р-ня (4.72).

Характеристична частота збережної густини

Цю ж саму процедуру як для характеристичної частоти параметра порядку

тепер застосуємо до характеристичної частоти збережної густини. Рiвняння (4.9),

(1.43), (1.45), (4.47) i (4.49) разом (4.67) приводять до виразу:

ωm(ξ, k) = λk2
{
1− n

2
γ2
[
I(s)m

(
κξ,

k

κ

)
+

k2

κ2W
I(d)m

(
κξ,

k

κ
, 0
)]}

. (4.74)
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Беручи (4.64) при ω = 0, характеристична частота збережної густини у першому

порядку за ε має вигляд:

ωm(ξ, k) = λk2

{
1− ζλ

2

[
1− ln

(
sk

2κ

)2

− a(W,x)

]}
,

(4.75)

де параметр s означено в (4.65).

Функцiя a(W,x) визначається як:

a(W,x) =

(
1 + s− 1

W

(
1 +

1

s

))
ln

(
1 +

1

s

)

+

(
1− s− 1

W

(
1− 1

s

))
ln

(
1− 1

s

)
. (4.76)

У р-нi (4.75) вже iдентифiкована однопетлева ζ-функцiя

ζλ =
n

2
γ2. (4.77)

З тих самих причин, що обговорювались вище, вклад ln
(
sk
2κ

)2
= 2 ln k

κ
+ ln s2

4
буде

поданий у виглядi степеневої функцiї k. Це приводить до

ωm(ξ, k) = κ2λ

(
k

κ

)2+ζλ
{
1− ζλ

2

(
1− ln

s2

4
− a(W,x)

)}
. (4.78)

Для зручностi ми вводимо степiнь виразу 1 + 1/x2, оскiльки вiн з’являється в

характеристичнiй частотi параметра порядку замiсть степеня s. Тодi скейлiнгова

функцiя iдентифiкується як

fm(x)=

(
1+

1

x2

) ζλ
2

{
1− ζλ

2

[
1− a(W,x)− ln

(
s2

4(1 + x−2)

)]}
. (4.79)

Як обговорювалась у попередньому пiдроздiлi, можна пiдставити значення γ∗ i

W ∗ у нерухомих точках для того, щоб отримати асимптотичний вираз. Як нас-

лiдок, ζ-функцiю ζ∗λ ≡ ζλ(γ
∗) можна замiнити динамiчним показником zm через

спiввiдношеня zm = 2 + ζ∗λ. Тодi скейлiнгова функцiя (4.78) є тiльки функцiєю x.

Згiдно з (4.4) характеристична частота є

ωm(ξ, k) = κ2λ

(
k

κ

)2+ζλ

fm(x) . (4.80)
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Зазначимо, що на цьому кроцi ми не прив’язуємо характеристичну ширину до

масштабу заданого параметром порядку. Це буде зроблено у наступному пiдроз-

дiлi.

На Рис. 4.2 зображена скейлiнгова функцiя р-ня (4.78), використовуючи

значення статичного зв’язку γ i вiдношення часових масштабiв W у нерухомих

точках для трьох випадкiв, представлених у Таблицi 4.1.
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Рис. 4.2. Скейлiнгова функцiя ширини динамiчних кореляцiй збережної густини
згiдно з р-ня (4.79).

4.2.4. Динамiчне вiдношення амплiтуд

Пiдставляючи характеристичнi частоти (4.80) i (4.73) у загальне означення

(4.7) вiдношення амплiтуд [91, 411], отримуємо

R = lim
x→0

1

W ∗
fm(x)

fφ(x)x2
. (4.81)

Вiдзначимо, що у цьому виразi зберiгається структура означень, i характеристичнi

частоти розраховуються окремо. Пiдставляючи амплiтуднi функцiї (4.72) i (4.79)
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та беручи границю x→ 0, отримуємо

R =
1

W

[
1 +

γ2

2

(
n

2
+

W 2

1 +W
ln

W

1 +W

)]
(4.82)

У цьому виразi вiдношення двох амплiтудних функцiй вже подано у розкладе-

ному виглядi. Цей вираз вiдрiзняється вiд результату, знайденого у р-нi (6.49)

роботи [91]. Там при вкладi γ2 замiсть n/2 стоїть значення n, цю рiзницю мо-

жна прослiдкувати до вибраної процедури видалення полюсiв, що з’являються у

динамiчних кореляцiйних функцiях i функцiях вiдгуку. Наш метод слiдує систе-

матичнiй теоретико-польовiй процедурi схеми мiнiмального вiднiмання.

В асимптотичнiй границi параметри γ i W набувають значень у НТ. Пiд-

ставляючи цi значення, отриманi в однiй петлi для n = 1:

R =

[
1 +

ε

6
(1− ln 2)

]
= 1.05 при ε = 1, (4.83)

ми отримуємо значення що узгоджується з результатом [90], однак не узгоджує-

ться зi значенням R = 1.5 у [91].

Узагальнення динамiчного амплiтудного вiдношення

Можна узагальнити асимптотичне динамiчне амплiтудне вiдношення, щоб

пiдходити до критичної точки з будь-якого напрямку в k-ξ−1-площинi:

R(x) = lim
k→0,ξ→∞,x

[
ωm(k, ξ)

ωφ(k, ξ)

(
1 +

1

x2

)]
=

1

W ∗
fφ(x)

fm(x)

(
1 +

1

x2

)
. (4.84)

Для перевiрки теоретичного результату R(x → ∞) потрiбно провести вимiрюва-

ння характеристичної частоти для x → ∞ при Tc, але при скiнченному модулi

хвильового вектора. Обидвi частоти можна знайти з експериментiв по розсiянню.

Залежнiсть R(x) вiд x показана на Рис. 4.3. Для x → ∞ отримується значення

R(∞) (див. Таблицю 4.1).
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Рис. 4.3. Узагальнене динамiчне вiдношення амплiтуд як функцiя скейлiнгової
змiнної x (р-ня (4.84)). У гiдродинамiчнiй границi x → 0 отримується
попередньо означене асимптотичне значення (див. Таблицю 4.1). Вико-
ристанi рiзнi наближення для значень у НТ. Неперервна лiнiя: однопетле-
вий ε-розклад; штрихова лiнiя: двопетлевий ε-розклад; пунктирна лiнiя:
двопетлевий результат при фiксованiй вимiрностi d = 3.

4.2.5. Обговорення випадку слабкого динамiчного скейлiнгу

Хоча при d = 3 обидвi нерухомi точки режиму слабкого скейлiнгу W ∗ = 0 i

1/W ∗ = 0 нестiйкi, ми розглядаємо цi випадки, як такi, що представляють дуже

малi i, вiдповiдно, дуже великi значення вiдношення часових масштабiв.

(1) W ∗ = 0: у цьому випадку параметр порядку є повiльнiшим за збережну

густину i, оскiльки статичний зв’язок у динамiчних величинах i у вiдповiдних ζ-

функцiях завжди з’являється у комбiнацiях Wγ2/(1 +W ), модель зводиться до

моделi A з z = 2 + η та zm = 2; скейлiнговi функцiї характеристичної частоти

даються виразами ван Хова.

(2) 1/W ∗ = 0: У цьому випадку збережна густина є повiльнiшою нiж па-

раметр порядку. У двопетлевому порядку цю ситуацiю визнали нестiйкою в усiх

просторових вимiрностях [88, 410]. У цьому випадку вклади теорiї збурень зi ста-

тичним зв’язком залишаються i з’являються члени з логарифмiчною розбiжнiстю
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у ζΓ-функцiї.

4.3. Фазова дiаграма моделi C у параметричному

просторi вимiрностей параметра порядку та

простору

Як згадувалось у пiдроздiлi 4.1, для фазової дiаграми моделi C у параме-

тричному просторi (n, d) властивi такi областi: незв’язаний режим (область D),

режим слабкого скейлiнгу (область W), режим сильного скейлiнгу (область S)

та режим аномального скейлiнгу (область A). Остання область знаходиться пiд

запитанням.
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Рис. 4.4. Фазова дiаграма для моделi C у площинi (n, ε = 4− d), отримана у рам-
ках пертурбативного теоретико-польового пiдходу з пересумовуванням
ε-розкладу (a) i при пересумовуваннi функцiй РГ при фiксованому d
(b) у порiвняннi з непертурбативними результатами [89]. Неперевнi лiнiї
вiддiляють незв’язну область D вiд областi слабкого скейлiнгу W , штри-
ховi лiнiї вiддiляють область слабкого скейлiнгу W вiд областi сильного
скейлiнгу S. Зеленi кривi (a): пересумовування Паде-Бореля ε-розкладiв,
данi нашої роботи; синi кривi (b): пiдхiд при фiксованiй вимiрностi на
основi пересумованих п’яти-петлевих функцiй, данi нашої роботи; чор-
нi кривi: аналiз НПРГ, данi роботи [89]. Двопетлевi результати [22] так
само представленi на (a) пунктирною та штрих-пунктирною оранжеви-
ми лiнiями. Чорна штрих-пунктирна лiнiя обмежує аномальну область
A, передбачену НПРГ (данi роботи [89]), для значення чорних крапок
дивись текст. Ромби позначають розташування тривимiрних моделей Iзi-
нґа, X-Y та Гайзенберга на площинi (n, d).
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У цьому пiдроздiлi ми ще раз проаналiзуємо результати пертурбативного

пiдходу для границь цих областей, залучаючи, де це можливо, результати високих

порядкiв теорiї збурень.

4.3.1. Нерухомi точки та їхня стiйкiсть

Вiдношення W набуває значень вiд нуля до нескiнченностi. Тому,

щоб працювати у просторi скiнченних параметрiв, корисно ввести параметер

ρ=W/(1+W ). Тодi замiсть рiвняння потоку (4.25) для W з’являється р-ня по-

току для ρ:

ℓ
dρ

dℓ
= βρ(u, γ, ρ), (4.85)

де згiдно (4.26)

βρ(u, γ, ρ) = ρ(ρ−1)ζW (u, γ, ρ) = ρ(ρ−1)ζW (u, γ, ρ). (4.86)

У р-нi (4.86) ζW – функцiя РГ, що описує перенормування вiдношення кiнетичних

коефiцiєнтiв W .

У такому випадку НТ {α∗} = {u∗, γ∗, ρ∗} визначається як одночасний нуль

β-функцiй (4.23), (4.27), (4.86). Р-ня (4.23) i (4.27) дають статичнi нерухомi точки,

у той час як р-ня (4.86) визначає областi iснування рiзних можливих динамiчних

нерухомих точок. Аналiзуючи структуру р-ня (4.86), можна побачити, що вона

має три рiзнi нерухомi точки (принаймнi у двопетлевому наближеннi): ρ∗ = 0,

ρ∗ = 1, i ρ∗ = ρC (0 < ρC < 1). Першi два розв’язки iснують для будь-якого n i d,

у той час як розв’язок ρ∗ = ρC знаходиться з ζW (u∗, γ∗, ρ∗) = 0 й iснує тiльки у

певнiй областi площини (n, d).

Стiйкiсть НТ по вiдношенню до ρ визначатиметься тепер похiдною функцiї

βρ:

ωρ(u
∗, γ∗, ρ∗) =

∂βρ(u, γ, ρ)

∂ρ

∣∣∣∣
{α∗}

. (4.87)

Динамiчний критичний показник для параметра порядку буде визначатись

р-ням (4.36), де замiсть W ∗ пiдставляємо ρ∗.
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Координати нерухомих точок моделi C, а також їхня стiйкiсть були визна-

ченi у роботах [88, 410]. Тут ми представимо лише нерухомi точки, якi, будучи

стiйкими для деяких зачень n та d, описують режими скейлiнгу моделi C у вiд-

повiдних областях площини (n, d), див. опис пiд Рис. 4.4. НТ {uH , 0, 0} описує

ситуацiю, коли збережна густина вiд’єднується вiд параметра порядку (область

D), у той час як НТ {uH , γC, 0} вiдповiдає режиму слабкого скейлiнгу, де пара-

метр порядку i збережна густина масштабуються з рiзними показниками (область

W). Режим сильного скейлiнгу (область S) описується НТ {uH , γC, ρC<1}, яка

iснує тiльки при певних значеннях n та d, як i було сказано ранiше. У цьому режи-

мi обидвi величини мають той самий критичний показник z = zm, що є наслiдком

ζW (uH , γC, ρC<1) = 0, тому у цiй НТ ζ-функцiї кiнетичних коефiцiєнтiв рiвнi мiж

собою (див. р-ня (4.86) i (4.36), (4.37)). Область A, де поведiнка збережної густи-

ни є набагато повiльнiша, нiж поведiнка параметра порядку, вiдповiдає областi

стiйкостi НТ {uH , γC , 1}. Однак вона виявляється нестiйкою у рамках пертурба-

тивної теоретико-польової РГ [88, 410], тому область A не iснує у рамках цього

варiанту РГ.

Вiдомо (див. наприклад [88, 410]), що ωγ керує стiйкiстю НТ {uH , 0, 0} та

НТ {uH , γC , 0}. Залежно вiд n i d, показник стiйкостi ωγ може бути додатнiм для

{uH , 0, 0} i вiд’ємним {uH , γC, 0} або навпаки. Тому умова перетворення ωγ в нуль

визначає границю мiж областями стiйкостi для НТ {uH , 0, 0} i НТ {uH , γC , 0}:

ωγ(uH , 0) = 0. (4.88)

Можна показати [88, 410], що ця умова еквiвалентна перетворенню в нуль крити-

чного показника теплоємностi α:

α(n, ε) = 0. (4.89)

Таким чином, ця умова дає нам границю nα(ε) (або εα(n)) у параметричному

просторi (n, d) мiж областями D i W .

Границя мiж стiйкiстю НТ {uH , γC , 0} i НТ {uH , γC, ρC} визначається пока-
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зником стiйкостi по вiдношенню до ρ:

ωρ(u
∗, γ∗, ρ∗) = (1− 2ρ∗)ζW (u∗, γ∗, ρ∗) + ρ∗(1− ρ∗)

∂ζW (u, γ, ρ)

∂ρ

∣∣∣∣
{α∗}

. (4.90)

Зазначимо, що для ρ∗ = 1 показник стiйкостi розбiгається як ln(1−ρ∗). Тому ρ∗=1

нiде не є стiйкою, принаймнi у двопетлевому наближеннi (див. р-ня (85) у робо-

тi [88]). Якщо ζW (u∗, γ∗, ρ∗) дорiвнює нулевi, НТ є маргiнальною. Тому значення

n i d, при яких задовiльняється умова

ωρ(uH , γC , 0) = 0, (4.91)

дають нам границю мiж областями стiйкостi НТ {uH , γC , 0} i НТ {uH , γC, ρC}. Як

було показано [88, 410], ця умова еквiвалентна умовi

cη =
α

ν
, (4.92)

у всiх порядках теорiї збурень, cη = z − 2 – це частина динамiчного критичного

показника моделi A. Тому (4.92) визначає границю n1(ε) (або ε1(n)) мiж областю

слабкого скейлiнгу W , що описується НТ {uH , γC , 0}, i областю сильного скейлiнгу

S, що описується НТ {uH , γC , ρC}.
Умови (4.89) i (4.92) справедливi в усiх порядках теорiї збурень, i вони вклю-

чають критичнi показники O(n) симетричної моделi. Критичнi показники є унi-

версальними величинами, що залежать тiльки вiд глобальних характеристик, та-

ких як вимiрнiсть простору d i вимiрнiсть параметра порядку n. У рамках РГ кри-

тичнi показники можна розраховувати як функцiї d i n. Таким чином, вивчаючи

залежнiсть критичних показникiв вiд d та n, ми можемо витягти розмежовуючi

лiнiї мiж областями D, W , S у (n, d) просторi з (4.89) i (4.92). Причому умова

(4.89) є повнiстю статична i роздiляє областi, де статичний зв’язок γ є суттєвим

або несуттєвим, а умова (4.92) є динамiчною умовою. Вона вiддiляє область, де

статичний зв’язок γ є суттєвий, а параметр порядку описується динамiкою мо-

делi A, вiд областi, де присутня справжня динамiка моделi C. Таким чином, мо-

жна покращити двопетлевi результати для цих граничних лiнiй, використовуючи
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теоретико-польовi результати отриманi у вищих порядках для теорiї φ4 i моделi

A.

У наступних двох пiдроздiлах ми використаємо два альтернативнi способи

аналiзу пертурбативних функцiй РГ для аналiзу умов (4.89) i (4.92): ε-розклад

пiдхiд при фiксованiй вимiрностi простору.

4.3.2. ε-розклади у високих порядках для граничних лiнiй

Умови (4.89) i (4.92) включають статичнi критичнi показники, а також дина-

мiчний критичний показник моделi A для O(n) симетричної моделi. Цi величини

вiдомi тепер у високих порядках пертурбативної РГ. Тому ми можемо використа-

ти цi вирази, щоб аналiзувати умови (4.89) i (4.92). Зокрема, умова, що визначає

εα(n) (4.89), спiвпадає з умовою для граничної вимiрностi nc слабо розведеної

O(n) моделi згiдно критерiю Гарiса [123, 414]. Ми можемо використати вiдомий

ε-розклад для nc ≡ nα, отриманий на основi п’ятипетлевих функцiй РГ схеми

мiнiмального вiднiмання [414]:

nα = 4− 4ε+ 4.707199ε2 − 8.727517ε3 + 20.878373ε4. (4.93)

Тепер розглянемо умову (4.92). Зазначимо, що динамiчна величина cη

для системи з O(n)-симетричним параметром порядку тепер вiдома у чотири-

петлевому порядку у рамках схеми мiнiмального вiднiмання РГ [415], у той час

як вирази для статичних критичних показникiв цiєї моделi отриманi у наступному

п’ятому порядку [355, 412]. Щоб працювати узгоджено, обмежимось тiльки чоти-

рипетлевими виразами для статичних показникiв. Пiдставляючи їх у (4.92), а тодi

утримуючи коефiцiєнти як функцiї n i розкладаючи (4.92) за ε, ми отримаємо n1

у формi:

n1 = 4− 4.181523ε+ 4.751724ε2 − 8.701434ε3. (4.94)

Формально, чисельнi значення для nα (4.93) i n1 (4.94) при данiй вимiрностi

простору можна отримати, зафiксувавши значення ε. Однак вiдомо, що ряди для
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функцiй РГ мають асимптотичну природу [416, 417], тому потрiбно застосовува-

ти певнi процедури пересумовування, щоб дiстати достовiрну iнформацiю на їх

основi. Рiзнi процедури пересумовування були успiшно застосованi для чисель-

ного аналiзу ε-розкладiв для деяких граничних вимiрностей (границь стiйкостi)

статичних теоретико-польових моделей у роботах [414, 418], а також є змiстом

Роздiлу 6 цiєї дисертацiї. Щоб знайти граничнi лiнiї з (4.93) i (4.94), ми можемо

застосувати до них технiку пересмовування Паде-Бореля. Така процедура пере-

сумовування була успiшно використана у рiзноманiтних задачах теорiї критичних

явищ [391, 392].

Застосовуючи до (4.93) схему пересумовування (1.71)-(1.73) з u = ε i тодi

фiксуючи значення ε, ми можемо отримати вiдповiднi значення nα, а проводячи

цi дiї для (4.94), ми можемо отримати чисельне значення n1. Однак треба вiдзна-

чити, що розклад (4.94) є на один порядок коротшим, нiж (4.93). Щоб отримати

граничнi лiнiї у тому ж самому порядку, ми нехтуємо вкладом ε4 для nα (4.93).

Тому, застосовуючи процедуру Паде-Бореля (1.71)-(1.73) до (4.93) без останньо-

го вкладу i до (4.94) i змiнюючи ε вiд 0 до 2, ми дiстаємо границi nα(ε) i n1(ε),

поданi на Рис. 4.4a зеленими неперервною i штриховою лiнiями. Як можна ба-

чити, область для режиму слабкого скейлiнгу є бiльшою, порiвняно з тим, що

дають результати двопетлевого порядку [88, 410], i в якiсному узгодженнi з ре-

зультатами непертурбативної РГ [89]. Так, граничнi лiнiї є дуже близькими до

непертурбативних результатiв поблизу ε = 1.

4.3.3. Пересумовування функцiй РГ при фiксованiй вимiрностi

простору

Граничнi лiнiї

Як ми вже зазначили, статичнi функцiї РГ вiдомi до порядку п’яти пе-

тель у рамках схеми мiнiмального вiднiмання РГ [355, 412], а також встановлена

факторiальна розбiжнiсть їх коефiцiєнтiв за константою зв’язку u [416]. Тому

ми застосовуємо процедуру (1.71)-(1.73) до п’ятипетлевої статичної функцiї РГ
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fu(u), а також до полiномiв fγ(γ, u)− γ2Bφ2(u)/2 = Â(u)/2 та ζφ(u)/u2. Зазначи-

мо, що у наших розрахунках ми використовуємо двопетлевий вираз для Bφ2(u):

Bφ2(u) = n/2.

Хоча ми працюємо у пiдходi з фiксованою вимiрнiстю, для того, щоб дiстати

вiдповiднi граничнi лiнiї, ми фiксуємо значення n, а тодi розв’язуємо систему

рiвнянь. Зокрема, розв’язуючи систему рiвнянь fu(uH) = 0 i (4.88), де вiдповiднi

функцiї замiненi на їх пересумованi вiдповiдники, при фiксованих значеннях n ми

знаходимо граничну лiнiю стiйкостi εα(n), що вiддiляє у площинi (n, ε) область

незв’язаного скейлiнгу D вiд областi слабкого скейлiнгу W . Результат показано

на Рис. 4.4b неперевною синiєю лiнiєю.

У подiбний спосiб, розв’язуючи систему рiвнянь fu(uH) = 0, fγ(uH , γ) = 0 i

(4.91), що мiстять пересумованi функцiї для фiксованих значень n, ми знаходимо

границю стiйкостi ε1(n), що роздiляє у площинi (n, ε) областi слабкого скейлiнгу

W i область сильного скейлiнгу S. Результат показано на Рис. 4.4b штриховою

синiєю лiнiєю.

Узгодження цих результатiв з результатами пiдходу НПРГ [89] (чорнi кривi

на Рис. 4.4) є дещо гiршим, нiж для ε-розкладу для граничних лiнiй (зеленi кривi

на Рис. 4.4a). Тим не менше якiсний зсув за ε для фiксованого n присутнiй в обла-

стi n > 1 i ε < 1 порiвняно з двопетлевими результатами. Також область W для

режиму слабкого скейлiнгу є ширшою, нiж у рамках двопетлевого наближення

[88, 410]. Можливе iснування аномального режиму A розглянуто нижче.

Стiйкiсть НТ, що описує режим S i можливе iснування областi A

Iснування областi A у площинi (n, d) пов’язане з поведiнкою НТ

{uH , γC, ρC}. Для деяких значень n при малому ε значення ρC прямує до оди-

ницi, наближаючись до НТ {uH , γC , 1}, що є нестiйкою у рамках двопетлевого

наближення [88, 410]. Також доведено, що у цьому порядку наближення значення

ρC є дуже близьким до одиницi, але нiколи не досягає цього значення. Тим не

менше, значення ρ → 1 означає, що вiдношення масштабiв часу W → ∞, тому

поведiнка параметра порядку є набагато швидшою, нiж збережної густини. Однак
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динамiчнi критичнi показники для параметра порядку та для збережної густини

залишаються однаковими для усiх значень НТ {uH , γC , ρC}.
Ми перевiримо цей результат роботи [22], шукаючи розв’язки на НТ β-

функцiй (4.23), (4.27), (4.86) з усiма ненульовими координатами {u∗, γ∗, ρ∗}, ви-

користовуючи тi самi пересумованi п’ятипетлевi функцiї, як i ранiше. Ми розра-

ховуємо також критичний показник ωρ для цiєї НТ. Нашi результати для ρC i ωρ

отриманi при фiксованому значеннi ε = 0.25 як функцiя n, показана на Рис. 4.5.

Рис. 4.5 якiсно пiтверджує ситуацiю, що спостерiгається вже у двопетлевому

порядку [88, 410]. Значення ρC чисельно завжди менше, нiж 1, однак цього не по-

мiтно у рамках роздiльної здатностi Рис. 4.5, а ωρ завжди додатнє. Це означає,

що НТ {uH , γC, ρC} є стiйкою у всiй областi iснування. Цi результати очiкуванi,

оскiльки тiльки двопетлевi вирази доступнi саме для динамiчних функцiй РГ: вра-

хування високих порядкiв теорiї збурень тiльки для статичних функцiй суттєво

не змiнює результатiв для динамiчних змiнних.

Однак шукаючи наш розв’язок для вiдношення масштабiв часу у знайденiй

пiдходом непертурбативної РГ областi A, спостерiгаємо наступне: зi збiльшен-

ням n вiд малих значень до бiльших при фiксованiй вимiрностi простору аж до

границi незв’язної областi величина ρC спочатку зростає, а потiм спадає, пока-

зуючи максимум. Цей максимум завжди менший одиницi, однак нижче ε = 0.4

цей максимум є порядку ρC ≈ 0.99. Iз подальшим зменшенням ε величина ρ нiби

переходить у плато, значення якого майже 1 у певнiй областi n (див. Рис. 4.5), це

якiсно узгоджується iз iснуванням областi A.

Конкретнiше ми визначаємо область, де ρC зростає до значеннь дуже близь-

ких до одиницi. Ми обираємо значення n, коли ρC перевищує 0.999 як лiву частину

границi для цїєї пiдозрiлої областi. Тодi ми вибираємо локацiю ‘дзьоба’ на вставцi

Рис. 4.5 як праву частину цiєї границi. Данi, отриманi таким способом, показанi

на Рис. 4.4 чорними крапками для значень ε вiд 0.05 до 0.35 з розмiром кроку

0.05. Для ε = 0 ми подаємо одно-петлевi значення n = 2 i n = 4. Ця область та-

кож позначена ’+’ у верхньому малюнку Рис. 4.5. Як можна побачити на Рис. 4.4,

ця штучна область виглядає подiбною до областi A, знайденої в аналiзi НПРГ
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Рис. 4.5. Значення ρC знайдене з ζ(uH , γC, ρC) = 0 (a), а також ωρ(uH , γC , ρC) зна-
йдена (4.90) при ε = 0.25 (b) як функцiї вимiрностi параметра порядку n,
отриманi на основi пересумованих п’ятипетлевих статичних функцiй РГ.
У вставцi показано праву нижню частину вiдповiдного рисунку. Сим-
воли ’+’ позначають штучну область для ε = 0.25, показану чорними
крапками на Рис. 4.4.
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[89], однак пiднiмання обмежуючого значення ρ = 0.999 до вищих значень, проте

нижчих 1, зсуває лiву частину границi до вищих значень n. У границi ρ → 1 ця

область звичайно зникає у нашому пiдходi.

4.3.4. Обговорення

Отриманi у цьому пiдроздiлi результати якiсно пiдтверджують результати

НПРГ [89] для ε ≤ 1 i n ≥ 1, що показують ширшу область для режиму слабкого

скейлiнгу i бiльших значень εα(n) i ε1(n) у порiвняннi з результатами, отрима-

ними на основi двопетлевих функцiй РГ без пересумовування. Однак є помiтнi

вiдхилення у iнших областях (n, ε)-площини. Зазначимо, що моделi типу φ4 не є

пристосованi для дослiдження d < 3, оскiльки у нижчих вимiрах iнша фiзика.

Бiльше того, для ε > 1 (тобто для d < 3) очевидно, що ε-розклад не працює, тому

що параметр розкладу ε тепер не є малим. У дослiдженнi НПРГ [89] використа-

но тiльки наближення локального потенцiалу з масштабно залежною константою

при градiєнтному членi (так зване наближення LPA′) з розкладом локального по-

тенцiалу у формi типу φ4. Це наближення полягає у припущеннi, що кореляцiйнi

функцiї з великим числом частинок мають малий вплив на потоки РГ для фун-

кцiй малого числа частинок, а також у припущеннi, що аномальна вимiрнiсть є

малою. Але це не справджується у випадку низько-вимiрних систем (d < 3), та-

ким чином тут потрiбно використовувати розклади, що включають вищi порядки

поля для дослiження випадку d < 3.

Скiнченнi розклади у рамках пiдходу НПРГ мають iнший незручний ефект:

вони спричиняють залежнiсть фiзичних значень вiд вибору функцiї обрiзання, що

використовується для придушення низько-iмпульсних флуктуацiй. Пiдхiд НПРГ

в роботi [89] використовує рiзке θ-обрiзання, яке, хоч i неаналiтичне за природою,

приводить до аналiтичних виразiв непертурбативних β-функцiй. Однак можуть

використовуватися iншi функцiї обрiзання, такi як експоненцiйна або степенева.

Наприклад, данi дослiдження непертурбативної РГ двовимiрної моделi O(2) за

допомогою оптимiзованої експоненцiйної функцiї обрiзання дуже добре узгоджу-
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ються з унiверсальними особливостями переходу Костерлiца-Таулеса [419]. Iмо-

вiрно, немонотонна поведiнка граничної лiнiї мiж областями W та S, отримана в

роботi [89] (чорна штрихова крива на Рис. 4.4), є наслiдком використання функцiї

θ-обрiзання. У будь-якому випадку цiкаво було б мати данi для iншого вибору

функцiї обрiзання. Перевiрка поведiнки моделi C при n → 0, запропонована у

роботi [89] на основi моделювання МК для моделей випадкових блукань без са-

моперетинiв у фрактальних вимiрностях, не є вiрогiдною, оскiльки подiбнiсть цiєї

моделi i O(n→ 0) була доведена лише для статичного випадку [14]. Бiльше того,

зв’язок мiж нецiлою вимiрнiстю, що виникає внаслiдок аналiтичного продовжен-

ня в теорiях поля (наприклад, через ε -розклад), та фрактальною вимiрнiстю, не

є прямим [149–151, 383, 385].

Умови, що регулюють межi мiж областями D та W (4.89), а також мiж W та

S (4.92), справедливi у всiх порядках теорiї збурень. Тому це також можна перевi-

рити у рамках пiдходу НПРГ на основi бiльш простих O(n)-моделi та динамiчної

моделi A. Однак у критичнiй динамiцi модель A була вивчена у рамках НПРГ

тiльки для скалярного параметра порядку [420]. Крiм того, незважаючи на остан-

нi дослiдження O(n) моделей з нецiлою розмiрнiстю простору у рамках НПРГ

[421, 422], умова для занулення показника α не була предметом зацiкавлення.

Найбiльш цiкавою особливiстю моделi C є те, що результати НПРГ показу-

ють iснування аномальної областi A. У рамках цього пiдходу область A описує-

ться стiйким розв’язком з γ 6= 0 та ρ = 1, а також з критичними показниками

z < zm. Цей результат вимагає пiдтвердження дослiдженнями з бiльш розроблени-

ми наближеннями, а також iншими варiантами функцiї обрiзання. Що стосується

пертурбативного теоретико-польового пiдходу РГ, то перевiрити iснування обла-

стi A можна лише тодi, коли будуть доступнi динамiчнi функцiї РГ у високих

порядках. Вони, можливо, призведуть до нових розв’язкiв для динамiчних неру-

хомих точок або до змiни стiйкостi вже наявних. Проте слiд обережно довiряти

новим розв’язкам, отриманим лише у високих порядках теорiї збурень, оскiльки

вони можуть бути суперечливими (про це докладнiше у Роздiлi 7, де обговорює-

ться неузгодження результатiв пiдходу пертурбативної теоретико-польової РГ та



176

пiдходу НПРГ для фрустрованих магнетикiв)

4.4. Критична динамiка моделi C для невпорядкованих

магнетикiв

Оскiльки системи зi структурною неоднорiднiстю характеризуються в

основному нерозбiжною теплоємнiстю [11, 22], то це має вагоме значенння для

динамiчної поведiнки моделi C. Зокрема, у такому випадку зв’язок збережених

величин з параметром порядку у системах з безладом не є суттєвим [140–142].

Цей висновок справедливий тiльки для асимптотичних властивостей моделi. У

той час як зрозумiло, що у розведених магнетиках бiльшiсть експериментiв та

симуляцiй проводяться у неасимптотичнiй областi [11, 22, 26–28, 30, 423]. У цьо-

му пiдроздiлi ми розглянемо вплив безладу типу випадкових вузлiв на зв’язок

збереженої величини з параметром порядку.

Артефактом однопетлевого наближення теоретико-польової РГ для розве-

дених магнiтних систем є виродження статичних β-функцiй для випадку Iзiнґа

n = 1. Як тепер добре встановлено, це приводить до використання
√
ε, а не до

ε-розкладiв [83, 127–129]. Тому застосування двопетлевого наближення стає неу-

никним для достовiрного опису.

4.4.1. Модель i перенормування

Щоб визначити модель C у присутностi структурного безладу ми запише-

мо статичний функцiонал H, який описує поведiнку невпорядкованої магнiтної

системи при рiвновазi за присутнiстю зв’язку з незбережною величиною:

Hrs = Heff +

∫
ddrV (r)|~φ0|2, (4.95)

де V (x) – це потенцiал домiшок, який вводить безлад у систему, а H задається

р-ням (1.16).
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Властивостi випадкового потенцалу V (x) керуються розподiлом Гауса

PV = NV exp

(
−
∫
ddrV (r)2

8∆0

)
, (4.96)

з додатньою дисперсiєю ∆0, яка пропорцiйна до концентрацiї немагнiтних домi-

шок.

Динамiчнi р-ня для нашої системи будуть задаватись (1.17)-(1.18) тiльки з

замiною Heff на Hrs.

Для дослiдження статики в подальшому треба враховувати, що ми розгля-

даємо заморожений безлад. Усереднюючи значення вiльної енергiї невпорядкова-

ної системи за розподiлом (4.96) iз застосуванням методу реплiк [107], отримуємо

ефективний статичний функцiонал, що мiстить новi члени, спричиненi безладом

[83]. Тодi критичнi властивостi вивчаються на основi властивостей ефективного

функцiоналу на великих масштабах.

Процедури дослiдження критичної динамiки можуть бути рiзними. Ми буде-

мо розглядати критичну динамiку невпорядкованих моделей у рамках теоретико-

польового методу РГ на основi пiдходу Бауша-Янсена-Вагнера [339], що вивчає

вiдповiднi лагранжiани моделi. Тому ми повиннi отримати лагранжiан для на-

шої моделi на основi модельних рiвнянь (1.17), (1.18) та (4.95). Потiм пiсля

усереднення за випадковим потенцiалом (4.96), ми отримуємо у лагранжiанi но-

вi вклади, обумовленi безладом. У цьому випадку не обов’язково застосувати

метод реплiк [262]. Результати можна записати у формi (докладнiше див. A.1)

L = L0 + Lint + Lrs з гаусовою (незбуреною) частиною:

L0 =

∫
ddrdt

{
−Γ̊

n∑

i=1

φ̃0,iφ̃0,i+

n∑

i=1

φ̃0,i

(
∂

∂t
+Γ̊(µ20−∇2)

)
φ0,i

+λ̊m̃0∇2m̃0 + m̃0

(
∂

∂t
− λ̊∇2

)
m0

}
, (4.97)

частиною, що описує взаємодiю:

Lint=
∫
ddrdt

∑

i

{
1

3!
Γ̊u0φ̃0,iφ0,i

∑

j

φ0,jφ0,j+Γ̊γ0m0φ̃0,iφ0,i
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−1

2
λ̊γ0m̃0∇2φ0,iφ0,i

}
, (4.98)

i частиною, що описує безлад:

Lrs=
∫
ddrdt

∫
dt′
∑

j

2Γ̊2∆0φ̃0,i(r, t)φ0,i(r, t)φ̃0,j(r, t
′)φ0,j(r, t

′) (4.99)

з новим допомiжним полем вiдгуку φ̃0,i. Константа u0 задається (1.21). Вiдноше-

ння u0/∆0 визначає ступiнь безладу в системi.

При дослiдженнi властивостей теорiї з ефективним лагранжiаном L на ве-

ликих маштабах та на великих часах використовується технiка дiаграм Фейнмана

для того, щоб отримати динамiчнi вершиннi функцiї. Деталi розрахунку динамi-

чної вершинної функцiї Γ̊φ̃,φ поданi в Додатку A.1. Перенормування вершинних

функцiй приводить до функцiй РГ, що описують критичну динамiку нашої мо-

делi. Ми використовуємо схему мiнiмального вiднiмання з регуляризацiєю вимiр-

ностi для розрахунку цих функцiй. Загальнi спiввiдношення розглядаються у на-

ступних пiдроздiлах. Подробицi процедури перенормування поданi в оглядовому

роздiлi (див. пiдроздiл 1.4.3).

4.4.2. Результати в однопетлевому наближеннi

Хоча результати однопетлевого наближення мiстять недолiки, вже згаданi

ранiше, у цьому наближеннi ми дiстаємо якiсно правильну картину ефектiв, якi

безлад спричиняє в динамiцi. Тому обговоримо цей випадок бiльш детально.

Ми цiкавимось динамiчними властивостями невпорядкованої моделi С у

рамках першого нетривiального порядку розкладу за перенормованими констан-

тами зв’язку, тобто в однопетлевому порядку. Статичнi функцiї βu i β∆ для не-

впорядкованих систем вiдомi у наближеннях вищих порядкiв [29, 75]. Однак, пра-

цюючи у тому ж самому порядку i для статики, i для динамiки, ми обмежуємо

вирази для βu i β∆ до однопетлевого наближення:

β1u = u

(
−ε+ n+ 8

6
u− 24∆

)
, (4.100)
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β1∆ = ∆

(
−ε− 16∆ +

n+ 2

3
u

)
. (4.101)

Зазначимо, що область фiзичних значень констант зв’язку u,∆ для розведених

магнетикiв обмежена u ≥ 0, ∆ ≥ 0. Iнша функцiя βγ отримується, використову-

ючи статичну однопетлеву ζ-функцiю:

β1γ = γ

(
−ε
2
− 4∆ +

n+ 2

6
u+

1

2

γ2n

2

)
. (4.102)

Для отримання динамiчної функцiї βW , нам потрiбно спершу розрахувати пере-

нормовуючий множник Zφ̃. З однопетлевої частини Zφ̃ (див. Додаток A.2) згiдно

формули (1.60) ми отримуємо ζφ̃-функцiю. Використовуючи отриманий результат

разом з однопетлевою статичною ζ-функцiєю, дiстаємо βW у такому виглядi:

βW = W

(
4∆ + γ2

W

1 +W
− γ2n

2

)
. (4.103)

Прирiвнюючи праву частину рiвнянь (4.100)–(4.103) до нуля, отримуємо си-

стему рiвнянь на НТ. Структура функцiй βu та β∆ приводить до iснування чо-

тирьох нерухомих точок: гаусової НТ G {u∗ = 0,∆∗ = 0}, “полiмерної” НТ U

{u∗ = 0,∆∗ 6= 0}, НТ чистої системи P {u∗ 6= 0,∆∗ = 0} i змiшаної НТ M

{u∗ 6= 0,∆∗ 6= 0}. Залежно вiд значень у НТ u∗ i ∆∗ можна знайти значення вла-

сних параметрiв моделi C. Як уже згадано, кожнiй НТ вiдповiдають два значення

γ∗2 = 0 або γ∗2 6= 0, i це збiльшує вдвiчi число нерухомих точок, див. Таблицю 4.2.

Зазначимо, що нерухомi точки з ненульовим γ∗2 ми позначаємо штрихом ′. Ми не

будемо у подальшому розглядати НТ U та НТ U′, оскiльки вони лежать поза

фiзичною областю додатнiх значень ∆.

Помiж решти нерухомих точок тiльки одна є стiйкою залежно вiд вимiр-

ностi параметра порядку n. Для n > 4 НТ P стiйка, у той час як для 1 < n < 4

стiйкою є НТ M. Тому однопетлеве значення граничної вимiрностi nc(ε) = 4

визначає граничну лiнiю, на якiй α = 0. У вищих петлевих порядках картина

нерухомих точок не змiнюється, крiм змiни функцiї граничного значення nc(ε).

Оцiнки, отриманi на основi шестипетлевих розрахункiв [72, 73], дають безумовно

nc < 2 при d = 3.
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Табл. 4.2. Однопетлевi нерухомi точки моделi C з безладом i їх стiйкiсть для
ε = 4 − d > 0. Зазначте, що γ∗2 має бути додатньою величиною для
iснування для того, щоб НТ була дiйсною.

FP u∗ ∆∗ γ∗2 ρ∗ стiйкiсть
G 0 0 0 0 ≤ ρ∗ ≤ 1 нестiйка

0
G′ 2

nε n/2 нестiйка
1

P 6ε
n+8

0 0 0 ≤ ρ∗ ≤ 1 маргiнальна для n > 4
0

P′ 2
n
(4−n)ε
n+8 n/2 нестiйка

1
U 0 −3ε

4 0 0 нестiйка
1
0 нестiйка

U′ ε
n 3n/4 стiйка для n < 4/3

1 стiйка для n > 4/3

M 3ε
2(n−1)

(4−n)ε
32(n−1) 0 0 стiйка для 1 < n < 4

1 нестiйка
0 нестiйка

M′ 2
n

n−4
4(n−1)ε 3n/4 нестiйка

1 нестiйка
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Як уже було сказано ранiше, для обговорення динамiчних нерухомих точок

вводимо параметр ρ = W/(1+W ), що має значення в нерухомих точках у скiнчен-

нiй областi параметричного простору. Перейшовши до функцiї βρ i прирiвнявши

її до нуля, та використовуючи значення в нерухомих точках з Табицi 4.2, можна

знайти значення ρ∗. Вони також представленi у Таблицi 4.2.

Кожен ненульовий розв’язок γ∗2 приводить до трьох динамiчних нерухомих

точок: з ρ∗ = 0 (тобто W ∗=0), ρ∗=1 (тобто W ∗=∞) або 0 < ρ∗ < 1 вiдповiдно.

Для НТ, яка вiдповiдає γ∗2 = 0, ситуацiя буде виглядати таким чином. Для НТ

M тiльки двi нерухомi точки з ρ∗ = 0 i ρ∗ = 1 iснують, тодi як для НТ P та НТ G

дозволене будь-яке значення ρ∗ мiж 0 i 1. Перевiряючи стiйкiсть цих нерухомих

точок, бачимо, що для 1 < n < 4 тiльки НТ M з ρ∗ = 0 є стiйкою.

Вiдповiдне однопетлеве асимптотичне значення динамiчного критичного по-

казника у цьому випадку збiгається з однопетлевим результатом для чистої ре-

лаксацiйної моделi (модель А) з безладом: z = 2 + (4−n)ε
8(n−1) [133, 141]. Для n > 4

НТ P є маргiнальною, а всi iншi нерухомi точки нестiйкi. Формально потiк з по-

чаткових значень з ρi закiнчується у деякiй НТ P з ρ∗(ρi), залежного вiд цього

початкового значення ρi. Тому тут отримується цiла лiнiя нерухомих точок при

u∗ 6= 0, ∆∗ = γ∗ = 0. У цьому випадку однопетлевий результат для z спiвпадає зi

значенням теорiї ван Хова z = 2. Оскiльки в однопетлевому наближеннi nc(ε) = 4

НТ M та НТ P обумовлюють критичну поведiнку невпорядкованої моделi для

n < 4 та n > 4 вiдповiдно.

4.4.3. Двопетлевi результати

Статичнi функцiї РГ вiдомi в наближеннях високих порядкiв теорiї збурень

та у рамках рiзних схем перенормування [11, 22]. Двопетлевi вирази для функцiй

βu, β∆, βγ у рамках схеми мiнiмального вiднiмання можна отримати у реплiчнiй

границi з результатiв роботи [424], i вони мають вигляд:

βu = β1u + u
(
− 3n+ 14

12
u2 +

22n+ 116

3
u∆− 328∆2

)
, (4.104)
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β∆ = β1∆ +∆
(
− 5

n+ 2

36
u2 + 22

n+ 2

3
u∆− 168∆2

)
, (4.105)

βγ = β1γ + γ
(
− 5(n+ 2)

72
u2 +

5(n+ 2)

3
u∆− 20∆2

)
. (4.106)

Динамiчна функцiя βρ задається формулами (4.21) i (4.86), де функцiї ζφ̃
i ζφ потрiбнi також для розрахунку динамiчного критичного показника z, Bφ2 є

таким самим, як i в однопетлевому наближеннi. ζφ можна отримати у реплiчнiй

границi з результатiв [424]:

ζφ = −n+ 2

72
u2 +

n+ 2

3
u∆− 4∆2. (4.107)

Для розрахунку ζφ̃ використовуємо схему РГ, детально описану у першому роздiлi

(пiдроздiл 1.4). Ми отримуємо ζφ̃ з двопетлевого виразу для Zφ̃ (див. Додаток A.2):

ζφ̃ = −8∆ + 3
n+ 2

3
u∆− 44∆2 − n+ 2

6
u2
(
ln

4

3
− 1

12

)

−2γ2
W
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+
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W
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[
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1+W
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]
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(4.108)

Прирiвнючи константу зв’язку ∆ у (4.108) до нуля, вiдтворюємо результат для

двопетлевого наближення для чистої моделi C, у той час як вираз (4.108) з γ = 0

вiдповiдає функцiї ζφ̃ моделi A з розведенням, що широко дослiджувалось [133–

136]. Член γ2∆ є власним вкладом невпорядкованої моделi C.

Для невпорядкоавного магнетика Iзiнґа технiка ε-розкладу приводить фа-

ктично до
√
ε-розкладу [83, 127–129], що не дає достатньо достовiрних результатiв

для ε = 1 [29, 75]. Таким чином, ми будемо працювати з другим способом аналiзу

безпосередньо у тривимiрному просторi.

Оскiльки ряди для функцiй РГ, як вiдомо, є асимптотичними у кращо-

му випадку, то нерухомi точки констант зв’язку розведеної моделi не отриму-
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ються у двопетлевому наближеннi без застосування [11, 22]. Ми використову-

ємо тут процедуру пересумовування Паде-Бореля, узагальнену на випадок де-

кiлькох змiнних за допомогою резольвентного ряду (3.34)-(3.37) для функцiй

{βu/u, β∆/∆, βγ/γ − γ2n/4}.

Нерухомi точки i їхня стiйкiсть

Ми можемо аналiзувати функцiї РГ βu i β∆ незалежно вiд iнших. Результати

для цих статичних функцiй вже вiдомi [11, 22]. Зокрема, результат двопетлевого

наближення якiсно повторює результати однопетлевого наближення, а саме отри-

муються гаусова НТ G, НТ чистої системи P та змiшана НТ M. Однак, всупереч

однопетлевим результатам, НТ M знаходиться також для випадку Iзiнґа n = 1.

Серед iнших нерухомих точок лише одна є стiйкою в залежностi вiд вимiр-

ностi параметра порядку n. Так, для n < nc, НТ M стiйка, при n = nc НТ M та

НТ P обмiнiються стiйкiстю, i при n > nc НТ P стає стiйкою. Для границi стiй-

костi при d = 3 ми знаходимо nc = 1.55, що дещо менше, нiж оцiнки у високих

порядках [72, 73].

Зi структури двопетлевої функцiї βγ (4.106) можна зробити висновок, що всi

описанi вище нерухомi точки iснують при γ∗ = 0. Аналiзуючи βγ, знаходимо, що

тiльки гаусова НТ G i НТ P мають вiдповiдники з додатнiм ненульовим γ∗: НТ

G′ для усiх n, НТ P′ для n < nc вiдповiдно. Значення модельних параметрiв у

нерухомих точках i динамiчнi показники для них поданi у Таблицi 4.3 для числа

компонент параметра порядку n = 1, 2, 3.

Для НТ G при будь-якому n отримується лiнiя нерухомих точок для вiд-

ношення масштабiв часу 0 ≤ ρ ≤ 1. Для нерухомих точок з γ∗ = 0 тiльки два

значення ρ∗ = 0 i ρ∗ = 1 знаходяться, у той час як для точок P′ i G′ отримуються

три розв’язки ρ∗ = 0, ρ∗ = 1 i ненульовий розв’язок з 0 < ρ∗ < 1. Усi нерухомi

точки поданi у Таб. 4.3. Ми позначаємо нерухомi точки з ρ∗ = 1 нижнiм iндексом

1, у той час як точки з ρ∗ = 0 не мають додаткових iндексiв. Оскiльки НТ P′ з не

нульовим розв’язком 0 < ρ∗ < 1 вiдповiдає НТ чистої моделi C, ми позначаєм її

як C, а НТ G′ з не нульовим ρ∗ ми позначаєм як G′
C .
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Аналiзуючи показники стiйкостi ωγ i ωρ ми бачимо, що тiльки НТ M є стiй-

кою для n = 1, а НТ P стiйка при n = 2, 3. Це означає, що критична поведiнка

моделi A досягається в асимптотицi у будь-якому випадку (клас унiверсальностi

динамiки моделi A для розведеної моделi при n < nc i клас унiверсальностi ди-

намiки чистої моделi А при n > nc). Як наслiдок, збережна густина для усiх n

асимптотично вiддiляється i формально її динамiчний критичний показник при-

ймає значення ван Хова zm = 2, як i очiкувалось згiдно аргументiв [140, 141].

Показники стiйкостi є поданi у Таблицi 4.4. Вони визначають “швидкiсть”

потокiв РГ поблизу нерухомої точки. Невелике значення показника стiйкостi, роз-

рахованого у НТ, означає повiльний пiдхiд до цiєї точки у вiдповiдному напрямку.

Наприклад, для НТ M при n = 1 отримується ωγ = 0.002, що приводить до по-

вiльного пiдходу γ до свого значення у НТ γ∗ = 0.

У Таблицi 4.3 ми даємо числовi значення асимптотичного динамiчного кри-

тичного показника z, обчисленi для всiх нерухомих точок. Якщо потiк з початко-

вих значень констант зв’язку проходить бiля однiєї з цих точок, то можна спосте-

рiгати ефективну критичну поведiнку, яка визначається значеннями критичних

показникiв, що вiдповiдають цiй НТ.

Потоки i ефективнi показники zeff

Неасимптотична поведiнка описується потоком для статичних констант

зв’язку та динамiчного параметру при перенормуваннi. Його можна отримати,

розв’язуючи рiвняння на потоки (4.22) i (4.85). Використовуючи розв’язок, ми

отримуємо поведiнку ефективного критичного показника zeff з безперервною змi-

ною параметра потоку.

Спочатку ми розглянемо випадок спiнiв Iзiнґа n = 1. Ми представимо ста-

тичнi потоки у пiдпросторi u−∆− γ, а також “проекцiю” динамiчних потокiв на

пiдпростiр параметрiв моделi u−∆−ρ на Рис. 4.6. Усi потоки отриманi для почат-

кових значень з γ(ℓ0) = 0.1. Розв’язки рiвнянь на потоки, представленi на Рис. 4.6,

отриманi для рiзних вiдношень ∆(ℓ0)/u(ℓ0), а також рiзних значень ρ(ℓ0). Пото-

ки, що починаються з початкових умов з малим вiдношенням ∆(ℓ0)/u(ℓ0) (кривi
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Табл. 4.3. Двопетлевi значення для нерухомих точок невпорядкованої моделi C.

n FP u∗ ∆∗ γ∗ ρ∗ z

∀n G 0 0 0 0 ≤ ρ∗ ≤ 1 2
n = 1 G′ 0 0 1.4142 0 2

G′
C 0 0 1.4142 0.3446 3

G′
1 0 0 1.4142 1 ∞

P 1.3146 0 0 0 2.052
P1 1.3146 0 0 1 2.052
P′ 1.3146 0 0.4582 0 2.052
C 1.3146 0 0.4582 0.2664 2.105
P′

1 1.3146 0 0.4582 1 2.052
M 1.6330 0.0209 0 0 2.139
M1 1.6330 0.0209 0 1 2.139

n = 2 G′ 0 0 1 0 2
G′
C 0 0 1 0.6106 3

G′
1 0 0 1 1 ∞

P 1.1415 0 0 0 2.053
P1 1.1415 0 0 1 2.053

n = 3 G′ 0 0 0.8165 0 2
G′
C 0 0 0.8165 0.7993 3

G′
1 0 0 0.8165 1 ∞

P 1.0016 0 0 0 2.051
P1 1.0016 0 0 1 2.051
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Табл. 4.4. Показники стiйкостi нерухомих точок, поданих у Таблицi 4.3

n FP ωu ω∆ ωγ ωρ
∀n G -1 -1 -0.5 0
n = 1 G′ -1 -1 1 -1

G′
C -1 -1 1 0.976

G′
1 -1 -1 1 -∞

P 0.566 -0.105 -0.053 0.052
P1 0.566 -0.105 -0.053 -0.052
P′ 0.566 -0.105 0.105 -0.053
C 0.566 -0.105 0.105 0.041
P′

1 0.566 -0.105 0.105 -∞
M 0.494 0.194 0.002 0.139
M1 0.494 0.194 0.002 -0.139

n = 2 G′ -1 -1 1 -1
G′
C -1 -1 1 0.745

G′
1 -1 -1 1 -∞

P 0.581 0.078 0.039 0.053
P1 0.582 0.078 0.039 -0.053

n = 3 G′ -1 -1 1 -1
G′
C -1 -1 1 0.522

G′
1 -1 -1 1 -∞

P 0.597 0.222 0.111 0.051
P1 0.597 0.222 0.111 -0.051
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a,c,e), вiдповiдають малому ступiню безладу. На них впливають нестiйкi P, P′,

C i G′
C , у той час як потоки з великим безладом (кривi b, d, h) знаходяться пiд

впливом лише НТ G′
C .

Рис. 4.7 представляє залежностi zeff вiд параметра потоку для кривих на

Рис. 4.6. Особливiстю усiх кривих є немонотонна поведiнка ефективного дина-

мiчного критичного показника з пiдходом до асимптотичного значення. Експе-

риментальнi дослiдження виконуються в основному в неасимптотичнiй областi.

Як випливає з Рис. 4.7, можна спостерiгати значення динамiчного показника z,

що перевищує, або є меншим, нiж асимптотичне значення. Наше асимптотичне

значення z = 2.14 є дещо меншим, нiж центральне значення експериментально-

го результату z = 2.18 ± 0.10 [138], отримане для динамiки розведеної системи

Iзiнґа, проте цей експериментально отриманий результат збiгається з нашими не-

асимптотичними спостереженнями.
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Рис. 4.6. Статичнi (лiвий малюнок) i динамiчнi (правий малюнок) потоки невпо-
рядкованої моделi C для n = 1 (n < nc). Чорнi круги означають нестiйкi
нерухомi точки з γ∗ = 0, порожнi круги позначають проекцiї нестiйких
НТ з ненульовим γ∗, у той час як чорний квадрат позначає стiйку НТ.

Цiкаво також поглянути на вклади рiзного походження до ефективного ди-

намiчного критичного показника zeff . Вони показанi на Рис. 4.8 для потокiв a та

h Рис. 4.6 вiдповiдно. Вклади складаються з (i) членiв, уже присутнiх у моделi А



188

Рис. 4.7. Залежностi ефективного динамiчного показника вiд параметра потоку
для вимiрностi параметра порядку n = 1 i n = 3. Кривi отриманi на
основi потокiв Рис. 4.6 i Рис. 4.9.

(штрихова крива Рис. 4.8), (ii) членiв, присутнiх лише у чистiй моделi C (пунктир-

на крива), i (iii) членiв, наявних лише у розбавленiй моделi С (штрих-пунктирна

крива). Взаємодiя мiж цими вкладами дає повний ефективний показник zeff (су-

цiльна лiнiя) i може привести до майже асимптотичного значення показника, хоча

значення параметрiв ще знаходяться далеко вiд асимптотики. Це важливий мо-

мент, оскiльки асимптотичне значення однiєї фiзичної величини не означає обо-

в’язково, що iншi величини також досягли асимптотики. Це пов’язано з рiзними

залежностями фiзичних величин вiд параметрiв моделi.

Рис. 4.8. Рiзнi внески до ефективного критичного показника, що вiдповiдає по-
токам a i h з Рис. 4.6. Неперевнi лiнiї представляють повний zeff , для
пояснення iнших лiнiй див. текст.
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Другий важливий випадок, який ми розглянемо тут, – це гайзенбергiвськi

системи n = 3. В асимптотицi їх критична поведiнка характеризується НТ P.

Статичнi потоки та проекцiї динамiчних потокiв у цьому випадку показано на

Рис. 4.9. Iснує суттєва рiзниця з однопетлевою картиною. В однопетлевому на-

ближеннi стiйка НТ є маргiнальною: для цiєї НТ допускається кожне значення

ρ∗ вiд 0 до 1. Тому, починаючи з рiзних початкових значень, потоки приходять

у рiзнi ρ∗. На вiдмiну вiд цього, Рис. 4.9 показує, що у рамках двопетлевого на-

ближення усi потоки залишаються поблизу початкового значення ρ. Тiльки тодi,

коли потоки досягають областi u = u∗, ∆ = 0, ρ починає опускатись до значення

у НТ ρ∗ = 0. Це може бути пов’язано з маргiнальнiстю в однопетлевому порядку.

Поведiнка zeff , що вiдповiдає потоку a з Рис. 4.9, показана на правому графiку

Рис. 4.7. Ми представляємо залежностi ефективного динамiчного критичного по-

казника вiд параметра потоку тiльки для одного набору значень γ(ℓ0) i ρ(ℓ0) (але

для двох рiзних вiдношень u(ℓ0)/∆(ℓ0)), оскiльки для iнших значень γ(ℓ0) i ρ(ℓ0)

спостерiгаємо подiбну поведiнку: пiк збiльшується для бiльших γ(ℓ0) i/або ρ(ℓ0).

Експериментальнi дослiдження дають для невпорядкованого магнетика Гайзен-

берга значення критичного показника z = 2.3± 0.1 [425], що перевищує значення

динамiчного показника для чистої моделi А з n = 3 (у нашому випадку z = 2.05).

Це може бути наслiдком того, що вимiрювання виконувались у неасимптотичнiй

областi.

4.5. Критична динамiка моделi C для магнетикiв з

випадковою анiзотропiєю

4.5.1. Модельнi рiвняння

Ефективний статичний функцiонал HRAM , який описує поведiнку моделi з

випадковою анiзотропiєю поблизу рiвноважного стану записується:

HRAM=Heff +

∫
ddrD̄

(
x̂~φ0

)2
, (4.109)
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Рис. 4.9. Статичнi (лiвий графiк) та динамiчнi (правий графiк) потоки невпо-
рядкованої моделi C для n = 3 (n > nc). Незаповненi круги означають
нестiйкi нерухомi точки з γ∗ = 0, чорнi круги вказують проекцiї нестiй-
ких точок з ненульовим γ∗, тодi як квадрат позначає стiйку НТ.

де D̄ – це константа анiзотропiї, пропорцiйна до D р-ня (1.26), a Heff задається

рiв-ням (1.16).

Динамiчнi рiвняння моделi знову визначаються виразами (1.17)-(1.18) тiль-

ки тепер з замiною Heff на HRAM (4.109).

Як i у попереднiх випадках, вивчаємо критичну динамiку, застосовуючи

пiдхiд Бауша-Янсена-Вагнера [339] динамiчної теоретико-польової РГ. Пiсля усе-

реднення за безладом динамiчна поведiнка моделi С для системи з випадковою

анiзотропiєю буде описуватись таким лагранжiаном:

L = L0+Lint+
∫
ddrdt

{
∑

i

φ̃i,0
Γ̊y0
3!
φ3i,0+

∫
dt′
∑

i

φ̃i,0(t)φi,0(t)×
[
Γ̊2v0
3!

∑

j

φ̃j,0(t
′)φj,0(t

′)+
Γ̊2w0

3!
φ̃i,0(t

′)φi,0(t
′)

]}
, (4.110)

де L0 i Lint задаються рiв-нями (4.97) i (4.98), вiдповiдно. Зазначимо, що тепер

неперенормована маса µ20 насправдi означає µ20 − D̄/n, а константи зв’язку ма-

ють такi знаки u0 > 0, v0 > 0, w0 < 0. Константи зв’язку v0 i w0 генеруються
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усередненням за конфiгурацiями i їхнi значення зв’язанi з моментами розподiлу

(3.4) (див. пiдроздiл 3.1). Доданок з коефiцiєнтом y0 у (4.110) не є результатом

усереднення, але повинен включатись, оскiльки вiн генерується при дослiдженнi

пертурбативною теоретико-польовою РГ. Тому константа зв’язку y0 може бути

довiльного знаку.

4.5.2. Результати

Асимптотичнi властивостi

Статичнi двопетлевi функцiї РГ для RAM з кубiчним розподiлом випадко-

вих осей у схемi мiнiмального вiднiмання отриманi у роботi [34].

Їх доповнює функцiя ζΓ, яку отримуємо з двопетлевого результату для ди-

намiчної функцiї ζφ̃ (розрахованої з перенормовуючого множника Zφ̃, див. (A.17)

у Додатку A.3). Ми дiстаємо такий двопетлевий вираз для ζΓ:

ζΓ = −v + w

3
+ γ2ρ+

(6 ln (4/3)− 1)

24

(
(n+ 2)

3
u2 +

2

3
uy + y2

)
+

1

36

(
5v2 + (n+ 2)uv + 10vw + 3vy + 3uw + 5w2 + 3wy

)
−

ργ2

2

((
(n+ 2)

3
u+ y

)
(1− 3 ln (4/3)) +

ργ2
(
n

2
− ρ− 3 (n+ 2)

2
ln (4/3) + (1 + ρ) ln

(
1− ρ2

))
+ v + w

)
+

γ2ρ

(
v + w

6

)(
ρ2 ln (ρ)

1− ρ
+ (3 + ρ) ln (1− ρ)

)
. (4.111)

Двопетлевий результат [410] для чистої моделi C вiдтворюється, покладаючи

(4.111) константи зв’язку v, w, y рiвними нулевi. У той час як, покладаючи γ = 0 у

(4.111), вiдтворюємо результат для моделi A з випадковою анiзотропiєю [39]. Чле-

ни з γ2v, γ2w, γ2y представляють власний вклад саме моделi C для магнетикiв з

випадковою анiзотропiєю.

Аналiз статичних функцiй β{ui} при фiксованiй вимiрностi d = 3 говорить

про iснування 16 нерухомих точок [34] (див. пiдроздiл 3.1). Тiльки 10 з цих не-
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рухомих точок попадають в область фiзичних значень з u > 0, v > 0, w < 0.

Вiдповiднi значення координат нерухомих точок поданi у роботi [34].

Для кожної статичної НТ {u∗i} ми отримуємо множину динамiчних неру-

хомих точок з рiзними γ∗ i ρ∗. Нерухомi точки, отриманi для n = 2, 3, поданi у

Таблицях 4.5 та 4.6 вiдповiдно. Показники стiйкостi ωγ i ωρ також поданi у та-

блицях. Тут ми зберiгаємо нумерацiю нерухомих точок, яка використовувалась

у роздiлi 3. Зi статики вiдомо, що НТ XIII визначає критичну поведiнку RAM з

кубiчним розподiлом. Ця НТ є тiєї самої природи, що i НТ моделi Iзiнґа з випадко-

вими вузлами, тому усi статичнi критичнi показники спiвпадають з критичними

показниками згаданої моделi. Оскiльки показник теплоємностi у цьому випад-

ку є вiд’ємним, асимптотична критична динамiка описується моделлю A. Однак

неасимптотичнi критичнi властивостi магнетикiв з випадковою анiзотропiєю вiд-

рiзняються вiд властивостей iзiнґiвських магнетикiв з випадковими вузлами у

статицi [34], а також у динамiцi [39]. Однак для моделi C, що тут розглядається,

неасимптотична критична поведiнка значно вiдрiзняється вiд поведiнки для мо-

делi A, як буде видно нижче.

Неасимптотичнi властивостi

Iснування такої великої кiлькостi динамiчних нерухомих точок робить неа-

симптотичну критичну поведiнку складнiшою, нiж у моделi А. Ми представляємо

тут результати для n = 3. Для n = 2 поведiнка є якiсно подiбною. Розв’язуючи

рiвняня на потоки для рiзних початкових умов, отримуємо рiзнi потоки в просторi

параметрiв моделi. Проекцiя найбiльш характерних потокiв у пiдпростiр w−y−ρ
представлена на рис. 4.10. Порожнi кола вказують нестiйкi точки справжньої мо-

делi C, тодi як чорнi круги представляють нестiйкi точки моделi А. Чорний ква-

драт означає стiйку НТ.

Початковi умови для констант зв’язку u(0), v(0), w(0), y(0) для потокiв є та-

кими самими, як у роботах [34, 39]. Ми вибираємо γ(0) = 0.1 i ρ(0) = 0.6. Багато

потокiв вiдчувають вплив двох iзiнґiвських нерухомих точок VC i XC . Пiдставля-

ючи розв’язки рiвнянь на потоки у вирази для динамiчних показникiв, отримаємо
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Табл. 4.5. Двопетлевi значення для динамiчних нерухомих точок магнетикiв з
випадковою анiзотропiєю з n = 2 (модель C).

FP γ∗ ρ∗ ωγ ωρ z

I 0 0 ≤ ρ∗ ≤ 1 0 0 2
I′ 1 0 1 -1 2
IC 1 0.6106 1 0.745 3
I′1 1 1 1 -∞ ∞
II 0 0 0.0387 0.0526 2.0526
II1 0 1 0.0387 -0.0526 2.0526
III 0 0 -0.1686 -0.1850 1.8150
III1 0 1 -0.1686 0.1850 1.8150
IIIC .5806 0 0.3371 -0.5222 1.8150
III′1 .5806 1 0.3371 ∞ −∞
V 0 0 -0.0525 0.0523 2.0523
V1 0 1 -0.0525 -0.0523 2.0523
V′ .3240 0 0.1050 -0.0527 2.0523
VC .3240 0.5241 0.1050 0.0277 2.1050
V′

1 .3240 1 0.1050 -∞ ∞
VI 0 0 -0.0049 -0.0417 2.0107
VI1 0 1 -0.0049 0.0417 2.0107
VI′ 0.0986 0 0.0097 0.00095 2.0107
VI′1 0.0986 1 0.0097 ∞ -∞
VIII 0 0 -0.0525 0.1569 2.1569
VIII1 0 1 -0.0525 -0.1569 2.1569
VIII′ 0.3240 0 0.1050 0.0519 2.1569
VIII′1 0.3240 1 0.1050 -∞ ∞

X 0 0 -0.0525 0.0523 2.0523
X1 0 1 -0.0525 -0.0523 2.0523
X′ .3240 0 0.1050 -0.0527 2.0523
XC .3240 0.5241 0.1050 0.0277 2.1050
X′

1 .3240 1 0.1050 -∞ ∞
XIII 0 0 0.0018 0.1388 2.1388
XIII1 0 1 0.0018 -0.1388 2.1388
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Табл. 4.6. Двопетлевi значення для динамiчних нерухомих точок магнетикiв з
випадковою анiзотропiєю з n = 3 (модель C).

FP γ∗ ρ∗ ωγ ωρ z

I 0 0 ≤ ρ∗ ≤ 1 0 0 2
I′ 0.8165 0 1 -1 2
IC 0.8165 0.7993 1 0.5218 3
I′1 0.8165 1 1 -∞ ∞
II 0 0 0.1109 0.0506 2.0506
II1 0 1 0.1109 -0.0506 2.0506
III 0 0 -0.1686 -0.1850 1.8150
III1 0 1 -0.1686 0.1850 1.8150
III′ 0.4741 0 .3371 -0.5222 1.8150
III′1 0.4741 1 0.3371 ∞ −∞
V 0 0 -0.0525 0.0523 2.0523

VI1 0 1 -0.0525 -0.0523 2.0523
VI′ 0.2646 0 0.1050 -0.0527 2.0523
VIC 0.2646 0.7617 0.1050 0.0157 2.1050
VI′1 0.2646 1 0.1050 -∞ ∞
VI 0 0 -0.0162 -0.0401 1.9599
VI1 0 1 -0.0162 0.0401 1.9599
VI′ 0.1467 0 0.0323 -0.0724 1.9599
VI′1 0.1467 1 0.0323 ∞ -∞
VIII 0 0 0.1051 0.0425 2.0425
VIII1 0 1 0.1051 -0.0425 2.0425
IX 0 0 -0.0161 -0.0384 1.9616
IX1 0 1 -0.0161 0.0384 1.9616
IX′ 0.1466 0 0.0322 -0.0707 1.9616
IX′

1 0.1466 1 0.0322 ∞ -∞
X 0 0 -0.0525 0.0523 2.0523
X1 0 1 -0.0525 -0.0523 2.0523
X′ 0.2646 0 0.1050 -0.0527 2.0523
XC 0.2646 0.7617 0.1050 0.0157 2.1050
X′

1 0.2646 1 0.1050 -∞ ∞
XIII 0 0 0.0018 0.1388 2.1388
XIII1 0 1 0.0018 -0.1388 2.1388
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Рис. 4.10. Проекцiї потокiв для n = 3 у пiдпросторi констант зв’язку w − y −
ρ. Порожнi круги представляють проекцiї нестiйких нерухомих точок
з ненульовим γ∗. Чорнi круги позначають нестiйкi нерухомi точки з
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Рис. 4.12. Залежнiсть ефективного критичного показника збережної величини
для динамiки моделi C вiд логарифма параметра потоку. Див. текст
для повного опису.

ефективнi показники zeff i zeffm . Залежнiсть zeff вiд параметру потоку ℓ, що вiдпо-

вiдає потокам 1-7, показана на Рис. 4.11. Подiбно Рис. 4.12 показує цю залежнiсть

для ефективного показника збережної густини zeffm . Потiк 3 знаходиться пiд впли-

вом обох нерухомих точок VC i XC . Таким чином, ефективнi показники демон-

струють область iз значеннями, якi є близькими до значень моделi C у випадку

магнетика Iзiнґа (див. криву 3 на рисунках 4.11 i 4.12). Асимптотичнi значення,

якi вiдповiдають нерухомим точкам VC i XC , позначенi штриховою лiнiєю. Вони

вiдповiдають значенням, асимптотично отриманим у чистiй моделi C з n = 1,

оскiльки НТ VC i НТ XC є тої ж самої природи, що i НТ чистої моделi C. Кривi

6 вiдповiдають потокам поблизу чистої НТ II. Тодi як крива 7 вiдповiдає потоку

поблизу кубiчної НТ VIII.

Основна вiдмiннiсть поведiнки ефективного динамiчного показника zeff у

моделi C вiд поведiнки у моделi A є поява кривих з декiлькома пiками. Значення

пiку, що з’являється в правiй частинi, залежить вiд початкового стану γ(0) i ρ(0).

Це продемонстровано на Рис. 4.13.

Ефективна поведiнка двох динамiчних критичних показникiв для параметра

порядку та збережної густини може бути цiлком вiдмiнною, як можна побачити,
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Рис. 4.15. Залежностi нормованих критичних показникiв параметра порядку i
збережної густини, якi вiдповiдають потоку 4. Позначення тi самi, як у
Рис. 4.14.

порiвнюючи Рис.4.11 i Рис. 4.12. Однак можна запитати, чи обидва показники

досягають асимптотичних значень однаковим чином. Для цього ми вводимо нор-

мування значення ефективних показникiв за їх значеннями в асимптотицi. Зокре-

ма, ми вводимо позначення zeff = zeff/z, zeffm = zeffm /zm для показника параметра

порядку i збережної густини вiдповiдно. Рис. 4.14 i Рис. 4.15 показують поведiн-

ку нормованих показникiв параметра порядку i збережної густини для потокiв 2

i 4 вiдповiдно. Це показує, що пiдхiд до асимптотики для показникiв параметра

порядку та показникiв збереженої густини вiдбувається по-рiзному для рiзних по-

токiв, тобто для рiзних початкових умов. Для системи з малим ступенем безладу

(малими v(0) та w(0), потiк 4) пiдхiд динамiчного показника параметра порядку

до асимптотичниго режиму є швидшим, нiж для збережної густини, у той час

як для системи з бiльшою величиною безладу (потiк 2) пiдхiд обидвох величин є

майже одночасним.

4.6. Висновки

У цьому роздiлi дослiджено критичну динамiку моделi С для магнетикiв

зi структурним безладом, а саме для магнетикiв з випадковими вузлами та для
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магнетикiв з випадковою анiзотропiєю. Модель С навiть без додавання структур-

ного безладу, є досить складною для дослiдження (див. недавнiй огляд [20]). Для

моделi С без безладу розраховано динамiчнi кореляцiйнi функцiї в однопетлево-

му наближеннi. На основi них обчислено характеристичнi частоти та розрахова-

но динамiчне вiдношення амплiтуд харатеристичних частот параметра порядку

та збережної величини, яке є унiверсальною величиною. Здiйснено узагальнення

для виразу цього вiдношення у параметричнiй площинi кореляцiйної довжини та

хвильового вектора.

Також здiйснено перегляд фазової дiаграми моделi С, отриманої у рамках

двопетлевих результатiв теоретико-польової пертурбативної РГ. Розрахунки про-

водились на основi високих порядкiв РГ для O(n) моделi i для динамiчного кри-

тичного показника моделi A з використанням процедур пересумовування.

Отримана фазова дiаграма якiсно пiдтверджує результати НПРГ [89] для

високих вимiрностей ε ≤ 1 та вимiрностi параметра порядку n ≥ 1, що пока-

зують ширшу область для режиму слабкого скейлiнгу. Спостерiгаються помiтнi

вiдхилення в iнших областях (n, ε)-площини, що можна пояснити недосконалiстю

моделей типу φ4 для опису фiзики у низьких вимiрах та специфiчним вибором

наближень та параметрiв моделi у пiдходi НПРГ.

Для магнетикiв з безладом в асимптотицi збережена густина вiдокремлює-

ться вiд параметра порядку, та динамiчна критична поведiнка обох розглянутих

моделей з безладом є такою ж, як i для моделi Iзiнґа з випадковими вузлами.

Однак iснування багатьох нерухомих точок i, вiдповiдно, кросовер мiж ними зна-

чно впливає на неасимптотичнi критичнi властивостi. У залежностi вiд початко-

вих значень параметрiв моделей спостерiгаються рiзнi сценарiї динамiчної кри-

тичної поведiнки. Основною особливiстю є наявнiсть додаткових пiкiв на кривих

для ефективних динамiчних критичних показникiв у порiвняннi з ефективною

критичною динамiкою моделi A.

Оскiльки пiдхiд до асимптотики є дуже повiльним, то в експериментах i в

числових моделюваннях можуть спостерiгатися ефективнi показники. Для магне-

тикiв з випадковими вузлами при вимiрностi параметра порядку n < nc показник
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zeff може або перевищувати асимптотичне значення, показуючи пiк, або монотон-

но досягти асимптотичного значення. Для випадку n > nc показник zeff завжди

показує a немонотонну поведiнку. При цьому для обох типiв безладу ефективний

показник параметра порядку може приймати значення, далекi вiд асимптотично-

го (асимптотичне значення у двопетлевому розрахунку – z = 2.139).

Те саме стосується i ефективного критичного показника збережної густи-

ни, який був розрахований для магнетикiв з випадковою анiзотропiєю з кубiчним

розподiлом осi випадкової анiзотропiї. Вiн може бути далеко вiд свого асимпто-

тичного значення ван Хова zm = 2. Наприклад, можна спостерiгати значення zeff

та zeffm , близькi до значень для чистої моделi Iзiнґа з динамiкою моделi C.
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РОЗДIЛ 5

ВПЛИВ СТРУКТУРНОГО БЕЗЛАДУ НА
КРИТИЧНУ ПОВЕДIНКУ ДВОВИМIРНИХ

МАГНЕТИКIВ

У цьому роздiлi дослiджено критичнi властивостi двовимiрних систем, що

мiстять структурний безлад. У рамках цiєї проблеми було розклянуто три задачi,

яким присвяченi окремi пiдроздiли. У першому пiдроздiлi розглядається задача

про самоусереднення термодинамiчних характеристик двовимiрної моделi Iзiнґа з

нескорельованим безладом поблизу критичної точки. Використовуючи представ-

лення цiєї моделi у теорiї фермiонiвських полiв Майорани, з допомогою методiв

РГ отримано явнi вирази функцiї розподiлу для флуктуацiй внутрiшньої енергiї

та теплоємностi. У наступних двох пiдроздiлах розглядається вплив далекося-

жно скорельованого безладу на критичну поведiнку тiєї ж двовимiрної моделi

Iзiнґа та так званої моделi Ашкiна-Телера з Ni “кольорами”. Тут з використанням

представлення моделi за допомогою фермiонiвських полiв Дiрака у рамках РГ,

розраховано критичнi показники i продемонстровано, що обидвi моделi належать

до одного класу унiверсальностi. Основнi результати цього роздiлу викладенi у

роботах [46, 50–53, 67, 68].

5.1. Самоусереднення термодинамiчних величин

двовимiрної моделi Iзiнґа з безладом

Сильнi флуктуацiї, спричиненi замороженим безладом, у деяких випадках

можуть призвести до втрати самоусереднення [289, 426–428], тобто поведiнка ве-

ликого зразка з певною реалiзацiєю домiшок (такого як матерiальнi зразки, до-
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ступнi в експериментах) не достатньо добре буде описуватись усередненням за

ансамблем, яке зазвичай розраховується в аналiтичних або чисельних пiдходах.

Це впливає також на iнтерпретацiю отриманих даних i на можливiсть порiвняння

теоретичних та експериментальних результатiв. Наявнiсть або вiдсутнiсть само-

усереднення пов’язана з питанням суттєвостi (relevance - в сенсi РГ) безладу для

дослiджуваних систем [289, 427], i це також впливає як на статичнi, так i ди-

намiчнi властивостi [429, 430]. Нещодавно, явний вираз для функцiї розподiлу

iмовiрностей критичних флуктуацiй вiльної енергiї слабко невпорядкованого iзi-

нґiвського феромагнетика був отриманий при вимiрностях простору d < 4, а при

d = 3 була отримана унiверсальна форма цiєї функцiї розподiлу [431]. Оскiльки

вiльну енергiю не можна явно вимiряти в експериментальних або числових дослi-

дженнях, то бажано вивчати властивостi самоусереднювання величин, якi можна

безпосередньо вимiряти.

Системою, яка викликає значне зацiкавлення, є модель Iзiнґа у двох вимi-

рах, оскiльки для неї доступнi точнi результати у чистому випадку [270]. Коли для

цiєї моделi розглядати безлад у формi випадкових зв’язкiв, то критерiй Гарiса не

може дати висновок про його суттєвiсть, оскiльки α = 0 i система є маргiналь-

ною. Однак на сьогоднi добре встановлено, що такий слабкий безлад “маргiналь-

но” модифiкує критичну поведiнку таких систем, так що логарифмiчна сингу-

лярнiсть теплоємностi перетворюється на подвiйну логарифмiчну сингулярнiсть

[273, 274, 277, 278]. Оскiльки вже вивчались багато аспектiв цiєї задачi, вклю-

чаючи, наприклад, ефект скорельованого безладу [50, 180], питанню розподiлу

iмовiрностей вимiрюваних величин через наявнiсть безладу i їх самоусереднен-

ної поведiнки уваги придiлялось менше. Починаючи з перших робiт [426, 427],

як мiра самоусереднення розглядається вiдносна дисперсiя термодинамiчних спо-

стережуваних. Було показано, що для несуттєвого безладу вiдносна дисперсiя

слабо спадає як степiнь L, виказуючи присутнiсть “слабкого самоусереднення”, у

той час як для суттєвого безладу ця величина наближається до ненульової кон-

станти при L → ∞, демонструючи втрату самоусереднення [427]. Результати чи-

сельних дослiджень цiєї величини для невпорядкованої двовимiрної моделi Iзiнґа
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[277, 426, 429, 432], де безлад є гранично суттєвим, не давали однозначного ви-

сновку. Нижче ми отримаємо форму функцiй розподiлу флуктуацiй, викликаних

безладом, i обговоримо її асимптотику при L→ ∞.

5.1.1. Фермiонне представлення для двовимiрної моделi Iзiнґа з

безладом

Добре вiдомо, що критичну поведiнку двовимiрної феромагнiтної моде-

лi Iзiнґа можна описати в термiнах вiльних двокомпонентних спiнорних полiв

Грасмана-Майорани Ψ(r) =
(
ψ1(r), ψ2(r)

)
з таким гамiльтонiаном (див. напри-

клад [433]):

H0[Ψ; τ ] =
1

2

∫
d2r
[
Ψ(r)∂̂Ψ(r) + τ Ψ(r)Ψ(r)

]
, (5.1)

де τ = (T − Tc)/Tc ≪ 1 (замiсть τ коректнiше вживати в гамiльтонiанi масу

µ ∼ τ , однак для наших розрахункiв провiдних асимптотик це не має великого

значення). Далi,

∂̂ = σ̂1
∂

∂x
+ σ̂2

∂

∂y
, (5.2)

де

σ̂1 =

(
0 1
1 0

)
, σ̂2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂3 = σ̂1 σ̂2 =

(
i 0
0 −i

)
(5.3)

– матрицi Паулi i ψ ≡ ψ σ̂3. При заданому значеннi параметра τ статистична сума

Z(τ) системи (5.1) буде такою:

Z(τ) =

∫
DΨ exp

{
−H0[Ψ; τ ]

}
, (5.4)

де мiри iнтегрування означенi як

∫
DΨ =

∏

r

[
−
∫

dψ1(r) dψ2(r)

]
, (5.5)

а iнтегрування i правила перестановки є такими:
∫

dψα(r) = 0 ,

∫
dψα(r)ψα(r) = −

∫
ψα(r) dψα(r) = 1, (5.6)
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ψα(r)ψβ(r
′) = −ψβ(r′)ψα(r) , [ψα(r)]

2 = 0 . (5.7)

Тодi вiльна енергiя запишеться:

F (τ) = − ln
[
Z(τ)

]
. (5.8)

Зауважте, що ми не включаємо звичайний температурний множник у визначен-

ня вiльної енергiї (5.8). Наш аналiз проводиться поблизу Tc, яка для спрощення

покладається 1, i ми дивимося тiльки за провiдними членами розкладу (сингу-

лярностями) за параметром τ = (T − Tc)/Tc = T − 1. Таким чином, у границi

τ → 0:

F (τ) = −T ln
[
Z(τ)

]
= − ln

[
Z(τ)

]
− τ ln

[
Z(τ)

]
= − ln

[
Z(τ)

]
+ O(τ) . (5.9)

Просте iнтегрування р-ня (5.4) дає

Z(τ) =
[
det
(
∂̂ + τ σ̂0

)]1/2
, (5.10)

де σ̂0 – одинична матриця, i вираз з правого боку рiвняння є символiчним позна-

ченням детермiнанта L2×L2 матрицi, яка визначає гамiльтонiан (5.1), записаний

у дискретному виглядi на L× L ґратцi. Вiльна енергiя запишеться

F (τ) = −1

2
ln
[
det
(
∂̂ + τ σ̂0

)]
∼ −L2

∫

|p|<1

d2p ln
(
p2 + τ 2

)
. (5.11)

Зазначимо, що вiдома логарифмiчна розбiжнiсть теплоємностi у границi τ → 0

слiдує безпосередньо прямо з р-ня (5.11):

C(τ) = − ∂2

∂τ 2
F (τ) ∼ L2

∫

|p|<1

d2p

p2 + τ 2
∼ L2

1∫

|τ |

dp

p
∼ L2 ln

1

|τ | . (5.12)

Присутнiсть слабкого замороженого безладу в системi можна описати,

прийнявши, що через безлад локальна температура переходу стає просторово не-

однорiдною, i це можна подати як замороженi просторовi флуктуацiї температур-

ного параметра τ у гамiльтонiанi (5.1) (див., наприклад, роботу [224]). Iншими
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словами, критична поведiнка слабко невпорядкованої двовимiрної моделi Iзiнґа

описується спiнорним гамiльтонiаном

H[Ψ; τ, δτ ] =
1

2

∫
d2r
[
Ψ(r)∂̂Ψ(r) +

(
τ + δτ(r)

)
Ψ(r)Ψ(r)

]
, (5.13)

де випадкова функцiя δτ(r) характеризується просторово нескорельованим гаусо-

вим розподiлом з нульовим середнiм, δτ(r) = 0, i дисперсiєю

δτ(r)δτ(r′) = 2g0 δ(r− r
′), (5.14)

де констатнта зв’язку g0 ≪ 1 визначає силу безладу. Для даної реалiзацiї заморо-

женої функцiї δτ(r) статистична сума дослiджуваної системи має вигляд:

Z[τ ; δτ ] =

∫
Dψ exp

{
−H[Ψ; τ, δτ ]

}
= exp

{
−F [τ ; δτ ]

}
, (5.15)

де F [τ ; δτ ] – це випадкова функцiя вiльної енергiї. Внутрiшня енергiя даної реа-

лiзацiї є першою похiдною цiєї вiльної енергiї за температурним параметром:

E[τ ; δτ ] =
∂

∂τ
F [τ ; δτ ]. (5.16)

Зрозумiло, що E[τ ; δτ ] мустить бути сингулярною функцiєю τ в границi

τ → 0 (у чистiй системi E0(τ) ∼ τ ln(1/|τ |)). Поза тим, E[τ ; δτ ] також мусить бути

випадковою функцiєю, яка флуктуює вiд зразка до зразка. Функцiя розподiлу цих

флуктуацiй є основною метою цього дослiдження.

5.1.2. Формалiзм реплiк

З означення (5.16) ми маємо:

E[τ ; δτ ] = lim
ǫ→0

1

ǫ

(
F [τ + ǫ; δτ ] − F [τ ; δτ ]

)
. (5.17)

Тому для даного скiнченного значення ǫ (яке потрiбно покласти нулю в кiнцi

обчислень) отримуємо:

ǫE[τ ; δτ ] = F [τ + ǫ; δτ ] − F [τ ; δτ ]. (5.18)
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Згiдно з означенням вiльної енергiї р-ня (5.15), це спiввiдношення можна пред-

ставити у термiнах вiдношення двох статистичних сум:

exp
{
−ǫE[τ ; δτ ]

}
= Z[τ + ǫ; δτ ]Z−1[τ ; δτ ]. (5.19)

Пiднiмаючи обидвi сторони рiвностi до степеня N i проводячи усереднення за

безладом, знаходимо:
∫

dE Pτ (E) exp(−ǫNE) = ZN [τ + ǫ; δτ ]Z−N [τ ; δτ ]. (5.20)

Тут, Pτ (E) – розподiл iмовiрностi випадкової внутрiшньої енергiї системи при за-

даному значеннi параметра τ i (...) позначає усереднення за випадковою функцiєю

δτ(r). Слiдуючи стандартному реплiчному формалiзму, спiввiдношення (5.20) мо-

жна представити у такому виглядi:
∫

dE Pτ (E) exp(−ǫNE) = lim
M→0

ZN [τ + ǫ; δτ ]ZM−N [τ ; δτ ] ≡
lim
M→0

Z(M,N ; τ, ǫ). (5.21)

У термiнах цього формалiзму спочатку приймається, що обидва M i N є цiлими

числами, такими що M > N . Тодi, пiсля отримання Z(M,N ; τ, ǫ) як аналiтичної

функцiї M i N , цi параметри аналiтично можна продовжити на множину довiль-

них дiйсних значень i взяти границю M → 0. Насамкiнець ми вводимо новий

аналiтичний параметр s = ǫN i беремо границю ǫ → 0, так що спiвiдношення

(5.21) стає перетворенням Лапласа функцiї розподiлу iмовiрностей Pτ (E):
∫

dE Pτ (E) exp(−sE) = lim
ǫ→0

lim
M→0

Z(M, s/ǫ; τ, ǫ) ≡ Z̃(s, τ). (5.22)

Тому, попередня процедура, хоча не дуже добре обґрунтована з математичної

точки зору, принаймнi формально дозволяє реконструювати функцiю Pτ (E) за

допомогою оберненого перетворення Лапласа:

Pτ (E) =

+i∞∫

−i∞

ds

2πi
Z̃(s, τ) exp(sE). (5.23)
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Продовжуючи, розглянемо структуру реплiчної статистичної суми

Z(M,N ; τ, ǫ). Згiдно з означеннями (5.15) та (5.21) маємо:

Z(M,N ; τ, ǫ)=

∫
DΨ

(
exp
{
−

N∑

a=1

H[Ψa; τ+ǫ, δτ ]−
M∑

a=N+1

H[Ψa; τ, δτ ]
})

.

(5.24)

Пiдставляючи сюди гамiльтонiан (5.13), проводячи усереднення за δτ(r) i вико-

ристовуючи рiвняння (5.14), ми знаходимо:

Z(M,N ; τ, ǫ) =

∫
DΨ exp

{
−HM,N [Ψ; τ, ǫ]

}
≡ exp

{
−F(M,N ; τ, ǫ)

}
, (5.25)

де F(M,N ; τ, ǫ) можна назвати “реплiчною вiльною енергiєю” i

HM,N [Ψ; τ, ǫ]=

∫
d2r

[
1

2

M∑

a=1

Ψa(r)∂̂Ψa(r)+
1

2

M∑

a=1

µa
(
Ψa(r)Ψa(r)

)
−

1

4
g0

M∑

a,b=1

(
Ψa(r)Ψa(r)

)(
Ψb(r)Ψb(r)

)
]
, (5.26)

де

µa =





(τ + ǫ) для a = 1, ..., N ,

τ для a = N + 1, ...,M .
(5.27)

Отриманий вираз (5.26), має форму ефективного гамiльтонiану випадкової моделi

Iзiнґа, але з реплiчно залежними масами. Як ми побачимо далi, ця рiзниця буде

впливати на властивостi розподiлу внутрiшньої енергiї. У наступному пiдроздi-

лi виведемо функцiю F(M,N ; τ, ǫ) рiвняння (5.25), використовуючи стандартнi

процедури пiдходу РГ.

5.1.3. Розрахунки РГ

Добре вiдомо, що теорiя спiнорного поля з чотирифермiонними взаємодiями

є перенормовною у двох вимiрах, i р-ня перенормування приводять до асимпто-

тики для константи зв’язку g i маси µ (див., наприклад, роботу [224]). Перенор-

мування реплiчного гамiльтонiану (5.26) можна досягти стандартним способом,
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вiдiнтегровуючи короткохвильовi флуктуацiї у шарi Λ̃ < p < Λ, де Λ та Λ̃ по-

значає вихiдне i нове значення ультрафiолетового обрiзання iмпульсу, вiдповiдно.

Можна легко побачити, що перенормування константи зв’язку g i маси µa у га-

мiльтонiанi (5.26) подане наступними рiвняннями (див. рiвняння (4.28) у [224]):

d

dκ
g(κ) = −1

π
(2−M) g2(κ), (5.28)

d

dκ
µa(κ) = −1

π

(
µa(κ) −

M∑

b=1

µb(κ)
)
g(κ), (5.29)

де κ = ln
(
Λ/Λ̃

)
i

µa(κ) =





µ̃(κ) for a = 1, ..., N

µ(κ) for a = N + 1, ...,M,
(5.30)

з початковими умовами g(0) = g0, µ̃(0) = (τ + ǫ) i µ(0) = τ . Пiдставляючи

рiвняння (5.30) у (5.29), ми отримуємо:

d

dκ
µ̃(κ) = −1

π

[
µ̃(κ) − Nµ̃(κ)− (M −N)µ(κ)

]
g(κ), (5.31)

d

dκ
µ(κ) = −1

π

[
µ(κ) − Nµ̃(κ)− (M −N)µ(κ)

]
g(κ). (5.32)

Розв’язок р-ня (5.28) є таким:

g(κ) =
g0

1 + 1
π
(2−M) g0 κ

. (5.33)

Р-ня (5.28)–(5.29) отриманi в однопетлевому наближеннi. Двопетлеве наближення

вивчалось у роботi [434], де показано, що воно дає лише логарифмiчнi поправки

наступного порядку до однопетлевого результату. Таким чином, осiльки ми цiка-

вимось основною асимптотикою, продовжимо працювати в однопетлевому набли-

женнi. Пiдставляючи розв’язок (5.33) у рiвняння (5.31)–(5.32) у границi M → 0,
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можна легко знайти 1:

µ(ξ) =

[
τ +

1

2
(ǫN) ln

(
1 +

2

π
g0 κ
)]

∆(κ), (5.34)

µ̃(κ) = µ(κ) + ǫ∆(κ), (5.35)

∆(κ) =
1√

1 + 2
π g0 κ

. (5.36)

Критичнi властивостi моделi (згiдно з (5.33), g(κ → ∞) ∼ 1/κ → 0) можна

дослiдити точно методами РГ [435, 436] (див. також [224]). Згiдно стандартної

процедури розрахункiв РГ, сингулярнi внески термодинамiчних величин поблизу

критичної точки отримуються з використанням тiльки невзаємодiючої частини

перенормованого гамiльтонiану (першi два члени гамiльтонiану (5.26)), у якому

маса µa, a = 1, . . ., M , стає масштабно-залежним параметром, р-ня (5.30) i (5.34)–

(5.36). Iншими словами, у процедурi РГ внески, якi з’являються у взаємодiючих

членах гамiльтонiану (5.25), ефективно “абсорбуються” у масовий вклад. У цьому

випадку, подiбно до чистої системи (див. р-ня (5.10)–(5.11)), отримуємо:

F(0, N ; τ, ǫ) = − lim
M→0

ln
[
Z(M,N ; τ, ǫ)

]
=

−L2 lim
M→0

∫

|p|<1

d2p

(2π)2
ln

[
M∏

a=1

det
(
ip̂ + µa(p)σ̂0

)1/2
]
=

−L2 lim
M→0

∫

|p|<1

d2p

(2π)2
ln

[
det
(
ip̂+ µ̃(p)σ̂0

)N
2

det
(
ip̂ + µ(p)σ̂0

)M−N
2

]
=

−L2

∫

|p|<1

d2p

(2π)2
ln

[
det
(
ip̂+ µ̃(p)σ̂0

)N/2
det
(
ip̂ + µ(p)σ̂0

)−N/2
]
, (5.37)

1 Можна легко перевiрити що в обох випадках: (i) розв’язуючи цi рiвняння для даного скiнченного значення
M i потiм приймаючи M = 0, або (ii) пiдставляючи M = 0 у праву сторону р-нь (5.31)–(5.32) i потiм розв’язуючи
їх, ми отримаємо однаковий результат.
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де (пор. р-ня (5.2)–(5.3))

p̂ = σ̂1px + σ̂2py. (5.38)

Тут маси µ(p) i µ̃(p) приймаються масштабно-залежними згiдно з р-нями (5.34)–

(5.36) з κ = ln(1/p). Простi розрахунки дають (пор. р-ня (5.11)):

F(0, N ; τ, ǫ) = −L2

∫

|p|<1

d2p

(2π)2

[
1

2
N ln

(
p2+µ̃2(p)

)
−1

2
N ln

(
p2+µ2(p)

)
]
=

− 1

4π
L2N

1∫

0

dp p ln

[
p2 +

(
µ(p) + ǫ∆(p)

)2

p2 + µ2(p)

]
. (5.39)

Пiдставляючи сюди розв’язки (5.34)–(5.36), ми отримуємо у провiдному порядку

за ǫ→ 0 (детальнiше див. у додатку B.1):

F(0, N ; τ, ǫ) ≃ − 1

4π
L2N

1∫

0

dp p ln

[
1 + ǫ

2µ(p)∆(p)

p2 + µ2(p)

]
≃

− 1

2π
L2(ǫN)

1∫

0

dp p
τ + 1

2(ǫN) ln
[
1 + 2

πg0 ln(1/p)
]

[
p2 + µ2(p)

][
1 + 2

πg0 ln(1/p)
] ≃

− 1

2π
L2(ǫN)

1∫

|τ |

dp

p

τ + 1
2
(ǫN) ln

[
1 + 2

π
g0 ln(1/p)

]

1 + 2
π
g0 ln(1/p)

=

E(τ)(ǫN) − 1

2
E2

∗(τ)(ǫN)2, (5.40)

де

E(τ) = − 1

4g0
L2 τ ln

(
1 +

2

π
g0 ln(1/|τ |)

)
, (5.41)

E∗(τ) =
1

2
√
2g0

L ln
(
1 +

2

π
g0 ln(1/|τ |)

)
. (5.42)

Як було наголошено, вираз для вiльної енергiї F(0, N ; τ, ǫ), отриманий у (5.40),

не мiстить вкладiв високих порядкiв за степенями ǫN , якими нехтують. З iншого

боку цей результат не точний i обидвi величини E(τ) i E∗(τ) мiстять логарифмiчнi
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поправки вищих порядкiв форми ln ln(1/τ), якими знехтували у границi τ ≪ 1,

яку ми тут розглядаємо (див. розрахунки, поданi у додатку B.1, а також ремарку

пiд р-ням (5.33)). Тому реплiчну статистичну суму з правого боку р-ня (5.22) для

перетворення Лапласа ми отримаємо згiдно з означенням (5.25):

Z̃(s, τ) = lim
ǫ→0

exp
{
−F(0, s/ǫ; τ, ǫ)

}
= exp

{
−E(τ) s +

1

2
E2

∗(τ) s
2
}
. (5.43)

Пiдставляючи це в обернене перетворення Лапласа (5.23), ми отримуємо:

Pτ (E) =

+i∞∫

−i∞

ds

2πi
exp
{
−E(τ) s +

1

2
E2

∗(τ) s
2 + sE

}
, (5.44)

або

Pτ (E) =
1√

2πE∗(τ)
exp

{
−
(
E − E(τ)

)2

2E2∗(τ)

}
. (5.45)

Тому флуктуацiї критичної внутрiшньої енергiї слабко невпорядкованої двови-

мiрної моделi Iзiнґа вiд рiзних реалiзацiй безладу описуються гаусовим розподi-

лом, який характеризується середнiм значенням E(τ), поданим у рiвняннi (5.41),

i типовими вiдхиленнями E∗(τ), як подано у (5.42). Давайте перевiримо пове-

дiнку Pτ (E) при L → ∞ i для τ → 0. Якщо у цiй границi розподiл (5.45)

спрямовується до δ-функцiї, то E є самоусереднюваною величиною, а в iншо-

му випадку не самоусереднюваною. Для фiксованого значення τ рiвняння (5.41),

(5.42) i (5.45) показують, що функцiя розподiлу густини енергiї e ≡ E/L2 у

термодинамiчнiй границi перетворюється у δ-функцiю: P (e) = δ(e − e0(τ)) з

e0(τ) = −(τ/4g0) ln
(
1 + 2

πg0 ln(1/|τ |)
)
. Iншими словами, у цьому випадку густи-

на енергiї є самоусереднюваною. З iншого боку для скiнченного L границя τ → 0

не може бути виконаною безпосередньо у формулах (5.41), (5.42) i (5.45), оскiль-

ки у цьому випадку кореляцiйна довжина (ξ ∼ 1/τ) перевищує розмiр системи,

що не має фiзичного змiсту. Тут процедура РГ мусить зупинятись на масштабах

порядку розмiру системи L (забезпечується тим, що ми берем границю τ ≪ L

у початковому гамiльтонiанi). Таким чином, знову отримуємо результат, поданий

рiвняннями (5.41), (5.42) i (5.45), але параметр τ тодi потрiбно замiнити на 1/L,

що робить вирази температурно незалежними, як i має бути.
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Поблизу критичної точки, де з’являється критична поведiнка, спричинена

безладом, тобто при τ ≪ exp(−π/2g0), знаходимо:

E(τ) ≃ − 1

4g0
L2 τ ln ln(1/|τ |), (5.46)

E∗(τ) ≃ 1

2
√
2g0

L ln ln(1/|τ |). (5.47)

При великому, але скiнченному значеннi розмiру системи L, ми очiкуємо, що

псевдо-критична температура поводиться як τc ∼ L−ν = 1/L, i тому

Ec(L) ≡ E(τ = 1/L) ∼ − 1

g0
L ln ln(L), (5.48)

E∗
c (L) ≡ E∗(τ = 1/L) ∼ 1√

g0
L ln ln(L). (5.49)

Порiвнюючи (5.46), (5.48), (5.49) i (5.45), можна зробити висновок, що при доста-

тньо великому розмiрi системи L ≫ exp(π/2g0), критичну внутрiшню енергiю E

можна записати як суму її середнього значення i флуктуацiйної частини:

E ∼ − 1

g0
L ln ln(L) +

1√
g0
L ln ln(L) · f, (5.50)

де випадкова величина f не масштабується з L, f ∼ 1, i описується стандартним

нормальним розподiлом:

Pc(f) =
1√
2π

exp

(
−1

2
f 2

)
. (5.51)

Р-ня (5.50)–(5.51) демонструють, що при критичностi внутрiшня енергiя двовимiр-

ного iзiнґiвського феромагнетика є не самоусередненою, оскiльки типове значення

флуктуацiй вiд зразка до зразка, E∗
c (L) ∼ g

−1/2
0 L ln ln(L), масштабується з розмi-

ром системи таким же чином, як i його середнє значення, Ec(L) ∼ g−1
0 L ln ln(L).

Зазначимо, що пiдхiд РГ, який ми використовуємо у нашому аналiзi, описує лише

сингулярну частину термодинамiчних функцiй, i тому не можна сказати нiчого

про поведiнку несингулярної фонової частини. Таким чином, сингулярна частина

внутрiшньої енергiї визначається розподiлом (5.45).
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5.1.4. Теплоємнiсть

Тепер ми звернемось до дослiдження поведiнки теплоємностi. Для цього,

повторимо тi ж кроки, якi зробленi у попереднiх пiдроздiлах 5.1.1 i 5.1.2 для

другої похiдної вiльної енергiї:

C[τ ; δτ ] = − ∂2

∂τ 2
F [τ ; δτ ]. (5.52)

У термiнах формалiзму реплiк? замiсть рiвнянь (5.17)–(5.21): отримуємо

C[τ ; δτ ] = − lim
ǫ→0

1

ǫ2
(
F [τ + ǫ; δτ ] + F [τ − ǫ; δτ ] − 2F [τ ; δτ ]

)
, (5.53)

так що

exp
{
ǫ2C[τ ; δτ ]

}
= Z[τ + ǫ; δτ ]Z[τ − ǫ; δτ ]Z−2[τ ; δτ ] (5.54)

i
∫
dCPτ(C) exp

(
ǫ2NC

)
= lim

M→0
ZN [τ+ǫ; δτ ]ZN [τ−ǫ; δτ ]ZM−2N [τ ; δτ ]≡

lim
M→0

Zc(M,N ; τ, ǫ), (5.55)

де Pτ (C) – функцiя розподiлу iмовiрностi теплоємностi. Вiдповiдно, замiсть рiв-

нянь (5.22)–(5.23), маємо:
∫

dC Pτ (C) exp
(
sC
)

= lim
ǫ→0

lim
M→0

Zc(M, s/ǫ2; τ, ǫ) ≡ Z̃c(s, τ), (5.56)

з s = ǫ2N у цьому випадку i

Pτ (C) =

+i∞∫

−i∞

ds

2πi
Z̃c(s, τ) exp

(
−sC

)
, (5.57)

де

Zc(M,N ; τ, ǫ) =

∫
DΨ exp

{
−H(c)

M,N [Ψ; τ, ǫ]
}

≡ exp
{
−Fc(M,N ; τ, ǫ)

}
, (5.58)

i реплiчний гамiльтонiан H(c)
M,N[Ψ;τ ,ǫ] визначається правою частиною р-ня (5.26) з

µa =






(τ + ǫ) for a = 1, ..., N,

(τ − ǫ) for a = N + 1, ..., 2N,

τ for a = 2N + 1, ...,M.

(5.59)
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Перенормування константи зв’язку g i маси µa цього гамiльтонiану подано у рiв-

няннях (5.28), (5.29), де

µa =





µ1(κ) for a = 1, ..., N,

µ2(κ) for a = N + 1, ..., 2N,

µ(κ) for a = 2N + 1, ...,M,

(5.60)

з початковими умовами µ1(0) = (τ + ǫ), µ2(0) = (τ − ǫ) i µ(0) = τ . Можна легко

побачити, що у границi M → 0, сума

lim
M→0

(
M∑

a=1

µa(κ)

)
= N

(
µ1(κ) + µ2(κ)− 2µ(κ)

)
≡ 0, (5.61)

так що розв’язки рiвнянь РГ (5.28)–(5.29) для мас µ1(κ), µ2(κ) i µ(κ) виявляються

ефективно незв’язанi (що вiдрiзняється вiд ситуацiї для внутрiшньої енергiї, див.

р-ня (5.34)–(5.36)):

µ1(κ) =
τ + ǫ√

1 + 2
π g0 κ

, (5.62)

µ2(κ) =
τ − ǫ√

1 + 2
π g0 κ

, (5.63)

µ(κ) =
τ√

1 + 2
π g0 κ

. (5.64)

Вiдовiдно, замiсть р-ня (5.39), отримуємо

Fc(0, N ; τ, ǫ) = −L2

∫

|p|<1

d2p

(2π)2

[
1

2
N ln

(
p2+µ21(p)

)
+
1

2
N ln

(
p2+µ22(p)

)
−

N ln
(
p2 + µ2(p)

)
]
= (5.65)

− 1

4π
L2N

1∫

0

dp p ln

[(
p2 + µ21(p)

)(
p2 + µ22(p)

)
(
p2 + µ2(p)

)2

]
. (5.66)
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Пiдставляючи сюди розв’язки (5.62)–(5.64), отримуємо у провiдному порядку за

ǫ→ 0 (пор. р-ня (5.39)):

Fc(0, N ; τ, ǫ) ≃ −1

π
L2ǫ2N

1∫

0

dp p
(
p2 + µ2(p)

)(
1 + 2

π g0 ln(1/p)
) ≃

−1

π
L2ǫ2N

1∫

|τ |

dp

p

1(
1 + 2

π
g0 ln(1/p)

) =

−ǫ2N C(τ), (5.67)

де

C(τ) =
1

2g0
L2 ln

(
1 +

2

π
g0 ln(1/|τ |)

)
. (5.68)

Пiдставляючи це в обернене претворення Лапласа (5.57), отримуємо:

Pτ (C) =

+i∞∫

−i∞

ds

2πi
exp
{
C(τ) s − C s

}
= δ

(
C − C(τ)

)
. (5.69)

Цей результат показує, що на вiдмiну вiд сингулярної частини внутрiшньої енергiї

теплоємнiсть поблизу критичної точки є самоусереднюваною величиною. Зокре-

ма, при великому, але скiнченому розмiрi системи L≫ L∗ ∼ exp(2/πg0) у крити-

чнiй точцi при τc ∼ 1/L, згiдно р-ня (5.68) критична теплоємнiсть C(L) масшта-

бується з розмiром системи як

C(L) ∼ 1

2g0
L2 ln ln(L). (5.70)

Зауважте, що розподiл (5.69) описує тiльки сингулярну частину теплоємно-

стi, подiбно до розподiлiв (5.45) та (5.51), якi описують сингулярну частину вну-

трiшньої енергiї. Власне кажучи, сингулярна частина “реплiчної вiльної енергiї”,

представлена у рiвняннi (5.67), є лiнiйною за реплiчним параметром s = ǫ2N . Фор-

мально, оберенене перетворення Лапласа перетворює цей результат у δ-функцiю

(5.69), що може бути оманливим, оскiльки теплоємнiсть системи мiстить також

регулярну частину, що не є сингулярною у границi τ → 0. Як ми вже згадували,
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ця остання частина є поза контролем у представленому пiдходi РГ, однак вона та-

кож є випадковою величиною. Згiдно центральної граничної теореми ця регулярна

частина є нормально розподiлена з середнiм значенням, пропорцiйним до об’єму

системи (∼ L2 у представленому випадку) i з дисперсiєю, пропорцiйною квадра-

тному кореню об’єму системи (∼
√
L2 = L у представленому випадку). Iншими

словами, регулярну частину теплоємностi можна представити як C0L
2 + C∗Lζ,

де випадкова змiнна ζ розподiлена за нормальним законом з нульовим середнiм

i одиничною дисперсiєю, а значення C0 i C∗ не змiнюються з L при L → ∞.

Вiдповiдно у реплiчному представленнi це дає два додатковi вклади до реплiчної

вiльної енергiї: на додаток до виразу, представленого у рiвняннi (5.67), є ще два

вклади C0L
2s + (C∗L)2s2 (де s = ǫ2N). Тому, пiсля оберненого перетворення Ла-

пласа δ-функцiя (5.69) замiнюється Гаусовим розподiлом iз середнiм значенням

C(τ)+C0L
2, де C(τ) подане у рiвняннi (5.68)), i дисперсiєю C∗L. У границi L→ ∞

це дає таку поведiнку теплоємностi:

C(τ = 1/L) ∼ L2 ln ln(L) ≫ C0L
2 ≫ C∗L. (5.71)

Вiдповiдно, у цiй границi розподiл теплоємностi (яка включає регулярну i сингу-

лярну частину) перетворюється у δ-функцiю, локалiзовану на C(L) ∼ L2 ln ln(L),

i означає самоусереднення.

5.2. Двовимiрна модель Iзiнґа зi скорельованим

безладом

У цьому пiдроздiлi ми розглядаємо вплив далекосяжно скорельованого без-

ладу на критичнi властивостi двовимiрної моделi Iзiнґа, використовуючи пред-

ставлення моделi за допомогою теорiї двовимiрних фермiонiв Дiрака. Це було

зроблено для однопетлевого порядку у роботах [437, 438]. Ми продовжуємо цi

розрахунки до двопетлевого порядку, а також розраховуємо усереднений квадрат

спiн-спiнової кореляцiйної функцiї у найнижчому порядку, використовуючи бозо-

нiзацiю.
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5.2.1. Модель

Тут, ми слiдуємо [275] i вводимо двi копiї двовимiрної системи Iзiнґа з гамiль-

тонiаном (5.1), якi описуються фермiонами Майорани Ψ1 та Ψ2, вiдповiдно. Потiм

ми їх комбiнуємо у формi комплексного фермiону Дiрака ψ = (Ψ1+ iΨ2)/
√
2. Вiд-

повiдний гамiльтонiан запишеться:

HD =

∫
d2r ψ̄(r)

[
∂̂ + µ(r)

]
ψ(r). (5.72)

Тут µ(r) = µ0+δµ(r) з µ0 ∼ τ . Зазначте, що ψ̄ i ψ є незалежними. Змiнюючи змiн-

ну ψ̄ → −ψ̄σ3, можна побачити, що дiя (5.72) також описує двовимiрнi фермiони

Дiрака з безладом типу випадкової маси [439].

Ми приймаємо, що δµ(r) є гаусова випадкова змiнна з нульовим середнiм i

дисперсiєю, що спадає з вiдстаню |r| = r за степеневим законом:

δµ(r)δµ(0) = g(|r|) ∼ r−a, r → ∞. (5.73)

Надалi ми будемо використовувати регуляризацiю за вимiрнiстю. Для цьо-

го доведеться розглянути задачу при довiльному значеннi простору d i замiнити

матрицi Паулi алгеброю Клiффорда, представленою матрицями γi, що задоволь-

няють антикомутацiйнi спiввiдношення [7]:

γiγj + γjγi = 2δijI, i, j = 1, ..., d. (5.74)

Щоб усереднити за безладом, використовуємо реплiчний трюк, ввiвши N копiй

оригiнальної системи [107]. Отримана реплiчна дiя запишеться:

H = −i
N∑

α=1

∫
ddrψ̄α(r)(∂̂ + µ0)ψα(r)

+
1

2

N∑

α,β=1

∫
ddrddr′g(|r− r

′|)ψ̄α(r)ψα(r)ψ̄β(r′)ψβ(r′). (5.75)

Властивостi оригiнальної системи iз замороженим безладом тодi можна отримати,

взявши границюN → 0. Зручно зафiксувати нормування розподiлу безладу (5.73)
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у Фур’є-просторi. Ми приймаєм потенцiал безладу, розподiлений за Гаусовим за-

коном з нульовим середнiм i корелятором

δµ(k)δµ(k′) = (2π)dδd(k+ k
′)g(|k|), (5.76)

де Фур’є-образ корелятора є таким:

g(|k|) = u0 + v0k
a−d. (5.77)

Тут u0 and v0 – це неперенормованi константи зв’язку. Далекосяжна константа

зв’язку v0 є суттєвою в РГ сенсi (relevant) тiльки для a<d. Зазначимо, що, якщо

нехтувати короткосяжним вкладом u0 у рiвняннi (5.77), вiн зрештою згенерується

потоком РГ. Неперенормований пропагатор дiї (5.75) можна записати як

〈ψ̄α(k)ψβ(−k)〉0 = δαβ
γjkj + iµ0
k2 + µ20

. (5.78)

5.2.2. Перенормування моделi

Використовуючи неперенормований пропагатор (5.78), можна розрахувати

кореляцiйнi функцiї для гамiльтонiану (5.75), розглядаючи як збурення u0 i v0.

Iнтеграли, що входять у ряди теорiї збурень, виявляються розбiжними в ультра-

фiолетовiй границi при d = 2. Щоб зробити теорiю скiнченою, ми використовуємо

регуляризацiю за вимiрнiстю [336] i обчислюємо всi iнтеграли в d = 2− ε. Слiду-

ючи роботам [103, 438], проводимо подвiйний розклад за ε = 2 − d i δ = 2 − a,

так що усi розбiжностi перетворюються у полюси за ε i δ, а вiдношення ε/δ зали-

шається скiнченним. У рамках схеми мiнiмального вiднiмання ми не включаємо

цi скiнченнi вiдношення в контрчлени, вибираючи їх так, щоб вони мали тiльки

полюсну частину. Ми цiкавимось випадком 0 < a < 2, тобто 0 < δ < 2, однак,

потрiбно з обережнiстю зважати на чисельнi оцiнки для δ > 1, що розраховую-

ться з використанням результатiв, отриманих пертурбативно за δ. Ми визначаємо

перенормованi поля ψ, ψ̄, масу µ i безрозмiрнi константи зв’язку u та v таким

чином, що усi полюси можна заховати в множники перенормування Zψ, Zµ, Zu i



219

Zv, якi роблять скiнченними кореляцiйнi функцiї, обчисленi за допомогою пере-

нормованого гамiльтонiану

HR =

N∑

α=1

∫

k

ψ̄α(−k)(Zψγjkj − Zµiµ)ψα(k)

+
1

2

N∑

α,β=1

∫

k1,k2,k3

[
κεZuu+ κδZvv|k1 + k2|a−d

]

×ψ̄α(k1)ψα(k2)ψ̄β(k3)ψβ(−k1 − k2 − k3), (5.79)

де
∫
k :=

∫
ddk
(2π)d , i ми ввели масштаб перенормування κ. Оскiльки перенормова-

ний гамiльтонiан отримується з неперенормованого шляхом перемасштабуванням

полiв

ψ0 = Z
1/2
ψ ψ, ψ̄0 = Z

1/2
ψ ψ̄, (5.80)

неперенормованi та перенормованi параметри пов’язанi:

µ0 = ZµZ
−1
ψ µ, (5.81)

u0 = κεZuZ
−2
ψ u, v0 = κδZvZ

−2
ψ v, (5.82)

де ми включили Kd/2 у перепозначення u i v. Kd = 2πd/2/((2π)dΓ(d/2)) – це по-

верхня d-вимiрної одиничної сфери, подiлена на (2π)d. Перенормована N -точкова

вершинна функцiя Γ(N ) пов’язана з неперенормованою Γ̊(N ) за допомогою

Γ̊(N )(ki;µ0, u0, v0) = Z
−N/2
ψ Γ(N )(ki;µ, u, v, κ). (5.83)

Для обчислення перенормованих констант достатньо перенормувати двоточкову

вершинну функцiю Γ(2) i чотириточкову вершинну функцiю Γ(4). Ми покладаємо,

що вони скiнченнi при µ = κ i знаходимо перенормованi константи, використову-

ючи схему мiнiмального вiднiмання [337]. З цiєю метою зручно розбити чотири-

точкову функцiю на короткосяжну (short-range, SR) та далекосяжну (long-range,

LR) частини:

Γ(4)(k1,k2,k3,k4)=Γ(4)
u (ki) + Γ(4)

v (ki)|k1 + k2|a−d. (5.84)
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Рис. 5.1. Однопетлевi дiаграми, що дають вклад у двоточкову вершинну функцiю
Γ(2) (перший рядок) та чотириточкову вершинну функцiю Γ(4) (другий
рядок) у реплiчнiй границi N → 0. Суцiльна лiнiя вiдповiдає пропага-
тору (5.78), а штриховi лiнiї – вершинi (5.77), спричиненiй безладом, що
роздiлена на SR частину та LR частину. Iндекси a, b набувають значень
0 або 1 залежно вiд того, чи штрихова лiнiя означає u-вершину або v-
вершину.

Перенормованi константи визначаються з умови, що Γ(4)
u (0;µ = κ) та Γ(4)

v (0;µ = κ)

є скiнченними.

Оскiльки неперенормована вершинна функцiя не залежить вiд масштабу

перенормування κ, перенормована вершинна функцiя задовольняє рiвняння РГ:
[
κ
∂

∂κ
− βu(u, v)

∂

∂u
− βv(u, v)

∂

∂v
− N

2
ηψ(u, v)

−γ(u, v)µ ∂
∂µ

]
Γ(N )(ki;µ, u, v, κ) = 0, (5.85)

де ми ввели скейлiнговi функцiї:

βu(u, v) = − κ
∂u

∂κ

∣∣∣∣
0

, βv(u, v) = − κ
∂v

∂κ

∣∣∣∣
0

, (5.86)

ηψ(u, v) = −βu(u, v)
∂ lnZψ
∂u

− βv(u, v)
∂ lnZψ
∂v

, (5.87)

ηµ(u, v) = −βu(u, v)
∂ lnZµ
∂u

− βv(u, v)
∂ lnZµ
∂v

, (5.88)

γ(u, v) = ηµ(u, v)− ηψ(u, v). (5.89)

Iндекс “0” означає похiднi при фiксованих значеннях u0, v0 i µ0.

Критична поведiнка системи контролюється стiйкою НТ потоку РГ, яка ви-
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Рис. 5.2. Двопетлевi дiаграми, що дають вклад у двоточкову вершинну функцiю
Γ(2) (перший рядок) та чотириточкову вершинну функцiю Γ(4) у реплi-
чнiй границi N → 0. Iндекси a, b, c набувають значень 0 або 1 залежно
вiд того, чи штрихова лiнiя означає u-вершину або v-вершину.
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значається як одночасний нуль β-функцiй (5.86):

βu(u
∗, v∗) = 0, βv(u

∗, v∗) = 0. (5.90)

Стiйкiсть НТ можна визначити з власних значень матрицi стiйкостi

M =

(
∂βu(u,v)

∂u
∂βu(u,v)

∂v
∂βv(u,v)
∂u

∂βv(u,v)
∂v

)
. (5.91)

Якщо НТ є стiйкою, то обидва власнi значення, розрахованi для цiєї точки (5.90),

мають негативнi дiйснi частини. Критичний показник кореляцiйної довжини отри-

мується як

1

ν
= 1 + γ(u∗, v∗), (5.92)

а аномальна скейлiнгова вимiрнiсть полiв ψ i ψ̄ як

dψ =
1

2
[d− 1 + ηψ(u

∗, v∗)]. (5.93)

Наприклад, у критичнiй точцi маємо

〈
ψ̄(r)ψ(0)

〉
∼ r−2dψ . (5.94)

5.2.3. Нерухомi точки, їхня стiйкiсть i скейлiнгова поведiнка

Перенормування у двопетлевому порядку

Для того, щоб перенормувати теорiю (5.79) до двопетлевого порядку нам

потрiбнi дiаграми, що дають вклад у дво- та чотириточковi вершиннi функцii

Γ(2)(p) i Γ(4)(pi = 0) у реплiчнiй границi N → 0, показанi на рисунках 5.1 i 5.2. В

однопетлевому наближеннi є двi дiаграми, що дають вклад у двоточкову вершин-

ну функцiю Γ(2)(p), кожна з яких роздiлена на двi частини Aa
1 i Aa

2. Перша частина

розраховується при нульовому зовнiшньому iмпульсi, а друга частина – лiнiйна

за зовнiшнiм iмпульсом ~p. Те ж саме застосовується до двопетлевих дiаграм Cab
2 i

Cab
3 . Дiаграми, що дають вклад до чотириточкової функцiї, розраховуються при
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нульових зовнiшнiх iмпульсах i розкладются за малими параметрами ε i δ, збе-

рiгаючи спiввiдношення ε
δ скiнченним. У рамках схеми мiнiмального вiднiмання

нам потрiбнi тiльки полюси за ε i δ для двопетлевих дiаграм, тодi як для одно-

петлевих дiаграм потрiбно зберiгати також вклади, скiнченнi в границi ε, δ → 0.

Полюси дiаграм, показаних на Рис. 5.1 i Рис. 5.2, обчислюються так, як подано у

Додатку B.3 i їхнi значення наведенi у Таблицях B.1 i B.2, B.3 вiдповiдно. Вер-

шиннi функцiї Γ(2)(p), Γ(4)
u (pi = 0) i Γ(4)

v (pi = 0) розраховуються у Додатку B.2.

Використовуючи цi функцiї, знайдемо Z-фактори:

Zu = 1 +
4u

ε
+

4v

δ
− u2

(
2

ε
− 16

ε2

)
+

4v3

u(ε− 3δ)

− uv

(
28

δ + ε
− 32

δε
− 8

δ

)
− v2

(
10

δ
− 4ε

δ2
− 16

δ2

)
, (5.95)

Zv = 1 +
4u

ε
+
4v

δ
+
16u2

ε2
−4v2

δ

(
1−ε

δ
−4

δ

)
− 8uv

δ+ε

(
1−ε

δ
−4

δ
−4

ε

)
, (5.96)

Zµ = 1+
2u

ε
+
2v

δ
+
6u2

ε2
+v2

(
2ε

δ2
+

6

δ2
−2

δ

)
+4uv

(
3

δε
+
1

δ
− 2

δ+ε

)
, (5.97)

Zψ = 1 +
u2

ε
+

4uvε

δ(δ + ε)
+
v2(2ε− δ)

δ2
. (5.98)

Для SR безладу було доведено, що внесок, який приходить вiд ненульової ма-

си в чисельнику неперенормованого пропагатора (5.78), зникає, тому його мо-

жна зiгнорувати з самого початку [440]. Ми знайшли, що це також стосується i

випадку LR-безладу принаймнi до двопетлевого порядку, тобто внески в кутовi

дужки у Таблицях B.1, B.2 i B.3 в сутi дають нуль у рiвняннях (5.95)–(5.98). З рiв-

нянь (5.95)–(5.98) з використанням визначень (5.86)–(5.89) отримаємо двопетлевi

вирази для β-функцiй:

βu(u, v) = εu−4u(u+v)+8u(u+v)2+4v(u+v)2, (5.99)

βv(u, v) = δv−4v(u+v)+4v(u+v)2, (5.100)

i для iнших скейлiнгових функцiй, що дають критичнi показники:

ηψ(u, v) = −2u2 + 2v2 − 4ε

δ
uv − 4ε

δ
v2, (5.101)
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ηµ(u, v) = −2u− 2v + 4uv + 4v2 − 4ε

δ
uv − 4ε

δ
v2,

γ(u, v) = −2(u+ v) + 2(u+ v)2. (5.102)

Зазначимо, що вiдношення ε
δ є скiнченним в рамках нашої регуляцiйної схеми.

Хоча воно присутнє у скейлiнгових функцiях ηµ та ηψ, усi цi вiдношення “магi-

чно” самознищуються у β- та γ - функцiях, таким чином, що коефiцiєнти у цих

функцiях просто цiлi константи.

Розклади за малими ε та δ

Тепер ми аналiзуємо потоки РГ, використовуючи розклади за малими ε та

δ. β -функцiї мають три нерухомi точки: гаусову НТ, короткосяжно скорельовану

НТ, i далекосяжно скорельовану НТ.

(i) Гаусова НТ, яка задається

u∗G = v∗G = 0, (5.103)

описує чисту двовимiрну модель Iзiнґа з показником кореляцiйної довжини νp =

1/(1+γ(u∗G, v
∗
G)) = 1. Слiдуючи [275], можна оцiнити сингулярнiсть вiльної енергiї.

Використовуючи гамiльтонiан (5.72), статистичну суму моделi Iзiнґа можна ви-

разити як Z2
Ising =

∫
Dψ̄Dψe−HD ∼ det

[
∂̂ + µ0

]
з µ0 ≡ τ . Застосовуючи рiвнiсть

ln det = Tr ln, знаходимо FIsing ∼ τ 2 ln τ , так що C ∼ ln(τ−1) i αp = 0.

(ii) Короткосяжно скорельована невпорядкована НТ (SR), задана

u∗SR =
ε

4
+
ε2

8
, v∗SR = 0, (5.104)

спiвпадає з гаусовою НТ при d = 2. Це забезпечує, що короткосяжний безлад

є гранично (не)суттєвим у сенсi РГ у двох вимiрах. Як наслiдок, це призводить

лише до логарифмiчних поправок до скейлiнгової поведiнки чистої двовимiрної

моделi. Двопетлевi логарифмiчнi поправки розраховуються у додатку B.4. Для

кореляцiйної довжини та теплоємностi ми знаходимо

ξ ∼ τ−1(ln τ−1)1/2
[
1 + o

(
ln ln τ−1

ln τ−1

)]
, (5.105)
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Csing ∼ ln ln τ−1

[
1 + o

(
1

ln τ−1

)]
; (5.106)

тобто, субдомiнантнi двопетлевi поправки зникають.

Гаусова НТ стає нестiйкою по вiдношенню до далекосяжно скорельовано-

го безладу для δ > 0. Це вiдтворює узагальнений критерiй Гарiса [103], який

стверджує, що критична поведiнка чистої системи модифiкується далекосяжно

скорельованим безладом, якщо νp < 2/a. Справдi, пiдставляючи νp = 1 в останнє

спiввiдношення, отримуємо a < 2, що означає δ > 0.

(iii) Невпорядкована НТ далекосяжно скорельованого безладу (LR) записує-

ться

u∗LR =
δ3

16(δ − ε)
, v∗LR =

δ

4
− δ2ε

16(δ − ε)
. (5.107)

У двох вимiрах LR зводиться до

u∗LR =
δ2

16
+ O(δ3), v∗LR =

δ

4
+ O(δ3). (5.108)

Ми проведемо аналiз стiйкостi LR. Два власних значення матрицi стiйкостi (5.91),

обчисленi для LR (5.108) при d = 2, показанi на рис. 5.3 як функцiї δ. Обидва

власних значення є комплексно-спряженими з вiд’ємними дiйсними частинами

для 0 < δ < δmax, де LR стiйка. Не iснує стiйких нерухомих точок для δ > δmax.

Розклад власних значень за малими δ дає

ω
(LR)
1,2 = −δ + δ2

2
+ O(δ3)± i

√
δ

2

(
δ +

δ2

4
+ O(δ3)

)
. (5.109)

Цiлком просто побачити, що значення δmax, яке випливає з розкладу (5.109) - це

δmax = 2, тодi як чисельна дiагоналiзацiя матрицi стiйкостi (5.91) дає δmax ≈ 1.005

(для бiльш детальної iнформацiї див. Рис. 5.3). Цiкаво отримати точнiше значення

δmax, застосувавши вiдому технiку пересумовування [96] для двох рядiв (5.99),

(5.100) при фiксованих ε, δ [164, 341, 342]. Проте при d = 2 (наприклад, у ε = 0)

провiдний внесок у першiй β-функцiї (5.99) зникає, i ряд стає занадто коротким,

щоб дозволити надiйне пересумовування.
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Таким чином, поряд з тим, що вiдповiдно до узагальненого критерiю Га-

рiса LR може бути стiйкою δ > 0, ми знайшли iснування верхньої границi δmax

для її стiйкостi. Дiйсно, розумнi значення δ лежать мiж 0 i 2, але δ = 1 вiдповi-

дає випадку лiнiйних дефектiв, випадковим чином орiєнтованих у просторi [441].

Можна стверджувати, що цi лiнiї можуть розбити двовимiрну систему на незв’я-

занi домени: це аргумент, який також може бути застосований до моделi Мак-

коя i Ву [144]. Тому значення δ > 1 треба трактувати з обережнiстю, оскiльки

сильнi кореляцiї можуть дестабiлiзувати LR i рiзко змiнити критичну поведiнку.

Оскiльки ми не можемо визначити будь-якої стiйкої та пертурбативної за безла-

дом НТ для δ > δmax, то можливi два сценарiї: (а) розмивання рiзкого переходу,

що виявляється у втiканнi потоку РГ; (б) новий клас унiверсальностi контролю-

ється непертурбативною НТ безмежного безладу. В останньому випадку можна

очiкувати, що суттєвими стають рiдкiснi регiони, якi спричиняють рiзницю мiж

типовою та середньою кореляцiями: кореляцiйна функцiя мiж двома довiльними

спiнами на великiй вiдстанi x, описується широким розподiлом [442]. Таким чи-

ном, типова кореляцiйна функцiя дуже вiдрiзняється вiд усередненої, над якою

домiнують рiдкiснi сильно зв’язанi областi спiнiв з атиповими великими кореляцi-

ями. В результатi, може бути двi кореляцiї довжини, типова та усереднена, i тому

два критичних показника νtyp ≤ νavr.

Пiдставляючи НТ (5.108) у р-ня (5.92) i (5.102), ми отримуємо показник

кореляцiйної довжини

1

ν
= 1− δ

2
+ O(δ3), (5.110)

де поправки другого порядку за δ “магiчно” самознищуються. Справдi, порiвню-

ючи (5.100) i (5.102), можна спостерiгати, що принаймнi у двопетлевому порядку

βv(u, v) = v(δ + 2γ(u, v)). (5.111)

Пiдставляючи сюди будь-яку НТ i враховуючи р-ня (5.92), ми отримуємо:

v∗(δ + 2(ν−1 − 1)) = 0. (5.112)
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Рис. 5.3. Власнi значення матрицi стiйкостi у двох вимiрах (d = 2) як функцiя
δ. Iснує два комплексно-спряжених власних значення: нижня червона
суцiльна крива представляє дiйсну частину, а верхня блакитна крива –
уявну. Штриховi лiнiї – це результати розкладу в ряд (5.109).

Цей результат узгоджується з припущенням робiт [103, 177], що рiвнiсть

ν = 2/(2− δ) = 2/a (5.113)

є точною при LR FP з v∗ 6= 0.

5.2.4. Спiн-спiновi кореляцiї при критичностi: бозонiзацiя

Зосередьмо увагу на скейлiнговiй поведiнцi двоточкової кореляцiйної фун-

кцiї при критичностi. Позначимо кореляцiйну функцiю в заданiй реалiзацiї без-

ладу G(r) i введемо набiр критичних показникiв:

G(r)K ∼ r−ηK . (5.114)

У вiдсутностi мультифрактальностi можна очiкувати ηK = Kη1 i η1 ≡ η є стандар-

тним показником парної кореляцiйної функцiї. Оскiльки вiдповiднiсть мiж спiно-

вими операторами у моделi Iзiнґа i фермiонами Майорани є нелокальною, запис

кореляцiйної функцiї у термiнах фермiонiв є складним i добре визначеним тiльки

у двох вимiрах. Тому аномальну вимiрнiсть, розраховану у роботi [437] зi скей-

лiнгу двоточкової фермiонної кореляцiйної функцiї, не можна прямо пов’язати

з критичним показником η. Тим не менше, використання представлення Дiрака
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дозволяє вивести компактну формулу для квадрату кореляцiйної функцї [275]:

G(r)2 =

〈
exp


iπ

r∫

0

dr′ψ̄(r′)ψ(r′)



〉
, (5.115)

де усереднення виконується за гамiльтонiаном Дiрака (5.72). Прямий розрахунок

спiн-спiнової кореляцiйної функцiї з фермiонного представлення (5.115) був зро-

блений лише для чистої системи i включає громiздку алгебру [224]. Простiший

спосiб отримати доступ до спiн-спiнової кореляцiйної функцiї полягає у тому, щоб

використовувати бозонiзацiю. Остання переводить двовимiрнi фермiони Дiрака

(5.72) у теорiю синус-Гордона [7, 275]:

HSG =

∫
d2r

{
1

2
(∇ϕ(r))2 − Λµ(r)

π
cos
[√

4πϕ(r)
]}

,

(5.116)

де Λ – ультрафiолетове обрiзання. Двоточкова спiнова кореляцiйна функцiя стає

двоточковою кореляцiйною функцiєю оператора:

O(r) = sin
√
πϕ(r). (5.117)

Зазначимо, що ми бозонiзуємо фермiони Дiрака, тому цей метод дає не двоточкову

функцiю, а квадрат двоточкової функцiї

G(r)2 = 〈O(r)O(0)〉SG , (5.118)

оскiльки фермiони Дiрака дають два набори фермiонiв Майорани, кожен з яких,

описує двовимiрну модель Iзiнґа. Усереднення у (5.118) проводиться за гамiльто-

нiаном (5.116). Пiсля усереднення за безладом з допомогою методу реплiк отри-

муємо:

G(r)2 = 〈O(r)O(0)〉SG. (5.119)

Щоб дiстати пертурбативний розклад для кореляцiйних функцiй оператора

(5.117), потрiбно розрахувати кореляцiйнi функцiї експонент з полем ϕ(r):
〈

N∏

j=1

eiβjϕ(rj)

〉

0

=

∫
Dϕ exp[−1

2

∫
d2r(∇ϕ(r))2 +

N∑

j=1

iβjϕ(rj)]. (5.120)
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Можна показати [7], що ця кореляцiйна функцiя не зникає тiльки для
∑N

j=1 βj = 0

i задається
〈

N∏

j=1

eiβjϕ(rj)

〉

0

=
∏

j<k

(Λ|rj − rk|)βjβk/(2π). (5.121)

Для чистої двовимiрної моделi Iзiнґа у критичностi , тобто при µ(r) = 0, знахо-

димо:

G(r)2 = 〈O(r)O(0)〉0 =
1

2

〈
ei
√
π(ϕ(r)−ϕ(0))

〉
=

1

2
(Λr)−1/2, (5.122)

а тому ηpure = 1/4 для чистої системи. Тепер розрахуємо першу поправку за безла-

дом. Застосовуючи реплiчний трюк до гамiльтонiану (5.116), отримуємо реплiчний

гамiльтонiан:

H =
1

2

n∑

α=1

∫
d2r(∇ϕα(r))2 −

Λ2

2π2

n∑

α,β=1

∫
d2rd2r′g(r − r′) cos

[√
4πϕα(r)

]
cos
[√

4πϕβ(r
′)
]
.

(5.123)

Тут ми виконуємо розрахунки безпосередньо у двох вимiрах до однопетлевого

порядку, що дозволяє покласти u0 = 0. Обчислимо усереднений квадрат спiн-

спiнової кореляцiйної функцiї для однiєї реплiки α = 1 до першого порядку за u0

i v0 у Додатку B.5 i отримуємо:

〈O1(r)O1(0)〉S =
1

2
(Λ|r|)−1/2

[
1 +

u0 ln rΛ

4π
+
v0|r|δ
4πδ

]
.

(5.124)

Щоб перенормувати спiн-спiн кореляцiйну функцiю ми вводимо перенормовану

константу

O̊ = Z
1/2
O O, (5.125)

яку можна знайти зi спiввiдношення

˚
G(r)2 = ZOG(r)2. (5.126)
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Використовуючи вимiрний метод, розвинутий у [443], ми переводимо логарифм у

рiвняннi (5.124) у полюс як ln rΛ → |r|ε
ε . Взявши до уваги, що найнижчий порядок

u0 = 2µεv/Kd = 4πµεu i v0 = 2µδv/Kd = 4πµδv, отримуємо:

ZO = 1 +
u

ε
+
v

δ
+ O(u2, v2). (5.127)

Усi β-функцiї i координати НТ можна взяти з результатiв? отриманих для фер-

мiонiв Дiрака (р-ня (5.99), (5.100) i (5.108)). Отримана скейлiнгова функцiя запи-

шеться

η2 =
1

2
− βu

∂ lnZO
∂u

− βv
∂ lnZO
∂v

(5.128)

i до однопетлевого порядку вона задається

η2 =
1

2
− u− v + O(u2, v2). (5.129)

Використовуючи, що в однопетлевому порядку u∗ = 0 та v∗ = δ/4 (див.

р-ня (5.108)), отримуємо критичний показник

η2 =
1

2
− δ

4
, (5.130)

який описує алгебраїчне загасання квадрату спiн-спiнової кореляцiйної функцiї,

усередненої за безладом:

G(r)2 = r−η2. (5.131)

Оскiльки G2 ≥ G
2

i η < ηpure показник η повинен задовiльняти нерiвнiсть

η2
2

≈ 1

4
− δ

8
≤ η ≤ 1

4
. (5.132)

Вихiд поза однопетлеве наближення є нетривiальним завданням, i вiдкладемо його

на майбутнє.

5.2.5. Дискусiя

Ми не знайшли стiйкої НТ для δ > δmax. Тут отримується розв’язок втiкаю-

чого типу (run-away), який може бути ознакою або розмитого фазового переходу,
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або критичної поведiнки, що описується НТ пiдходу безмежного безладу (infini-

ty randomness) з рiзними критичними показниками. В останньому випадку можна

очiкувати рiзницю мiж типовими та усередненими показниками кореляцiйної дов-

жини. Остання, мабуть, пов’язана з рiдкiсними областями з сильними кореляцiя-

ми, так що можна очiкувати νavr > νtyp. Для того, щоб вивчити непертурбативнi

ефекти для δ > δmax, можна спробувати дозволити порушення реплiчної симетрiї,

слiдуючи роботам [444–448].

Можна порiвняти отриману картину з вiдомими чисельними результатами.

У роботi [180] знайдено, що η = 0.2588(14) i ν = 2.005(5) для a = 1 (δ = 1).

Показник η задовiльняє нерiвнiсть (5.132), у той час як показник ν є дуже близь-

ким ν = 2/a. У роботi [449] знайдено, що η = 0.204(14) i ν = 7.14 для a = 2/3

(δ = 4/3). Так виглядає, що показник η також задовiльняє нерiвнiсть, але по-

казник ν є набагато бiльшим, нiж передбачено для пертурбативної LR. Це при-

писувалось порушенню гiперскейлiнгу у фазi Грiфiтса через великi флуктуацiї

безладу. У свiтлi нашої роботи це не дивує. Справдi, втiкання потоку РГ на без-

межнiсть (run-away) при δ > δmax означає, що або система слiдує у напрямку НТ

нескiнченного безладу, недосяжної у рамках нашого пiдходу, яка контролює цей

перехiд, або перехiд є розмитим. Чисельнi симуляцiї роботи [449] пiдтримують

перший сценарiй, але це все ще залишається вiдкритим питанням.

Iнша причина таких розбiжностей може бути пов’язана з особливостями

просторового розподiлу безладу у моделi, проаналiзованiй у [449]. Там спiновi

конфiгурацiї моделi Ашкiна-Телера у критичнiй точцi використовувались для по-

будови скорельованого розподiлу випадкових зв’язкiв. У свою чергу, це спричиняє

великi самоподiбнi кластери сильних/слабких зв’язкiв. Хоча, за конструкцiєю, ко-

реляцiї безладу у [449] визначалися спаданням за степеневим законом (5.73),

формально можна сказати, що ця модель вiдрiзняється вiд аналiзованої в нашiй

роботi, оскiльки розподiл безладу сильно не гаусовий. Зауважте, що усi вищезга-

данi значення показника ν задовольняють нерiвностi для показника кореляцiйної

довжини невпорядкованих систем ν ≥ 2/d [450]. Це вказує на вiдсутнiсть рiзницi

мiж внутрiшньою кореляцiйною довжиною та скiнченними кореляцiйними дов-
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жинами у цiй задачi.

.

5.3. Критична поведiнка моделi Ашкiна-Телера з

Ni-кольорами та скорельованим безладом

Тут ми вивчаємо ефекти далекосяжно скорельованого безладу з степеневим

спаданням кореляцiй на фазовий перехiд у моделi Ашкiна-Телера з Ni кольорами,

описанiй у оглядовому роздiлi (пiдроздiл 1.2.5).

5.3.1. Фермiонне представлення моделi

У безпосереднiй близькостi вiд критичної точки властивостi звичайної моде-

лi Ашкiна-Телера i пов’язаної з нею моделi Бакстера (1.28), на великих масштабах

можна описати, використовуючи два Майоранiвськi (реальнi) фермiоннi поля Ψ1

i Ψ2 з з гамiльтонiаном [286]:

H=

∫
d2r

{
1

2
Ψ̄1[∂̂+µ(r)]Ψ1 +

1

2
Ψ̄2[∂̂+µ(r)]Ψ2−

1

4
λ0(Ψ̄1Ψ1)(Ψ̄2Ψ2)

}
.

(5.133)

Тут ми викоористовуємо тi ж самi позначення, що i в попередньому пiдроздiлi. А

константа зв’язку при чотирифермiоннiй взаємодiї: λ0 ∼ J4. Як i у попередньому

пiдроздiлi, цю модель можна еквiвалентно виразати у термiнах одного (комплек-

сного) фермiонного поля Дiрака з ψ = (Ψ1 + iΨ2)/
√
2 та ψ̄ = (Ψ̄1 − iΨ̄2)/

√
2.

Вiдповiдний гамiльтонiан записується [446]:

H =

∫
d2r

{
ψ̄[∂̂ + µ(r)]ψ − 1

2
λ0(ψ̄ψ)(ψ̄ψ)

}
. (5.134)

Узагальнення дiї (5.134) на модель Ашкiна-Телера з Ni кольорами та парним Ni

є прямим [434]:

H =

∫
d2r





Ni/2∑

i=1

ψ̄i[∂̂ + µ(r)]ψi −
1

2
λ0

Ni/2∑

i,j=1

(ψ̄iψi)(ψ̄jψj)



 , (5.135)
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де ми ввели N/2 “запахiв” фермiонiв Дiрака замiсть N “кольорiв” фермiонiв Ма-

йорани.

При наявностi безладу типу випадкових вузлiв, який повнiстю скорельова-

ний мiж рiзними кольорами Iзiнґа (тобто рiзними фермiонними запахами), маса

може бути записана як µ(r) = µ0 + δµ(r), де δµ(r) – локальна сила безладу. Як

i у попередньому випадку, ми приймаємо, що сила безладу розподiлена за ви-

падковим гаусовим законом з середнiм δµ(r) = 0 i дисперсiєю, заданою (5.73).

Як i в попередньому пiдроздiлi, будемо використовувати вимiрну регуляризацiю,

тому узагальнимо проблему до довiльного d, замiняючи матрицi Паулi алгеброю

Клiффорда представленою матрицями γi, i = 1, . . . , d, що задовiльняють вiдпо-

вiднi антикомутацiйнi спiввiдношення. Щоб усереднити вiльну енергiю (5.135) за

рiзними конфiгурацiями безладу, ми застосовуємо реплiчний трюк [107]. Вводячи

N реплiк системи (5.135) i усереднюючи за безладом, приходимо до реплiчного

ефективного гамiльтонiана

Heff =

N∑

α=1

∫
ddr




Ni/2∑

i=1

ψ̄αi (∂̂ + µ0)ψ
α
i −

1

2
λ0

Ni/2∑

i,j=1

(
ψ̄αi ψ

α
i

) (
ψ̄αj ψ

α
j

)


−

1

2

N∑

α,β=1

∫
ddr

∫
ddr′

Ni/2∑

i,j=1

g(|r−r
′|)
[
ψ̄αi (r)ψ

α
i (r)

][
ψ̄βj (r

′)ψβj (r
′)
]
. (5.136)

Властивостi оригiнальної системи з замороженим безладом можна отримати, бе-

ручи границю N → 0. Як i в попередньому пiдроздiлi, зручно зафiксувати нор-

мування коррелятора безладу (5.73) у просторi Фур’є таким чином:

δµ(k)δµ(k′) = (2π)dδd(k+ k
′)ḡ(k), (5.137)

де ḡ(k) задається (5.77).

5.3.2. Опис пiдходу РГ

Як i у попередньому пiдроздiлi, ми вивчаємо властивостi (5.136) на великих

масштабах у рамках стандартного пiдходу теоретико-польової РГ [7]. Застосовую-

чи його, можна розрахувати кореляцiйнi функцiї для дiї (5.136) пертурбативно за
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λ0, u0 i v0. Щоб обiйти розбiжнiсть iнтегралiв, що входять до рядiв теорiї збурень,

використовуємо вимiрну регуляризацiю [336, 337] i вводимо множники перенор-

мування такi ж, як i в попередньому пiдроздiлi, але у нас ще додасться множник

перенормування Zλ для константи зв’язку λ0.

λ0 = κεZλZ
−2
ψ λ. (5.138)

Для розрахунку констант перенормування достатньо перенормувати двоточкову

вершинну функцiю Γ(2) i чотириточкову вершинну функцiю Γ(4). Ми покладаємо,

що вони скiнченнi при µ=κ i знаходимо константи перенормування, використо-

вуючи схему мiнiмального вiднiмання [336, 337]. З цiєю метою зручно роздiлити

чотириточкову функцiю на чисту частину Γλ, частину короткосяжного безладу

Γu i частину далекосяжного безладу Γv:

Γ(4)ijkl

αβγµ(k1,k2,k3,k4)=

{
Γ
(4)
λ (ki)δαβδαγδαµ+

[
Γ(4)
u (ki)+Γ(4)

v (ki)|k1+k2|a−d
]
δαβδγµ

}
δijδkl . (5.139)

Константи перенормування визначаються з умови, що функцiї Γ
(4)
λ (0;µ = κ),

Γ
(4)
u (0;µ = κ) i Γ(4)

v (0;µ = κ) є скiнченними.

Оскiльки неперенормована вершинна функцiя не залежить вiд масштабу

перенормування κ, її перенормований вiдповiдник задовiльняє рiвняння РГ:
[
κ
∂

∂κ
− βλ(λ, u, v)

∂

∂λ
− βu(λ, u, v)

∂

∂u
− βv(λ, u, v)

∂

∂v
− N

2
ηψ(λ, u, v)

+γ(λ, u, v)µ
∂

∂µ

]
Γ(N )(ki;µ, λ, u, v, κ) = 0, (5.140)

де ми ввели функцiї РГ подiбним чином, як у попередньому пiдроздiлi. Критична

поведiнка вiдповiдає iснуванню стiйкої НТ β-функцiй, що знаходиться з трьох

рiвнянь:

βλ(λ
∗, u∗, v∗) = 0, βu(λ

∗, u∗, v∗) = 0, βu(λ
∗, u∗, v∗) = 0. (5.141)
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Стiйкiсть даної НТ можна визначити з власних значень матрицi стiйкостi. Пока-

зник кореляцiйної довжини ν задається як

1

ν
= 1 + γ(λ∗, u∗, v∗). (5.142)

Показник теплоємностi заданий спiввiдношенням гiперскейлiнгу, який у двох ви-

мiрах записується як

α = 2(1− ν). (5.143)

5.3.3. Однопетлевi потоки РГ i критична поведiнка

Застосовуючи процедуру перенормування, описану вище, отримаємо β-

функцiї:

βλ(λ, u, v) = ελ+ 2(Ni − 2)λ2 − 4λ(u+ v), (5.144)

βu(λ, u, v) = εu+ 4(Ni − 1)uλ− 4u(u+ v), (5.145)

βv(λ, u, v) = δv + 4(Ni − 1)vλ− 4v(u+ v), (5.146)

i γ-функцiю:

γ(λ, u, v) = 2(Ni − 1)λ− 2(u+ v), (5.147)

до однопетлевого порядку у реплiчнiй границi N → 0. Ми знаходимо, що рiвняння

на потоки, що вiдповiдають β-функцiям (5.144)–(5.146) для Ni > 2 i ε > 0 мають

п’ять рiзних нерухомих точок: Гаусову (G), чисту (P), короткосяжного безладу

SR, далекосяжного безладу LR i змiшану M. Координати нерухомих точок та

власних значень ωi, i = 1, 2, 3, матрицi стiйкостi, оцiненi у вiдповiднiй НТ, пiдсу-

мовано в таблицi 5.1. Звернiть увагу, що у двох вимiрах, наприклад, для d = 2

(ε = 0), першi три нерухомих точки зливаються i збiгаються з НТ G, який опи-

сує критичну поведiнку Ni незв’язаних чистих моделей Iзiнґа до логарифмiчних

поправок. Давайте проаналiзуємо потоки РГ для обох моделей Бакстера (Ni = 2)

i Ашкiна-Телера з Ni > 2 у трьох режимах:
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Табл. 5.1. Координати нерухомих точок {λ∗, u∗, v∗} i вiдповiдно власнi значен-
ня матрицi стiйкостi ωi, розрахованi для β-функцiй (5.144)–(5.146) при
Ni>2.

FP λ∗ u∗ v∗ ω1 ω2 ω3

G 0 0 0 δ ε ε

P − ε
2(Ni−2) 0 0 Ni(δ−2ε)−2(δ−ε)

Ni−2 − Niε
Ni−2 −ε

SR 0 ε
4 0 0 δ − ε −ε

LR 0 0 δ
4 −δ −δ + ε −δ + ε

M ε−δ
2Ni

0 2ε(Ni−1)−δ(Ni−2)
4Ni

−δ + ε −ε
2±
√

−4δ2(Ni−2)+4δ(3Ni−4)ε+(8−7Ni)ε2

4Ni

(i) Чиста система (u0 = v0 = 0). Для Ni=2 βλ-функцiя (5.144) занулю-

ється при d = 2, так що модель має лiнiю нерухомих точок, параметризовану за λ.

Це не дивно, оскiльки модель у цiй границi збiгається з O(2) моделлю Гроса-Неве

або масивною моделлю Тiрiнга. β-функцiя останньої моделi дорiвнює нулю, що та-

кож приводить до не унiверсальних критичних показникiв [451]. Це узгоджується

з картиною “слабкої унiверсальностi”, отриманої у точному розв’язку моделi Бак-

стера [280]. Дiйсно, згiдно з р-ми (5.142) i (5.143), кореляцiйна довжина i особлива

сингулярна частина теплоємностi поводять себе як

(Ni = 2) : ξ = τ−1/(1+2λ0), Csing ∼ τ−4λ0, (5.148)

де λ0 - початкове значення безрозмiрної константи зв’язку λ. Розкладаючи пока-

зник (1.29) за малим J4, знайдемо спiввiдношення мiж параметрами неперервної

та ґраткової моделей: λ0 ≈ 2J4/(πTc).

Для Ni > 2 потiк РГ, що задається функцiєю βλ (5.144), залежить вiд знаку

початкового значення λ0: для λ0 6 0 вiн йде до нуля. Розв’язуючи рiвняння на

потоки (для деталей див. Додаток B.6), знаходимо λ(l) ≈ −1/[2(Ni − 2)l] для

l ≫ 1 i приходимо до такої поведiнки (див. також [290]):

(Ni>2, λ0<0) : ξ∼τ−1
(
ln τ−1

)(Ni−1)/(Ni−2)
, Csing∼

(
ln τ−1

)−Ni/(Ni−2)
. (5.149)

Для λ0 > 0, λ-потiк є run-away розв’язком, тобто константа зв’язку λ виходить з

областi, у якiй справедливi розрахунки теорiї збурень. Як результат, неперервний
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(в рамках наближення середнього поля) фазовий перехiд визначається флуктуа-

цiями до [292, 293]:

(Ni > 2, λ0 > 0) : фазовий перехiд першого роду. (5.150)

Наведенi вище результати вiдрiзняються вiд тих, що стосуються чистої двови-

мiрної моделi Iзiнґа: ξ ∼ τ−1 i Csing ∼ ln τ−1.

(ii) Короткосяжно скорельований безлад (v0 = 0). У цьому випадку

ми знаходимо, що тiльки гаусова НТ (G) є стiйкою (маргiнально) при d = 2.

Для Ni > 2 i λ0 > 0, ми виводимо (для деталей див. Додаток B.6) результати

робiт [291–293]:

(Ni > 2, λ0 > 0) : ξ ∼ τ−1
(
ln τ−1

)1/2
, Csing ∼ ln ln τ−1, (5.151)

що спiвпадають з результатами для двовимiрної моделi Iзiнґа з короткосяжним

безладом. Для Ni = 2 i λ0 < 0, знаходимо (див. також [286]):

(Ni = 2, λ0 < 0) : ξ ∼ τ−1/(1+2λ∗), Csing ∼ τ 4|λ
∗|, (5.152)

де λ∗ = −|λ0|e−u0/|λ0|. Для Ni > 2 i λ0 < 0 скейлiнгова поведiнка є такою ж, як у

рiвняннях (5.149).

(iii) Далекосяжно скорельований безлад (u0 6= 0, v0 6= 0). Типовi по-

токи РГ для двовимiрних моделей Бакстера (Ni = 2) i Ашкiна-Телера з Ni-

кольорами (при Ni = 4) показано для δ = ±1 на Рис. 5.4 i Рис. 5.5, вiдповiд-

но. Для δ < 0 далекосяжний безлад є несуттєвий, у той час як короткосяжний

безлад є тiльки гранично несуттєвим. Тому можна знехтувати внеском з дале-

косяжного безладу, i скейлiнгова поведiнка задається рiвнянням (5.151) для

(Ni > 2, λ0 > 0), рiвнянням (5.152) для (Ni = 2, λ0 < 0) i рiвнянням (5.149) для

(Ni > 2, λ0 < 0). Зазначте, що навiть, якщо короткосяжна частина безладу не

присутня у чистому кореляторi, вона згенерується поправками вищих петлевих

наближень. Для δ > 0 критична поведiнка обох моделей визначається НТ LR:

моделi демонструють скейлiнгову поведiнку двовимiрної моделi Iзiнґа з далекося-

жно скорельованим безладом. Наприклад, пiдставляючи НТ LR у р-ня (5.142),
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Рис. 5.4. Потоки РГ для двовимiрної моделi Бакстера (ε = 0) з далекосяжно ско-
рельованим безладом у площинi λ, v (u = 0). Лiвий малюнок: δ = −1
(a = 3). Чорна точка – це гранично стiйка НТ G (λ = u = v = 0).
Червона точка позначає НТ LR (λ = u = 0, v = −1

4), яка є нефiзичною,
оскiльки v < 0. Правий малюнок: δ = +1 (a = 1). Чорна точка – це НТ
G (λ = u = v = 0), яка є нестiйкою. Червона точка позначає НТ LR
(λ = u = 0, v = 1

4), яка є стiйкою i фiзичною.

отримаємо показник кореляцiйної довжини до однiєї петлi:

1

ν
= 1− δ

2
. (5.153)

Цей результат вже був отриманий для двовимiрної моделi Iзiнґа з далекосяжно

скорельованим безладом у попередньому пiдроздiлi i пiдтверджує гiпотезу, що

точний показник кореляцiйної довжини є таким: ν = 2/a. Вiдповiдний показник

теплоємностi становить αLR = 2− a.

Ми коротко обговоримо справедливiсть узагальненого критерiю Гарiса для

двовимiрної моделi Бакстера з далекосяжно скорельованим безладом. Вiдповiдно

до узагальненого критерiю Гарiса, далекосяжно скорельований безлад є актуаль-

ним за умови, що показник кореляцiйної довжини чистої системи задовольняє

нерiвнiсть a < 2/νp, тобто δ > −4λ0. Хоча узагалнений критерiй Гарiса правиль-

но передбачає суттєвiсть далекосяжно скорельованого безладу для δ > 0, як

ми виявили вище, критична поведiнка насправдi модифiкується при будь-якому

δ < 0. В останньому випадку НТ LR нестiйка, i асимптотична критична поведiнка
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описується рiвняннями (5.151) i (5.152), що вiдповiдає двовимiрнiй моделi Баксте-

ра з короткосяжним безладом, а не критичнiй поведiнцi чистої двовимiрної моделi

Бакстера. Таким чином, для двовимiрної моделi Бакстера узагальнений критерiй

Гарiса порушується скорельованим безладом, таким же чином, як для цiєї моделi

звичайний критерiй Гарiса порушується нескорельованим безладом [286].

5.4. Висновки

У цьому роздiлi ми проаналiзували вплив безладу на статичну критичну по-

ведiнку двовимiрних систем, розглянувши три окремi задачi. Особливе значення

серед двовимiрних систем має модель Iзiнґа, для якої заморожений нескорельова-

ний безлад є маргiнальним в сенсi РГ. Для цього випадку отримано явний вираз

для функцiї розподiлу iмовiрностi флуктуацiй внутрiшньої енергiї, спричинених

LR

M

G

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

Λ

v

LR

M

G

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

Λ

v

Рис. 5.5. Потоки РГ для двовимiрної моделi Ашкiна-Телера з 4 кольорами (ε = 0,
Ni = 4) з далекосяжно скорельованим безладом у площинi λ, v (u = 0).
Лiвий малюнок: δ = −1 (a = 3). Чорна точка – це гранично стiйка
НТ G (λ = u = v = 0). Синя точка позначає НТ M з комплексними
власними значеннями, яка є нестiйким циклом. Червона точка позначає
НТ LR (λ = u = 0, v = −1

4) яка є нефiзичною (v < 0). Правий малюнок:
δ = +1 (a = 1). Чорна точка показує НТ G (λ = u = v = 0), яка є
нестiйкою. Синя точка позначає НТ M з уявними власними значеннями,
яка є нефiзичним стiйким циклом (v < 0). Червона точка позначає НТ
LR (λ = u = 0, v = 1

4), яка є стiйкою i фiзичною.
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безладом. Отриманий результат, рiвняння (5.50), (5.51), показує, що внутрiшня

енергiя цiєї системи не самоусереднюється. Замiсть цього типове значення флу-

ктуацiй вiд зразку до зразку змiнюється таким же чином, як i середнє, пропорцiй-

но до ∼ L ln ln(L). З iншого боку, було показано, що теплоємнiсть демонструє са-

моусереднення з функцiєю розподiлу, що збiгається до δ-функцiї у границi системи

нескiнченного розмiру. На противагу до вiльної енергiї системи, яка обговорюва-

лась ранiше [431], величини, якi обговорювались тут, можна прямо спостерiгати

у чисельних симуляцiях.

Ми дослiдили двовимiрну модель Iзiнґа з далекосяжно скорельованим без-

ладом, використовуючи представлення моделi у теорiї двовимiрних фермiонiв Дi-

рака у присутностi далекосяжно скорельованого безладу типу випадкової маси.

Використовуючи вимiрну регуляризацiю у подвiйному розкладi за ε = 2 − d i

δ = 2 − a, перенормували вiдповiдну теорiю поля до двопетлевого порядку. У

двох вимiрах (ε = 0) ми знайшли двi нерухомi точки: гаусову {u∗ = 0, v∗ = 0}
i LR {u∗ = O(δ2), v∗ = O(δ)}. Гаусова НТ описує двовимiрну модель Iзiнґа з ко-

роткосяжним безладом. Короткосяжний безлад є гранично (не)суттєвий у двох

вимiрах i приводить до логарифмiчної поправки до скейлiнгу. Короткосяжна НТ

є стiйкою для δ < 0. Ми показали, що НТ LR є стiйкою для 0 < δ < δmax з

δmax ≈ 1.005 до двопетлевого порядку. Вона характеризується критичним пока-

зником ν = 2/a + O(δ3) згiдно з передбаченням ν = 2/a. Використовуючи вiд-

ображення до моделi синус-Гордона, ми також вивчали поведiнку усередненого

квадрата спiн-спiнової кореляцiйної функцiї при НТ LR, i знайшли, що вiн алге-

браїчно спадає з вiдстаню як G2(r) ∼ r−η2. У найнижчому порядку за безладом

отримуємо η2 = 1
2 − δ

4 + O(δ2), що дає обмеження для звичайного показника η,

який описує алгебраїчне спадання усередненої кореляцiйної функцiї: 1
2
η2 ≤ η ≤ 1

4
.

Ми також вивчили вплив далекосяжно скорельованого безладу на двовимiр-

нi модель Бакстера та модель Ашкiна-Телера з Ni -кольорами. Чиста двовимiрна

модель Бакстера демонструє “слабку унiверсальну” критичну поведiнку з крити-

чними показниками, залежними вiд мiкроскопiчних параметрiв, а в чистiй моделi

Ашкiна-Телера з Ni-кольорами флуктуацiї переводять систему вiд фазового пе-
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реходу другого роду до фазового переходу першого роду. Також використовуючи

вiдображення цєї моделi на модель двовимiрних взаємодiючих фермiонiв Дiрака i

використовуючи тi ж самi пiдходи, що i для моделi Iзiнґа, ми отримали рiвняння

для потокiв РГ в однопетлевому наближеннi. Їх аналiз при d = 2 показує, що (i)

при a > 2 (δ < 0) критична поведiнка контролюється гаусовою НТ, що дає крити-

чнi показники чистої двовимiрної моделi Iзiнґа (до логарифмiчних поправок); (ii)

для a < 2 (δ > 0), єдиною стiйкою НТ є НТ LR (λ∗ = 0, u∗ = 0, v∗ = δ/4). Вона

описує згладження далекосяжно скорельованим безладом слабкої унiверсальностi

у моделi Бакстера та фазового переходу першого роду у моделi Ашкiна-Телера

Ni-кольорами. Це приводить до виникнення нової критичної поведiнки, яка на-

лежить до того самого класу унiверсальностi, як i двовимiрна модель Iзiнґа з

далекосяжно скорельованим безладом.
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РОЗДIЛ 6

ГРАНИЧНI ВИМIРНОСТI ДЛЯ
АНIЗОТРОПНОГО АНТИФЕРОМАГНЕТИКА У

ЗОВНIШНЬОМУ ПОЛI

Цей роздiл присвячений аналiзу мультикритичної поведiнки анiзотропного

феромагнетика у зовнiшньому магнiтному полi, паралельному осi анiзотропiї, що

описується за допомогою моделi з двома зв’язаними параметрами порядку i си-

метрiєю O(1)⊕O(2). Це часткова реалiзацiя бiльш загальної моделi з симетрiєю,

O(n‖)⊕ O(n⊥), що описує мультикритичнi явища у рiзних фiзичних контекстах.

Для цiєї моделi за допомогою теоретико-польового пiдходу РГ розраховано чи-

сельнi оцiнки граничних вимiрностей параметра порядку, що визначають умови

стiйкостi рiзних типiв мультикритичної поведiнки. На основi отриманих резуль-

татiв зроблено висновок про тип мультикритичної поведiнки, який має реалiзу-

ватись для розглядуваної системи. Основнi результати цього роздiлу викладенi у

роботах [33, 45, 53, 65].

6.1. Модель O(n‖)⊕ O(n⊥) i ї ї РГ опис

6.1.1. Модель

Модель з O(n‖) ⊕ O(n⊥) симетрiєю можна отримати з добре вiдомої O(n)-

симетричної моделi [452], розщеплюючи її n-компонентний параметр порядку ~φ0

на два: ~φ⊥0 i ~φ‖0, що дiють в ортогональних пiдпросторах з вимiрностями n‖ та

n⊥ вiдповiдно (n‖ + n⊥ = n):

~φ0 =

(
~φ⊥0

~φ‖0.

)
(6.1)
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Тодi, роздiляючи компоненти поля у функцiоналi Гiнзбурга-Ландау-Вiльсона для

O(n) моделi, можна представити ефективний гамiльтонiан O(n‖)⊕O(n⊥) моделi

у виглядi:

HBi =

∫
ddx

{
1

2
µ20,⊥~φ⊥0 · ~φ⊥0 +

1

2

n⊥∑

i=1

∇i
~φ⊥0 · ∇i

~φ⊥0 +

1

2
µ20,‖~φ‖0 · ~φ‖0 +

1

2

n‖∑

i=1

∇i
~φ‖0 · ∇i

~φ‖0 +

u0,⊥
4!

(
~φ⊥0·~φ⊥0

)2
+
u0,‖
4!

(
~φ‖0·~φ‖0

)2
+
2u0,×
4!

(
~φ⊥0·~φ⊥0

)(
~φ‖0·~φ‖0

)}
, (6.2)

де три константи зв’язку u0,‖, u0,⊥ i u0,× були введенi замiсть однiєї O(n) моделi,

i µ20,⊥ та µ20,‖ вiдповiдають температурнiй вiдстанi до критичної точки ~φ⊥0 i ~φ‖0,

вiдповiдно, замiсть одного параметру як в O(n) моделi. Покладаючи µ20,⊥ = µ20,‖ =

µ20, а також u0,‖ = u0,⊥ = u0,× = u0, можна прийти назад до O(n) моделi з полем

параметра порядку (6.1).

Уперше аналiз у рамках наближення середнього поля для моделi з двома

зв’язаними параметрами порядку був проведений у контекстi надтвердої фази

[298] (див. також [299]). Вiн показав, що характер мультикритичної точки на фа-

зовiй дiаграмi залежить вiд знаку величини u0,⊥u0,‖−u20,×. У випадку додатнього

знаку реалiзується тетракритична точка, описуючи появу промiжної фази, у той

час як при вiд’ємному знаку спiвiснування одночасно двох впорядкованих фаз є

нестiйким i бiкритична точка присутня на фазовiй дiаграмi. Для того, щоб проана-

лiзувати поведiнку системи поблизу мультикритичних точок, потрiбно врахувати

флуктуацiї. Це досягається застосуванням пiдходу теоретико-польової РГ [7–9], у

якiй поведiнка системи на великих масштабах пов’язана зi стiйкою точкою пере-

творень РГ. Перетворення констант зв’язку {u0} = {u0,⊥, u0,‖, u0,×} у (6.2) при

перенормуваннi описуються β-функцiями.
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6.1.2. РГ опис для мультикритичних явищ

β-функцiї для O(n‖) ⊕ O(n⊥) моделi вiдомi в однопетлевому наближеннi

[297]. Наближення наступного порядку для них знайдено у масивнiй схемi [306],

а також у схемi мiнiмального вiднiмання [307]. У схемi мiнiмального вiднiмання

вони розрахованi також i в п’ятипетлевому наближеннi [308], однак явнi вирази

представленi тiльки для випадку O(3)⊕O(2) [453]. Ми тут працюємо з виразами

β-функцiй, отриманими у двопетлевому наближеннi [307] у схемi мiнiмального

вiднiмання РГ [336, 337]:

βu⊥ = −εu⊥+
(n⊥ + 8)

6
u2⊥+

n‖
6
u2×−

(3n⊥ + 14)

12
u3⊥−

5n‖
36

u⊥u
2
×−

n‖
9
u3×, (6.3)

βu× = −εu×+
(n⊥ + 2)

6
u⊥u×+

(n‖ + 2)

6
u×u‖+

2

3
u2×−

(n⊥ + n‖ + 16)

72
u3×

− (n⊥+2)

6
u2×u⊥−

(n‖+2)

6
u2×u‖−

5(n⊥+2)

72
u2⊥u×−

5(n‖+2)

72
u×u

2
‖, (6.4)

βu‖ = −εu‖+
(n‖ + 8)

6
u2‖+

n⊥
6
u2×−

(3n‖ + 14)

12
u3‖−

5n⊥
36

u‖u
2
×−

n⊥
9
u3×. (6.5)

Нерухомi точки {u∗} перетворень РГ отримуються як розв’язки системи

рiвнянь

βui({u∗}) = 0. (6.6)

з i =⊥, ‖, ×. З цiлого набору нерухомих точок тiльки стiйка вiдповiдає критичнiй

точцi системи. Стiйка НТ має додатнi власнi значення ω1, ω2, ω3 (або їх дiйснi

частини) матрицi стiйкостi ∂βi/∂uj.

Усi стiйкi нерухомi точки для O(n‖) ⊕ O(n⊥) вiдомi вже у однопетлевому

наближеннi [297]. При достатньо низьких вимiрностях параметрiв порядку, що

задовiльняють нерiвнiсть

n⊥ + n‖ < 4, (6.7)

є стiйкою тiльки iзотропна гайзенбергiвська НТ H симетрiї O(n⊥ + n‖) з {u∗⊥ =

u∗× = u∗‖}. Коли n⊥ (або n‖) зростає, порушуючи (6.7), i

n⊥n‖ + 2(n⊥ + n‖) < 32, (6.8)
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НТ H обмiнюється стiйкiстю з бiконiчною НТ B {u∗⊥ 6= u∗× 6= u∗‖}. У той час як

для значень n⊥ i n‖, що вище умови (6.8), НТ B втрачає свою стiйкiсть, у той час

як незв’язна НТ D {u∗⊥ 6= 0, u∗× = 0, u∗‖ 6= 0} стає стiйкою. Згiдно цих однопетле-

вих результатiв мультикритична поведiнка O(1) ⊕ O(2) моделi визначається НТ

H (пов’язаною з бiкритичнiстю) для вимiрностi простору d < 4. Однак у високих

порядках стiйкiсть НТ залежить не тiльки вiд n‖, n⊥, але також i вiд d. Дослiдже-

ння, що використовували двопетлевi функцiї РГ з пересумовуванням, проведеним

при фiксованому d = 3, показують, що умови стiйкостi НТ (6.7) i (6.8) змiщуються

до менших значень компонент параметра порядку [306, 307]. Зокрема, у випад-

ку n‖ = 1, n⊥ = 2 НТ B (пов’язана з тетракритичнiстю) виявляється стiйкою

у двопетлевому наближеннi [307]. Пересумовування високих порядкiв [308] теорiї

збурень не змiнює цього результату.

Розширення моделi O(n‖)⊕ O(n⊥) для вивчення впливу безладу [454, 455],

фрустрацiй [456], калiбрувальних полiв [457], а також для опису динамiчних вла-

стивостей [458–460], демонструють важливiсть вимiрностей параметра порядку

для класiв унiверсальностi цих моделей.

6.2. Граничнi поверхнi для стiйкостi у рамках

двопетлевого наближення

Як було вiдзначено вище, стiйкiсть НТ D, НТ B, НТ H залежить вiд трьох

параметрiв n‖, n⊥ i d. Тому границя мiж областями цих параметрiв, для яких

одна або iнша НТ стiйка, є поверхнею у параметричному просторi n‖ − n⊥ − d:

f(n‖, n⊥, d) = 0. Ми називатимемо їх граничними поверхнями. Альтернативно

можна дивитись за граничними вимiрностями n⊥ (або n‖), якi будуть функцiями

двох змiнних nc⊥(n‖, d) (або nc‖(n⊥, d)).

На практицi використовуються два альтернативнi способи для аналiзу фун-

кцiй РГ i для отримання унiверсальних величин. Це згаданi ε-розклад i пiдхiд при

фiксованiй вимiрностi простору. У наступних двох пiдроздiлах ми використаємо

обидва пiдходи, щоб отримати граничнi вимiрностi O(n‖)⊕O(n⊥) моделi у рамках
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двопетлевого наближення РГ.

6.2.1. Граничнi поверхнi з ε-розкладу

Почнемо аналiз умов реалiзацiї рiзних сценарiїв мультикритичної поведiнки

з визначення границi мiж областями стiйкостi незв’язної НТ D i бiконiчної НТ

B. Як вiдзначено у [307], два показники стiйкостi НТ D вiдповiдають показнику

стiйкостi O(n) моделi ωH(n): ωD
1 = ωH(n‖), ωD

3 = ωH(n⊥), у той час як ще один

визначається як

ωD
2 = ∂βu×/u×

∣∣
D . (6.9)

Оскiльки значення ωH(n) завжди додатнє, тiльки ωD
2 керує стiйкiстю НТ D, змi-

нюючи знак у залежностi вiд n‖, n⊥, d. Таким чином, з умови занулення (6.2.1)

ми можемо знайти границю мiж областями стiйкостi нерухомих точок D та B
як поверхню у просторi n⊥ − n|| − ε з двопетлевих β-функцiй (6.3)-(6.5). Пiсля

пiдстановки їх у (6.2.1) можна зiбрати члени тiльки до порядку ε2. Покладаючи

отриманий результат рiвним нулевi, отримаємо рiвняння для граничних повер-

хонь:

ε

(
(13n‖+44)(n‖+2)

2(n‖ + 8)3
+
(n⊥+2)(13n⊥+44)

2(n⊥ + 8)3

)
+

(
n‖ − 4

2(n‖+8)
+
n⊥ − 4

2(n⊥+8)

)
=0. (6.10)

Замiсть знаходження з останнього виразу вимiрностi n‖ (або альтернативно n⊥) у

формi ε-розкладiв з коефiцiєнтами як функцiями вiд iншої вимiрностi, розв’язу-

ємо р-ня (6.10) чисельно, шукаючи значення {n‖, n⊥, d}, що задовiльняють його.

Представляючи отриманий результати точками у просторi n⊥−n||−ε, отримуємо

поверхню, зображену на Рис. 6.1a справа.

Граничну поверхню мiж областями стiйкостi НТ B i НТ H можна отримати

з умови, що НТ H змiнює свою стiйкiсть. Оскiльки матриця стiйкостi ∂βui/∂uj,

розрахована у НТ H, в однопелевому наближеннi має такi власнi значення:

ω1 =
4− (n‖ + n⊥)

8 + (n‖ + n⊥)
ε, ω2 =

8

8 + (n‖ + n⊥)
ε, ω3 = ε, (6.11)
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(a) (b)

Рис. 6.1. Граничнi поверхнi мiж рiзними класами унiверсальностi O(n||)⊕O(n⊥)
моделi, отриманi з застосуванням ε-розкладу (a) i процедури пересумову-
вання при фiксованому d (b) до двопетлевих функцiй РГ. Лiва поверхня
представляє границю мiж областю стiйкостi НТ H (злiва вiд поверхнi) i
областю стiйкостi B (справа вiд поверхнi), у той же час права поверхня
є границею мiж областями стiйкостi НТ B (злiва вiд поверхнi) i НТ D
(справа вiд поверхнi). Вертикальна лiнiя показує положення системи з
n‖ = 1, n⊥ = 2.

тiльки перший показник стiйкостi може змiнити знак зi змiною n‖, n⊥, а тому

вiн керує стiйкiстю НТ H. Як i у попередньому випадку, розраховуючи це власне

значення до порядку ε2, ми отримуємо рiвняння поверхнi:
(
−5(n⊥ + n‖ + 8)2+66(n⊥ + n‖ + 8)−360

)
ε

(n⊥ + n‖ + 8)3
+

(
12

n⊥ + n‖ + 8
−1

)
= 0.

(6.12)

Розв’язки цього рiвняння як точки {n‖, n⊥, d} формують поверхню, яка для

0 ≤ ε ≤ 1.2 i для n‖, n⊥, що змiнюються вiд -0.7 до 5, представлена на Рис. 6.1a

(лiва поверхня).

Обмежуючi граничнi лiнiї у площинi ε = 0 (d = 4), еквiвалентнi випад-

ку, коли однопетлевi нерiвностi (6.7), (6.8) трансформуються у рiвностi, з яких

отримують:

nD‖ (n⊥) =
2(16− n⊥)

n⊥ + 2
, nH‖ (n⊥) = −n⊥ + 4. (6.13)

Вертикальна лiнiя на Рис. 6.1a представляє систему з n‖ = 2, n⊥ = 1,

показуючи, яка НТ визначає мультикритичну поведiнку системи зi змiною ε. Ми
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цiкавимось цим випадком, оскiльки вiн описує анiзотропнi антиферомагнетики у

вимiрностi простору d = 3. Докладнiший аналiз у цьому випадку проводимо з

допомогою пересумовування у наступному пiдроздiлi.

6.2.2. Граничнi поверхнi з пересумованих β-функцiй

Можна отримати граничнi поверхнi в iнший спосiб, розрахувавши їх з β-

функцiй (6.3)-(6.5), зафiксувавши певне значення для d. Оскiльки розклади РГ

мають розбiжну природу [7–9], потрiбна технiка пересумовування для того, щоб

дiстати збiжнi результати [96]. Нашi двопетлевi β-функцiї (6.3)-(6.5) β = βui мають

форму полiномiв за перенормованими константами зв’язку:

β({u}) =
∑

1≤i,j,k≤3

cijku
i
⊥u

j
‖u

k
×. (6.14)

Ми спочатку представимо (6.14) у формi резольвентного ряду [354] за допомiжною

змiнною t:

F ({u}, t) =
∑

1≤i,j,k≤3

cijku
i
⊥u

j
‖u

k
×t

i+j+k−1 =
∑

0≤α≤2

aα({u}, {c})tα, (6.15)

де коефiцiєнти розкладу aα у (6.15) неявно залежать вiд констант зв’язку i коефi-

цiєнтiв cijk (6.14). Очевидно, F ({u}, 1) = β({u}). Ми пересумовуємо функцiю

(6.15) як функцiю однiєї змiнної, використовуючи технiку Паде-Бореля [392] :

FB(t) =
∑

0≤α≤2

aα/α!t
α. (6.16)

Аналiтичне продовження функцiї (6.16) досягається представленням її у фор-

мi Паде-апроксиманти [344]. У нашому випадку ми використовуємо дiагональну

Паде-апроксиманту [1/1]:

FB(t) ≃ [1/1](t). (6.17)

В кiнцi пересумована функцiя отримується через обернене перетворення Бореля:

F res =

∞∫

0

[1/1](t)e−t. (6.18)
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Рис. 6.2. Розташування НТ B (червонi трикутники), НТ H (синi круги) та НТ
D (зеленi квадрати) для n⊥ = 2, n‖ = 1 зi змiною ε вiд 1 (крайнi правi
позначки) до 0 з кроком 0.1. Результати отриманi з використанням пере-
сумовування. Суцiльна лiнiя показує шлях стiйкої точки. Тонка червона
частина лiнiї показує, що НТ B стiйка, у той час як товста синя частина
показує, що НТ H стiйка. Чорний круг показує гаусову НТ.

Застосовуючи цю процедуру до двопетлевих β-функцiй (6.3)-(6.5) при фi-

ксованому d i шукаючи їхнi розв’язки на НТ з u∗× = 0 i ωD
2 = 0 разом з умовою

(6.10), знайдемо граничну поверхню, що роздiляє областi стiйкостi НТ D вiд обла-

стi стiйкостi НТ B. Вона є правою поверхнею на Рис. 6.1b. Шукаючи розв’язки на

НТ u∗⊥ = u∗× = u∗‖, при яких детермiнанат матрицi стiйкостi занулюється, ми отри-

муємо граничну поверхню мiж областями стiйкостi НТ D i B. Це лiва поверхня на

Рис. 6.1b. Технiчно важко отримати данi на пiдставi пересумованих функцiй при

ε → 0. Тому ми представляємо граничнi поверхнi для 0.002 ≤ ε ≤ 1.2, i n‖, n⊥ у

областi значень вiд -0.56 до 5. Зазначимо, що у цьому випадку ми дiстаємо три-

вимiрний варiант Рис.1 з роботи [307]. Граничнi лiнiї у площинi ε → 0, описанi

(6.13), дають нам однопетлевi (тонкi) граничнi лiнiї Рис.1 з роботи [307], у той час

як уявнi перетини поверхнi з площиною ε = 1 можуть дати двопетлевi (товстi)

граничнi лiнiї з Рис.1 роботи [460].

Як i у попередньому випадку, на Рис. 6.1b представляємо лiнiю, що показує

областi стiйкостi нерухомих точок для O(1) ⊕ O(2) моделi. Для цiєї моделi НТ

B є стiйкою при d = 3. Перевiримо тепер як картина нерухомих точок змiню-
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Табл. 6.1. Координати НТ B, НТ H, НТ D при n‖ = 1, n⊥ = 2 у залежностi вiд ε.

ε uB,⋆⊥ uB,⋆‖ uB,⋆× uH,⋆ uD,⋆⊥ uD,⋆‖
1. 1.1277 1.2874 0.30129 1.0016 1.1415 1.3146
0.9 0.91122 1.0039 0.52730 0.84338 0.95694 1.0971
0.8 0.73133 0.77393 0.57994 0.70263 0.79393 0.90630
0.7 0.58335 0.59338 0.55179 0.57712 0.64956 0.73855
0.6 0.45959 0.45020 0.48627 0.46500 0.52143 0.59064
0.5 0.35426 0.33480 0.40484 0.36470 0.40753 0.45998
0.4 0.26340 0.240517 0.31831 0.27489 0.30614 0.34438
0.3 0.18428 0.16274 0.23229 0.19442 0.21583 0.24200
0.2 0.11492 0.098224 0.14969 0.12232 0.13536 0.15131
0.1 0.053862 0.044568 0.072014 0.057750 0.063714 0.071004

ється iз зростанням d. Змiнюючи просторову вимiрнiсть d вiд 3 до 4 з кроком

0.1, спостерiгємо змiщення НТ B, НТ H, НТ D у напрямку до гаусової НТ. Цi

треки показанi на Рис. 6.2 червоними трикутниками, синiми кругами i зеленими

квадратами, що показують змiну положення НТ B, НТ H i НТ D у u⊥ − u|| − u×

просторi зi змiною d вiд 3 до 4. Чисельнi значення координат цих нерухомих то-

чок поданi у таблицi 6.1. НТ B зберiгає свою стiйкiсть до перетину слiдiв НТ B i

НТ H, який вiдбувається при певному граничному значеннi суми (n⊥ + n‖), яка

залежить вiд d, тут вона обмiнюється стiйкiстю з НТ H. Тому тiльки НТ H є

стiйкою, починаючи з точки перетину i до гаусової НТ. Це означає, що у високих

вимiрностях простору фазова дiаграма для випадку n|| = 1, n⊥ = 2 завжди має

бiкритичну точку замiсть тетракритичної.

На Рис. 6.3 ми позначаємо рiзницi u⊥-координат трьох пар нерухомих то-

чок: B−H (червоний колiр), B−D (синiй колiр), B−H (зелений колiр). Суцiльнi

лiнiї отриманi з пересумовування функцiй РГ, у той час як штриховi лiнiї отри-

манi з ε-розкладiв координат нерухомих точок. Як було вже зазначено, технiчно

важко витягти данi з пересумованих функцiй при ε→ 0. Однак, як можна бачити

з Рис. 6.3, починаючи з деякого значення ε, координати нерухомих точок, отри-

маних з ε-розкладу, спiвпадають з отриманими з допомогою пересумовування.

Подiбнi залежностi спостерiгаються також для u‖ i u× координат.
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Рис. 6.3. Рiзницi u⊥-координат НТ B i НТ H (червонi лiнiї), НТ B i НТ D (синi
лiнiї), НТ D i НТ H (зеленi лiнiї). Суцiльнi лiнiї отримуються з пере-
сумовуванням, у той час як штриховi лiнiї – з допомогою ε-розкладу.
Можна бачити, що результати обидвох способiв практично спiвпадають
для значень ε нижче ε ∼ 0.3.

6.3. Результати високих порядкiв теорiї збурень для

граничних вимiрностей

Зазначимо, що граничнi вимiрностi O(n‖)⊕O(n⊥) моделi можна визначити

на пiдставi результатiв РГ у високих порядках теорiї збурень для простiших O(n)

i кубiчної моделi. Зокрема, точнi скейлiнговi аргументи [84] зв’язують стiйкiсть

НТ D з критичними показниками O(n⊥) i O(n‖) моделей:

ωD
2 = −1

2

(
α(n⊥)

ν(n⊥)
+
α(n‖)

ν(n‖)

)
= d− 1

ν(n⊥)
− 1

ν(n‖)
, (6.19)

де α(n) i ν(n) – це критичнi показники теплоємностi i кореляцiйної довжини O(n)

моделi.

Для O(n|| + n⊥) симетричної НТ H показано, що вона чутлива до збурень

типу P4,4 = φ2⊥φ
2
‖ −

φ2(n⊥φ
2
‖+n‖φ

2
⊥)

n+4
+

n⊥n‖(φ
2)2

(n+2)(n+4)
[308]. Отриманий п’ятипетлевий ε-

розклад для вимiрностi РГ цього збурення спiвпадає з вiдповiдною вимiрнiстю

подiбного збурення O(n)-симетричної НТ кубiчної моделi [308]. Це означає, що

стiйкiсть H визначається граничною вимiрнiстю nc кубiчної моделi. Оскiльки у

НТ H перетворення РГ залежить тiльки вiд n = n⊥ + n‖, отримана гранична

вимiрнiсть може бути представлена у формi nH⊥(n‖, ε) = nc(ε)− n‖.
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Далi ми представимо аналiз граничних вимiрностей nD⊥(n‖, ε), n
H
⊥(n‖, ε) на

основi вiдомих п’ятипетлевих рядiв схеми мiнiмального вiднiмання для функцiй

РГ O(n) [355, 412] i кубiчної моделей [74], а для випадку d = 3 на основi рядiв на

один порядок вищих для цих моделей [77, 461], отриманих у масивнiй схемi [338].

6.3.1. Пертурбативнi ε-розклади п’ятипетлевого порядку для

граничних вимiрностей

Почнемо з пошуку nD⊥(n‖, ε). Пiдставляючи п’ятипетлевi ε-розклади O(n)

теорiї [355, 412] у (6.19) i покладаючи отриманий вираз 0, ми дiстаємо рiвняння для

граничних поверхонь. Утримуючи n‖ як параметер, можемо отримати ε-розклад

для nD⊥(n‖, ε) у такiй формi:

n⊥(n‖, ε)·(n‖ + 2) = 2(16−n‖)−48ε+

8
[
3ζ(3)

(
n2‖+34n‖+100

)
+
(
n2‖+58n‖+148

)]
R2
n‖
ε2+

{(
11n4‖ − 920n3‖ − 528n2‖ + 21376n‖ + 51584

)1
3

− 4
(
106592 + 64480n‖ + 13548n2‖ + 1258n3‖ + 17n4‖

)ζ(3)
3

+

[
18
(
100+34n‖+n

2
‖

)
ζ(4)−40

(
550+163n‖+7n2‖

) ζ(5)
3

]
R−2
n‖

}
R4
n‖
ε3+

[(
3n6‖+170n5‖−43120n4‖−442864n3‖−2069072n2‖−4512896n‖−3457280

)1
6
−

50
(
550+163n‖+7n2‖

)
ζ(6)R−4

n‖

/
3+

(
1816192+5011904n‖+3131936n2‖+

623376n3‖+41740n4‖+1486n5‖−n6‖

)
ζ(3)

3
−

4
(
151424 + 131552n‖ + 15728n2‖ − 1250n3‖ − 17n4‖ − 5n5‖

)ζ2(3)R−1
n‖

3
−

(
106592 + 64480n‖ + 13548n2‖ + 1258n3‖ + 17n4‖

)
ζ(4)R−2

n‖
+

(
4822640 + 2331088n‖ + 416334n2‖ + 51745n3‖ + 1103n4‖

)ζ(5)R−2
n‖

9
+
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49
(
66320 + 31792n‖ + 5826n2‖ + 535n3‖ + 17n4‖

)ζ(7)R−2
n‖

2

]
R6
n‖
ε4,

(6.20)

де Rn‖
= (n‖+8)−1. Для конкретних фiзичних значень n‖ вирази для n⊥ спрощу-

ються:

n⊥(1, ε) = 10.− 16.ε+ 22.84224ε2 − 44.06758ε3 + 113.6428ε4; (6.21)

n⊥(2, ε) = 7.− 12.ε+ 17.76523ε2 − 34.18402ε3 + 84.07657ε4; (6.22)

n⊥(3, ε) = 5.2− 9.6ε+ 14.43837ε2 − 28.00490ε3 + 67.23923ε4. (6.23)

Отриманi ε-розклади не мають хороших властивостей збiжностi. Це можна поба-

чити через зростання коефiцiєнтiв у (6.21)-(6.23) з ростом порядку за ε, а також

з Паде-таблицi [344] для n⊥(1, 1):

n⊥(1, 1) =




10.00000 3.84615 3.47732 2.457596 9.66370
−6.00000 3.40924 3.97282 3.11276 o
16.84224 1.7981 2.88456 o o
−27.22534 4.5288 o o o
86.4175 o o o o



, (6.24)

де числа у колонцi K i рядку M представляють результати, отриманi на основi

Паде-апроксиманти [K/M ]. Основна дiагональ i найближчi до неї паралелi вва-

жаються такими, що мають найкращу збiжнiсть у Паде-таблицi [344]. Однак ви-

являється, що значення Паде апроксиманти [2/2] основної дiагоналi вiдрiзняється

вiд значень Паде-апроксимант [1/2] i [2/1] з найближчих дiагоналей приблизно на

одиницю, що робить оцiнку n⊥(1, 1) неможливою.

Щоб отримати оцiнку n⊥(1, ε), застосуємо пересумовування Паде-Бореля,

описане у пiдроздiлi 6.2.2. Отримуємо резольвентний ряд, роблячи пiдстановку

ε → εs. Для отриманого виразу будуємо образ Бореля, тодi апроксимуємо його

Паде апроксимантою [3/1]. Проводячи iнтегрування в оберненому перетвореннi

Бореля, приходимо до результату поданого на Рис. 6.4 суцiльною лiнiєю. Подiбним

чином ми можемо отримати nH⊥(n‖, ε), використовуючи вiдомий п’ятипетлевий ε-
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Рис. 6.4. Залежнiсть граничних вимiрностей nD⊥(1) (суцiльна лiнiя) i nH⊥(1) (штри-
хова лiнiя) вiд ε. Результати отриманi на основi п’ятипетлевого розкладу
для O(n) i кубiчних моделей, використовуючи перетворення Бореля з
апроксимантою Паде [3/1] (див. текст). Ромб позначає положення три-
вимiрної O(1)⊕ O(2) системи.

розклад для граничної вимiрностi кубiчної моделi [74]:

nc=4− 2ε+

(
− 5

12
+
5ζ(3)

2

)
ε2+

(
15ζ(4)

8
−25ζ(5)

3
+
5ζ(3)

8
− 1

72

)
ε3 +

(
15ζ(4)

32
−125ζ(6)

12
+
11515ζ(7)

384
−3155ζ(5)

1728
−229ζ(3)2

144
+
93ζ(3)

128
− 1

384

)
ε4. (6.25)

Залежнiсть nH⊥(1, ε) = nc(ε)−1 вiд ε отримується пересумовуванням Паде-Бореля

з апроксимантою Паде [3/1], результат зображено на Рис. 6.4 штриховою лiнiєю.

Як можна побачити з Рис. 6.4, координати O(n‖) ⊕ O(n⊥) моделi з n‖ =

1, n⊥ = 2 при d = 3 розташованi дуже близько до кривої, що представляє грани-

чну вимiрнiсть nH⊥(1, ε). У сенсi РГ, це означає дуже повiльний пiдхiд до асимпто-

тичного режиму. Тому в експериментах з O(1)⊕O(2) системами цiлком можливо

буде спостерiгатись ефективна критична поведiнка, близька до O(3) моделi [307].

Оцiнки у трьох вимiрах ми можемо отримати на основi функцiй РГ, якi для

масивної схеми вiдомi у вищому порядку теорiї збурень. Це зроблено у наступному

пiдроздiлi.
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6.3.2. Випадок d = 3

У випадку d = 3 ми можемо аналiзувати nD⊥(n‖), використовуючи псевдо-ε

розклади (детальнiше див. [340]). Вводячи псевдо-ε параметер τ у шестипетлевi

функцiї РГ масивної схеми при фiксованому d = 3 [461] для O(n) моделi, можна

отримати критичнi показники у формi псевдо-ε розкладiв i тодi пiдставити їх

у рiвняння (6.19). З умови рiвностi (6.19) нулю знаходимо псевдо-ε розклад для

nD⊥(n‖). Отриманий вираз для n⊥ i n‖ є складнiшим, нiж (6.20), щоб його повнiстю

тут привести. Подамо результати, отриманi при певних фiксованих n‖:

n⊥(1) = 10−10.6667τ+5.1307τ 2−2.3075τ 3+1.6953τ 4−1.9828τ 5; (6.26)

n⊥(2) = 7−8τ + 3.9947τ 2−1.7643τ 3+1.14039τ 4−1.2082τ 5; (6.27)

n⊥(3) = 5.2−6.4τ+3.2482τ 2−1.4625τ 3 + 0.8483τ 4−0.8431τ 5. (6.28)

Псевдо-ε розклади мають кращi властивостi збiжностi, як вiдомо з iнших дослi-

джень [29, 73, 82]. Це можна побачити з коефiцiєнтiв рядiв (6.26)-(6.28), а також

з порiвняння Паде-таблицi (6.24) з наступною:

n⊥(1) =




10. 4.83871 3.71557 3.28816 3.15412 3.03911
−0.66667 2.79767 2.86825 3.08054 2.06446 o
4.46402 2.87235 2.77425 2.98540 o o
2.15650 3.13379 3.00730 o o o
3.85176 2.93787 o o o o
1.86895 o o o o o



.

(6.29)

Значення Паде-апроксимант [2/2] i [2/3] однозначно вказує, що n⊥(1) < 2.

Однак не можна виключати можливiсть полюсiв у знаменнику апроксимант

Паде, якi роблять результати недостовiрними. Як приклад ми представимо тут

Паде-таблицю для n⊥(3):

n⊥(3) =




5.2 2.33103 1.66618 1.39450 1.26698 1.18233
−1.2 0.95463 1.03190 1.10415 0.95279 o

2.04817 1.03973 −0.44741 1.06229 o o
0.58569 1.12258 1.07045 o o o
1.43401 1.01115 o o o o
0.59087 o o o o o



,
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(6.30)

де число меншим шрифтом позначає результати для апроксиманти [2/2] з полю-

сом τ = 0.944.

Оцiнку для nD⊥(1) знаходимо за допомогою процедури Паде-Бореля з апро-

ксимантою Паде [4/1], отримуючи значення 2.9813.

Значення nH⊥(1) дiстаємо з вiдомої оцiнки, отриманої на основi шестипетле-

вого псевдо ε-розкладу nc = 2.862 [29], вiднiмаючи одиницю, що приводить до

результату nH⊥(1) = 1.862.

6.4. Висновки

У цьому роздiлi ми вивчили умови, при яких для O(n‖)⊕O(n⊥) моделi реа-

лiзуються рiзнi типи мультикритичної поведiнки. Цi типи пов’язанi з трьома неру-

хомими точками (H, D, B), стiйкiсть яких визначається зв’язком мiж вимiрностя-

ми параметрiв порядку i просторовою вимiрнiстю. Використовуючи ε-розклад для

двопетлевих β-функцiй, отриманих у схемi мiнiмального вiднiмання, ми отримали

граничнi поверхнi, що роздiляють областi у параметричному просторi n‖−n⊥−ε,
де рiзнi нерухомi точки є стiйкими. Подiбнi граничнi поверхнi ми також дiста-

ли, застосовуючи процедуру пересумовування до тих самих β-функцiй. Аналiз

отриманих даних для випадку O(1)⊕O(2) пiдтверджує результат попереднiх до-

слiджень, що нерухомi точки, якi асоцiюються з тетракритичною поведiнкою, є

стiйкими у випадку d = 3. У вищих просторових вимiрностях стiйкою є, однак,

O(n‖ + n⊥) симетрична НТ, яка асоцiюється з бiкритичною поведiнкою.

Аналiз був продовжений у наближеннях з вищою кiлькiстю петель тео-

ретико-польової РГ. На цьому етапi використовувались скейлiнговi аргументи, що

пов’язують стiйкiсть нерухомих точок O(n‖)⊕O(n⊥) моделi з унiверсальними ве-

личинами простiших O(n) та кубiчної моделей. Експлуатуючи п’ятипетлевi вира-

зи для O(n) моделi, ми дiстали ε-розклад для граничної вимiрностi nD(n‖, ε), що

роздiляє областi стiйкостi для НТ D i НТ B. Застосовуючи до цього результату

процедуру пересумовування, отримали залежнiсть nD(1, ε) вiд ε. Використовую-
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чи п’ятипетлевi вирази для кубiчної моделi, ми дiстали подiбний результат для

nH(1, ε), що роздiляє областi стiйкостi для НТ H i НТ B. Згiдно з отриманими

результатами тривимiрна система O(1) ⊕ O(2) у параметричному просторi роз-

ташована дуже близько до лiнiї nH(1, ε), що означає дуже повiльний пiдхiд до

асимптотичного режиму. Тому в експериментах ефективна критична поведiнка

може спостерiгатись з неасимптотичними критичними показниками O(3) систе-

ми. На закiнчення ми доповнили нашi результати тривимiрними оцiнками nD(1)

i nH(1), отриманими на основi псевдо-ε розкладiв, якi були виведенi у рамках

шестипетлевого наближення РГ.
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РОЗДIЛ 7

ФАЗОВИЙ ПЕРЕХIД У МАГНЕТИКАХ З
НЕКОЛIНЕАРНИМ ВПОРЯДКУВАННЯМ

Цей роздiл присвячений встановленню роду ФП у магнетиках з неколiне-

арним впорядкуванням. Зокрема, неколiнеарне впорядкування реалiзується у ге-

лiмагнетиках та шаруватих фрустрованих магнетиках на трикутнiй ґратцi. Вони

описуються в теорiї поля моделлю з матричним параметром порядку та симетрiєю

O(n) × O(m) з фiзичною реалiзацiєю для m = 2 та n = 2 i n = 3. У першому

пiдроздiлi проведено аналiз критичних показникiв, якi отриманi в пiдходi пертур-

бативної теоретико-польової РГ з застосуванням процедури пересумовування до

рядiв теорiї збурень на залежнiсть вiд параметрiв пересумовування. На основi по-

рiвняння з подiбними результатами для моделей з добре встановленою картиною

критичної поведiнки зроблено висновок про рiд ФП для тривимiрних фрустрова-

них систем. Подiбний аналiз i порiвняння зробленi й для двовимiрних систем у

другому пiдроздiлi. Висновок про рiд ФП пiдтверджено оцiнкою граничної вимiр-

ностi nc(d), розрахованої у рамках НПРГ у третьому пiдроздiлi. Основнi резуль-

тати цього роздiлу викладенi у роботах [43, 44, 48, 64].

7.1. Теоретико-польова O(n)×O(2) модель та пiдхiд при

фiксованiй вимiрностi простору

Переважна бiльшiсть робiт у теоретико-польовому дослiдженнi критичних

явищ спрямована на отримання детального опису поведiнки в околi неперервного

фазового переходу. При чому саме iснування фазового переходу є добре встанов-

леним фактом. У цьому роздiлi ми розглянемо систему, для якої навiть iснування
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фазового переходу другого роду не є встановленим i теоретико-польова РГ викори-

стовується для вивчення цього питання. Нас цiкавитиме iснування неперервного

фазового переходу для моделi фрустрованого магнетика з тензорним параметром

порядку i симетрiєю O(n)×O(2). Зокрема, при n = 2 та n = 3 ця модель описує

шаруватi антиферомагнетики на трикутнiй ґратцi (див. пiдроздiл 1.3.2 у оглядово-

му роздiлi). Як описано у згаданому пiдроздiлi, результати попереднiх дослiджень

не дозволяють зробити однозначний висновок про рiд фазового переходу.

Як вже неодноразово наголошувалось, якщо модель, дослiджувана метода-

ми РГ, має стiйку НТ, яка є досяжною з параметрiв вихiдного мiкроскопiчного

Гамiльтонiану, то ФП, якому вiдповiдає ця НТ, є другого роду. Проте, як пока-

зано нижче, може виявитись, що iнодi виявлена НТ не має фiзичного сенсу i є

лише математичним артефактом. У такому випадку робити будь-який висновок

на основi такої НТ безглуздо. Ми називаємо такi точки хибними (spurious) неру-

хомими точками.

Теоретико-польовий ефективний гамiльтонiан для спiнових фрустрованих

систем (Рис. 1.3) отримується, як i для звичайних O(n) систем, за допомогою

перетворення Стратановича-Габбарда [24]. Однак тут є суттєва рiзниця: у O(n)

системах розклад гаусової частини у Фур’є-просторi вiдбувається навколо мiнi-

мума в центрi зони Брiлюена при k = 0. Особливiстю фрустрованих систем є

те, що для них в центрi зони Брiлюена є максимум i два незалежнi мiнiмуми на

кiнцях зони. Тому у цьому випадку вiдбувається розбиття зони Брiлюена на двi

пiдзони, якi описуються векторами ~φ1(k) та ~φ2(k), та перегрупування цих пiдзон,

так що у новiй зонi мiнiмум вже у центрi зони. В результатi у дiйсному просторi

ефективний гамiльтонiан записується [24, 321, 322, 462] таким чином:

H =

∫
ddr
{1
2

[
(∂~φ1,0)

2 + (∂~φ2,0)
2 + µ20(

~φ21,0 +
~φ22,0)

]
+

u0
4!
[~φ21,0 +

~φ22,0]
2 +

v0
12

[(~φ1,0 · ~φ2,0)2 − ~φ21,0
~φ22,0]

} (7.1)

з двома n-компонентними полями: ~φ1,0, ~φ2,0.

Для XY (n = 2) i гайзенбергiвських (n = 3) фрустрованих магнетикiв, стiй-
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ка НТ була знайдена у рамках теоретико-польового пертурбативного пiдходу при

фiксованiй вимiрностi простору d [139, 319, 325, 326], що за звичай iнтерпретується

як iснування ФП другого роду. Однак це не пiдтверджується нi пертурбативними

ε- [24, 80, 327] та псевдо-ε розкладами [82, 327], нi пiдходом непертурбативної РГ

[309, 331, 332, 334]. Аргументи роботи [319], де була знайдена така НТ, недавно

пiддавались сумнiву у рамках схеми мiнiмального вiднiмання [335, 463]. Тут ми

продовжимо аналiз нетривiальних нерухомих точок, якi з’являються у фрустрова-

нiй моделi, способом, започаткованим у роботах [335, 463]. Працюючи у масивнiй

схемi, ми розглядаємо цю проблему у загальному констекстi нерухомих точок,

знайдених у пiдходах при фiксованому d в задачах теорiї типу φ4. Ми викори-

стаємо метод пересумовування, застосований у [325], i вивчимо характеристики

хибної НТ O(n) моделi, таким чином показуючи характеристики таких точок.

Продовжимо цей аналiз для моделi з двома константами зв’язку з встановленою

критичною поведiнкою, якою є кубiчна модель. Це дозволить класифiкувати неру-

хомi точки, отриманi у цих моделях, та порiвняти їх з результатами дослiдження

фрустрованої моделi.

Аналiз пертурбативних β-функцiй може виконуватися двома взаємодо-

повнюючими способами. Тут нас бiльше цiкавить пiдходом при фiксованому d.

У цьому пiдходi апрiорно не можна вiдкинути жоден дiйсний розв’язок рiвнян-

ня на НТ (див. у вступi р-ня (1.64)) на вiдмiну вiд розкладiв у ε i псевдо-ε, де,

за визначенням, єдиною фiзичною НТ є така, для якої u∗ ∼ ε або τ . Як резуль-

тат, число нерухомих точок у пiдходi при фiксованому d, а також їх стiйкiсть

мiняється з порядком петлевого наближення: при даному порядку може iснувати

декiлька дiйсних та стiйких нерухомих точок або нi однiєї, замiсть єдиної. Цей

артефакт пiдходу при фiксованому d є вiдомим i був вперше спостережений для

масивної схеми при d = 3 [338]. Спосiб вирiшення також є вiдомим: пертурбативна

β-функцiя повинна бути пересумована (див., наприклад, [343] та [6–9]). Передба-

чається, що пересумовування не тiльки вiдновить НТ Вiльсона-Фiшера, коли вона

втрачається, але й усуне хибнi. Можливiсть процедури пересумовування зазвичай

не пiддається сумнiву. Однак, як ми показуємо, на прикладi моделей O(n), а по-
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тiм для бiльш загальних моделей, хибнi нерухомi точки можуть iснувати навiть

пiсля пересумовування. Тому потрiбнi деякi додатковi критерiї для того, щоб їх

усунути. Ми описуємо цi критерiї нижче.

У схемi мiнiмального вiднiмання метод при фiксованому d застосовувався у

роботах [341, 342], де ε зафiксовують при 1, i у рамках масивної схеми розрахунки

були виконанi у d = 2 i d = 3 в роботах [338, 391, 392]. Зазначимо тут, що пiдхiд

при фiксованому d не обов’язково означає, що просторова вимiрнiсть d цiла: у

схемi мiнiмального вiднiмання можна виконувати розрахунки для фiксованого

нецiлого числа ε, а також у масивному перенормуваннi можна отримати петлевi

iнтеграли для нецiлих d [383, 385].

7.1.1. Процедура пересумовування

Як неодноразово зазначалось, ряди терiї збурень для РГ функцiй, отриманi

у моделях теорiї поля, зокрема, i для O(n) моделi, вiдомi своєю розбiжнiстю [7,

343]. Вони є асимптотичними рядами, якi, у випадку масивної схеми з нульовим

iмпульсом, є сумовнi за Борелем [464]. На вiдмiну вiд попереднiх роздiлiв, тут ми

будемо застосовувати процедуру, яка грунтується на використаннi конформного

вiдображення. Тому далi опишемо цю процедуру.

Для ряду вигляду (1.70) запишемо суму Бореля-Леруа, яка задається:

B(u) =
∑

l

al
Γ[l + b+ 1]

ul, (7.2)

де b є параметром, значення якого буде прояснене пiзнiше.

Результуючi ряди тепер будуть збiжними у комплекснiй площинi, усерединi

кола з радiусом 1/a, де u = −1/a є сингулярнiстю B(u), найближчою до поча-

тку координат. Тодi, використовуючи це означення, а також, що Γ[l + b + 1] =
∫∞
0 sl+b e−sds, можна записати:

f(u) =
∑

l

al
Γ[l + b+ 1]

ul
∞∫

0

ds e−s sl+b . (7.3)
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Переставляючи сумування й iнтегрування, можна тепер означити перетворення

Бореля f як:

fB(u) =

∞∫

0

ds e−s sb B(us) . (7.4)

w=
4 w (1 1+ )-au

w=
(1 1+ )+aua w(1- )

1
au=-

2
au=-

2
au=-

u=0 u® ¥-
u®¥

u® ¥-u® ¥-
u® ¥-

2

u®¥

u-plane w-plane

Рис. 7.1. Метод конформного вiдображення площини з розрiзом на диск. Для опи-
су див. текст.

Для того, щоб взяти iнтеграл (7.4) на дiйснiй додатнiй пiвосi, потрiбно зна-

йти аналiтичне продовженняB(u). Можна використати декiлька методiв. Одним з

них є використаня апроксимант Паде [96, 344, 392]. Однак, як правило, ефектив-

нiшим методом вважається використання конформного вiдображення [340, 465],

оскiльки воно використовує властивостi збiжностi борелевської суми. Припустив-

ши, що всi сингулярностi B(u) лежать на вiд’ємнiй дiйснiй осi, i те, що сума

Бореля-Леруа аналiтична у всiй комплекснiй площинi, крiм розрiзу вiд 1/a до

−∞, можна зробити замiну змiнної:

w(u) =

√
1 + a u− 1√
1 + a u + 1

⇐⇒ u(w) =
4

a

w

(1− w)2
, (7.5)

як показано на Рис. 7.1. Ця замiна переводить розрiз у комплекснiй площинi вiд

u = −1/a до u = −∞ у границю круга одиничного радiусу в w-площинi. Тепер

сингулярностi B(u), що лежали на негативнiй осi, лежать на колi |w| = 1. Отри-

маний вираз B(u(ω)) має збiжний розклад Тейлора у межах одиничного кола
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|w| < 1 i його можна переписати:

B(u(ω)) =
∑

l

dl(a, b) [w(u)]
l , (7.6)

де коефiцiєнти dl(a, b) розрахованi так, що розклад правої частини (7.6) за степе-

нями u спiвпадає з (1.70). Можна отримати через (7.6) аналiтичне продовження

B(u) у цiлу розрiзану площину u так, що пересумований вираз ряду f можна

записати:

fR(u) =
∑

l

dl(a, b)

∞∫

0

ds e−s sb [w(us)]l . (7.7)

На практицi цiкаво узагальнити (7.7), вводячи такий вираз [466]:

fR(u) =
∑

l

dl(α, a, b)

∞∫

0

ds e−s sb
[w(us)]l

[1− w(us)]α
, (7.8)

значення якого буде пояснене нижче.

Якщо ряд вiдомий у всiх порядках теорiї збурень, вираз (7.8) буде незале-

жним вiд параметрiв a, b i α. Однак, якщо вiдоме тiльки скiнченне число членiв

ряду, fR(u) набуває залежностi вiд цих параметрiв. В принципi, параметри a i b

фiксуються поведiнкою ряду у високих порядках:

al→∞ ∼ (−alo)l l! lblo, (7.9)

яка приводить до a = alo i b & blo + 3/2 [340], де alo i blo позначають значення у

високих порядках a i b. Значення α визначається асимптотикою початкового ряду

для сильного зв’язку:

f(u→ ∞) ∼ uα0/2, (7.10)

яка може бути накладена при будь-якому порядку розкладу вибором α = α0.

Припускається, що вищезазначений вибiр a, b i α покращує збiжнiсть процедури

пересумовування, оскiльки вiн закодовує точнi результати.

Однак ми хочемо наголосити, що часто тiльки a є вiдомим, а iншi параме-

три α i b потрiбно розглядати як вiльнi параметри (як, наприклад, у [319]) або
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варiацiйнi (як, наприклад, у [335, 467], де α визначається з оптимiзування явної

збiжностi рядiв). У будь-якому випадку вибiр значення a, α i b пiзнiше потрiбно

верифiкувати.

Процедуру, описану вище, можна узагальнити на випадок декiлькох змiн-

них. На приклад, коли f є функцiєю двох змiнних u i v, у процедурi пере-

сумовування функцiю f можна розглядати як функцiю u та частки z = v/u

[75, 319, 325, 468, 469] :

f(u, z) =
∑

l

al(z) u
l. (7.11)

Тодi, зафiксовуючи певне значення для z i проводячи пересумовування за u згiдно

крокiв (7.2)–(7.8), отримуємо:

fR(u, z) =
∑

l

dl(α, a(z), b; z)

∞∫

0

ds e−s sb
[w(ut; z)]l

[1− w(ut; z)]α
(7.12)

з:

w(u; z) =

√
1 + a(z) u− 1√
1 + a(z) u + 1

, (7.13)

де, як i вище, коефiцiєнти dl(α, a(z), b, z) у (7.12) розраховуються таким чином,

щоб розклад правої частини (7.12) за степенями u спiвпадав з розкладом (7.11).

7.1.2. Принципи збiжностi

Залежнiсть критичних показникiв вiд параметрiв a, b та α є показником

(не) збiжностi пертурбативних рядiв. Дiйсно, в принципi, будь-яка збiжна фiзична

величина Q повинна бути незалежною вiд цих параметрiв. Однак, на практицi,

при заданому порядку наближення L (числi петель) усi фiзичнi величини вiд них

(штучно) залежатимуть: Q → Q(L)(a, b, α). Навiть, якщо для a можна вибрати

значення, отримане з поведiнки у великих порядках теорiї збурень, усi фiзичнi

величини залишаються залежними вiд b i α у скiнченних порядках. Ми вважаємо,

що оптимальний результат для Q у порядку L вiдповiдає значенням (b
(L)
opt, α

(L)
opt),
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для яких Q найслабше залежить вiд b i α, тобто, для яких вона стацiонарна:

Q
(L)
opt=Q

(L)(b
(L)
opt, α

(L)
opt) з

∂Q(L)(b, α)

∂b

∣∣∣∣
b
(L)
opt,α

(L)
opt

=
∂Q(L)(b, α)

∂α

∣∣∣∣
b
(L)
opt,α

(L)
opt

=0,

(7.14)

де, звичайно, b(L)opt i α(L)
opt є функцiями порядку L.

Перевiрка цiєї процедури, вiдома як принцип мiнiмальної чутливостi (pri-

nciple of minimal sensitivity – PMS), вимагає iснування унiкальної пари значень

(b
(L)
opt, α

(L)
opt), для якої Q(L) стацiонарна. В загальному це не спостерiгається: ча-

сто зустрiчаються декiлька стацiонарних точок. Другий принцип дозволяє нам

“оптимiзувати” результати навiть у тому випадку, коли iснує декiлька “оптималь-

них” значень b i α у заданому порядку L: це так званий принцип найшвид-

шої явної збiжностi (principle of fastest apparent convergence – PFAC). Iдея,

що лежить в основi цього принципу, полягає у тому, що коли чисельне значе-

ння Q(L) майже збiгається (тобто L є достатньо великим для досягнення за-

даної точностi), наступний порядок наближення повинен давати лише невели-

кi змiни цього значення: Q(L+1) ≃ Q(L). Таким чином, бажанi значення b та

α повиннi бути такими, для яких рiзниця мiж двома послiдовними порядками

Q(L+1)(b(L+1), α(L+1)) − Q(L)(b(L), α(L)) мiнiмальна. На практицi цi два принципи

повиннi використовуватися разом для узгодженостi та, якщо є декiлька розв’язкiв

рiвняння (7.14), для L i/або L + 1 слiд вибрати пари (b
(L)
opt, α

(L)
opt) i (b(L+1)

opt , α
(L+1)
opt ),

для яких стацiонарнi значення Q(L)(b
(L)
opt, α

(L)
opt) i Q(L+1)(b

(L+1)
opt , α

(L+1)
opt ) найближчi,

тобто для яких є найшвидша очевидна збiжнiсть. Цi принципи були розробленi в

роботах [335, 340, 467].

7.2. Дослiдження нерухомих точок для моделей теорiї

поля у трьох вимiрах

7.2.1. O(n) симетрична модель у трьох вимiрах

Враховуючи вищеописану процедуру пересумовування, покажемо, що во-

на не завжди усуває нефiзичнi нерухомi точки навiть у найпростiшiй моделi φ4
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у d = 3. Розгляньмо βu-функцiю, отриману в рамках масивної схеми у чотири-,

п’яти- та шестипетлевому наближенннi [461]. Як було помiчено в [338], непересумо-

вана функцiя βu не має нетривiального кореня у парних порядках теорiї збурень.

Застосовуючи процедуру пересумовування, описану рiвняннями (7.2)–(7.8), зна-

ходимо НТ Вiльсона-Фiшера P, близько до початку координат (див. Рис. 7.2).

Iснує велика кiлькiсть дослiджень НТ P, i її властивостi є добре вiдомi (див.,

наприклад, [6–11] та посилання у них). Проте ми також знаходимо для бiльших

u, крiм P, нову НТ (у парних порядках наближення за кiлькiстю петель) для

деяких значень α i b, позначену S на Рис. 7.2. Хоча ця НТ нестiйка, вона змiнює

структуру потоку РГ, i, якщо її трактувати всерйоз, вона вiдповiдатиме трикри-

тичнiй НТ. Однак для розглядуваної моделi структура нерухомих точок є добре

встановлена [6–9], i ця додаткова НТ повинна розглядатися як артефакт пiдходу

при фiксованому d.

Рис. 7.2. Пересумована функцiя βu(u) для O(4) моделi при α = 6 i b = 4. Круги
позначають нестiйкi НТ G i НТ S, у той час як квадрат вiдповiдає стiйкiй
НТ P.

Порiвняємо властивостi стiйкостi критичних показникiв, розрахованих для

P i S. Тут розглянемо показник стiкостi ω, який є першою поправкою до

скейлiнгу. Ми обчислюємо його в P i S з пересумованої βu-функцiї i дослiджуємо

його стiйкiсть по вiдношеню до наближення кiлькостi петель L i по вiдношенню
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до змiни параметрiв пересумовування b i α. Зауважте, що, хоча асимптотика у

високих порядках цього ряду вiдома i дає значення параметру a [416, 417], цей

параметр можна вважати вiльним, а також вивчати стiйкiсть всiх результатiв по

вiдношенню до його змiни. Ми вибрали зафiксувати a i змiнювати b i α, щоб

задовольнити PMS i PFAC, в кiнцi перевiрити стiйкiсть наших результатiв щодо

малих змiн a.

НТ Вiльсона-Фiшера

Спочатку розглянемо ω для НТ Вiльсона-Фiшера P. Для моделей O(n) ана-

лiтично розраховане значення a, як вiдомо, становить a = 0.14777422× 9/(n+ 8)

[340], i ми використовуємо його у нашому аналiзi.

(a) (b)

Рис. 7.3. Показник ω тривимiрної O(4) моделi як функцiя параметру пересумо-
вування b розрахована в (a) НТ P i (b) НТ S. Результати для НТ P
представленi для чотири- (зелена пунктирна крива), п’яти- (синя штри-
хова крива), шестипетлевих (суцiльна червона крива) порядкiв. Точки
для кожного петлевого порядку вiдповiдають стацiонарному значенню
ω = ω(α, b) для обох α i b напрямкiв одночасно (L = 4: α = 3.2, b = 8.5,
L = 5: α = 5.2, b = 9.5, L = 6: α = 5, b = 13), при цих значеннях спосте-
рiгається найшвидша явна збiжнiсть мiж двома послiдовними петлевими
порядками. Результати для НТ S представленi у шести- i чотирипетле-
вому наближеннi з α = 6. Не знайдено стацiонарних точок. Показник ω
вiд’ємний, оскiльки S нестiйка.

Результати наших розрахункiв поданi на малюнку 7.3 (a), де показано пока-

зник ω для n = 4 (a = 0.110831) як функцiю параметра b для значень α, для яких

стацiонарнiсть знайдена як для b, так i для α. Значення, отриманi для чотири-,
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п’яти- i шестипетлевого наближення, дуже близькi. Iндикатором якостi збiжно-

стi є рiзниця мiж п’ятим i шостим порядками: ω(L = 6) − ω(L = 5) ≃ 2 · 10−4.

Наша шестипетлева оцiнка – ω ≃ 0.783. Цей результат спiвставний з iншими

результатами для O(n) моделi [10], отриманими для n = 4: ω = 0.774± 0.020 (фi-

ксоване d = 3, шiсть/сiм петель); ω = 0.795± 0.030 (ε-розклад, п’ять петель), що

є перевiркою надiйностi як схеми пересумовування, так i критерiїв збiжностi, що

використовуються тут. Звернiть увагу, що цей випадок також iлюструє ситуацiю,

коли (у шестипетлевому порядку) виникають декiлька стацiонарних точок, i де

PFAC дозволяє вибрати один розв’язок, див. Рис. 7.3 (a).

Примiтно, що те саме дослiдження, проведене для iнших критичних пока-

зникiв, iнших значеннь n i навiть з iншими пертурбативними рядами (отриманими

у схемi мiнiмального вiднiмання), завжди приводить до якiсно подiбних резуль-

татiв зi значеннями виявлених показникiв, якi дуже близькi до найбiльш вiдомих

значень, отриманих з симуляцiй МК. Це доводить, що наведена методологiя дiй-

сно ефективна.

Нарештi, зауважте, що той самий арґумент також можна застосувати до

визначення оптимального значення, aopt, з застосуванням PMS до параметра a:

якщо пересумований ряд є збiжним, ми очiкуємо, що aopt майже збiгається з вели-

чиною, визначеною з аналiзу великих порядкiв, р-ня (7.9), aopt ≃ alo. Рiзниця мiж

цими величинами може служити мiрою збiжностi ряду. Ми показуємо на Рис. 7.4

на прикладi моделi O(4) в d = 3, що, як i очiкувалося, значення aopt дуже близьке

до alo i рiзниця мiж ω(aopt) та ω(alo) надзвичайно мала.

Хибна НТ

Тепер проаналiзуємо ω для НТ S. Як i очiкувалося, показники, розрахованi

у цiй НТ, дуже чутливi до змiн параметрiв пересумовування. Зокрема, результати,

розрахованi для S, дуже нестiйкi щодо змiни параметрiв α i b. У цьому випадку

не знайдено стацiонарних точок як для b, так i для α. Щоб показати залежнiсть

ω вiд b у рiзних петлях ми вибрали дане типове значення α, див. Рис. 7.3 (b).

Спостерiгається монотонне зменшення ω при збiльшеннi b. При фiксованих зна-
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Рис. 7.4. Показник ω тривимiрної O(4) моделi як функцiя параметру пересумо-
вування a у чотирьох (4L), п’яти (5L) i шести (6L) петлях. Вертикальна
лiнiя вiдповiдає a = alo ≃ 0.1108. Значення, вибранi для α i b є такими,
що ω є стацiонарним по вiдношенню до α i b, коли a = alo (див. Рис. 7.3
(a)). Зазначте, що ω(aopt) ≃ ω(alo).

ченнях α i b, крiм того, знаходимо, що |ω| зростає з порядком петель. Монотонною

є поведiнка критичних показникiв ω та η зi змiною a (див. Рис. 7.5) .

Спостереженi особливостi поведiнки за нашими критерiями достатнi для то-

го, щоб вiдкинути цю точку. Звернiть увагу, що тут iснування хибної НТ залежить

вiд парностi L.

На прикладi тривимiрної O(4) моделi на Рис. 7.5 показано, що поряд зi зви-

чайною стiйкою НТ Вiльсона-Фiшера iснує хибна (нестiйка) НТ. Як i очiкувалося,

показники, розрахованi у цiй НТ, дуже чутливi до змiн параметрiв пересумовува-

ння a (така сама поведiнка спостерiгається, коли враховується змiна b).

Можливi труднощi з цiєю процедурою полягають у тому, що для складнiших

моделей з декiлькома константами зв’язку, процедура пересумовування ймовiрно

менш ефективна, нiж для моделей O(n). У цьому випадку нестiйкiсть, яку демон-

струє хибна НТ, може бути значно слабшою, нiж для моделей O(n). Тому далi

розглянемо кубiчну модель, яка має двi константи зв’язку i критична поведiнка

якої теж добре дослiджена.
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Рис. 7.5. Показники ω (a) i η (b) як функцiї a при хибнiй НТ O(4) моделi у
d = 3 у чотирьох (4L) i шести (6L) петлях. Вертикальна лiнiя вiдпо-
вiдає a = alo ≃ 0.1108. Розглядуванi значення для α i b дорiвнюють 6
i 4, вiдповiдно. Iншi значення дають подiбнi результати. Показник ω є
вiд’ємним, оскiльки хибна НТ є нестiйкою.

7.2.2. Кубiчна анiзотропiя

Попереднiй пiдроздiл був присвячений вивченню моделi φ4 з однiєю констан-

тою зв’язку. Тепер розглянемо складнiшу модель з двома константами зв’язку, а

саме ту, яка описує кубiчну анiзотропiю. Ефективний гамiльтонiан для цiєї моделi

записується [470]:

H =

∫
ddx

{
1

2

[
(∂φ0)

2 + µ20φ
2
0

]
+
u0
4!

[
φ20
]2

+
v0
4!

n∑

i=1

φi0
4

}
. (7.15)

Гамiльтонiан (7.15) використовується для вивчення критичної поведiнки чи-

сленних магнiтних та сегнетоелектричних систем з вiдповiдною симетрiєю пара-

метра порядку (див., наприклад, [77]). Знайденi β-функцiї у шестипетлевому по-

рядку в масивнiй схемi [75]. Структура їх нерухомих точок вiдома [84, 470]. Обидвi

НТ G (u∗=v∗=0) i iзiнґiвська НТ (u∗=0, v∗ 6=0) нестiйкi для усiх значень n. Двi

iншi точки: O(n)-симетрична НТ P (u∗ 6=0, v∗=0) i змiшана НТ M (u∗ 6=0, v∗ 6=0),

обмiнюються своєю стiйкiстю при критичному значеннi nc: для n < nc НТ P

стiйка, а M нестiйка, а для n > nc навпаки. Критичне значення nc виявляється

меншим 3: знайденi значення nc = 2.89± 0.04 у [75] i nc = 2.862± 0.005 в [77].

Далi проводимо аналiз стiйкостi для випадкiв n = 2, n = 3, аналогiчний

зробленому для O(n) випадку. Для шестипетлевих масивних функцiй, отриманих



271

(a) (b)

Рис. 7.6. Лiнiї нулiв βu (суцiльнi кривi) i βv (штриховi кривi) для кубiчної моделi з
(a) n = 2 та α = 9, b = 9 i (b) n = 3 та α = 8, b = 10. Перетин суцiльних
i штрихових лiнiй вiдповiдає рiзним точкам: НТ Вiльсона-Фiшера P, ку-
бiчнiй НТ M i хибнiй НТ Scub. Круги вiдповiдають нестiйким нерухомим
точкам, тодi як квадрати позначають стiйкi нерухомi точки.

при d = 3 [75], застосовуємо процедуру пересумовування, узагальнену на випа-

док двох змiнних (7.11)–(7.13). Тепер координати нерухомих точок визначаються

системою рiвнянь: 



βu(u, v) = 0,

βv(u, v) = 0.
(7.16)

Тут βu та βv означають пересумованi β-функцiї моделi, заданої (7.15). Будучи

функцiями двох змiнних, u i v, βu та βv описують поверхнi в просторi (u, v, β). Не-

рухомi точки вiдповiдають точкам спiльних перетинiв цих двох поверхонь (u, v)-

площиною. Як орiєнтир ми малюємо лiнiї нулiв пересумованих βu i βv функцiй.

Нерухомi точки, якщо вони iснують, вiдповiдають перетину цих лiнiй. Щоб отри-

мати такi кривi, потрiбно використовувати певнi значення параметрiв пересумо-

вування a, b, α. Як було показано в [139], параметр a для кубiчної моделi (7.15)

залежить вiд спiввiдношення z = v/u i становить: a = 0.14777422×(9/(2n+8)+z)

при z > 0 i a = 0.14777422× (9/(2n+ 8) + z/n) для − 2n
(n+1) × 9

(n+8) < z < 0. Пере-
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сумованi β-функцiї з цими значеннями a поданi на Рис. 7.6 для n = 2 i n = 3.

З Рис. 7.6 видно, що, крiм звичайних нерухомих точок P i M, iснує iнша

стiйка НТ, яка не має аналогу в ε-розкладi для обох значень n, позначена нами як

Scub. Наявнiсть цiєї НТ, якщо розглядати її всерйоз, буде мати важливi фiзичнi

наслiдки, оскiльки вона б вiдповiдала би ФП другого роду з новим класом унiвер-

сальностi. Однак нiколи такого переходу не спостерiгали. Навпаки, знайдено ФП

першого роду для усiх значень n, бiльших за nc i з v0 < 0 у рамках пертурбатив-

ного [75, 387] або непертурбативного [471] теоретико-польового аналiзу, а також у

чисельному моделюваннi [472] пов’язаних систем (чотиристанова антиферромаг-

нiтна модель Поттса). Нижче розглянемо залежнiсть фiзичних величин для НТ

M i хибної НТ Scub по вiдношенню до змiни параметрiв пересумовування. Тодi

ми порiвняємо отриманi результати з результатами для O(n).

Змiшана кубiчна НТ

Оскiльки кубiчна модель включає двi константи зв’язку u i v, стiйкiсть її

нерухомих точок визначається двома показниками, ω1 i ω2 . У стiйкiй НТ як ω1,

так i ω2 мають позитивнi дiйснi частини. Обчислюючи цi показники для M (змi-

нюючи α i b в рiзних L), спостерiгаємо подiбну картину, яка отримана для ω,

обчисленого для P в O(n) моделi, що iнтуїтивно й очiкувалось. На Рис. 7.7 ми

показуємо лише поведiнку бiльшого показника ω1 як функцiю параметра пересу-

мовування. Видно iснування стацiонарних точок за α та b. Значення, розрахованi

у рiзних петлевих порядках у цих точках, дуже близькi один до одного. Напри-

клад, ω(L = 6) − ω(L = 5) ≈ 0.001 для n = 3. Нашi шестипетлевi результати

ω1 = 0.781, ω2 = 0.011 для n = 3 узгоджуються з iншими шестипетлевими оцiнка-

ми ω1 = 0.781±0.004, ω2 = 0.010±0.004 [75] i ω1 = 0.777±0.009, ω2 = 0.015±0.002

[77].

Хибна кубiчна НТ

Тепер ми вивчаємо НТ Scub. По-перше, зауважимо, що Scub для n = 2 i

n = 3 є стiйким фокусом, тобто ω1 та ω2 є комплексно спряженими i Re(ω1) =
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Рис. 7.7. Показник ω1 у змiшанiй НТ M для n = 2 (a) i n = 3 (b) як функцiя
b у чотири (зеленi штриховi кривi), п’яти (синi штриховi кривi) i шести
(суцiльнi червонi кривi) петлях. Крапки для кожного петлевого порядку
вiдповiдають стацiонарному значенню ω = ω(α, b) в обох α i b напрямках
одночасно. Для n = 2: α = 3.4, b = 14.3 (L = 4), α = 5.7, b = 8.3 (L = 5),
α = 5.8, b = 13.4 (L = 6). Для n = 3: α = 3.3, b = 14.6 (L = 4), α = 5.3,
b = 8.5 (L = 5), α = 5.2, b = 12.6 (L = 6). Для цих значень найшвид-
ша явна збiжнiсть спостерiгається мiж двома послiдовними петлевими
порядками.

Re(ω2) > 0. Нашi результати показанi на Рис. 7.8. Дiйсна частина ωi не прямує

до стацiонарних значень як функцiя параметрiв пересумовування (див. Рис. 7.8),

та її поведiнка аналогiчна тому, що було отримано для ω для S в моделi O(n).

Бiльше того, рiзниця значень, отриманих в послiдовних петлевих порядках, зав-

жди бiльша 0.3, тобто в 300 разiв бiльше, нiж для FP M. Таким чином, зрозумiло,

що Scub-є хибною НТ, як i S для O(n) моделi.

7.2.3. Фрустрованi тривимiрнi моделi

Перейдемо тепер безпосередньо до аналiзу поведiнки нерухомих точок, отри-

маних при аналiзi пересумовуваних β-функцiй фрустрованої моделi. Спочатку

нагадаємо картину нерухомих точок, отриману в першому порядку ε-розкладу

[24, 321, 322, 462]. Нерухомi точки мають двi координати u та v. Для n бiльших,

нiж критичне значення nc(d), iснують чотири нерухомих точки: крiм звичайної

гаусової НТ (u∗ = v∗ = 0) i НТ O(2n) (u∗ 6= 0, v∗ = 0), знаходять також пару



274

(a) (b)

Рис. 7.8. Дiйсна частина показника ω1 у фрустрованiй НТ n = 2 при α = 5 (a) та
n = 3 при α = 6 (b) як функцiя b у чотирьох (штрихова зелена лiнiя),
п’яти (штрихова синя лiнiя) та шести (суцiльна червона лiнiя) петлях.

кiральної та антикiральної точок з координатами u∗ > 0 i v∗ > 0. Кiральна НТ

C+ є стiйкою, тодi як iнша, антикiральна НТ C−, є нестiйкою. Тому вище nc(d),

передбачається ФП другого роду для систем, неперонормованi константи зв’язку

яких лежать в областi притягання C+. Коли n зменшується при фiксованому d,

C+ та C− зближуються i врештi стикаються та зникають при n = nc(d). Нижче

nc(d) немає нiяких стiйких точок, а тому тут очiкується ФП першого роду. Зна-

чення nc(d) для d = 3 було предметом iнтенсивних дослiджень. Зокрема, його

оцiнили в рамках ε-розкладу [80, 81], псевдо ε-розкладу [82] та пiдходу непер-

турбативної РГ [309]. Знайдена в рамках псевдо ε-розкладу шестипетлева оцiнка

nc = 6.23± 0.21 [82] добре узгоджується зi значенням nc = 6.4± 0.4 [327], отрима-

ним з пересумованих шестипетлевих β-функцiй, розрахованих при d = 3. Згiдно

з цим значенням nc, у фiзичних системах з n = 2 або n = 3 не може вiдбуватись

ФП другого роду. Однак для цих значень n у пiдходi з фiксованим d = 3 була

знайдена стiйка НТ [325]. Оскiльки ця НТ не отримується у рамках ε-розкладу,

природньо остерiгатись, чи вона не є артефактом пiдходу з фiксованим d, як це є

у випадку з нерухомими точками S i Scub у O(n) та кубiчнiй моделях, вiдповiдно.

Тому нижче ми розглянемо β-функцiї фрустрованої моделi, знайденi у d = 3 у

шести петлях [325]. Як буде видно з нашого аналiзу стiйкi точки, знайденi для

фрустрованих систем з n = 2, 3, є хибними [335, 463].
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Рис. 7.9. Лiнiї нулiв βu (суцiльнi кривi) i βv (штриховi кривi) для n = 8 (a), n = 6
(b) i n = 4 (c). Результати отриманi для α = 5 та b = 15. Перетини
суцiльних та штрихових лiнiй вiдповiдають рiзним точкам: гаусовiй НТ
(G), НТ Вiльсона-Фiшера (P), кiральнiй НТ (C+), антикiральнiй НТ
(C−) i хибним (S+, S−).

Спочатку дослiдимо загальну ситуацiю зi змiною n. Параметр a для фру-

строваної моделi має значення, залежнi вiд n [139]: a = 0.14777422× 9/(2n + 8)

для 4 9
(2n+8) > z > 0 i a = 0.14777422× (9/(2n+ 8)− z/2) для z < 0, z > 4 9

(2n+8).

Використовуючи це значення у розрахунку, ми показуємо, що типова поведiнка

(тобто поведiнка, спостережувана для бiльшостi α, b) лiнiй нулiв пересумованих

β-функцiй з фiксованим d = 3 на Рис. 7.9 для рiзних n, вiд великих значень n,

n > nc (Рис. 7.9 (a)), до малих, n < nc (Рис. 7.9 (c)). Як можна побачити з ри-

сунку, лiнiї нулiв βu формують двi гiлки, верхню та нижню. Вiдзначте, що нижня

гiлка формує замкнутий контур. Цей контур вiдповiдає нулям функцiї βu, якi вже

iснують у першому порядку за ε. Для n > 7 крива нулiв βv перетинає замкнутий

контур, генеруючи кiрально-антикiральну пару нерухомих точок, C+ i C− (див.

Рис. 7.9 (а)). Коли значення n знаходяться мiж 7 i 6, ця пара зникає вiдповiдно до

сценарiю, отриманого в ε-розкладi з оцiнкою nc ≈ 6.23 [82]. Тодi, до n ≈ 5 немає

перетину мiж кривими нулiв βu та βv в областi u > 0 i v > 0, i тому в данiй областi

немає нерухомих точок (див. Рис. 7.9 (b)). Але при n < 5 ми спостерiгаємо, що

крива нулiв βv перетинає верхню гiлку нулiв βu, утворюючи двi нерухомi точки,

стiйку S+ i нестiйку S− (див. Рис. 7.9 (c)). Схожа ситуацiя вже спостерiгалася у
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[327], що призвело до висновку щодо iснування ще одного критичного значення

n. З вище наведеного аналiзу видно, що розв’язки C+, C−, з одного боку, та S+,

S− з iншого, вiдповiдають перетинам рiзних гiлок кривої βu. У першому випадку

(C+, C−) – це перетин з нижньою гiлкою, тодi як у другому випадку (S+, S −) – з

верхньою. Нижче ми покажемо схожiсть у поведiнцi розв’язкiв S+, S− з тими, якi

були отриманi в попереднiх пiдроздiлах 7.2.1 та 7.2.2 для хибних нерухомих то-

чок. У наступних пiдроздiлах ми вiдокремлюємо аналiз стiйких нерухомих точок

для випадкiв, що мають значення “великi n” та “малi n”. Це два рiзних режими,

коли n бiльше, нiж nc (Рис. 7.9 (a)) або менше nc (Рис. 7.9 (c)), вiдповiдно.

Випадок великих n

Подiбно до кубiчної моделi, описаної вище, ми тут представляємо результати

аналiзу показникiв стiйкостi при d = 3. Почнемо з даних, отриманих для стiйкостi

НТ C+ при n > nc. У цьому випадку беремо n = 8, тому a = 0.0554, i аналiзуємо,

як показник ω змiнюється з α та b. Ми виявили, що PMS задовольняється у

чотири-, п’яти- i шестипетлевих порядках: для вiдповiдних значень параметрiв b

i α два показника ω1 i ω2 слабко залежать вiд цих параметрiв i є добре збiжними.

Це зрозумiло з Рис. 7.10, де ми показуємо b-залежнiсть ω1 i ω2. Бiльше того,

рiзниця мiж значеннями в п’яти й шести петлях, наприклад, для ω2 невелика:

ω2(L = 6) − ω2(L = 5) ≃ 0.012. Зауважте, що нашi значення ω1 i ω2 в цьому

випадку повнiстю порiвнюванi зi значеннями, отриманими в [327].

Ми також вивчили a-залежнiсть цих величин i знаходимо, що “оптимальне”

значення a близьке до їхнiх значень у високих порядках (aopt ≃ alo = 0.0554), як

це вiдбувається i в O(n) моделi, див. Рис. 7.11.

Цi результати свiдчать про те, що властивостi збiжностi показникiв фру-

строваної моделi у стiйкiй НТ при “великих n” подiбнi до властивостей, отриманих

для характеристик O(n) i кубiчної моделей у їхнiх фiзичних нерухомих точках,

але, ймовiрно, для фрустрованої моделi вони менш точнi, оскiльки пересумовува-

ння є менш ефективним через наявнiсть складної симетрiї.
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Рис. 7.10. Показники ω1 (a) та ω2 (b) у НТ фрустрованої моделi для n = 8 як
функцiї b у чотирьох (штрихова зелена лiнiя), п’яти (штрихова синя
лiнiя) та шести (суцiльна червона лiнiя) петлях. Точки на кожнiй лiнiї
вiдповiдають стацiонарному значенню ω = ω(α, b) в обох напрямках за
α та b одночасно. Для ω1: α = 5.1, b = 14.8 (L = 4), α = 7.8, b = 17
(L = 5), α = 7, b = 12.2 (L = 6). Для ω2: α = 6.5, b = 27.1 (L = 4),
α = 7.9, b = 16.4 (L = 5), α = 7.5, b = 11.7 (L = 6).

Випадок малих n

Тепер перейдемо до вивчення особливостей стiйкої НТ S+ в областi u > 0,

v > 0 для фiзичних випадкiв n = 2, 3. Результати, отриманi при розрахунку ω

для цiєї НТ зi змiною b i α, наведенi на Рис. 7.12.

Як було зазначено у [325], показники стiйкостi набувають (у бiльшостi ви-

падкiв) комплексних значень ω з додатнiми дiйсними частинами для S+, вказуючи

на топологiю стiйкого фокуса. Ми, знову ж таки, вибираємо для a значення, отри-

мане з аналiзу великих порядкiв [325]: a = 0.1108 для n = 2 i a = 0.05 для n = 3.

Для цих значень a i для L = 4, 5 i 6 знаходимо, що Re(ω1) (або, що еквiвалентно,

Re (ω2)) як функцiя α i b нiде, навiть приблизно, не є стацiонарною, див. Рис. 7.12.

Бiльше того, при фiксованих α i b розрив мiж значеннями Re (ω1) у двох послi-

довних порядках петель, Re (ω1) (L+ 1) − Re (ω1)(L), завжди великий, порядку

0.5 для n = 2 i 0, 2 для n = 3, див. Рис. 7.12. Таким чином, для цих значеннь n

не задовольняються нi PMS, нi PFAC .

Отримана на Рис. 7.12 залежнiсть вiд b для ω1 демонструє подiбнiсть з ре-

зультатами для НТ S моделi O(n) (порiвняйте з Рис. 7.3 (b)), а також з Scub
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Рис. 7.11. Показники ω1 (a) i ω2 (b) тривимiрної фрустрованої моделi для n = 8 як
функцiї параметрiв a у чотири- (4L), п’яти- (5L) i шестипетлевих (6L)
порядках. Вертикальнi лiнiї вiдповiдають значенню у високих поряд-
ках alo = 0.0554. Значення, вибранi для α i b, є такими, що показники
набувають стацiонарних значень при a = alo.

кубiчної моделi (порiвняйте з Рис. 7.8). З Рис. 7.12 очевиднi поганi збiжнi власти-

востi для хибних нерухомих точок. Також значення ω у FP S+ зменшується при

збiльшеннi b так само, як це спостерiгалося для нерухомих точок S i Scub.

Ми також дослiдили стiйкiсть наших результатiв в залежностi вiд змiни a

для характеристичних значень α i b, див. Рис.7.13. I знову не знайшли стацiонар-

ностi.

Таким чином, ми спостерiгаємо ситуацiю, аналогiчну тiй, що ми бачили у ра-

нiше вивчених моделях. Подiбно до фiзичних нерухомих точок цих моделей, для

нерухомих точок C+ при n > nc, спостерiгаємо добру збiжну поведiнку, яка вияв-

ляється через слабку змiну показникiв i малу рiзницю мiж результатами рiзних

петель. Тодi як для FP S+ при n < nc ми не спостерiгаємо областей стацiонар-

ностi критичних показникiв. Значення показникiв стiйкостi значно вiдрiзняються

в рiзних порядках. Оскiльки такi властивостi характернi для НТ S i НТ Scub, це

пiдтверджує нефiзичний характер НТ S+.

З цих результатiв ясно видно, що критичнi показники виведенi з пересу-

мованих рядiв, отриманих у масивнiй схемi у d = 3, показують як вiдсутнiсть

збiжностi, так i стiйкостi для значень n = 2 i 3. Таким чином, дуже вiрогiдно, що
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(a) (b)

Рис. 7.12. Дiйсна частина показника ω1 для НТ S+ для n = 2 (a) та n = 3 (b)
як функцiя b для α = 6 у чотирьох (штрихова зелена лiнiя), п’яти
(штрихова синя лiнiя) та шести (суцiльна червона лiнiя) петлях.

iснування нерухомих точок для цих значень n є артефактом або схеми при фiксо-

ванiй вимiрностi простору, або методу пересумовування. У будь-якому випадку

ми пiдтверджуємо, що немає пiдстав ставити пiд сумнiв результати, отриманi у

рамках ε-розкладу або непертурбативної РГ, i тому переходи, знайденi у d = 3 та

n = 2, n = 3, є першого роду.

7.3. Аналiз нерухомих точок моделей у двох вимiрах

Розглянемо також фрустрованi моделi у двох вимiрах, оскiльки тут велику

роль вiдiграють топологiчнi збудження. У випадку гайзенбергiвських спiнiв при

d = 2, перша група гомотопiї SO(3) є нетривiальною i очiкується деконфайнмент

топологiчних збуджень [473], що може привести до виникнення переходiв типу

Костерлiца-Таулеса-Березiнського [190–192] або, принаймнi, до перехiдної (кросо-

верної) поведiнки. Численнi експериментальнi [474–478] i чисельнi [473, 479–486]

дослiдження дiйсно показали нетривiальну поведiнку, що вiдбувається при скiн-

ченних температурах для системи з двокопонентними спiнами. У цьому випадку

спiвiснують i ступенi свободи Iзiнґа, топологiчнi збудження i спiновi хвилi. Цiка-

вим є питання про характер ФП, що вiдбувається у цiй системi при змiнi темпе-

ратур: чи вiдбуватимуться два окремi переходи (типу Iзiнґа i перехiд Костерлiца-
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Рис. 7.13. Дiйсна частина показника ω1 тривимiрної фрустрованої моделi: (a) для
n = 2 i (b) для n = 3 як функцiя a. Вертикальнi лiнiї вiдповiдають
alo = 0.1108 для n = 2 i alo = 0.095 для n = 3. Взято α = 6 i b = 25, 20
i 15 у шести- (6L), п’яти- (5L) i чотирипетлевих (4L) наближеннях для
n = 2 i b = 20, 15 i 10 у шести, п’яти i чотирьох петлях для n = 3. Iншi
значення для параметрiв α i b дають подiбнi результати.

Таулеса-Березiнського) чи один (див. роботу [487]).

У рамках пiдходiв при фiксованiй вимiрностi для d = 2 для таких систем

також знайдено НТ з нетривiальними критичними показниками для випадкiв

n = 2 та n = 3 [326, 468, 469, 488]. Цей факт привiв до гiпотези про поведiн-

ку Костерлiца-Таулеса-Березiнського, викликаної ZZ2 топологiчними дефектами

для гайзенбергiвських спiнiв [468, 469]. I вона потребує перевiрки.

Але, як i для тривимiрних моделей, спочатку розглянемо модель O(n), для

якої вiдома критична поведiнка у двох вимiрах.

7.3.1. O(n) моделi у двох вимiрах: аномальна явна збiжнiсть

Аналогiчний аналiз пертурбативних результатiв, як для моделi φ4 у трьох

вимiрах, можна провести для усiх n у двох вимiрах. На Рис. 7.14 подано показник

ω двовимiрної моделi O(4), отриманий у трьох, чотирьох та п’яти петлях у ма-

сивнiй схемi з нульовим iмпульсом, та аномальна вимiрнiсть η у чотирьох i п’яти

петлях (результати трьох петель не приводять до чiткої стацiонарної поведiнки).

При отриманнi цих результатiв використовувався конформний метод пересумову-
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вання Бореля.
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Рис. 7.14. Показники ω (a) i η (b) двовимiрної O(4) моделi як функцiї параме-
тра пересумовування b у три- (3L), чотири- (4L) i п’ятипетлевому (5L)
порядку (результат для η у трьох петлях не показаний, оскiльки не-
має явної стацiонарностi для η у цьому випадку). Параметр a фiксу-
вався при значеннi, отриманому з поведiнки при високих порядках:
a = alo ≃ 0.1789. Для ω значення є такими: (αopt, bopt) = (3.1, 9) у трьох
петлях, (αopt, bopt) = (3.1, 14) у чотирьох петлях i (αopt, bopt) = (3.1, 21.5)
у п’яти петлях. Для η значення є такими: (αopt, bopt) = (4.4, 10) у чоти-
рьох петлях i (αopt, bopt) = (4.6, 18) i у п’яти петлях. Точка на кожнiй
кривiй вiдповiдає стацiонарним значенням ω = ω(α, b) i η = ω(α, b) для
обох напрямкiв.

Для цiєї моделi, завдяки теоремi Мермiна-Вагнера [489], кореляцiйна дов-

жина нескiнченна лише при нульовiй температурi i критичнi показники точно

вiдомi: η = 0 i ω = 2 [490, 491]. Ми можемо побачити на Рис. 7.14, що, хоча

значення, отриманi для цих показникiв, добре сходяться, вони помилковi, оскiль-

ки, використовуючи обидва PMS та PFAC знаходимо: η ≃ 0.12 i ω ≃ 1.37. Ва-

жливо пiдкреслити, що n = 4 не є унiкальним випадком: для всiх двовимiрних

O(n)-моделей з n ≥ 1 критичнi показники дуже правдоподiбно збiгаються у п’я-

типетлевому порядку, але до помилкових значень. Наприклад, в моделi Iзiнґа у

п’ятипетлевому наближеннi було знайдено η = 0.146 [492], в iншому дослiдженi

η = 0.145(14) [493], тодi як точний результат є таким: η = 0.25.

Ми також вивчили a-залежнiсть критичних показникiв. Ми знову знайшли,

що aopt ≃ alo = 0.1789, див. Рис. 7.15. Це означає, що a-залежнiсть не є гарним

показником аномальної явної збiжностi у даному випадку.
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Рис. 7.15. Показники ω (a) i η (b) двовимiрної O(4) моделi як функцiї пересумо-
ваних параметрiв a, у трьох (3L), чотирьох (4L) i п’яти (5L) петлях (ре-
зультат для η у трьох петлях не показаний, оскiльки немає явної стацiо-
нарностi у цьому випадку). Вертикальна лiнiя вiдповiдає alo ≃ 0.1789.
Значення, вибранi для α i b, є такими, що показники перебувають при
стацiонарних значеннях, коли a = alo (див. Рис. 7.14). Зазначимо, що
стацiонарнi значення ω(a) i η(a), позначенi точками, дуже близькi до
значень при a = alo.

Аналiз основних причин цiєї аномальної збiжностi був виконаний у Iзiнґiв-

ському випадку у [494] (див. також [495, 496]). Поясненням є те, що, дуже ймо-

вiрно, у β-функцiї iснують члени, такi як 1 − (1 − u/u∗)e зi значенням НТ u∗ i

невеликим числом e (можливо, 1/7 у випадку Iзiнґа) [11, 494]. У пертурбативно-

му розкладi, виконаному поблизу u = 0, такi члени призводять до малих вкладiв

до β-функцiй, що, як виглядає, знаходиться пiд контролем. Однак вони вiдiгра-

ють важливу роль в околi u∗; вони навiть не аналiтичнi у цiй точцi, оскiльки їх

похiднi за u сингулярнi при u∗. Таким чином, реконструювання таких членiв з

пертурбативного розкладу є складним, i, як наслiдок, пертурбативнi результати,

хоча вони i виглядають збiжними, дають неправильнi оцiнки. Тому, ми прихо-

димо до висновку, що PMS та PFAC є необхiдними умовами для збiжностi, але

недостатнiми.

У вимiрностi d = 2 iснування нетривiального кореня u∗ функцiї β, який є

стiйким вiдносно параметрiв пересумовування b та α та з хорошими властивостя-

ми збiжностi, див. Рис. 7.16, не є достатнiм для того, щоб знати, чи є перехiд три-

вiальним (вiдбувається при нульовiй температурi) чи нi, оскiльки u не прив’язано
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прямо до температури. В принципi, достатньо зробити висновок про тривiальнiсть

(для n ≥ 3) або нетривiальнiсть (для n = 1 або n = 2) критичних показникiв.

Проте, як наголошено ранiше, наявнiсть сильних неаналiтичностей у двовимiрних

β-функцiях моделi Iзiнґа та O(n) моделi забороняє нам це робити, оскiльки вони

повнiстю псують визначення критичних показникiв.
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Рис. 7.16. НТ u∗ моделi O(4) у d = 2: (a) як функцiя b при зафiксованому α =
3.1, (b) як функцiя α при зафiксованому b = bopt = 9, 14, 22 у трьох
(3L), чотирьох (4L) i п’яти (5L) петлях вiдповiдно. Для параметру a
вибирається значенням alo = 0.1789.

7.3.2. Фрустрованi двовимiрнi моделi

У d = 2 i для значень n ≥ 4 топологiчнi дефекти вiдсутнi. Як наслiдок,

не може бути будь-якої iншої НТ, крiм тiєї, що вiдповiдає нульовiй температурi.

Таким чином, для цих значень n i через теорему Мермiна-Вагнера, кореляцiй-

на довжина розбiгається лише при нульовiй температурi з показником ν, який є

нескiнченний (кореляцiйна довжина експоненцiйно розбiгається). Крiм того, ано-

мальна вимiрнiсть η завжди зникає у НТ для нульової температури, що можна

перевiрити низькотемпературними розкладами, проведеними у рамках нелiнiйної

сигма-моделi [497–499]. Таким чином, як i у випадку двовимiрної O(n) моделi,

будь-яке ненульове значення η для n ≥ 4 повинно розглядатися як артефакт i

як сигнал аномальної очевидної збiжностi для теорiї збурень. Ми починаємо наш

аналiз для випадку n = 8, а потiм вивчаємо фiзично значимi випадки: n = 2, 3.
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Випадок n = 8 у d = 2

Для n = 8 згiдно попереднього обговорення ми мали б знайти лише тривi-

альнi результати для критичних показникiв : η = 0 i ω1 = ω2 = 2. Ми розрахували

η i ω1 (найбiльше власне значення) як функцiї параметрiв пересумовування α i

b, беручи за a значення, обчислене з поведiнки у високих порядках: alo ≃ 0.0895.

Знаходимо стацiонарний розв’язок для цих двох показникiв, див. Рис.7.17. Однак,

як i у моделях O(n), знаходимо, що отримане таким чином значення η: η ≃ 0.13

є нефiзичним, оскiльки воно повинно дорiвнювати нулю. Отримане ω1 ≃ 1.79

далеке вiд очiкуваного фiзичного значення ω1 = 2.
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Рис. 7.17. Показники ω1 (a) i η (b) у двовимiрнiй фрустрованiй моделi для n = 8
випадку як функцiя b у чотири- (4L) i п’ятипетлевих (5L) поряд-
ках. Крапки на кожнiй кривiй вiдповiдають стацiонарному значенню
ω = ω(α, b) в обох α i b напрямках. Для стацiонарних значень ω1 пара-
метри є такими: (αopt, bopt) = (4.7, 13.3) у чотирьох петлях i (αopt, bopt) =
(4.7, 21.7) у п’яти петлях. Для η вони є такими: (αopt, bopt) = (4.55, 13.2)
у чотирьох петлях i (αopt, bopt) = (4.55, 22) у п’яти петлях.

Ми також вивчили a-залежнсть цих показникiв. Тут знову знайдено хорошi

властивостi збiжностi з екстремумом навколо значення alo, див. Рис.7.18.

Таким чином, з’ясовується, що у фрустрованiй моделi, ймовiрно, як i в

O(n) моделi при d = 2, присутнi неаналiтичнi члени у β-функцiях, що псують

збiжнiсть пересумованого пертурбативного розкладу критичних показникiв. Ми

можемо стверджувати, що це кардинально впливає на релевантнiсть пертурба-

тивного φ4 пiдходу для вивчення двовимiрних фрустрованих систем.
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Рис. 7.18. Показники ω1 (a) i η (b) у двовимiрнiй фрустрованiй моделi для n = 8
як функцiя a у чотирьох (4L) i п’яти (5L) петлях. Вертикальнi лiнiї
вiдповiдають a = aopt = 0.0895. Значення α i b є такими, що показники
є у стацiонарних значеннях, коли a = alo (див. Рис.7.17).

Випадки n = 2 i n = 3 у d = 2

Тепер проведемо такий самий аналiз, як i вищеописаний, для фiзичних зна-

чень n, тобто для n = 2 i 3. Спочатку вiдмiтимо, що для цих значень nНТ починає

iснувати тiльки вище трипетлевого порядку. Ми зафiксуємо a при його значеннi

у високих порядках: a ≃ 0.1790 для n = 2 i a ≃ 0.1534 при n = 3.

Спочатку обговоримо випадок n = 2. Ми виявили, що показник поправки до

скейлiнгу ω1 (а отже i ω2) є комплексним для великого дiапазону параметрiв α i b,

що означає, що НТ є фокусом. На Рис.7.19 показано, що немає значень α i b, де ω1

стацiонарне по вiдношенню до обох параметрiв. Бiльше того, при фiксованих α та

b рiзниця мiж результатами чотири- та п’ятипетлевого наближення є великою. Це

явний сигнал незбiжностi ω1. У [488] запропоновано середнє значення для цього

критичного показника: ω1 = 2.05(35)± i0.80(55) у п’яти петлях. Згiдно з нашими

принципами стiйкостi та збiжностi це значення насправдi не має сенсу.

Ситуацiя є дещо iншою для показника η. У чотирьох петлях η нiде не є

стацiонарним в напрямку α, як це видно на Рис. 7.20a, тодi як iснує майже ста-

цiонарне значення η ≃ 0.275 у п’яти петлях у напрямках α та b для α ≃ 4.2 i

b ≃ 11. Див. Рис. 7.20b (що є порiвнюваним зi значенням, вказаним у [488], де

η = 0.28(8)). Ми провели аналiз стiйкостi наших результатiв при η, коли a змi-
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Рис. 7.19. Дiйсна частина показника ω1 двовимiрної фрустрованої моделi для
n = 2 як функцiя b для рiзних значень α (a) у чотирьох петлях для
α=1.4, 2.4, 3.4, 4.4 (b) у п’яти петлях для α=1, 2, 3, 4, 5. Ми вибрали
a ≃ 0.1790.

нюється навколо alo при фiксованих α та b. Ми виявили, що дiйсно п’ятипетлевi

результати не дуже змiнюються з a та оптимальне значення a близьке до alo.

Зроблено висновок, що результати для n = 2 випадку показують вiдсутнiсть

збiжностi зi зростанням порядку наближення i погану стiйкiсть щодо змiни α та

b. Звернiть увагу, що знайдене значення η ≃ 0.275 є вiдносно близьким до точного

значення, очiкуваного для переходу Iзiнґа (η = 0.25). Проте у той же час воно

далеке вiд п’ятипетлевого значення η = 0.146 [492], отриманого безпосередньо з

теорiї поля φ4.

Розглянемо випадок n = 3, поданий на Рис.7.21. НТ знову є фокусом. Рiз-

ниця з випадком n = 2 полягає у тому, що iснує стацiонарна точка для Re (ω1)

у п’яти петлях для α ≃ 5.95 i b = 10.25, але не у чотирипетлевому порядку,

див. на рис. 7.21a, де немає стацiонарностi по вiдношенню до α. У цiй стацiонар-

нiй точцi маємо Re(ω1) ≃ 1.78 (це порiвнювано з результатом, знайденим в [488]:

Re(ω1) = 1.55(25), що у будь-якому випадку показує велику похибку). Ми зна-

йшли нерухомi точки для η у чотири- та п’ятипетлевих порядках, див. Рис. 7.21b.

У п’яти петлях значення η у стацiонарнiй точцi становить η = 0.23 (це добре

спiвпадає зi значенням η = 0.23(5) з [488]). Збiжнiсть виглядає кращою у цьому

випадку n = 3, нiж у випадку n = 2, оскiльки тепер як ω1, так i η показують
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стацiонарнi значення.
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Рис. 7.20. Показник η двовимiрної фрустрованої моделi для n = 2 як фун-
кцiя b для рiзних значень α: (a) у чотирьох петлях для α =
0.3, 1.4, 2.4, 3.4, 4.4, 5.2; (b) у п’яти петлях для α = 3.4, 3.8, 4.2, 4.6. Ми
вибрали a ≃ 0.1790.

З обговорення вище можна було б зробити висновок, що у випадку n = 3

значення η = 0.23, хоча i з великою похибкою (δη = 0.05 вiдповiдно до [488]),

є достатньо значним, забезпечуючи ненульове значення η, як зазначено у роботi

[488]. У цьому випадку перехiд буде нетривiальним, тобто вiн буде вiдбувати-

ся при скiнченнiй температурi. Ми зараз стверджуємо, що результати, отриманi

з п’ятипетлевого наближеня, недостатньо точнi, щоб пiдтвердити цей висновок.

Причиною є те, що похибка для η фактично недооцiнена. Щоб побачити це, ми

обчислили η(n) (згiдно з нашими двома принципами) для всiх значень n вiд 2

до 8, див. Рис. 7.22. Як уже було пiдкреслено, не можуть iснувати нетривiальнi

нерухомi точки i, таким чином, ненульовi аномальнi вимiрностi η для будь-якого

значення n ≥ 4. Як видно з Рис. 7.22, цьому суперечать пертурбативнi результати,

отриманi у п’яти петлях. Це означає, що похибка δη для η у п’яти петлях є поряд-

ку самого η, тобто в n = 4 випадку порядку 0.20. Враховуючи, що η(n) монотонно

зменшується, похибка зростає, коли n зменшується. У випадку n = 3, похибка,

таким чином, щонайменше дорiвнює 0.20, i оскiльки η(n = 3) виявляється рiв-

ним 0.23, неможливо зробити висновок, що η у цьому випадку не занулюється.

Випадок з n = 2 є особливим, хоча нашi мiркування щодо наявностi великої по-



288

(a)

4L

5L

6 8 10 12 14 16 18
b1.70

1.75

1.80

1.85

1.90

1.95

ReHΩ1L

(b)

4L

5L

0 5 10 15 20 25
b

0.225

0.230

0.235

0.240
Η

Рис. 7.21. Дiйсна частина показника ω1 i показник η двовимiрної фрустрова-
ної моделi для n = 3 як функцiя b у чотирьох (4L) i п’яти (5L)
петлях. (a) Для ω1 є стацiонарна точка тiльки у п’яти петлях для
(αopt, bopt) = (5.95, 10.1). (b) Для η є стацiонарнi точки у чотирьох пе-
тлях (αopt, bopt) = (4.28, 9.6) i п’яти петлях для (αopt, bopt) = (4.45, 16.6).
Значення a вибрано рiвним значенню у високих порядках a ≃ 0.1534.

хибки результату дуже ймовiрно поширюються i на нього. Дiйсно, для n = 2

очiкується η = 0.25, оскiльки очiкується, що перехiд, ймовiрно, належить кла-

су унiверсальностi Iзiнґа. На перший погляд значення, знайдене у п’яти петлях

(η = 0.275), може здатися обнадiйливим. Однак згадаємо, що знайдене η = 0.146

для однокомпонентної моделi φ4 в d = 2 [492, 493], що дуже далеко вiд очiкувано-

го результату. Як видно з результатiв n ≥ 4, ряди для фрустрованих магнетикiв

не виявляють кращих збiжних властивостей, нiж модель φ4, i, отже, значення η

знайдене для фрустровної моделi з n = 2, варто iнтерпретувати як числовий збiг.

Цей висновок пiдкрiплений тим фактом, що, як було пояснено ранiше, властивостi

стiйкостi η у випадку n = 2 також є незадовiльними, див. Рис. 7.20.

7.4. Розрахунок граничної вимiрностi для

фрустрованих систем методами непертурбативної

РГ

У цьому пiдроздiлi ми поглянемо на проблему ФП у фрустрованих магнети-

ках з допомогою iншого пiдходу: на вiдмiну вiд дослiджень, проведених у поперед-

нiх роздiлах дисертацiї, тут ми застосуємо метод НПРГ. Тому далi опишемо цей
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Рис. 7.22. Показник η двовимiрної фрустрованої моделi як функцiя числа спiно-
вих компонент n.

метод, а також пiдкреслимо вiдмiннiсть вiд попереднiх дослiджень фрустрованих

магнетикiв в рамках НПРГ. Результати нашого аналiзу пiдтверджують усi виснов-

ки, досягнутi в рамках попереднiх пiдходiв непертурбативної РГ, зокрема, для

значення nc(d = 3), яке ми виявили значно бiльшим за 3. Отже, вони не узгоджу-

ються з результатами, отриманими пертурбативними пiдходами при фiксованiй

вимiрностi простору, а також за допомогою методу конформного будстрапу [500].

7.4.1. Ефективна дiя

Центральним об’єктом пiдходу НПРГ є ефективна дiя - або вiльна енергiя

Гiббса – Γk [501, 502], що включає в себе статистичнi флуктуацiї на масштабах

мiж типовим мiкроскопiчним Λ (обернена мiжґраткова вiдстань) та бiжучим мас-

штабом k < Λ. У границi k → Λ, флуктуацiї не розглядаються i Γk=Λ можна iден-

тифiкувати як класичну дiю (або мiкроскопiчний гамiльтонiан), а коли k → 0, всi

флуктуацiї враховуються, вiдповiдно ми маємо звичайну вiльну енергiю Гiббса Γ:





Γk=Λ = S

Γk=0 = Γ .
(7.17)

Тому, на довiльному скiнченному масштабi k < Λ, Γk iнтерполює мiж дiєю i вiль-

ною енергiєю Гiббса. Конструювання бiжучої ефективної дiї вiдбувається у такий
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спосiб: модифiкується початкова статистична сума

Z[J ] =

∫
Dζ exp

(
− S[ζ] +

∫

q

J(q)ζ(−q)
)
, (7.18)

де
∫
q =

∫
ddq/(2π)d, шляхом додавання обрiзуючого вкладу до класичної дiї:

∆Sk[ζ] =
1

2

∫

q

Rk(q
2) ζ(q)ζ(−q), (7.19)

у якому Rk(q
2) – це функцiя обрiзання, яка забезпечує роздiлення мiж низько- i

високоiмпульсними модами. Тодi k-залежна статистична сума запишеться:

Zk[J ] =

∫
Dζ exp

(
− S[ζ]−∆Sk[ζ] +

∫

q

J(q)ζ(−q)
)
. (7.20)

Функцiю Rk(q
2) зручно вибрати так, щоб вона поводилась як маса при ма-

лих iмпульсах q, заморожуючи низькоiмпульснi флуктуацiї, а також зникала при

великих iмпульсах q, зберiгаючи високоiмпульснi флуктуацiї непорушеними. Тоб-

то: 



Rk(q
2) ∼ k2 when q2 ≪ k2,

Rk(q
2) → 0 when q2 ≫ k2 .

(7.21)

Цi обмеження на Rk(q
2) також означають, що Rk=0(q

2) ≡ 0, що узгоджується

з фактом, що при k = 0 усi флуктуацiї враховуються i вiдновлюється вихiдна

модель: Zk=0[J ] = Z[J ]. Нарештi, зазначте, що Rk=Λ(q
2) дуже велика для усiх

iмпульсiв набагато менших за Λ. Типову функцiю обрiзання, що задовольняє усiм

попереднiм вимогам, можна вибрати такою:

Rk(q
2) =

Zkq
2

eq2/k2 − 1
, (7.22)

де Zk – це перенормування поля. Iнша корисна функцiя обрiзання, названа θ-

обрiзанням, була запропонована Лiтiмом [503]. Вона записується:

Rk(q
2) = Zk

(
k2 − q2

)
Θ
(
k2 − q2

)
, (7.23)

де Θ – звичайна функцiя Гевiсайда.
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Бiжуча вiльна енергiя Гiббса Γk тодi визначається як (слабко модифiкова-

не) перетворення Лежандра вiльної енергiї Гельмгольця Wk[J ] = logZk[J ] (див.

роботи [309, 504–508]):

Γk[φ] = −Wk[J ] + J.φ−∆Sk[φ], (7.24)

де φ – поле параметра порядку. Тут масовий вклад, аналогiчний (7.19) був до-

даний до звичайного визначення Γ з наступної причини. Зрозумiло, що оскiльки

Rk=0(q
2) ≡ 0, з визначення (7.24) вiдновлюється звичайна вiльна енергiя в гра-

ницi k → 0: Γk→0 = Γ. Границя k → Λ менш тривiальна, оскiльки тут функцiя

обрiзання Rk(q
2) дуже велика. Але можна показати [309, 504–508], що обрiзуючий

вклад ∆Sk[φ] у спiввiдношеннi (7.24) скомпенсовується обрiзуючим вкладом, що

входить до Wk[J ], призводячи до Γk=Λ[φ] ≃ S[φ]. Таким чином, вiдтворюються

умови (7.17).

Ефективна дiя задовiльняє точне рiвняння на потоки, рiвняння Веттерiха

[509–512]:

∂tΓk[φ] =
1

2
Tr

∫

q

Ṙk(q
2)
(
Γ
(2)
k [q,−q, φ] + Rk(q

2)
)−1

, (7.25)

де t = ln k/Λ i Ṙk = ∂tRk. У рiвняннi (7.25), Tr потрiбно розумiти як слiд за

внутрiшнiми векторними або тензорними iндексами, якщо параметер порядку φ

вiдповiдає нетривiальному представленню групи, як це i є у випадку неколiнеар-

них магнетикiв. Нарештi, Γ(2)
k [q,−q, φ] означає перетворення Фур’є другої фун-

кцiональної похiдної Γk за полем параметра порядку:

Γ
(2)
k,i,j[x, y, φ] =

δΓk[φ]

δφi(x)δφj(y)
, (7.26)

для n-компонентного поля з компонентами φi. Тому величина (Γ
(2)
k [φ]+Rk)

−1, що

з’являється у (7.25), представляє точний, тобто залежний вiд поля, пропагатор.

Загальнi властивостi рiвняння (7.25) докладно обговорювалися у лiтера-

турi [309, 504–508]. Ми згадаємо лише деякi з них, що безпосередньо стосу-

ється нашого завдання. По-перше, р-ня (7.25) є точним, оскiльки пропагатор

(Γ
(2)
k [φ] + Rk)

−1 є точним. Як наслiдок, р-ня (7.25) враховує усi пертурбативнi та
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непертурбативнi особливостi дослiджуваної моделi: спiновi хвилi, топологiчнi збу-

дження, зв’язанi стани, тунелювання та iн. По-друге, завдяки властивостi функцiї

обрiзання Rk (через наявнiсть “масового вкладу” Rk у пропагаторi), р-ня (7.25) є

скiнченним в iнфрачервонiй границi для будь-якого k > 0. Також, через наявнiсть

функцiї Ṙk, що швидко загасає для високих iмпульсiв тобто q2 > k2, воно скiн-

ченне в ультрафiолетовiй границi. Таким чином, р-ня (7.25) дозволяє дослiджу-

вати критичнiсть безпосередньо в трьох вимiрах, не звертаючись до таких трю-

кiв, як, наприклад, ε-розклад. По-третє, р-ня (7.25) має однопетлеву структуру,

що означає, що усi iнтеграли, якi виникають, будуть однократними iнтегралами,

на вiдмiну вiд пертурбативних розкладiв при високих порядках, якi призводять

до врахування багатократних iнтегралiв. Ця властивiсть дозволяє пряме порiв-

няння з першим порядком усiх пертурбативних пiдходiв: розкладiв за слабкою

константою зв’язку, низькою температурою, великим n у їх вiдповiдних областях

застосовностi.

Однак, дарма що р-ня (7.25) є точним, потрiбно застосовувати наближення,

щоб отримати конкретнi результати для складних задач з оптимальними зусилля-

ми. Це реалiзується шляхом вибору вкорочення для Γk([φ]). Найпопулярнiшими

для скалярної теорiї поля є нижче описанi.

(i) Розклад за похiдними. Γk розкладається за степенями похiдних параме-

тра порядку:

Γk[φ] =

∫

x

{
Uk(φ) +

1

2
Zk(φ) (∂φ)

2 +O((∂φ)4)

}
, (7.27)

з яких отримують функцiональнi рiвняння РГ для потенцiйної частини Uk(φ) i

кiнетична частина Zk(φ) бiжучої ефективної дiї за допомогою вiдповiдного фун-

кцiонального диференцiювання (7.25). Обгрунтування цього наближення полягає

у тому, що коли аномальна вимiрнiсть мала, градiєнтнi члени повиннi вiдiгравати

лише невелику роль на далеких вiдстанях i члени з похiдними високого порядку

мають бути незначними.

(ii) Комбiнованi розклади за похiдними i полем. На початку розкладу за
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похiдними функцiї Uk(φ) та Zk(φ) розкладаються за степенями φ навколо зада-

ної конфiгурацiї поля. Цей тип наближення перетворює функцiональне рiвняння

(7.25) у множину звичайних зв’язаних диференцiальних рiвнянь для коефiцiєнтiв

розкладу. Це наближення спирається на подвiйне припущення про те, що аномаль-

на вимiрнiсть мала i кореляцiйнi функцiї для великої кiлькостi полiв мають малий

вплив на потiк РГ для кореляцiйних функцiй малої кiлькостi полiв. Тому багато-

частинковими кореляцiйними функцiями можна нехтувати, не псуючи домiнуючу

критичну поведiнку.

(iii) Польовий розклад. Γk розкладається за степенями параметра порядку

φ. Тодi отримується:

Γk[φ] =

∞∑

l=0

1

l!



∫

xi

l∏

i=0

φ(xi)


V (l)

k (x1, ..., xl), (7.28)

де V (l)
k (x1, ..., xl) – вершиннi функцiї цiєї теорiї. Пiдставляючи потiм цей розклад

у (7.25), можна отримати iєрархiю рiвнянь РГ для вершинних функцiй. Потрiбно

тодi застосовувати наближення для Γk, щоб закрити цю iєрархiю. Такий пiдхiд

спирається на припущення, що вершинами високих порядкiв за полем можна зне-

хтувати, а повну функцiональну залежнiсть вiд похiдних або iмпульсiв потрiбно

зберегти.

(iv) Пiдхiд функцiй Грiна, також називається пiдходом Блазо–Mендеса-

Галана–Вшебо (Blazoit–Méndez-Galain–Wschebor (BMW)) [513–515]. Його мета –

зберегти повну iмпульсну залежнiсть двоточкових функцiй та функцiональну за-

лежнiсть функцiй Uk(φ) i Zk(φ). Вiн полягає в апроксимацiї iмпульсної залежностi

три- та чотириточкових функцiй у рiвняннi на потоки для двоточкових фун-

кцiй. Тому такий пiдхiд вiдтворює результати, отриманi в рамках розкладу за

похiдними при малих iмпульсах, будучи також непертурбативним при високих

iмпульсах.

З практичної точки зору головною складнiстю є вибiр такого наближення,

що буде мiстити найважливiшi характеристики дослiджуваної моделi, а також бу-

де технiчно керованим. Для критичних явищ можна зосередитись на моментах q
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близьких до 0. Отже, тут оптимальним вибором є розклад за похiдними (див. (i)

вище). Це вiдрiзняється вiд ситуацiй, де очiкуються зв’язанi стани або збудження,

що демонструють нетривiальну iмпульсну структуру, а тому бiльш-менш важливу

iмпульсну залежнiсть слiд розглядати з використанням (iii) або (iv). В основному

порядку розкладу за похiдними повнiстю нехтується вкладами з похiдними i фун-

кцiя перенормування поля Zk(φ) покладається рiвною одиницi, зберiгаючи повну

функцiю Uk(φ) для потенцiйної частини. Це так зване наближення локального

потенцiалу (LPA). Можливе удосконалення цього пiдходу полягає в тому, щоб

замiнити Zk(φ) нетривiальною константою Zk, з якої випливає k-залежна ано-

мальна вимiрнiсть ηk = −(1/Zk)∂tZk, звичайна аномальна вимiрнiсть задається

значенням ηk у НТ. Це наближення iнодi називається LPA′. Саме такий пiдхiд ви-

користовується у цьому пiдроздiлi. Також можна пробувати розглядати кiнетичнi

вклади Zk(φ) як функцiю. На практицi це було виконано тiльки у найпростiшо-

му випадку моделi O(n) [516]. Для бiльш складнiших моделей використовується

лише наближення (ii). Цей пiдхiд при використаннi досить високих порядкiв по-

льового розкладу, загалом, достатнiй для отримання високоточних результатiв.

Наприклад, для моделi Iзiнґа кращi оцiнки критичних показникiв в d = 3 бу-

ли отриманi у комбiнованому розкладi за похiдними та полями, використовуючи

четвертий порядок за в похiдними та десятий порядок за полем [517].

Нарештi, пiдкреслимо, що, хоча точнiсть результатiв залежить вiд поряд-

ку вкорочення, жодне з наведених вище наближень не псує непертурбативний

характер методу. Дiйсно, хоча сама ефективна дiя наближена, сама структура

р-ня (7.25) зберiгається незмiнною, оскiльки лiва частина не розкладається за

степенями одного зi звичайних пертурбативних параметрiв: константи зв’язку,

температури, або 1/n. Таким чином, навiть у найнижчому порядку комбiнова-

ного розкладу за похiдними та полями вже отримуються результати, недоступнi

пертурбативними методами [309, 504–508].
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7.4.2. Ефективна дiя для неколiнеарних магнетикiв

Тут ми подаємо розклад за похiдними ефективної дiї для неколiнеарних ма-

гнетикiв. Спочатку нагадаємо, що для n-компонентних неколiнеарних магнетикiв

параметр порядку складається з двох n-компонентних дiйсних векторiв ~φ1 i ~φ2,

якi у моделi STA представляють лiнiйнi комбiнацiї спiнiв плакетки [309]. Зручно

зiбрати цi два поля у матрицю n× 2: Φ = (~φ1, ~φ2). У неперервнiй границi дiя для

неколiнеарних магнетикiв вiдображає симетрiю O(n)×O(2), де O(n) виступає для

звичайної обертової симетрiї, тодi як O(2) вiдображає оригiнальну C3v-симетрiю

ґратки [309]. Лiве O(n) i праве O(2) перетворення реалiзованi для Φ шляхом:




Φ → UΦ, U ∈ O(n),

Φ → ΦV, V ∈ O(2) .
(7.29)

Як сказано вище, розклад за похiдними полягає у розвиненнi Γk за степенями

∂φ у скiнченному порядку. Ми розглядаємо тут розклад у другому порядку за

похiдними. Так, дiя Γk записується [309]:

Γk[~φ1, ~φ2] =

∫

x

{
Uk(ρ, τ) +

1

2
Zk(ρ, τ)

((
∂~φ1
)2

+
(
∂~φ2
)2)

+

1

4
Y

(1)
k (ρ, τ)

(
~φ1 · ∂~φ2 − ~φ2 · ∂~φ1

)2
+

1

4
Y

(2)
k (ρ, τ)

(
~φ1 · ∂~φ1 + ~φ2 · ∂~φ2

)2
+

1

4
Y

(3)
k (ρ, τ)

((
~φ1 · ∂~φ1 − ~φ2 · ∂~φ2

)2
+
(
~φ1 · ∂~φ2 + ~φ2 · ∂~φ1

)2)
}
. (7.30)

У р-нi (7.30) ρ i τ – це два незалежних iнварiанта для O(n)×O(2) симетрiї,

що виражаються через ~φ1 так ~φ2 таким чином:




ρ = Tr(tΦ.Φ) = ~φ 2
1 + ~φ 2

2 ,

τ =
1

2
Tr
(
tΦ.Φ− 1 ρ

2

)2

=
1

4

(
~φ 2
1 − ~φ 2

2

)2
+ (~φ1 · ~φ2) 2 .

(7.31)

Вклад Uk(ρ, τ) у (7.30) представляє потенцiальну частину ефективної дiї, то-

дi як Zk(ρ, τ) i Y (i)
k (ρ, τ), i = 1, 2, 3, є кiнетичними частинами. У мiнiмумi потенцi-
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алу Uk(ρ, τ) вектори ~φ1 i ~φ2 є ортогональними з однаковою нормою, що вiдповiдає

такiй конфiгурацiї:

Φ0 =




φ 0
0 φ
0 0
... ...
0 0



, (7.32)

де φ – константа. Для спiнiв на ґратцi, конфiгурацiя (7.32) вiдповiдає 120◦ стру-

ктурi. Зазначте, що iнварiант τ сконструйовано так, що вiн зникає у цiй кофiгу-

рацiї. Основний стан (7.32) iнварiантний вiдносно групи O(n− 2) лiвих поворотiв

i дiагональної O(2) групи, O(2)diag, що комбiнує лiвi i правi повороти:
(
O(2) 0
0 O(n− 2)

)
Φ0 O(2) = Φ0 . (7.33)

Схема порушення симетрiї тодi задається: O(n)×O(2) → O(n−2)×O(2)diag. Для

n = 3 вiдтворюється схема порушення симетрiї:

G = O(3)× O(2) → H = ZZ2 × O(2)diag, (7.34)

яка показує, що простiр параметра порядку задається SO(3). Для n = 2 схема

порушення симетрiї задається:

G = O(2)×O(2) → H = O(2)diag, (7.35)

або просто SO(2)× ZZ2 → 1, де пов’язанi з групою ZZ2 ступенi свободи приписую-

ться кiральностi.

Тепер ми продовжимо подальшi наближення. Як пояснено у роботi [309],

тiльки функцiї Zk i Y (1)
k роблять вклад до фiзики голдстонiвських мод, i тому є

найбiльш суттєвими при переходi. Тому ми розглядаємо таку спрощену ефективну

дiю:

Γk =

∫

x

{
Uk(ρ, τ) +

1

2
Zk(ρ, τ)

((
∂~φ1
)2

+
(
∂~φ2
)2)

+
1

4
Y

(1)
k (ρ, τ)

(
~φ1 · ∂~φ2 − ~φ2 · ∂~φ1

)2}
. (7.36)
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Останнє наближення полягає у нехтуваннi залежнiстю функцiй Zk(ρ, τ) i Y (1)
k (ρ, τ)

вiд поля, тобто використовується замiна Zk(ρ, τ) = Zk i Y (1)
k (ρ, τ) = ωk. Таке на-

ближення використовувалось у роботах [309, 331–334], у яких функцiя Uk(ρ, τ)

далi розкладалась за степенями iнварiантiв ρ i τ . Усi результати теорiї збурень

вiдтворюються цим способом, тобто, можна витягти однопетлевi результати, отри-

манi або у d = 4 − ε, або у d = 2 + ε розкладах. Зазначте, що поблизу d = 2,

необхiдно враховувати “потоковий член”, (~φ1 · ∂~φ2 − ~φ2 · ∂~φ1)2, щоб дiстати явище

збiльшеної симетрiї у НТ [497], хоча вiн несуттєвий поблизу верхньої критичної

вимiрностi d = 4. У вимiрностi d = 3, якою ми цiкавимось, такий член не дає

значного вкаладу. Однак будем його враховувати, щоб уникнути недосконалостей

попереднiх непертурбативних РГ пiдходiв.

7.4.3. Рiвняння РГ

Ми подаємо тут рiвняння РГ, якi описують неколiнеарнi магнетики. У цьому

випадку для моделi з симетрiєю O(n) × O(2) точне рiвняння на потоки (7.25)

записується:

∂tΓk[~φ1, ~φ2] =
1

2
Tr

∫

q

Ṙk(q)
(
Γ
(2)
k [q,−q, ~φ1, ~φ2] +Rk

)−1

, (7.37)

де Γ
(2)
k [q,−q, ~φ1, ~φ2] – це перетворення Фур’є другої функцiональної похiдної Γk:

Γ
(2)
k,(a,i),(b,j)[x, y,

~φ1, ~φ2] =
δΓk[~φ1, ~φ2]

δφia(x)δφ
j
b(y)

, (7.38)

де a, b = 1, 2, а i, j = 1, · · · , n.

Рiвняння на потоки для ефективного потенцiалу Uk(ρ, τ) слiдує з означення:

Uk(ρ, τ) =
1

Ω
Γk[~φ1, ~φ2]

∣∣∣
Φ
, (7.39)

де Ω – це об’єм системи i Φ – постiйна конфiгурацiя поля. Оскiльки Uk є iн-

варiантом симетрiї O(n)×O(2), то можна використати перетворення O(n)×O(2),

щоб максимально спростити конфiгурацiю Φ, у якiй розраховуються потоки РГ
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(7.37). Легко побачити, що, використовуючи цi перетворення, можна працювати

з будь-якою матрицею Φ у “дiагональнiй” формi:

Φ = UΦDV з U ∈ O(N) та V ∈ O(2), (7.40)

з:

ΦD =




φ1 0
0 φ2
0 0
... ...
0 0



, (7.41)

де φ1 i φ2 – константи.

Коефiцiєнти Zk i ωk визначаються таким чином:

Zk =
(2π)d

δ(0)
lim
p2→0

d

dp2

(
∂2Γk

δφ11(p)δφ
1
1(−p)

∣∣∣∣
ΦI

)
, (7.42)

ωk
2

=
(2π)d

κδ(0)
lim
p2→0

d

dp2

(
∂2Γk

δφ21(p)δφ
2
1(−p)

∣∣∣∣
ΦI

)
− Zk

κ
, (7.43)

де ми обираємо однорiдну польову конфiгурацiю ΦI пропорцiйну до одиничної

матрицi:

ΦI =




√
κ 0
0

√
κ

0 0
... ...
0 0



. (7.44)

Тут
√
κ є константою, що може вiдрiзнятись вiд мiнiмуму φ потенцiалу (7.32).

Нарештi бiжуча аномальна вимiрнiсть ηk визначається так: ηk = −∂t logZk.
Рiвняння на потоки для потенцiалу записується у термiнах рiзних пропага-

торiв, пов’язаних з масовим спектром моделi (див. Додаток (C.1)):

∂tUk(ρ, τ) =
1

2

∫

q

Ṙk(q
2)

[
1

Zkq2 + Rk(q2) +m 2
1+

+
1

Zkq2 + Rk(q2) +m 2
1−

+
1

Zkq2 +Rk(q2) +m 2
2+

+
1

Zkq2 +Rk(q2) +m 2
2−

(7.45)
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+(n− 2)

(
1

Zkq2 + Rk(q2) +m 2
3+

+
1

Zkq2 + Rk(q2) +m 2
3−

)]
,

де (iмпульсно залежний) квадрат “маси” задається:




m 2
1± = 2U

(1,0)
k + 2ρU

(2,0)
k + ρU

(0,1)
k + 2ρτU

(0,2)
k + 8τU

(1,1)
k

±
{
τ
(
4U

(0,1)
k + 4U

(2,0)
k + 4τU

(0,2)
k + 4ρU

(1,1)
k

)2

+
(
ρ2 − 4τ

) (
2U

(2,0)
k − U

(0,1)
k − 2τU

(0,2)
k

)2
} 1

2

;

m 2
2± = 2U

(1,0)
k + ρU

(0,1)
k +

ωk
4
ρ q2

±1
2

{
ω2
kτq

4 +
(
ρ2 − 4τ

) (
−ωk

2 q
2 + 2U

(0,1)
k

)2} 1
2

;

m 2
3± = 2U

(1,0)
k ± 2

√
τU

(0,1)
k ;

(7.46)

з U (m,n)
k =∂m+nUk(ρ, τ)/∂

mρ ∂nτ , ρ=φ1
2+φ2

2 i τ=(φ1
2−φ2 2)2, де φ1 i φ2 параметри-

зують конфiгурацiю (7.41).

Далi ми цiкавимось нерухомими точками рiвнянь на потоки. Щоб знайти

їх, потрiбно працювати з обезрозмiреними перенормованими величинами, що за-

даються: ρ̃=Zkk2−dρ, τ̃=Z2
kk

2(2−d)τ , Ũk(ρ̃, τ̃)=k−dUk(ρ, τ), ω̃k=Z−2
k kd−2ωk, y=q2/k2,

r(y) = Rk(yk
2)/Zkyk

2. У термiнах цих змiнних рiвняння на потоки для потенцiалу

записується:

∂tŨk = −dŨk(ρ̃, τ̃) + (d− 2 + ηk)
[
ρ̃Ũ

(1,0)
k (ρ̃, τ̃)

+2τ̃ Ũ
(0,1)
k (ρ̃, τ̃)

]
+ 2vd

[
ld0(m̃

2
1+) + ld0(m̃

2
1−) (7.47)

+ld0(m̃
2
2+) + ld0(m̃

2
2−) + (n− 2)

(
ld0(m̃

2
3+) + ld0(m̃

2
3−)
]
,

де v−1
d = 2d+1πd/2Γ[d/2], m̃i – це обезрозмiрений аналог мас, заданих рiвнянням

(7.46), i пороговi функцiї ldm(w) задаються таким чином:

ldm(w) = −m+ δm,0
2

∞∫

0

dy yd/2
ηkr(y) + 2yr′(y)

[y(1 + r(y)) + w]m+1
. (7.48)
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Рiвняння РГ для бiжучих аномальної вимiрностi ηk i константи зв’язку ωk

задаються обезрозмiреними величинами:

ηk =
2vd
d

[
dω̃k l

d
1,0

(
m̃ 2

3 , 0, 0
)
+ 64κ̃ (Ũ

(0,1)
k )2md

2,2

(
m̃ 2

3 , m̃
2
1−, 0

)
+

128κ̃ (Ũ
(2,0)
k )2md

2,2

(
m̃ 2

3 , m̃
2
1+, 0

)
+ (d− 2)κ̃ω̃2

kl
d+2
1,1

(
m̃ 2

3 , m̃
2
3 , κ̃ω̃k

)
+

2κ̃ω̃2
km

d+4
2,2

(
m̃ 2

3 , m̃
2
3 , κ̃ω̃k

)
− 2κ̃ω̃2

kn
d+2
1,2

(
m̃ 2

3 , m̃
2
3 , κ̃ω̃k

)
+ (7.49)

2κ̃ω̃2
kn

d+2
2,1

(
m̃ 2

3 , m̃
2
3 , κ̃ω̃k

)
− 2κ̃2ω̃3

kl
d+4
1,2

(
m̃ 2

3 , m̃
2
3 , κ̃ω̃k

)
+

2κ̃2ω̃3
kn

d+4
2,2

(
m̃ 2

3 , m̃
2
3 , κ̃ω̃k

) ]
,

dω̃k
dt

= (d− 2 + 2η) ω̃k +
2vd
d

[
dω̃k
κ̃

(
ld1,0(m̃

2
3 , 0, 0)− ld1,0(m̃

2
1+, 0, 0)

)
+

(d− 2)ω̃2
k l
d+2
1,1 (m̃ 2

3 , m̃
2
3 , κ̃ω̃k) + (10− d) ω̃2

k l
d+2
1,1 (m̃ 2

1+, m̃
2
3 , κ̃ω̃k)−

2κ̃ω̃3
k l
d+4
1,2 (m̃ 2

3 , m̃
2
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де маси розраховуються у конфiгурацiї ΦI (7.44), у якiй τ = 0, i задаються:





m̃ 2
1+ = 2Ũ

(1,0)
k + 8κ̃Ũ

(2,0)
k ,

m̃ 2
1− = m̃ 2

2+ = 2Ũ
(1,0)
k + 4κ̃Ũ

(0,1)
k ,

m̃ 2
3 = m̃ 2

3+ = m̃ 2
3− = m̃ 2

2− = 2Ũ
(1,0)
k ,

(7.51)

де U (a,b)
k означає U (a,b)

k (ρ̃ = 2κ̃, τ = 0). Пороговi функцiї ldm1,m2
, md

m1,m2
i ndm1,m2

поданi у Додатку (C.2).

7.4.4. Напiв-розклад за полями

Частина потенцiалу, яку a priori потрiбно представити найбiш точно, – це

окiл мiнiмуму (7.32), оскiльки саме вiн описує термодинамiку системи. Цей мi-

нiмум реалiзується при скiнченному значеннi ρ та нульовому значеннi τ . Тому

очiкуємо, що нетривiальна польова залежнiсть реалiзується у ρ-напрямку, а не у

τ -напрямку. Тому використовуємо “напiв-розклад” за полями, iдея якого полягає

у зберiганнi повної залежностi Uk вiд ρ i розкладi за степенями τ :

Ũk(ρ̃, τ̃) =

pmax∑

p=0

Ũp,k(ρ̃) τ̃
p . (7.52)

Рiвняння на потоки для функцiй Ũp,k(ρ̃) можна легко отримати, диференцiюючи

р-ня (7.47) за τ . Ми вкоротили розклад при pmax = 1, 2 i 3. Для простоти наводимо

результат тiльки для Ũ0,k(ρ̃):

∂tŨ0,k(ρ̃) = −d Ũ0,k(ρ̃) + (d− 2 + ηk) ρ̃ Ũ
′
0,k(ρ̃)

+2 vd
[
ld1,0(m̃

2
1+, 0, 0) + 2 ld1,0(m̃

2
1−, 0, 0) (7.53)

+ld1,0(0, m̃
2
1−, ρ̃ω̃k/2) + 2(N − 2) ld1,0(m̃

2
3+, 0, 0)

]
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з Ũ ′
0,k(ρ̃) = dŨ0,k(ρ̃)/dρ̃, а квадрати мас задаються:





m̃ 2
1+ = 2Ũ ′

0,k(ρ̃) + 4ρ̃Ũ ′′
0,k(ρ̃)

m̃ 2
1− = 2Ũ ′

0,k(ρ̃) + 2ρ̃Ũ1,k(ρ̃)

m̃ 2
3+ = 2Ũ ′

0,k(ρ̃) .

(7.54)

Процедура

Для того, щоб проiнтегрувати рiвняння на потоки РГ для функцiй Ũp,k(ρ̃),

нам потрiбнi початковi умови, тобто їх значення при k = Λ. Для цього ми виби-

раємо звичайний потенцiал Ландау-Гiнзбурга-Вiльсона:

Ũk=Λ(ρ, τ) = r̃Λ ρ̃+ g̃1,Λ ρ̃
2 + g̃2,Λ τ̃ , (7.55)

що означає Ũ0,k=Λ(ρ) = r̃Λ ρ̃ + g̃1,Λρ̃
2, Ũ1,k=Λ(ρ) = g̃2,Λτ̃ i Ũp>1,k=Λ(ρ) = 0. Кри-

тичностi можна досягнути, мiняючи масовий параметр r̃Λ, зберiгаючи g̃1,Λ i g̃2,Λ

фiксованим. У принципi, це можна повторити у будь-якiй вимiрностi d i для усiх

значень n бiльших, нiж nc(d). Ми зосереджуємось на тривимiрному випадку i,

вiдповiдно, на значеннi nc(d = 3). Нагадуємо, що nc(d) є результатом колапсу

двох нерухомих точок, однiєї стiйкої, кiральної НТ C+, та однiєї нестiйкої, ан-

тикiральної НТ C−, коли n зменшується з n > nc(d) до nc(d). Коли C+ i C−

стають ближчими, швидкiсть потоку зменшується i зникає при n = nc(d). Тому,

спосiб для визначення nc(d) полягає в iдентифiкацiї значення n, для якого перша

поправка до скейлiнгу ω зникає. Щоб розрахувати цю величину, ми параметри-

зуємо потенцiал поблизу НТ:

Ũk(ρ̃, τ̃) = Ũ ∗(ρ̃, τ̃) + F̃ (ρ̃, τ̃) e−t/ν + G̃(ρ̃, τ̃) eωt, (7.56)

де ν – це звичайний критичний показник кореляцiйної довжини, ω – показник

поправки до скейлiнгу.
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Наближення LPA

Для того, щоб оцiнити вплив вкладiв вiд похiдних з ηk i ωk на nc(d = 3),

проводимо два розрахунки: один, у якому цi двi константи зв’язку покладаються

0 (LPA), i ще один, де ми враховуємо їх у найпростiший спосiб (LPA′). Для потен-

цiалу використовуємо у розкладi (7.52) функцiї Ũp,k(ρ̃) до pmax = 3. Це дозволяє

аналiзувати збiжнiсть за степенями τ . В кiнцi маємо оптимiзувати нашi резуль-

тати. Справдi, як добре вiдомо, скiнченнi вкорочення ефективної дiї у польовiй

залежностi i/або залежностi вiд похiдних спричиняють залишкову залежнiсть фi-

зичних величин вiд регуляторної функцiї Rk. За визначенням, оптимальним ре-

гулятором є такий, що залежнiсть фiзичної величини вiд цього регулятора є мi-

нiмальною: це є PMS, описаний в пiдроздiлi 7.1. Застосований до O(n) моделей,

цей принцип справдi приводить до кращого визначення критичних показникiв у

d = 3 у тому сенсi, що результати, отриманi таким чином, є найближчими до

значень, отриманих у дослiдженнi МК [517, 518]. Щоб оптимiзувати нашi резуль-

тати, використовуємо експоненцiйне обрiзання (7.22), яке розширюємо на цiлу

сiм’ю функцiй обрiзання, параметризованих дiйсним числом α:

Rα
k (q

2) = α
Zk q

2

eq2/k2 − 1
. (7.57)

Ми змiнювали α для того, щоб досягнути точки найменшої чутливостi, тобто

точки, де фiзичнi величини, тут переважно nc(d) (тепер ми її позначаємо nc(d, α)),

є максимально нечутливими до α. Це, очевидно, вiдповiдає екстремуму nc(d, α)

як функцiї α.

Випадок n=6

Перед тим, як обговорювати значення nc(d) у рамках розкладу за похiдни-

ми, корисно розглянути значення n, де iснує НТ C+, тобто n > nc(d = 3). Ми

вибираємо n = 6, оскiльки явний ФП другого роду був знайдений у цьому ви-

падку в симуляцiях МК [519]. Це дозволяє перевiрити збiжнiсть наших розра-

хункiв. Ми знайшли стiйку НТ для n = 6, результати для якої узгоджуються
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Рис. 7.23. Випадок n = 6, d = 3: критичнi показники ω (справа) i ν (злiва) як
функцiї параметра регулювання α (див. (7.57)), розрахованi з pmax =
1 (пунктирна крива), 2 (штрихова крива) i 3 (суцiльна крива). Чорнi
точки позначають позицiї мiнiмуму на кривих.

з результатами, отриманими чисельно [519]. Рис. 7.23 показує критичний пока-

зник поправки до скейлiнгу ω i критичний показник кореляцiйної довжини ν

як функцiю параметру регулювання α з pmax = 1, 2 i 3. Спочатку знаходиться

для кожного pmax, свiй екстремум для кожної кривої ω(d = 3, α) i ν(d = 3, α),

змiнюючи α. Явно спостерiгається дуже добра збiжнiсть з pmax. Це означає, що

PMS можна безпечно застосовувати i знайти оптимальнi значення критичних по-

казникiв. Ми знаходимо для pmax = 3: ωopt. = ω(d = 3, α = 5.4) = 0.455(5),

νopt. = ν(d = 3, α = 6.2) = 0.7625(5), де межi похибки розраховуються з рiзницi

мiж двома послiдовними порядками польового розкладу. Значення ν можна по-

рiвняти зi значенням з МК розрахункiв ν = 0.700(11) [519]. Зауважимо, що наше

значення ν є вищим вiд значення, отриманого в чисельному експериментi. Це є

наслiдком нехтування вкладiв вiд похiдних (див. нижче).

Гранична вимiрнiсть nc(d=3)

Тодi ми розраховуємо nc(d, α) для d = 3.8, 3.5, 3.0 i 2.8 у рамках LPA i для

pmax = 1, 2, 3. У всiх випадках знаходимо максимум nc(d, α) при змiнi α, див. Рис.

7.24. Бiльше того, знаходимо, що nc(d, α) у своєму максимумi є збiжним зi зро-

станням pmax. Однак виявляється, що швидкiсть збiжностi кардинально спадає

з вимiрнiстю d, див. Рис. 7.24. Збiжнiсть є дуже доброю для 3 < d < 4 i стає
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Рис. 7.24. Значення nc(d, α) отриманi у рамках LPA з pmax = 1 (пунктирна крива),
pmax = 2 (штрихова крива) i pmax = 3 суцiльна крива) для: d = 3.8
(зверху злiва), d = 3.5 (зверху справа), d = 3 (знизу злiва) i d = 2.8
(знизу справа). Для d = 3.8 i d = 3.5 двi кривi, отриманi з pmax = 2
i pmax = 3, накладаються у цьому масштабi. Чорнi точки позначають
позицiї мiнiмумiв на кривих.
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поганою поблизу d = 2.8. Це є межею застосовностi розкладу за полями, вико-

ристаного тут. Ще однiєю проблемою у низьких вимiрностях є те, що там для

вимiрностей d менших, нiж d = 3, iснує лiнiя, ñ(d) розташована вище лiнiї nc(d),

де критичний показник ω занулюється; це знову артефакт розкладу за полями.

З цих причин ми зосереджуємось на вимiрностях мiж d = 2.8 i d = 4. У фiзично

важливому випадку d = 3 знаходимо, що оптимальне значення nc(d = 3, α) за-

дається nc,opt. = nc(d = 3, α = 6.2) = 4.68(2). Це значення є майже iдентичне до

nc(d = 3) = 4.7, що було знайдене, використовуючи LPA для рiвняння Польчин-

ського без будь-яких польових розкладiв [328–330]. Це показує, що наш результат

для nc(d = 3) є збiжним у рамках використаних розкладiв за полями.

LPA′

Тепер розглянемо вклади вiд основних членiв з похiдними, тобто вплив ано-

мальної вимiрностi ηk i константи зв’язку ωk у nc(d). Вiдповiднi рiвняння на по-

токи поданi рiвняннями (7.49) i (7.50). Потоки цих нових констант зв’язку вклю-

чають новий ступiнь свободи, яким є вибiр польової конфiгурацiї ΦI , у якiй вони

розраховуються (див. (7.42), (7.43) i (7.44)). Для того, щоб застосувати PMS, ми

змiнюєм ΦI i дивимось за екстремумом розрахованих величин, тобто критичних

показникiв для n = 7, n = 6 i для граничної вимiрностi nc(d).

Випадок n=7

Спочатку звернемось до випадку n = 7, що вiдповiдає найменшому цiлому

значеннi n, для якого знайдена стiйка НТ як у рамках НПРГ, так i у пертур-

бативних пiдходах з ε- або псевдо-ε розкладами. Ми знайшли НТ для усiх pmax.

Кривi для критичних показникiв ω, η i ν як функцiї α, розрахованi з pmax = 3

у d = 3, поданi на Рис. (7.25) i Рис. (7.26). Рiзнi кривi вiдповiдають рiзним зна-

ченням ΦI або, еквiвалентно, рiзним значенням ρfix ≡ 2κ, вiд 0.4 до 1.2. Хоча

ми проводили розрахунки для усiх ρfix мiж 0.4 i 1.2 з кроком 0.1, представляємо

тiльки основнi кривi для того, щоб не перевантажувати зображення. Результати

для ω показують, що стацiонарна крива отримується для ρfix ≃ 0.9 (суцiльна кри-
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Рис. 7.25. Критичнi показники ω (злiва) i η (справа) як функцiї параметру α для
n = 7, d = 3, pmax = 3. Рiзнi стилi кривих вiдповiдають рiзним зна-
ченням ρfix: пунктирна крива – ρfix =0.4, штрихова крива – ρfix =0.5,
штрих-пунктирна крива – ρfix =0.6, довга штрих-пунктирна крива –
ρfix =0.7, суцiльна крива – ρfix =0.9 i довга пунктирна крива – ρfix=1.2.
Чорнi точки позначають позицiї мiнiмумiв вiдповiдних кривих.
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Рис. 7.26. Критичний показник ν як функцiя параметра α для n = 7, d = 3,
pmax = 3. Пунктирна крива вiдповiдає ρfix =0.4, штрихова крива – ρfix
=0.5, штрихпунктирна крива – ρfix =0.6, довга штрихпунктирна крива
– ρfix =0.7, суцiльна крива – ρfix =0.9 i довга пунктирна крива – ρfix=1.2.
Не спостерiгається екстремуму на кривих.
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ва на Рис. (7.25)). Для вiдповiдної кривої, мiнiмум досягається для α ≃ 7.5, що

дає оптимальне значення ωopt. = ω(d = 3, α = 7.5) ≃ 0.475. Для η стацiонарна

крива отримується для ρfix ≃ 0.6 (штрихпунктирна крива на Рис.(7.25)). У цьому

випадку не спостерiгається нiякої стацiонарностi за α. Враховуючи результати,

отриманi для ρfix ≃ 0.4 i ρfix ≃ 0.5 (вiдповiдно пунктирна i штрихова кривi на

Рис. (7.25)), для яких ми дiстаємо явнi мiнiмуми, можемо розглядати, що у ви-

падку ρfix ≃ 0.6 iснує квазiмiнiмум при α = 2. Це дає майже оптимальне значення

ηopt. = η(d = 3, α = 2) = 0.039. Визначення ν є бiльш проблематичним, див.

Рис. (7.26). Справдi, у той час як є стацiонарна крива при змiнi ρfix для ρfix = 0.7

(довга штрихпунктирна крива на Рис. (7.26)), не спостерiгається екстремуму при

змiнi α. Однак, оскiльки крива ν(d = 3, α) дуже слабко змiнюється з α, для вели-

ких значень α можна отримати оцiнку ν(d = 3, α) в областi [0.730−0.740]. Ми даєм

остаточнi значення критичних показникiв з оцiнками меж похибок: ω = 0.475(2),

η = 0.039(2) i ν = 0.735(5). Цi значення можна порiвняти з тими, що отримуються

пертурбативно. Пiдхiд з ε-розкладом, виконаний в п’яти петлях у рамках схеми

мiнiмального вiднiмання [387], дає ω = 0.33(10), γ = 1.39(6) i ν = 0.71(4), що

приводить через скейлiнговi вiдношення до η = 0.042(4). Розрахунки у цьому ж

наближеннi i такiй же схемi, але без використання ε-розкладу [30], приводять до

значень ω = 0.5(2), η = 0.047(15) i ν = 0.68(4). У рамках шестипетлевого набли-

ження масивної схеми iз застосуванням пересумовування з конфорним вiдобра-

женням отримують такi значення [327]: ω = 0.23(5), η = 0.042(2) i ν = 0.68(2).

Межi похибок отриманi у пертурбативних i непертурбативних пiдходах показу-

ють, що у випадку n = 7 не спостерiгається сильного розходження мiж рiзними

пiдходами.

Випадок n=6

Для n = 6 ми знову знаходимо НТ для усiх pmax. Кривi для критичних

показникiв ω, η i ν як функцiї α, розрахованi з pmax = 3 у d = 3, поданi на

Рис. (7.27) i Рис. (7.28). Для ω стацiонарна крива отримується для ρfix ≃ 0.9

(суцiльна крива на Рис. (7.27)) з мiнiмумом при α ≃ 10.5. Це дає оптимальне зна-
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Рис. 7.27. Критичнi показники ω (злiва) i η (справа) як функцiї параметру α для
n = 6, d = 3, pmax = 3. Кривi рiзних стилiв вiдповiдають рiзним зна-
ченням ρfix: пунктирна крива – ρfix =0.4, штрихова крива – ρfix =0.5,
штрихпунктирна крива – ρfix =0.6, довга штрихпунктирна крива – ρfix
=0.8, суцiльна крива – ρfix =0.9 i довга пунктирна крива – ρfix=1.2. Чор-
нi точки показують позицiю мiнiмуму вiдповiдних кривих.
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Рис. 7.28. Критичний показник ν як функцiя параметру α для n = 6, d = 3,
pmax = 3. Пунктирна крива вiдповiдає ρfix=0.4, штрихова крива – ρfix
=0.5, штрихпунктирна крива – ρfix =0.6, довга штрихпунктирна крива
– ρfix =0.8, суцiльна крива – ρfix =0.9 i довга пунктирна крива – ρfix=1.2.
Не спостерiгається екстремуму на кривих.
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чення ωopt. = ω(d = 3, α = 10.5) ≃ 0.330. Для η стацiонарна крива отримується

для ρfix ≃ 0.6 (штрихпунктирна крива на Рис. (7.27)). У цьому випадку знову

немає стацiонарностi за α. Тим не менше, для близьких значень ρfix (порядку 0.4–

0.5, що вiдповiдають пунктирнiй i штриховiй кривим на Рис. (7.27)) отримується

явний мiнiмум. Продовжуючи його, отримуємо майже отимальне значення η, що

лежить мiж 0.040 i 0.045. Так як i у випадку n = 7, ми зустрiчаємо ту саму про-

блему для ν (див. Рис. (7.28)): у той час як є стацiонарна крива при змiнi ρfix

(при ρfix = 0.8, довга штрихпунктирна крива на Рис. (7.28)), не спостерiгається

екстремуму при змiнi α. Як i у випадку n = 7, можна вважати змiну ν(d = 3, α)

як плавну з α для великих значень α, i оцiнка ν(d = 3, α) може задаватись обла-

стю [0.69 − 0.70]. Ми даємо остаточнi значення критичних показникiв з оцiною

меж похибок: ω = 0.330(5), η = 0.042(2) i ν = 0.695(5). Критичний показник ν

можна порiвняти з результатами МК ν = 0.700(11) [519], що показує збiжнiсть

наших розрахункiв. Можна порiвняти цi результати з тими, що отриманi у п’яти-

петлевому наближеннi у рамках схеми мiнiмального вiднiмання без використання

ε-розкладу [30], для якого НТ знаходиться для усiх значень n. У випадку n = 6 цi

розрахунки приводять до η = 0.052(14) i ν = 0.66(4). Цi значення є порiвнюванi з

даним НПРГ i результатами МК. Однак, це досягається за рахунок великих меж

похибок, що дуже подiбно є наслiдком поганої збiжностi розрахункiв у пiдходi з

фiксованою вимiрнiстю простору, яка зокрема описана в попереднiх пiдроздiлах

цього роздiлу.

Гранична вимiрнiсть nc(d=3)

Давайте тепер розглянемо граничну вимiрнiсть nc(d = 3), розраховану з

pmax = 3 у рамках LPA′. Ми знаходимо оптимальне значення nc(d = 3, α) для

ρfix ∈ [0.8, 0.9] (див. суцiльну i довгу штрихпунктирну кривi на Рис. (7.29)). Однак,

не спостерiгається справжнього екстремуму nc(d = 3) у напрямку за α для цих

значень ρfix, хоча nc(d = 3) є майже нечутливе до α для α ∼ 15, див. Рис. (7.29).

Це дає найкраще можливе значення nc(d = 3): nc,opt(d = 3, α = 15) = 5.24(2).

Порiвняння зi значенням, отриманим використовуючи розклад за полями [309,
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Рис. 7.29. Гранична вимiрнiсть nc(d = 3, α) для pmax = 3. Пунктирна крива вiд-
повiдає ρfix =0.4, штрихова крива – ρfix =0.5, штрихпунктирна крива
– ρfix =0.6, довга штрихпунктирна крива – ρfix =0.8, суцiльна крива –
ρfix =0.9 i довга пунктирна крива – ρfix=1.2. Чорнi крапки позначають
позицiї мiнiмумiв кривих.

331–334], nc(d = 3) = 5.1, показує, що ефекти високих порядкiв розкладiв за

полем, знехтуванi у попереднiх пiдходах, не є досить помiтними. Бiльше того,

порiвнюючи зi значенням nc(d = 3) = 4.7, отриманим у рамках LPA, видно, що

вклади з похiдними також вiдiграють важливу роль. Наше значення nc(d = 3)

можна порiвняти з тими, що отримуються пертурбативно через ε- або псевдо-ε

розклади. У рамках ε-розкладу у п’ятипетлевому наближеннi знайдено nc(d =

3) = 6.1(6) [387], i псевдо-ε розклад у шестипетлевому наближеннi приводить до

nc(d = 3) = 6.22(12) [387] i nc(d = 3) = 6.23(21) [82]. Кiлькiсне узгодження не є

хорошим. Можна чекати, що вклади вищих порядкiв за похiдними у НПРГ пiдходi

виправлять ситуацiю. Однак, з якiсної точки зору усi цi результати узгоджуються

у тому, що нетривiальна НТ вiдсутня для n = 2 i n = 3.

7.4.5. Крива nc(d)

Нарештi ми розрахуємо nc(d) для значень d вiд d = 2.8 до d = 4. Вiдповiдна

суцiльна крива показана на Рис. (7.30) разом з штриховою, отриманою у рамках

пертурбативного п’ятипетлевого ε-розкладу [327], i штрихпунктурною, отрима-

ною у рамках пертурбативної шестипетлевої схеми без ε-розкладу [30]. Якiсне
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узгодження мiж НПРГ i результатами ε-розкладу є беззаперечним, хоча кiлькi-

сно залишаються деякi вiдносно значнi зазори мiж значеннями nc(d), отриманими

у рiзних пiдходах для деяких вимiрностей мiж d = 3 i d = 4. З iншого боку, сингу-

лярний характер результату, отриманого без ε-розкладу (nc(d) показує S-подiбну

форму), є також очевидний.

ìì

3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 4.0
d
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10
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nc

Рис. 7.30. Кривi nc(d). Суцiльна крива: LPA′ з чотирма функцiями. Ромб: значеня
nc(d = 3) отримане LPA′ з повним потенцiалом. Суцiльна крива: пер-
турбативна п’ятипетлева схема мiнiмального вiднiмання з ε-розкладом
[327]. Штрихпунктирна крива з чорними крапками: пертурбативна ше-
стипетлева схема мiнiмального вiднiмання без ε-розкладу [30].

Пiдхiд повного потенцiалу

Тут ми порiвняємо отриманий результат з тим, що отриманий з врахува-

нням повної польової залежностi ефективного потенцiалу. В останьому випадку

застосовувалось θ-обрiзання (7.23), яке дозволяє отримати аналiтичнi вирази для

рiвнянь РГ i провести iнтегрування у рiвняннях на потоки. Однак, через значнi

розрахунковi вимоги цього пiдходу розглядався тiльки випадок d = 3. Для про-

стоти, використовувалось ωk = 0, що справедливо, оскiльки ця константа зв’язку

грає мiнiмальну роль поблизу d = 3. У випадку n = 7 отримано такi критичнi

показники : η = 0.0438 i ν = 0.760. Цi значення є порiвнюванi з напiв-розкладом
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за полями (η = 0.039(2) i ν = 0.735(5)). У випадку n = 6 знайденi величи-

ни η = 0.0487 i ν = 0.716 можна порiвняти з η = 0.042(2) i ν = 0.695(5) з

напiв-розкладу за полями. Критичний показник ν також порiвнюваний з резуль-

татами МК (ν = 0.700(11)). Для nc(d = 3) пiдхiд повного потенцiалу приводить

до значення nc(d = 3) = 4.8 з використанням LPA. Порiвняння зi значенням

nc(d = 3) = 4.7, отриманим для LPA у напiв-розкладi за полями, показує, що

наш напiв-розклад майже збiжний, як сказано у пiдроздiлi 7.4.4. Беручи до уваги

вклади з похiдними при найнижчому порядку (LPA′) , знаходимо: nc(d = 3) = 5.4,

див. Рис. (7.30). Порiвняння зi значенням nc(d = 3) = 5.24(2), отриманим у рам-

ках LPA′ напiв-розкладу за полями, також пiдтверджує збiжнiсть напiв-розкладу.

Можна очiкувати, що члени вищих порядкiв за похiдними внесуть вклад, однак

зовсiм не виглядає, що вони значно змiнять загальну форму кривої nc(d), отри-

маної тут.

7.5. Висновки

Ми дослiдили критичнi показники, отриманi на основi пертурбативних рядiв

у пiдходi при фiксованiй вимiрностi простору для моделi фрустрованого магне-

тика при d = 3 у шестипетлевому порядку на залежнiсть вiд параметрiв вико-

ристаних процедур пересумовування. Для фрустрованих магнетикiв для n = 2

i n = 3 нашi результати в d = 3 показують велику чутливiсть показникiв до

параметрiв пересумовування α i b та погану збiжнiсть з числом петель. Порiвня-

ння з подiбними залежностями вiд параметрiв пересумовування для критичних

характеристик, O(n) та кубiчної моделей в d = 3, для яких вiдомi однозначнi та

точнi результати, забезпечує сильну пiдтримку хибного характеру нерухомих то-

чок для тривимiрних фрустрованих магнетикiв з для n = 2 i n = 3. Без надання

остаточної вiдповiдi на питання про характер ФП, який вiдбувається у фрустро-

ваних магнетиках в d = 3, нашi результати надають аргументи для заперечення

ФП другого роду. Оскiльки iншi дослiдження (ε-розклад, непертурбативна РГ),

передбачають поведiнку першого роду (див. [309]), ми, звичайно, приходимо до
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висновку, що тривимiрнi фрустрованi магнетики повиннi завжди проявляти по-

ведiнку першого роду при ФП.

Подiбне дослiдження ми провели також i для двовимiрних фрустрованих

магнетикiв, проаналiзувавши критичнi характеристики, отриманi на основi п’я-

типетлевих рядiв масивної схеми з використанням пiдходу при фiксованiй вимiр-

ностi простору у d = 2. Для такої вимiрностi простору ситуацiя бiльш неоднозна-

чна. Критичнi показники задовольняють принципи збiжностi у деяких випадках

(у певних порядках i для деяких показникiв), що мало б свiдчити про iснування

ФП при скiнченнiй температурi для гайзенбернгiвських спiнiв, спричиненого де-

конфайнментом топологiчних збуджень. Проте ретельне порiвняння мiж O(n) та

фрустрованою моделями показало, що наявнiсть неаналiтичностей псує визначе-

ння критичних показникiв i не дозволяє зробити однозначний висновок.

Оскiльки для прояснення ситуацiї не достатньо врахування вищих порядкiв

пертурбативного розкладу, ми використали пiдхiд НПРГ для розрахунку крити-

чної вимiрностi nc, що роздiляє значення n, для яких очiкується ФП другого роду,

вiд тих, для яких очiкується ФП першого роду. Розраховано значення nc як фун-

кцiю просторової вимiрностi, nc(d), для значень d вiд d = 2.8 до d = 4 у рамках

напiв-розкладу за полями, де залежнiсть вiд одного з iнварiантiв симетрiї моде-

лi, розглядається без наближень, тобто функцiонально, а виконується розклад

за iншим iнварiантом. Оцiнка для d = 3, явно пiдтверджує значення граничної

вимiрностi, що є значно вищим, нiж 3, nc(d = 3) = 5.24(2), виключаючи появу

ФП другого роду у фiзичних випадках n = 2 i n = 3. Наш результат пiдтверджує

ε- i псевдо-ε розклади, а також попереднi НПРГ пiдходи, основанi на рiвняннях

Польчинського i Веттерiха. Це суперечить результатам пертурбативного пiдходу

з фiксованою вимiрнiстю простору, а також недавнього пiдходу конформного буд-

страпу. Таким чином, показано, що висновок про ФП другого роду, отриманий у

рамках пiдходу з фiксованою вимiрнiстю простору, є сумнiвним. Що стосується

пiдходу конформного будстрапу [500], то, по-перше, критично важливо зрозумiти

статус зроблених припущень цього пiдходу, зокрема, iснування масштабної iнва-

рiантностi, щоб уникнути наперед заданих результатiв, по-друге, цей метод мав
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би давати iснування антикiральної НТ C− i “динамiку” НТ C+ та НТ C−, яка при

їхньому злиттi зi зменшенням n генерує криву nc(d).
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ВИСНОВКИ

Основнi висновки та результати проведених дослiджень можна сформулю-

вати у виглядi наступних тверджень.

1. Вперше дослiджено ефективну критичну поведiнку для систем з протя-

жними домiшками. Продемонстровано немонотонну поведiнку ефективних

динамiчних критичних показникiв до асимптотичного режиму. Отримано

аналiтичнi оцiнки для асимптотичних значень динамiчних критичних пока-

зникiв i показано, що присутнiсть протяжних домiшок збiльшує критичне

сповiльнення порiвняно з чистими системами та системами з нескорельова-

ним безладом. Вперше в рамках чисельних дослiджень отримано оцiнки для

показника анiзотропiї, чим пiдтверджено теоретично передбачену картину

анiзотропного скейлiнгу.

2. Для магнетикiв з випадковою анiзотропiєю продемонстровано важливiсть

розподiлу осi локальної анiзотропiї. Встановлено, що фазовий перехiд дру-

гого роду у феромагнiтне впорядкування може вiдбуватись тiльки для анi-

зотропного розподiлу. Вперше дослiджено ефективну динамiчну критичну

поведiнку для цих систем i показано, що пiдхiд до асимптотичного режиму

вiдбувається з областi високих значень ефективного динамiчного критично-

го показника.

3. Дослiджено ефективну динамiчну критичну поведiнку для магнетикiв зi

структурним безладом в рамках моделi С. Продемонстровано, що зв’язок не-

збережного параметра порядку зi збережною величиною має значний вплив

на ефективнi критичнi властивостi цих магнетикiв. Отримано немонотонний

пiдхiд ефективних динамiчних критичних показникiв до асимптотичного ре-

жиму, що дозволяє iнтерпретувати отриманi в експериментальних дослiдже-
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ннях значення як ефективнi.

4. Вперше отримано явнi вирази для функцiй розподiлу iмовiрностi внутрiш-

ньої енергiї та теплоємностi для двовимiрної моделi Iзiнга зi скiнченними

розмiрами з нескорельованими домiшками у критичнiй областi. Вони пока-

зують, що внутрiшня енергiя є несамоусереднюваною величиною, у той час

як теплоємнiсть, навпаки, самоусереднюваною.

5. Здiйснено аналiз впливу скорельованого структурного безладу на критичнi

властивостi двовимiрної моделi Iзiнга та двовимiрної моделi Ашкiна-Телера з

Ni “кольорами”. Встановлено, що в обох моделях спостерiгається нова крити-

чна поведiнка з критичним показником кореляцiйної довжини, що залежить

вiд степеня загасання кореляцiй безладу.

6. Проаналiзовано областi стiйкостi рiзних типiв мультикритичної поведiн-

ки в системах з двома зв’язаними параметрами порядку та симетрiєю

O(n)⊕ O(m) в залежностi вiд вимiрностi простору та вимiрностей пара-

метрiв порядку. Пiдтверджено, що мультикритична поведiнка анiзотропних

гайзенбергiвських антиферомагнетикiв у зовнiшньому полi, прикладеному

вздовж осi анiзотропiї, є тетракритичною. Встановлено, що високоiмовiр-

ною є реалiзацiя ефективної бiкритичної поведiнки.

7. Продемонстровано, що пiдхiд при фiксованiй вимiрностi простору, який ви-

користовується при аналiзi пертурбативних результатiв ренорм-групи для

критичної поведiнки, не усуває всiх нефiзичних розв’язкiв, якi є хибними.

Встановлено особливостi залежностi цих хибних розв’язкiв вiд внутрiшнiх

параметрiв використаних процедур.

8. Для магнетикiв з неколiнеарним впорядкуванням показано, що теоретичнi

передбачення фазового переходу другого роду для фiзичних випадкiв n = 2

та n = 3 насправдi описуються хибними розв’язками, таким чином пiдвер-

джуючи фазовий перехiд першого роду для таких систем. Цей результат

пiдкрiплено аналiтичною оцiнкою граничного значення вимiрностi параме-

тра порядку nc = 5.24± 0.02.



318

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

1. Domb C. The critical point. London : Taylor & Francis, 1996.

2. Chaikin P., Lubensky T. Principles of condensed matter physics. Cambidge :

Cambridge University Press, 1995.

3. Widom B. Equation of state in the neighborhood of the critical point // J.

Chem. Phys.. 1965. Vol. 43, no. 11. P. 3898–3905.

4. Kadanoff L. P. Scaling laws for Ising models near Tc // Physics. 1966. Vol. 2,

no. 6. P. 263–272.

5. Patashinskii A. Z., Pokrovskii V. L. Behavior of ordered systems near the tran-

sition point // Sov. Phys. JETP. 1966. Vol. 23, no. 2. P. 292–297.
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ДОДАТОК A

ФУНКЦIОНАЛИ ТА ТЕОРIЯ ЗБУРЕНЬ ДЛЯ
ОПИСУ МОДЕЛЕЙ З БЕЗЛАДОМ В РАМКАХ

КРИТИЧНОЇ ДИНАМIКИ МОДЕЛI С.

A.1. Динамiчнi функцiонали i розклад теорiї збурень

для магнетикiв з точковим безладом

Модель, що визначається виразами (1.17), (1.18), (4.95), у формулюваннi

Бауша-Янсена-Вагнера [339] буде описуватись неперенормованим лагранжiаном:

L =

∫
ddxdt

{
−Γ̊

n∑

i=1

φ̃0,iφ̃0,i+
n∑

i=1

φ̃0,i

(
∂

∂t
+Γ̊(µ0−∇2)

)
φ0,i+λ̊m̃0∇2m̃0

+m̃0

(
∂

∂t
− λ̊∇2

)
m0 +

1

3!
Γ̊u0

∑

i

φ̃0,iφ0,i
∑

j

φ0,jφ0,j

+Γ̊V (x)
∑

i

φ̃0,i(x, t)φ0,i(x, t) + Γ̊γ0m0

∑

i

φ̃0,iφ0,i

−1

2
λ̊γ0m̃0

∑

i

∇2φ0,iφ0,i

}
(A.1)

з новими допомiжними полями вiдгуку φ̃i(x, t). Є два способи усереднити безлад

за випадковим потенцiалом безладу V (x) в динамiцi. Перший спосiб є таким же,

як в статицi, й полягає у використаннi реплiчного трюку [107].

Однак, як було встановлено [262], результати на основi перенормування ре-

плiкованого лагранжiана в границi N → 0 спiвпадають з результатами перенор-

мування лагранжiана, отриманого уникаючи методу реплiк, тобто, у нашому ви-

падку, отриманого при усередненнi лагранжiану (A.1) за випадковим потенцiалом

з розподiлом (4.96). Лагранжiан, отриманий таким способом, можна записати у
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формi:

L = L0 + Lint + Lrs , (A.2)

де гаусова частина L0 задається (4.97), Lint задається (4.98), а Lrs задається (4.99).

Ми проводимо розрахунки на основi лагранжiану, визначеного (A.2), використо-

вуючи технiку дiаграм Фейнмана. Конструкцiйнi частини частини цих дiагам,

представленi на Рис. A.1 i на Рис. A.2.

k,w k ’ ’,w

i j
G(k, ω)δ(k+k′)δ(ω+ω′)δi,j

k,w k ’ ’,w

i j
C(k, ω)δ(k+k′)δ(ω+ω′)δi,j

k,w k ’ ’,w

i j H(k, ω)δ(k+k′)δ(ω+ω′)δi,j

k,w k ’ ’,w

i j D(k, ω)δ(k+k′)δ(ω+ω′)δi,j

Рис. A.1. Пропагатори для побудови дiаграм Фейнмана. G(k, ω) i H(k, ω) – про-
пагатори функцiй вiдгуку, тодi як C(k, ω) i D(k, ω) – пропагатори коре-
ляцiйних функцiй.

a

k,w

k ’ ’,w

i

j

k ’’ ’’,w

k ’’’ ’’’,w

m

l

ΓAδ(k + k′ + k′′ + k′′′)δ(ω + ω′ + ω′′ + ω′′′)

b
k,w

k ’ ’,w

i

j

k ’’ ’’,w

k ’’’ ’’’,w

l

m

Γ2Bδ(k + k′)δ(k′′ + k′′′)δ(ω + ω′)δ(ω′′ + ω′′′)

c k,w

k ’ ’,w

j
k ’’ ’’,w

i

Γ̊γ0δ(k + k′ + k′′)δ(ω+ω′+ω′′)δi,j

d
k,w

k ’ ’,w

i

j
k ’’ ’’,w

1
2λ̊γ0k

2δ(k + k′ + k′′)δ(ω+ω′+ω′′)δi,j

Рис. A.2. Вершини для моделi. Для вершини a лiтера A позначає
u0/3! (δi,jδl,m + δi,lδj,m + δi,mδj,l)/3. Для вершини b лiтера B позна-
чає 2∆0 δi,jδl,m. Вершини c i d з’являються через зв’язок iз збережною
величиною.

Пропагатори вiдгуку для параметра порядку G(k, ω) i збережної густини

H(k, ω) є такими:

G(k, ω) = 1/(−iω + Γ̊(µ0 + k2)) i H(k, ω) = 1/(−iω + λ̊k2) , (A.3)

у той час як пропагатори кореляцiйних функцiй C(k, ω) i D(k, ω) мають вигляд:

C(k, ω) = 2Γ̊/| − iω + Γ̊(µ0 + k2)|2 i D(k, ω) = 2̊λk2/| − iω + λ̊k2|2 . (A.4)
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З розрахованої за допомогою дiаграм Фейнмана двопетлевої функцiї

Γ̊φφ̃(ξ, k, ω) (див. р-ня (1.43)) видiляємо динамiчну функцiю Ω̊φ̃φ у формi:

Ω̊φ̃φ(ξ, k, ω) = 1 + Ω̊1
φ̃φ
(ξ, k, ω) + Ω̊2

φ̃φ
(ξ, k, ω), (A.5)

де однопетлевий вклад має структуру:

Ω̊1
φ̃φ
(ξ, k, ω) = 4∆0Γ̊

∫

k′

1

(−iω+Γ̊(ξ−2+k′2))(ξ−2+k′2)
+γΓ̊IC(ξ, k, ω), (A.6)

у той час як двопетлевi внески мають форму:

Ω̊2
φ̃φ
(ξ, k, ω) =

n+ 2

18
Γ̊u20W̊

(A)

φ̃φ
(ξ, k, ω)− n+ 2

3
Γ̊u0γ

2
0C̊

(T 3)

φ̃φ
(ξ, k, ω) +

Γ̊γ40S̊φ̃φ(ξ, k, ω)− 4
n+2

3
Γ̊u0∆0W̊

(CD2)

φ̃φ
(ξ, k, ω)+

16Γ̊∆2
0

(
W̊

(CD3)

φ̃φ
(ξ, k, ω)+W̊

(CD4)

φ̃φ
(ξ, k, ω)

)
+

4Γ̊∆0γ
2
0

(
W̊

(CD5)

φ̃φ
(ξ, k, ω) + W̊

(CD6)

φ̃φ
(ξ, k, ω) + 2W̊

(CD7)

φ̃φ
(ξ, k, ω)

)
. (A.7)

Вирази для iнтегралу IC i для W̊ (A), C̊(T 3) та S̊ чистої моделi C поданi у

Додатку A.1 роботи [410], вклади W̊ (CDi) є такими:

W̊
(CD2)

φ̃φ
(ξ, k, ω) =

∫

k′

∫

k′′

1

(ξ−2+k′2)(ξ−2+k′′2)(ξ−2+(k + k′ + k′′)2)

× 1

(−iω + Γ̊(ξ−2 + (k + k′ + k′′)2))
, (A.8)

W̊
(CD3)

φ̃φ
(ξ, k, ω) =

∫

k′

∫

k′′

Γ̊

(ξ−2 + k′′2)(−iω + Γ̊(ξ−2 + k′2))2

× 1

(−iω + Γ̊(ξ−2 + k′′2))
, (A.9)

W̊
(CD4)

φ̃φ
(ξ, k, ω) =

∫

k′

∫

k′′

1

(ξ−2 + k′2)(−iω+Γ̊(ξ−2+(k + k′ + k′′)2))
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×
[

1

(ξ−2 + k′′2)

(
1

(ξ−2 + (k + k′ + k′′)2)
+

Γ̊

−iω + Γ̊(ξ−2 + k′′2)

)

+
Γ̊2

(−iω + Γ̊(ξ−2 + k′2))(−iω + Γ̊(ξ−2 + k′′2))

]
, (A.10)

W̊
(CD5)

φ̃φ
(ξ, k, ω) =

∫

k′

∫

k′′

Γ̊2

(ξ−2+k′′2)(−iω+Γ̊(ξ−2+k′2))2

× 1

(−iω+Γ̊(ξ−2+k′′2)+λ̊(k′+k′′)2)
, (A.11)

W̊
(CD6)

φ̃φ
(ξ, k, ω) =

∫

k′

∫

k′′

Γ̊2

(ξ−2+k′′2)(−iω+Γ̊(ξ−2+k′2)+λ̊(k+k′)2)2

× 1

(−iω+Γ̊(ξ−2+k′′2)+λ̊(k+k′)2)
, (A.12)

W̊
(CD7)

φ̃φ
(ξ, k, ω) =

∫

k′

∫

k′′

1

(ξ−2+(k + k′ + k′′)2)(−iω+Γ̊(ξ−2 + k′2))

× 1

(−iω + Γ̊(ξ−2 + k′′2) + λ̊(k′ + k′′)2)

×
[

Γ̊

(ξ−2 + k′2)
+

Γ̊2

(−iω + Γ̊(ξ−2 + (k + k′ + k′′)2) + λ̊(k′ + k′′)2)

]
, (A.13)

.

A.2. Динамiчний перенормовуючий множник для Γ̊φ̃φ

Перенормовуючи Γ̊φ̃φ, ми отримуємо двопетлевий перенормовуючий множ-

ник Zφ̃ у формi:

Zφ̃ = 1−8
∆

ε
− 2

γ2

ε

W

1+W
+

1

ε2

[(
γ2

W

1+W

(
1

1+W
−
(n
2
−1
))

−n+ 2

3
u

)
γ2

W

1+W

+4∆γ2
(

W

1+W

)2

+20∆γ2
W

1+W
+ 96∆2−4

n+2

3
u∆
]
+

1

2ε

{[
n+2

3
u

(
1−3 ln

4

3

)
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+γ2
W

1+W

(
n

2
− W

1+W
−3(n+2)

2
ln

4

3
−1+2W

1+W
ln

(1+W )2

1+2W

)]
γ2

W

1+W
+3

n+2

3
u∆

−44∆2−12∆γ2
W

1+W

}
−n+2

12

u

ε

(
ln

4

3
− 1

12

)
+

4
∆

ε
γ2

W

1 +W

[
W

2
ln

W

1 +W
− 3

2
ln(1 +W )− 1

2

W

1 +W
lnW

]

(A.14)

A.3. Розклад теорiї збурень динамiчної РГ для

магнетика з випадковою анiзотропiєю

Розрахунки РГ на основi Лагранжiану, заданого р-ням (4.110), виконуються

з використанням технiки дiаграм Фейнмана. Конструкцiйнi частини цих дiаграм

такi, як i для моделi з випадковими вузлами, i поданi на Рис. A.1 i на Рис. A.2.

Де пропагатори функцiй вiдгуку G(k, ω) i H(k, ω) та пропагатори кореляцiйних

функцiй C(k, ω) iD(k, ω) знову виражаються р-нями (A.3) i (A.3). Але на Рис. A.2

позначення A означає u0/3! (δi,jδl,m + δi,lδj,m + δi,mδj,l)/3 або y0/3! δi,jδj,lδl,m, а по-

значення B – v0/3! δi,jδl,m або w0/3! δi,jδj,lδl,m.

Двопетлева динамiчна фукцiя отримана за допомогою дiаграм Фейнмана

буде мати вигляд, представлений р-ням (A.5), але однопетлевий внесок вже зада-

ється так:

Ω̊1
φ̃φ
(ξ, k, ω)=−v0+w0

3
Γ̊

∫

k′

1

(−iω+Γ̊(ξ−2 + k′2))(ξ−2+k′2)
+ γΓ̊IC(ξ, k, ω), (A.15)

тодi як двопетлевий внесок має форму:

Ω̊2
φ̃φ
(ξ, k, ω) = Γ̊(

n+ 2

18
u20 +

y20
6
+
u0y0
3

)W̊
(A)

φ̃φ
(ξ, k, ω)−

Γ̊(
n+ 2

3
u0 + y0)γ

2
0C̊

(T 3)

φ̃φ
(ξ, k, ω) + Γ̊γ40S̊φ̃φ(ξ, k, ω) +

Γ̊(
n+ 2

9
v0u0 +

y0w0

3
+
w0u0
3

+
y0v0
3

)W̊
(CD2)

φ̃φ
(ξ, k, ω) +

Γ̊(
v20
9
+
w2

0

9
+ 2

w0v0
9

)
(
W̊

(CD3)

φ̃φ
(ξ, k, ω) + W̊

(CD4)

φ̃φ
(ξ, k, ω)

)
−

Γ̊(
v0 + w0

3
)γ20

(
W̊

(CD5)

φ̃φ
(ξ, k, ω)+W̊

(CD6)

φ̃φ
(ξ, k, ω)+2W̊

(CD7)

φ̃φ
(ξ, k, ω)

)
. (A.16)
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У (A.15) i (A.16) вирази для iнтегралiв IC , W̊ (A), C̊(T 3) i S̊ чистої моделi

С поданi у Додатку A.1 роботи [410], тодi як внески для W̊ (CDi) представленi у

нашому Додатку A.1.

Перенормовуючи Γ̊φ̃φ отримуємо двопетлевий перенормовуючий множник

Zφ̃:

Zφ̃ = 1+
2

ε

v + w

3
− 2

γ2

ε

W

1 +W
+

1

ε2

[(
γ2

W

1 +W

(
1

1 +W
−
(n
2
− 1
))

−
(
n+ 2

3
v + y

))
γ2

W

1 +W
−
(
5 +

W

1+W

)
v + w

3
γ2

W

1+W
+

2

3
v2 +

4

3
vw +

2

3
w2 +

n+ 2

9
uv +

yv

3
+
uw

3
+
yw

3

]
+

1

2ε

{[(
n+2

3
u+ y

)(
1−3 ln

4

3

)
+γ2

W

1+W

(
n

2
− W

1+W
−3(n+2)

2
ln

4

3
−

1+2W

1+W
ln

(1+W )2

1+2W

)]
γ2

W

1+W
−11

36
v2−3(n+ 2)

36
uv−11

18
vw−vy

4
−

uw

4
−(v + w)γ2

W

1+W

}
−1

ε

(
n+2

12
u2 +

uy

6
+
y2

4

)(
ln

4

3
− 1

12

)
−

1

ε

v + w

3
γ2

W

1 +W

[
W

2
ln

W

1 +W
− 3

2
ln(1 +W )− 1

2

W

1 +W
lnW

]
. (A.17)
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ДОДАТОК B

ЕЛЕМЕНТИ ПIДХОДУ РГ ДО КРИТИЧНОЇ
ПОВЕДIНКИ ДВОВИМIРНИХ МОДЕЛЕЙ З

БЕЗЛАДОМ

B.1. Знаходження розподiлу внутрiшньої енергiї

двовимiрної моделi Iзiнґа з нескорельованим

безладом

У цьому додатку ми пояснимо виведення р-ня (5.40) бiльш детально. Давай-

те розглянемо величину

I(τ) =

∫

|p|<1

d2p

p2 + τ 2
f
[
ln(1/p)

]
, (B.1)

де f(κ) є “достатньо доброю” (не занадто розбiжною) функцiєю у границi κ→ ∞,

тобто, limκ→∞ f(κ) exp{−κ} → 0. Провiдну сингулярнiсть I(τ) у границi τ → 0

можна оцiнити стандартним чином:

I(τ) ∼
∫

|τ |<|p|<1

d2p

p2
f
[
ln(1/p)

]
∼

1∫

|τ |

dp

p
f
[
ln(1/p)

]
∼

ln(1/|τ |)∫

0

dκ f(κ), (B.2)

де κ = ln(1/p). Тепер розглянемо дещо складнiший об’єкт:

Ĩ(τ) ≡
∫

|p|<1

d2p

p2 + µ2(p)
f
[
ln(1/p)

]
, (B.3)

де замiсть τ 2 у знаменнику ми маємо p-залежний масовий член µ2(p),

µ2(p) =
τ 2

1 + 2
π
g0 ln(1/p)

, (B.4)
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як це є у випадку, коли розраховують сингулярнiсть теплоємностi слабко невпо-

рядкованої двовимiрної моделi Iзiнґа. Можна розглянути два граничнi випадки:

(a) 2
πg0 ln(1/|τ |) ≪ 1 or |τ | ≫ exp(−π/2g0) ≡ τ∗. У цьому випадку iнтегруючи за

p, можна опустити присутнiсть нетривiального знаменника в (B.4) i маємо

Ĩ(τ) ∼
1∫

|τ |

dp

p
f
[
ln(1/p)

]
∼

ln(1/|τ |)∫

0

dκ f(κ), (B.5)

що спiвпадає з “чистим” випадком (B.2).

(b) 2
πg0 ln(1/|τ |) ≫ 1 or |τ | ≪ τ∗. У цьому випадку ми маємо

Ĩ(τ) ≡
∫

|p|<1

d2p

p2 + µ2(p)
f
[
ln(1/p)

]
∼

1∫

p∗(τ)

dp

p
f
[
ln(1/p)

]
, (B.6)

де p∗(τ) визначається з умови:

p∗ ∼ |τ |√
g0 ln(1/p∗)

, (B.7)

яка дає

p∗(τ) ∼ |τ |√
g0 ln(1/|τ |)

. (B.8)

Пiдставляючи це у (B.6), ми дiстаємо

Ĩ(τ) ∼
κ∗(τ)∫

0

dκ f(κ), (B.9)

де в границi |τ | → 0,

κ∗(τ) ∼ ln
[√g0 ln(1/|τ |)

|τ |
]

= ln(1/|τ |) +
1

2
ln ln(1/|τ |) +

1

2
ln(g0)

∼ ln(1/|τ |) + O
(
ln ln(1/|τ |)

)
. (B.10)

Тому, у цьому випадку ми маємо

Ĩ(τ) ∼
ln(1/|τ |)∫

0

dκ f(κ), (B.11)
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що означає, що у цiй границi τ → 0 в обох випадках (a) i (b) ми можемо

обмежити iнтегрування за p при p∗ ∼ τ . Зазначимо, що тут |τ |−1 ∼ ξ, де ξ

– кореляцiйна довжина, тому присутнiсть безладу породжує логарифмiчнi

поправки до кореляцiйної довжини.

У випадку, який ми розглядаємо, ситуацiя є дещо складнiша через наявнiсть дру-

гого члену в дужках в р-ня (5.34). Згiдно р-нь (5.34)–(5.36) у границi τ → 0 (при

|τ | ≪ τ∗ де g0κ≫ 1) маємо:

µ(p) ∼
τ + 1

2(ǫN) ln
(
g0 ln(1/p)

)

√
g0 ln(1/p)

. (B.12)

Згiдно з застосуванням технiки реплiк, ми маємо спочатку прийняти, що для

даного значення реплiчного параметру N значення параметру ǫ є меншим, нiж

iншi величини, так що (ǫN) ln ln(1/|τ |) ≪ 1, тодi iнтегрування за p обмежується

p∗ ∼ τ , як i в попереднiх прикладах. З iншого боку, у подальшому iнтегруваннi

в iнверсному перетвореннi Лапласа за аналiтичним продовженням параметра N

в комплексну площину, його релеванте значення є порядку 1/ǫ, що означає, що

значення (комплексного) добутку (ǫN) є скiнченним.

B.2. Вершиннi функцiї для моделi Iзiнґа з

далекосяжно скорельованим безладом

Тут ми представляємо вирази для вершинних функцiй двовимiрної моделi

Iзiнґа з далекосяжно скорельованим безладом, використовуючи дiаграмне пред-

ставлення (див. Рис. 5.1 i Рис. 5.2). Беручи до уваги комбiнаторнi фактори для

дiаграм, двоточкова функцiя має форму:

Γ(2)(p) = σp
{
1 + A1

2v0 − C0,0
3 u20 − (C1,0

3 + C0,1
3 )u0v0 − C1,1

3 v20

}

−iµ0
{
1−A0

1u0 −A1
1v0

+(C0,0
1 + C0,0

2 )u20 + (C1,0
1 + C0,1

1 + C1,0
2

+C0,1
2 )u0v0 + (C1,1

1 + C1,1
2 )v20

}
. (B.13)
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Короткосяжна частина повної чотириточкової вершинної функцiї записується:

Γ(4)
u (0) = u− 2B0,0

1 u2 − 2B0,1
1 uv + u2v(D̃1,0,0

12 + 2D̃1,0,0
14

+2D1,0,0
1 + 2D1,0,0

2 + 4D1,0,0
3 + 4D1,0,0

4 +D1,0,0
5

+4D̃1,0,0
6 + D̃0,1,0

12 + 2D̃0,1,0
14 + 2D0,1,0

1 + 2D0,1,0
2

+4D0,1,0
3 + 4D0,1,0

4 +D0,1,0
5 + 4D̃0,1,0

8 + D̃0,0,1
12

+2D̃0,0,1
14 + 4D̃0,0,1

6 ) + uv2(D̃1,1,0
12 + 2D̃1,1,0

14

+2D1,1,0
1 + 2D1,1,0

2 + 4D1,1,0
3 + 4D1,1,0

4 +D1,1,0
5

+4D̃1,1,0
6 + D̃1,0,1

12 + 2D̃1,0,1
14 + 4D̃1,0,1

6

+D̃0,1,1
12 + 2D̃0,1,1

14 + 4D̃0,1,1
6 ) + v3(D̃1,1,1

12

+2D̃1,1,1
14 + 4D̃1,1,1

6 ) + u3(D̃0,0,0
12 + 2D̃0,0,0

14

+2D0,0,0
1 + 2D0,0,0

2 + 4D0,0,0
3

+4D0,0,0
4 +D0,0,0

5 + 4D̃0,0,0
6 ), (B.14)

де D̃a,b,c
i = Da,b,c

i +Da,b,c
i+1 . Довгосяжна частина чотириточкової вершини задається

як

Γ(4)
v (0) = v − 2B1,1

1 v2 − 2B1,0
1 uv + v3(2D1,1,1

1 + 2D1,1,1
2

+4D1,1,1
3 + 4D1,1,1

4 +D1,1,1
5 ) + uv2(2D1,0,1

1

+2D1,0,1
2 + 4D1,0,1

3 + 4D1,0,1
4 +D1,0,1

5 + 2D0,1,1
1

+2D0,1,1
2 + 4D0,1,1

3 + 4D0,1,1
4 +D0,1,1

5 )

+u2v(2D0,0,1
1 + 2D0,0,1

2 + 4D0,0,1
3 + 4D0,0,1

4

+D0,0,1
5 ). (B.15)

Полюси i скiнченi частини однопетлевих дiаграм (Aa
i у (B.13) i Ba,b

i у (B.14), (B.15)

показанi на Рис. 5.1) поданi у Таблицi B.1 разом з комбiнаторними факторами.

Полюси двопетлевих дiаграм (Ca,b
i у (B.13) i Da,b,c

i у (B.14), (B.15) показанi на

Рис. 5.2) пiдсумованi у Таблицях B.2 i B.3. Деякi двопетлевi iнтеграли, що з’явля-

лись у розрахунках полюсiв, зiбранi у Додатку B.3. Кутовi дужки у таблицях B.1,

B.2 i B.3 позначають внески, що походять вiд маси у чисельнику чистого пропо-
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гатора (5.78). Цi внески скорочуються у Z-факторах (5.95)–(5.98) принаймнi до

двопетлевого порядку, як i у випадку нескорельованого безладу [440].

Табл. B.1. Полюси i скiнченнi частини одно-петлевих дiаграм в одиницях Kd

2
. C.F.

– це комбiнаторний фактор. Кутовi дужки позначають внески з маси
у чисельнику чистого пропагатора (5.78).

Diag. Value C.F.
A0

1 〈2
ε
〉 1

A1
1 〈2δ 〉 1

A0
2 0 1

A1
2 1− ε

δ 1
B0,0

1 = B1,0
1

2
ε − 1− 〈1〉 2

B0,1
1 = B1,1

1
2
δ − 1− 〈1〉 2

Ba,b
2 + Ba,b

3 −〈1〉 2

B.3. Таблиця двопетлевих iнтегралiв

Тут наводимо список iнтегралiв з двома петлями, якi є допомiжними при

обчисленнi двопетлевих дiаграм. Для обчислення цих iнтегралiв ми використо-

вували методи, основанi на представленi гiпергеометричних функцiй, якi були

розробленi у роботi [46] для моделi φ4 зi скорельованим безладом. Введемо ско-

роченi позначення [1] := q21 + µ2, [2] := q22 + µ2, [3] := (q1 + q2)
2 + µ2, K̂ =

K2
d

4 ,

а також скороченi позначення для iнтегрування
∫

=
∫
~q1

∫
~q2
. Приведено тiльки

полюси, опускаючи члени порядку O(1), якщо явно не зазначено iншого.

B.3.1. a = b = c = 0

∫
1

[1][2]
=

∫
1

[1][3]
=K̂µ−2ε

[
4

ε2

]
, (B.16)

∫
1

[1][3]2
=

∫
1

[1][2]2
=K̂µ−2ε−2

[
2

ε
+ O(ε)

]
. (B.17)
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Табл. B.2. Полюси i скiнченнi частини двопетлевих дiаграм в одиницях K̂. C.F.
– це комбiнаторний множник. Кутовi дужки позначають внески з маси
у чисельнику чистого пропагатора (5.78).

Дiаграми Рiзнi вершини Полюси C.F.
{a, b, c}

Ca,b
1 {0, 0} 4

ε2 (1− ε) 1
{1, 0} 4

δε (1− δ) 1
{0, 1} 8

δ(ε+δ) − 8ε
δ(ε+δ) 1

{1, 1} 2(3δ−ε)
δ2(2δ−ε) −

2(δ+ε)
δ2 1

Ca,b
2 {0, 0} 2

ε2
1

{1, 0},{0, 1} 4
ε(δ+ε) 1

{1, 1} 2(3δ−2ε)
δ2(2δ−ε) 1

Ca,b
3 {0, 0} 1

ε 1
{1, 0},{0, 1} 2

ε − 2
ε+δ 1

{1, 1} (3δ−2ε)
δ2 1

Da,b,c
1 {0, 0, 0}, {0, 0, 1} 4

ε2
(1− ε)−

〈
4
ε

〉
2

{1, 0, 0}, {1, 0, 1} 4
εδ

(
1− ε+δ

2

)
−
〈
2
ε

〉
−
〈
2
δ

〉
2

{0, 1, 0}, {0, 1, 1} 8
δ(ε+δ)

(
1− ε+δ

2

)
−
〈
4
δ

〉
2

{1, 1, 0},{1, 1, 1} 2(3δ−ε)
δ2(2δ−ε)−

2(3δ−ε)
δ(2δ−ε)−

〈
2(3δ−ε)
δ(2δ−ε)

〉
2

Da,b,c
2 {0, 0, 0},{0, 0, 1} − 2

ε2 +
2
ε +

〈
2
ε

〉
2

{1, 0, 0},{0, 1, 0},{1, 0, 1},{0, 1, 1} − 4
δ(ε+δ) +

2
δ +

〈
2
δ

〉
2

{1, 1, 0},{1, 1, 1} − 2
δ(2δ−ε) +

2
2δ−ε +

〈
2

2δ−ε
〉

2

Da,b,c
3 {0, 0, 0},{0, 0, 1} 2

ε2 − 2
ε −

〈
2
ε

〉
4

{1, 0, 0},{1, 0, 1} 4
ε(ε+δ) − 2

ε −
〈
2
ε

〉
4

{0, 1, 0},{0, 1, 1} 4
δ(ε+δ)

− 2
δ
−
〈
2
δ

〉
4

{1, 1, 0},{1, 1, 1} 2
δ2 − 2

δ −
〈
2
δ

〉
4

Da,b,c
4 {0, 0, 0},{0, 0, 1},{1, 0, 0},{1, 0, 1} −

〈
2
ε

〉
4

{0, 1, 0},{0, 1, 1} −
〈
2
δ

〉
+ 2(δ−ε)

δ(ε+δ) 4

{1, 1, 0},{1, 1, 1} −
〈
2
δ

〉
+ (δ−ε)

δ2 4
Da,b,c

5 {0, 0, 0},{0, 0, 1} 4
ε2 − 4

ε −
〈
4
ε

〉
1

{1, 0, 0},{0, 1, 0},{1, 0, 1},{0, 1, 1} 4
εδ − 2

ε − 2
δ −

〈(
2
ε +

2
δ

)〉
1

{1, 1, 0},{1, 1, 1} 4
δ2 − 4

δ −
〈
4
δ

〉
1

Da,b,c
6 +Da,b,c

7 {0, 0, 0},{0, 1, 0},{0, 0, 1},{0, 1, 1} −
〈
4
ε

〉
4

{1, 0, 0},{1, 1, 0},{1, 0, 1},{1, 1, 1} −
〈
4
δ

〉
4

Da,b,c
8 +Da,b,c

9 {a, b, c} 0 2
Da,b,c

10 +Da,b,c
11 {a, b, c} 0 2
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Табл. B.3. Полюси i скiнченнi частини двопетлевих дiаграм в одиницях K̂ (про-
довження). C.F. – це комбiнаторний множник. Кутовi дужки познача-
ють внески з маси у чисельнику чистого пропагатора (5.78).

Дiаграми Рiзнi вершини Полюси C.F.
{a, b, c}

Da,b,c
12 +Da,b,c

13 {0, 0, 0} 4
ε2 − 2

ε 1
{1, 0, 0},{0, 0, 1} 4

δε − 2
ε 1

{0, 1, 0} 8
δ(δ+ε) − 4

δ+ε 1

{1, 1, 0},{0, 1, 1} 2(3δ−ε)
δ2(2δ−ε) − 3δ−ε

δ2 1

{1, 0, 1} 4
δ2 −

2(2δ−ε)
δ2 1

{1, 1, 1} 8
(2δ−ε)(3δ−ε) −

4(3δ−2ε)
(2δ−ε)(3δ−ε) 1

Da,b,c
14 +Da,b,c

15 {0, 0, 0} − 2
ε2
+ 2

ε
2

{1, 0, 0} 4
δ(δ+ε)

− 4
εδ
+ 2

ε
2

{0, 1, 0},{0, 0, 1} − 4
δ(δ+ε) +

4
δ+ε 2

{1, 1, 0},{1, 0, 1} − 2
δ2 +

3
δ − ε

δ2 2
{0, 1, 1} − 2

δ(2δ−ε) +
2
δ

2
{1, 1, 1} − 4

(2δ−ε)(3δ−ε) − 2
2δ−ε +

8
3δ−ε 2

B.3.2. a 6= 0

∫
qa−d1

[1][2]
=

∫
qa−d1

[1][3]
=K̂µ−ε−δ

[
4

εδ

]
, (B.18)

∫
qa−d1

[2][3]
= K̂µ−ε−δ

[
8

δ(δ + ε)

]
, (B.19)

∫
qa−d1

[1][2]2
=

∫
qa−d1

[1][3]2
= K̂µ−ε−δ−2

[
2

δ

]
, (B.20)

∫
qa−d1

[2]2[3]
=

∫
qa−d1

[2][3]2
= K̂µ−ε−δ−2

[
2

δ

]
, (B.21)

∫
q21q

a−d
1

[2]2[3]2
= K̂µ−ε−δ−2

[
4

δ

]
, (B.22)

∫
qa−d1

[1]2[2]
= K̂µ−ε−δ−2

[
2

ε

]
, (B.23)
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∫
q21q

a−d
1

[2]3[3]
= K̂µ−ε−δ−2 [−1 +O(δ, ε)] , (B.24)

∫
qa−d1

[2]3[3]
= K̂µ−ε−δ−4

[
1

δ

]
. (B.25)

B.3.3. a 6= 0, b 6= 0

∫
qa−d1 qa−d2

[1][2]
= K̂µ−2δ

[
4

δ2

]
, (B.26)

∫
qa−d1 qa−d2

[1][3]
=

∫
qa−d1 qa−d2

[2][3]
=K̂µ−2δ

[
2(3δ−ε)
δ2(2δ−ε)

]
, (B.27)

∫
qa−d1 qa−d2

[1][3]2
=

∫
qa−d1 qa−d2

[2][3]2
=K̂µ−2δ−2

[
2

2δ−ε

]
, (B.28)

∫
qa−d1 qa−d2

[2]2[3]
=

∫
qa−d1 qa−d2

[1][2]2
=K̂µ−2δ−2

[
2

δ

]
, (B.29)

∫
q22q

a−d
1 qa−d2

[1]2[3]
= K̂µ−2δ

[
2(3δ − ε)

δ2(2δ − ε)
− 2(3δ − ε)

δ2

]
,

(B.30)

∫
[2]qa−d1 qa−d2

[1]2[3]2
=K̂µ−2δ−2

[
2(3δ − ε)

δ(2δ − ε)

]
, (B.31)

∫
[2]qa−d1 qa−d2

[1][3]2
=K̂µ−2δ

[
2(3δ − ε)

δ2(2δ − ε)
− 2

δ

]
, (B.32)
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∫
[2]qa−d1 qa−d2

[1]2[3]
=K̂µ−2δ

[
2(3δ − ε)

δ2(2δ−ε)−
2(2δ−ε)

δ2

]
,

(B.33)

∫
q42q

a−d
1 qa−d2

[1]2[3]2
=K̂µ−2δ

[
8(3δ−ε)
δ2(2δ−ε)−

2(8δ−3ε)(3δ−ε)
δ2(2δ−ε)

]
.

(B.34)

B.3.4. b 6= 0, c 6= 0

∫
q
2(a−d)
2

[1][2]
=

∫
q
2(a−d)
2

[2][3]
= K̂µ−2δ

[
4

ε(2δ−ε)

]
, (B.35)

∫
q
2(a−d)
2

[1][3]
= K̂µ−2δ

[
4

δ(2δ − ε)

]
, (B.36)

∫
q
2(a−d)
2

[1][2]2
=

∫
q
2(a−d)
2

[2]2[3]
= K̂µ−2δ−2

[
2

ε

]
. (B.37)

B.3.5. a 6= 0, b 6= 0, c 6= 0

∫
qa−d1 q

2(a−d)
2

[1][2]
=K̂µ−3δ+ε

[
4

δ(2δ − ε)

]
, (B.38)

∫
qa−d1 q

2(a−d)
2

[1][3]
=K̂µ−3δ+ε

[
4(5δ−3ε)

(3δ−2ε)(2δ−ε)(3δ−ε)

]
, (B.39)

∫
qa−d1 q

2(a−d)
2

[2][3]
=K̂µ−3δ+ε

[
8(2δ−ε)

δ(3δ−2ε)(3δ−ε)

]
, (B.40)
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∫
qa−d1 q

2(a−d)
2

[2]2[3]
= K̂µ−3δ+ε−2

[
2

δ

]
, (B.41)

∫
qa−d1 qa−d2 |q1+q2|a−d

[1][2]
=K̂µ−3δ+ε

[
8

(2δ−ε)(3δ−ε)

]
.

(B.42)

B.4. Логарифмiчнi поправки для короткосяжного

безладу

Для обчислення субдомiнантних логарифмiчних поправок до скейлiнгової

поведiнки у двох вимiрах, викликаних короткосяжним безладом, ми повиннi зна-

йти асимптотичний потiк до гаусiвської нерухомої точки. Тут робимо це для дво-

петлевого порядку. Рiвняння потоку запишеться:

du

dl
= βu(u, v = 0) = −4u2 + 8u3 + O(u4), (B.43)

dln τ

dl
= −[1 + γ(u, 0)] = −1 + 2u− 2u2 +O(u3), (B.44)

d lnF

dl
= γ(u, 0) = −2u+ 2u2 + O(u3), (B.45)

де l = ln ξ, i F є вершинною функцiєю з вставкою композитного оператора

ψ̄(0)ψ(0), визначеного у роботах [290, 451]. Асимптотична поведiнка розв’язку

р-ня (B.43) у границi l → ∞ є такою:

u(l) =
1

4l
+

ln l

8l2
+O

(
1

l2

)
. (B.46)

Пiдставляючи потiк (B.46) у р-ня (B.44), отримаємо:

τ−1 ∼ ξ(ln ξ)−1/2

[
1 +

ln ln ξ

4 ln ξ

]
. (B.47)

Обертаючи цю рiвнiсть з логарифмiчною точнiстю, ми приходимо до р-ня (5.105).

Сингулярна частина питомої теплоємностi в асимптотичному режимi задається

Csing =
∫
dlF 2(l) [451]. Розв’язуючи р-ня (B.45), отримаємо:

Csing(l) = ln l

[
1− 1

2 ln l

]
. (B.48)
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Використовуючи l = ln ξ, де ξ подана р-ням (5.105), виводимо р-ня (5.106).

B.5. Кореляцiйна функцiя

Тепер обчислимо двоточкову функцiю (5.124) для реплiки α = 1 до най-

нижчого порядку за безладом. Поправка першого порядку за безладом може бути

роздiлена на частини SR та LR наступним чином:

〈O1(r)O1(0)〉S = 〈O1(r)O1(0)〉0 + δ
(1)
SR 〈O1(r)O1(0)〉

+δ
(1)
LR 〈O1(r)O1(0)〉 . (B.49)

Провiдний вклад у р-ня (B.49) дає двоточкову функцiю для чистої системи:

〈O1(r)O1(0)〉0 =
〈
sin

√
πφ1(r) sin

√
πφ1(0)

〉
0

=
1

(2i)2

〈
(ei

√
πφ1(r) − e−i

√
πφ1(r))

× (ei
√
πφ1(0) − e−i

√
πφ1(0))

〉
0

=
1

2

〈
ei
√
π(φ1(r)−φ1(0))

〉
0
=

1

2
(Λr)−1/2, (B.50)

де ми використовували р-ня (5.120) i (5.121). Поправка першого порядку за коро-

ткосяжним безладом була розрахована в роботi [275] з використанням бозонiзацiї

двовимiрної масивної моделi Тiрiнга [7]. Остання дозволяє виключити вклади в

дiї (5.123), якi є дiагональними у реплiках i локальнi в просторi за допомогою

рiвностi:
[
Λ

π
cos

√
4πϕ(r)

]2
= − 1

2π
(∇ϕ)2. (B.51)

У результатi кiнетичний член масштабується фактором 1 + u0/(2π). Члени, недi-

агональнi за реплiками, не дають вкладу в однопетлеве наближення. Використо-

вуючи ϕ = [1 + u0/(2π)]
−1/2ϕ′, отримуємо для короткосяжного безладу:

〈O1(r)O1(0)〉0 + δ
(1)
SR 〈O1(r)O1(0)〉

=
1

2
(Λr)−1/[2(1+u0/(2π))] ≈ 1

2
(Λr)−1/2

[
1 +

u0 ln rΛ

4π

]
.
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(B.52)

Для довгосяжного безладу ми розраховуємо поправки явно:

δ
(1)
LR 〈O1(r)O1(0)〉 =

Λ2

2π2

∫
d2r1d

2r2g(r1 − r2)
〈
sin

√
πφ1(r)× sin

√
πφ1(0) cos

√
4πϕ1(r1)

cos
√
4πϕ1(r2)

〉
= − Λ2

2π2
22

22(2i)2

∫
d2r1d

2r2g(r1 − r2)

×
〈
ei
√
πφ1(r)e−i

√
πφ1(0)ei

√
4πφ1(r1)e−i

√
4πφ1(r2)

〉

=
Λ2

8π2
(Λr)−1/2

∫
d2r1d

2r2g(r1 − r2)(Λ|r1 − r2|)−2

×|r − r1||r2|
|r − r2||r1|

. (B.53)

Беручи g(r1 − r2) як обернене перетворення Фур’є (5.77) при d = 2,

g(r1 − r2) = u0δ
(2)(r1 − r2) +

v0δ

2π
|r1 − r2|−a, (B.54)

де δ(2) є двовимiрною δ-функцiєю, i покладаючи u0 = 0, знаходимо:

δ
(1)
LR 〈O1(r)O1(0)〉 =

(Λr)−1/2

8π2
v0δ

2π
|r|δJ

(
1

2
,
δ

4

)
, (B.55)

де введено iнтеграл:

J(p, τ) = FP
∫
d2r1d

2r2|r1 − r2|4(τ−1)

[ |e− r1||r2|
|e− r2||r1|

]2p
.

(B.56)

Тут e – це довiльний одиничний вектор, i FP означає “скiнченну частину” у сенсi

вимiрної регуляризацiї. Метод розрахунку iнтегралу типу (B.56) був розвинутий

у роботах [443, 521, 522]. Вiн записується:

J(p, τ)

4π2
=

p2

8τ 2
+ O(τ−1). (B.57)

Збираючи усi фактори, ми приходимо до р-ня (5.124).
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B.6. Скейлiнгова поведiнка з рiвнянь на потоки

Тут покажемо як асимптотичну скейлiнгову поведiнку для двовимiрнгої мо-

делi Ашкiна-Телера з далекосяжним безладом можна вивести з рiвнянь на потоки:

dX(l)

dl
= βX [λ(l), u(l), v(l)], X=λ, u, v, (B.58)

d ln τ(l)

dl
= −1−γ[λ(l), u(l), v(l)], d lnF (l)

dl
=γ[λ(l), u(l), v(l)]. (B.59)

Для λ i u:

dλ

dl
= 2(Ni − 2)λ2 − 4λu,

du

dl
= 4(Ni − 1)λu− 4u2. (B.60)

Для Ni = 2 ми вводимо x = u/|λ|, що веде до

d lnx

dl
= 4λ,

d ln |λ|
dl

= −4x|λ|. (B.61)

Для λ0 > 0 ми знаходимо x+lnλ = const. Таким чином, асимптотична поведiнка

для великих l запишеться:

u ≈ 1

4l
, λ =

1

4l ln 4l
. (B.62)

Пiдставляючи р-ня (B.62) у р-ня (B.58) i враховуючи, що потiк в основному ви-

значається u(l), отримаємо р-ня (5.151). Для λ0 < 0 знаходимо x− ln |λ| = const

i

d|λ|
dl

= −4λ2(x0 + lnλ/λ0), (B.63)

яка має розв’язок на НТ λ∗ = λ0e
−x0, x∗ = u∗ = 0. Пiдставляючи цю НТ у

р-ня (5.92) i (5.143), отримуємо скейлiнгову поведiнку (5.152).

У випадку Ni > 2 ми змiнюємо змiннi x = ±u/λ i y = uNi−2/λ2(Ni−1), де “+”

i “−” вiдповiдають δ > 0 i δ < 0, вiдповiдно. Це дає:

d ln x

dl
= ±2Ni

x(Ni−2)/Ni

y1/Ni
,

d ln y

dl
= 4Ni

x2(Ni−1)/Ni

y1/Ni
. (B.64)

Роздiливши перше рiвняння на друге, отримуємо:

d lnx

dl
= ±2Ni

x2(Ni−1)/Ni

y
1/Ni
0

e±2(x0−x)/Ni, ln y/y0 = ±2(x− x0). (B.65)
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Ми визначаємо x0 = ±u0/λ0, y0 = uNi−2
0 /λ

2(Ni−1)
0 i a0 = e±2x0/y0. Для λ0 > 0

знаходимо x−2+2/Nie2x/Ni ≈ 4la
1/Ni
0 . Тому асимптотична поведiнка для великого l

задається:

u ≈ 1

4l
, λ =

1

2lNi ln 4l
. (B.66)

Пiдставляючи р-ня (B.66) у р-ня (B.58) i вважаючи, що потiк в основному ви-

значається u(l), ми отримаємо рiвняння (5.151). Для λ0 < 0 знайдемо x−1+2/Ni ≈
2(Ni − 2)la

1/Ni
0 , яке приводить до наступної асимптотичної поведiнки:

u ≈ a
−1/(Ni−2)
0

[2(Ni − 2)l]2(Ni−1)/(Ni−2)
, λ = − 1

2(Ni − 2)l
. (B.67)

Пiдставляючи р-ня (B.67) у р-ня (B.58) i вважаючи, що потiк в основному визна-

чається λ(l), ми отримуємо таку саму скейлiнгову поведiнку як у р-нi (5.149).
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ДОДАТОК C

ЕЛЕМЕНТИ НПРГ ДЛЯ ФРУСТРОВАНИХ
МАГНЕТИКIВ

C.1. Пропагатор

Пропагатор моделi є матрицею, компоненти якої задаються перетворенням

Фур’є другої похiдної Γk за полями (див. р-ня (7.38)), розрахованої у конфiгурацiї

(7.41). Вона має вигляд:

Γ
(2)
k,(a,i),(b,j)[q1, q2]+Rk(q)=




Γk,(1,1),(1,1) Γk,(1,1),(1,2) Γk,(1,1),(2,1) Γk,(1,1),(2,2)
Γk,(1,2),(1,1) Γk,(1,2),(1,2) Γk,(1,2),(2,1) Γk,(1,2),(2,2)
Γk,(2,1),(1,1) Γk,(2,1),(1,2) Γk,(2,1),(2,1) Γk,(2,1),(2,2) 0
Γk,(2,2),(1,1) Γk,(2,2),(1,2) Γk,(2,2),(2,1) Γk,(2,2),(2,2)

. . .
Γk,(1,i>2),(1,i>2)

Γk,(2,i>2),(2,i>2)
0 . . .




,

(C.1)

або, взявши до уваги симетрiю i те, що деякi компонети занулюються:

Γ
(2)
k,(a,i),(b,j)[q1, q2] +Rk(q) =




A 0 0 C
0 E D 0
0 D F 0 0
C 0 0 B

. . .
H

G
H

0 G
. . .




,
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(C.2)

де матричнi елементи A,B, C,D,E, F,G i H задаються наступними виразами:

A = Zkq
2 + Rk(q

2) + 2U
(1,0)
k + (φ1

2 − φ2
2)U

(0,1)
k +

φ1
2
(
4U

(2,0)
k +4(φ1

2−φ22)U (1,1)
k +2U

(0,1)
k +(φ1

2 − φ2
2)2U

(0,2)
k

)
,

B = Zkq
2 + Rk(q

2) + 2U
(1,0)
k − (φ1

2 − φ2
2)U

(0,1)
k +

φ2
2
(
4U

(2,0)
k −4(φ1

2−φ22)U (1,1)
k +2U

(0,1)
k +(φ1

2 − φ2
2)2U

(0,2)
k

)
,

(C.3)

C = φ1φ2

(
4U

(2,0)
k − 2U

(0,1)
k − (φ1

2 − φ2
2)2U

(0,2)
k

)
,

D = φ1φ2

(
−ωk

2
q2 + 2U

(0,1)
k

)
,

(C.4)

E = Zkq
2 + Rk(q

2) +
ωk
2
φ1

2q2 + 2U
(1,0)
k + ρU

(0,1)
k ,

F = Zkq
2 + Rk(q

2) +
ωk
2
φ2

2q2 + 2U
(1,0)
k + ρU

(0,1)
k ,

(C.5)

G = Zkq
2 + Rk(q

2) + 2U
(1,0)
k − (φ1

2 − φ2
2)U

(0,1)
k ,

H = Zkq
2 + Rk(q

2) + 2U
(1,0)
k + (φ1

2 − φ2
2)U

(0,1)
k .

(C.6)

Власнi значення (C.2) тодi будуть такими:

λ1,2 =
A+B±

√
(A−B)2+4C2

2 ,

λ3,4 =
E+F±

√
(E−F )2+4D2

2 ,

(C.7)

λ5 = · · · = λ2n−1 = H, λ6 = · · · = λ2n = G. (C.8)

Взявши до уваги, що у конфiгурацiї (7.41) отримується: φ1
2 + φ2

2 = ρ i
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(φ1
2 − φ2

2)2 = 2τ , власнi значення запишуться наступним чином:

λ1± = Zkq
2 + Rk(q

2) + 2U
(1,0)
k + 2ρU

(2,0)
k + ρU

(0,1)
k + ρτU

(0,2)
k + 8τU

(1,1)
k

±
{
τ
(
4U

(0,1)
k + 4U

(2,0)
k + 4τU

(0,2)
k + 4ρU

(1,1)
k

)2

+
(
ρ2 − 4τ

) (
2U

(2,0)
k − U

(0,1)
k − 2τU

(0,2)
k

)2
}1

2

= Zkq
2 + Rk(q

2) +m 2
1±,

λ2± = Zkq
2 + Rk(q

2) + 2U
(1,0)
k + ρU

(0,1)
k +

ωk
4
ρ q2

±1
2

{
ω2
kτq

4 +
(
ρ2 − 4τ

) (
−ωk

2 q
2 + 2U

(0,1)
k

)2} 1
2

= Zkq
2 + Rk(q

2) +m 2
2±,

(C.9)

де потрiбно враховувати факт, що “маси” m2+ та m2− є iмпульсно-залежними.

Бiльше того, є n−2 мод з власним значенням λ3+ та n−2 мод з власним значенням

λ3−, де:

λ3± = Zkq
2 + Rk(q

2) + 2U
(1,0)
k ± 2

√
τU

(0,1)
k

= Zkq
2 + Rk(q

2) +m 2
3± .

(C.10)

Для повноти подаємо спектр мас у мiнiмумi потенцiалу, де U (1,0)
k = 0 i τ = 0.

Тут отримуємо: m 2
1+ = 4ρU

(2,0)
k , m 2

1− = 2ρU
(0,1)
k , m 2

2+ = 2ρU
(0,1)
k = m 2

1− i m2− =

m3+ = m3− = 0. Як наслiдок, отримується такий спектр: один масивний синглет

з квадратом маси m2
s = 4ρU

(2,0)
k , один масивний дуплет з квадратом маси md =

2ρU
(0,1)
k та 2n− 3 Голдстонiвських мод.

C.2. Пороговi функцiї

Тут ми наведемо означення порогових функцiй ldn1,n2
, md

n1,n2
i ndn1,n2

, що ви-

никають у рiвняннях на потоки для фрустрованих магнетикiв.
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Вирази для порогових функцiй мають такий вигляд:

ldn1,n2
(w1, w2, w) = −1

2

∞∫

0

dy yd/2−1∂̃t

{
1

(P1 + w1)n1(P2 + w2)n2

}
,

md
n1,n2

(w1, w2, w) = −1

2

∞∫

0

dy yd/2−1∂̃t

{
y(∂yP1)

2

(P1 + w1)n1(P2 + w2)n2

}
,

ndn1,n2
(w1, w2, w) = −1

2

∞∫

0

dy yd/2−1∂̃t

{
y∂yP1

(P1 + w1)n1(P2 + w2)n2

}
,

(C.11)

де: 



P1 = P1(y) = y(1 + r(y));

P2 = P2(y, w) = y(1 + r(y) + w);
(C.12)

i r(y) є безвимiрним обрiзанням: r(y) = Rk(yk
2)/Zkyk

2.

Нагадаємо, що знак тiльди у ∂̃t означає, що розглядається тiльки залежнiсть

вiд t функцiї Rk. Як наслiдок, нам не потрiбно розглядати t-залежнiсть констант,

щоб провести це диференцiювання. Таким чином:

∂̃tPi =
∂Rk

∂t

∂Pi
∂Rk

= −y(ηr(y) + 2yr′(y)). (C.13)

Тепер пороговi функцiї можна виразити через явнi iнтеграли, якщо ми проведемо

операцiю ∂̃t. Тут варто вiдзначити рiвнiсть: ∂̃t∂yPi = ∂y∂̃tPi, з якої слiдує:

∂̃t∂yr(y) = −η
(
r(y) + yr′(y)

)
− 2y

(
2r′(y) + yr′′(y)

)
. (C.14)

Тодi ми отримуємо:

ldn1,n2
(w1, w2, w) = −1

2

∞∫

0

dy yd/2
ηr(y) + 2yr′(y)

(P1 + w1)n1(P2 + w2)n2
×

(
n1

P1 + w1
+

n2
P2 + w2

)
, (C.15)

ndn1,n2
(w1, w2, w) = −1

2

∞∫

0

dy yd/2
1

(P1 + w1)n1(P2 + w2)n2
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{
y
(
1 + r(y) + yr′(y)

)(
ηr(y) + 2yr′(y)

)
×

(
n1

P1 + w1
+

n2
P2 + w2

)
− η
(
r(y) + yr′(y)

)
−

2y
(
2r′(y) + yr′′(y)

)}
, (C.16)

md
n1,n2

(w1, w2, w) = −1

2

∞∫

0

dy yd/2
1 + r(y) + yr′(y)

(P1 + w1)n1(P2 + w2)n2
×

{
y
(
1 + r(y) + yr′(y)

)(
ηr(y) + 2yr′(y)

)
×

(
n1

P1 + w1
+

n2
P2 + w2

)
− 2η

(
r(y) + yr′(y)

)
−

4y
(
2r′(y) + yr′′(y)

) }
. (C.17)
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