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АНОТАЦIЯ

Дувiряк А.А. Лаґранжiани з часовою нелокальнiстю та релятивiстичнi кван-

товi задачi кiлькох тiл. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.04.02 ≪Теоретична фiзика≫ (104 – Фiзика та астроно-

мiя). – Iнститут фiзики конденсованих систем Нацiональної академiї наук Украї-

ни, Львiв, 2017.

Робота присвячена проблемi квантування часо-нелокальної релятивiстичної

задачi 2-х i 3-х тiл в рамках формалiзму iнтеґралiв дiї типу Фоккера та його

теоретико-польового аналогу.

Отримано широкий клас двочастинкових релятивiстичних систем iз взаємо-

дiєю польового типу шляхом замiни в iнтеґралах дiї типу Фоккера симетричної

функцiї Ґрiна рiвняння Даламбера не запiзнену чи випередну. Побудовано коварi-

антнi лаґранжiв та гамiльтонiв описи таких часо-асиметричних систем. Приклади

iз взаємодiєю, що переноситься безмасовими полями довiльного цiлого спiну – ска-

лярною, електромагнетною (векторною) i ґравiтацiйною (s = 2) – проiнтеровано у

квадратурах. Методом динамiчної алгебри цi системи проквантовано, та отримано

спектри зв’язаних; спiновi ефекти враховано евристично.

Знайдено зв’язок фоккерiвської дiї Рiвакоби-Вейсса з ефективною векторно-

польовою теорiєю конфайнменту з вищими похiдними. Квантуванням часо-

асиметричної версiї моделi отримано майже лiнiйнi траєкторiї Редже з бажаним

випадковим виродженням. Нахил траєкторiй залежить вiд аромату, але вживання

скалярно-польового аналогу дiї Рiвакоби-Вейсса вiдновлює унiверсальнiсть.

Розроблено метод майже колових орбiт для квантування часо-симетричних

фоккерiвських систем, iнварiантних щодо групи Арiстотеля. Цим охоплюються

як релятивiстичнi, так i нерелятивiстичнi системи.

Розвинуто теоретико-польовий аналог фоккерiвського формалiзму. Лаґран-

жiан взаємодiючих полiв матерiї переформульовано шляхом редукцiї полiв-

медiаторiв взаємодiї. Редукований лаґранжiан мiстить нелокальнi члени, в яких
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струми матерiї взаємодiють безпосередньо через функцiю Ґрiна поля-медiатора.

Квазiрелятивiстичним розкладом цей лаґранжiан зведено до одно-часової фор-

ми, отримано гамiльтонiан, проквантовано, та виведено двочастинкове рiвняння

Дiрака (2ЧРД) з потенцiалами взаємодiї рiзної лоренцової структури.

Цей пiдхiд апробовано на частово редукованiй спiнорнiй електродинамiцi.

Отримано рiвняння Брайта ти чисельний спектр ортопозитронiю для рiзних зна-

чень константи взаємодiї, аж до її критичного значення.

Запропоновано блок-матричне представлення та псевдо-пертурбативний ме-

тод розв’язування 2ЧРД, знайдено новi наближено та точно розв’язнi приклади.

Показано, що деякi з них можуть бути основою потенцiальної моделi мезонiв.

Розкладом за константою взаємодiї i варiацiйним методом отримано реля-

тивiстичнi двочастинковi iнтеґральнi рiвняння з ядром, вираженим через про-

паґатор поля-медiатора. Схему апробовано на моделi Юкави, i застосовано до

нестандартних випадкiв тахiонного поля-медiатора, поля з вищими похiдними, i

нелiнiйного узагальнення моделi Вiка-Куткоскi. У найнижчому наближеннi теорiї

ϕ3 по-парнi кулонiвськi потенцiали доповнюються 3-точковим кластерним потен-

цiалом логарифмiчного росту, що забезпечує конфайнмент 3-частинкової системи.

Останнiй приклад пов’язано iз спiнорною хромодинамiкою. Для цього в її

лаґранжiанi iтеративно зредуковано ґлюонне поле, i отримано вищi поправки до

взаємодiї 1-ґлюонного обмiну. 1-ша поправка виражається через похiдну вiд зга-

даного вище 3-точкового потенцiалу. В 2-му наближеннi з’являється 4-точкова

поправка. Обидвi взаємодiї є кулоно-подiбнi на великих вiдстанях.

Представлений пiдхiд призначений для опису таких кiлька-частинкових си-

стем, в яких релятивiстична кiнематика i запiзнення взаємодiї є iстотними, але

радiацiйними ефектами можна знехтувати: важких йонiв, легких ядер, важких та

легких гадронiв тощо. Пiдхiд може спростити обчислення спектру таких систем,

або забезпечити попереднi результати у випадках, коли послiдовний теоретико-

польовий опис взаємодiї (ще) не вiдомий.

Ключовi слова: iнтеґрали дiї типу Фоккера, часова нелокальнiсть, потенцi-

альнi моделi, двочастинковi рiвняння Дiрака.
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ABSTRACT

Duviryak A.A. Lagrangians with time nonlocality and relativistic quantum few-

body problems. – Qualifying scientific work on the manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Sciences in Physics and mathematics on the

speciality 01.04.02 “Theoretical Physics” (104 – Physics and Astronomy). – Institute

for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv,

2017.

Thesis is devoted to a quantization problem of time-nonlocal 2- and 3-body

relativistic systems within the Fokker action formalism and field-theoretical analogue.

A wide class of two-particle relativistic systems with field-type interactions

is derived with Fokker-action integrals in which the symmetric Green function of

Dalembert equation is replaced by the retarded or advanced one. Covariant Lagrangi-

an and Hamiltonian descriptions of such time-asymmetric systems are built. Examples

with interactions mediated by massless fields of arbitrary integer spin s, including

scalar, electromagnetic (vector) and gravitation (s=2) interactions, are integrated in

quadratures. A quantization and bound state spectra of these systems are achieved via

the dynamical algebra method; spin effects are taken into account heuristically.

The Rivacoba-Weiss action of Fokker type is shown related to effective higher

derivative vector field theory of quark binding. The time-asymmetric version of the

model is quantized. It leads to close-to-linear Regge trajectories with desirable acci-

dental degeneracy. Since slopes of trajectories are flavor-dependent, the scalar interacti-

on counterpart of the Rivacoba-Weiss action is used to provide the universality.

The almost-circular-orbit (ACO) method has been elaborated for a quantization

of time-symmetric Fokker-type systems which are invariant under the Aristotle group.

Thereby both relativistic and nonrelativistic systems are embraced.

A field-theoretical analogue of the Fokker-action formalism is developed. The

Lagrangian of matter fields with various Lorentz couplings is reformulated by solvi-

ng partially the mediating field equations. The reduced Lagrangian contains nonlocal

interaction terms in which the mediating-field symmetric Green functions is sandwi-
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ched between the matter particle currents. A quasi-relativistic expansion of this

Lagrangian leads to a single-time Hamiltonian which quantization yields a two-body

Dirac equation (2BDE) with interaction potentials of various Lorentz structures.

This approach is approved on the partially reduced spinor electrodynamics: Breit

equation is derived, and the non-perturbative orthopositronium spectrum is calculated

numerically for different values of coupling constant, up to the critical value.

The block-matrix representation and pseudo-perturbative solving method for

2BDE are proposed and used to derive new approximately and exactly solvable

examples. Few of them are shown appropriate as a base of potential models of mesons.

A coupling constant expansion and variational method yield relativistic two-body

integral equations, the kernel of which is expressed via mediating-field propagator. The

scheme is approved on the scalar Yukawa model, then applied to nonstandard cases

of tachyon mediating field, higher-derivative mediator, and to a non-linear generali-

zation of Wick-Cutkoski model. In lower-order approximations of ϕ3-theory pair-wise

Coulomb potentials appear complemented by 3-point cluster potential of logarithmic

growth. This result may be related to the confinement problem.

Finally, the gluon gauge field is reduced iteratively in the Lagrangian of spi-

nor chromodynamics. In such a way higher-order corrections to a one-gluon exchange

interaction are derived. The 1st-order correction is described by a derivative of the

cluster 3-point potential mentioned above. In the 2nd-order approximation a 4-point

potential arises. Both interactions are Coulomb-like at large distances.

The presented approach is suitable for a description of those few-body systems,

in which the relativistic kinematics and the retardation of interaction are essential but

radiation effects are negligible: heavy ions, light nuclei, heavy and light hadrons etc.

The approach can simplify a calculation of spectra of such systems, or it may provide

preliminary results in those cases, where a consistent field-theoretical description of

interaction is not (yet) known.

Keywords: Fokker-action integrals, time nonlocality, potential models, two-body

Dirac equation.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми.

Сьогоднi широкий загал наукової спiльноти подiляє переконання, що кван-

това теорiя поля (КТП) є адекватною та достатньою основою сучасної фiзи-

чної картини свiту. Таке переконання пiдтверджується i розвитком самої теорiї, i

експериментальними дослiдженнями, зокрема недавнiм вiдкриттям бозона Гiґса.

Однак разом iз успiхами КТП у нiй залишаються до кiнця не розв’язаними старi

проблеми. Однiєю з них є задача про зв’язанi стани систем кiлькох частинок.

На вiдмiну вiд квантової механiки, квантова теорiя релятивiстичних полiв

формулюється на просторi Фока, тобто є теорiєю нескiнченно-багатьох частинок,

i стани з кiлькома частинками не є, загалом, власними станами гамiльтонiанiв

КТП. Тому для опису зв’язаних кiлькачастинкових станiв у КТП розвинуто низ-

ку наближених пiдходiв. Рiвняння Бете-Салпiтера (БС) [1, 2] чи його модифiкацiї

[3, 4] походять iз пертурбативної КТП i для сильно зв’язаних систем не є строго

обґрунтованими. Крiм цього, рiвняння БС має iншi недолiки, такi як вiдома про-

блема вiдносного часу, iснування нефiзичних розв’язкiв, складнiсть узагальнення

на три- i бiльше-частинковi системи тощо. Для усунення цих недолiкiв запропоно-

вано перетворення цього р-ня до бiльш фiзично змiстовних форм, таких як рiвня-

ння Салпiтера [5], Бланкенбеклера-Сугара [6], квазiпотенцiальнi рiвняння [7, 8].

Застосованi до атомiв, позитронiю та iнших систем з елетромагнетною взаємодiєю,

цi пiдходи дають у нижчих наближеннях теорiї збурень результати (спектри енер-

гiй, ширини розпадiв), що узгоджуються мiж собою та з експериментом. Однак,

поширення цих пiдходiв на сильнi та ядернi взаємодiї є нетривiальним. Воно ви-

являє як неднозначностi опису взаємодiй в рамках того чи iншого пiдходу, так i

фiзичну нееквiвалентнiсть самих пiдходiв. У випадку квантової хромодинамiки,
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а тим бiльше стандартної моделi, виведення та структура рiвняннь типу Бете-

Салпiтера сильно ускладнюється а їх пертурбативна природа обмежує область

застосування.

Iншим пiдходом до проблеми про зв’язанi стани є використання варiацiй-

ного методу в КТП [9, 10]. Такi обчислення не обов’язково є пертурбативними,

однак у них часто застосовуються неконтрольованi наближення для усунення роз-

бiжностей, спрощення рiвнянь тощо. Це приводить до неоднозначностi кiнцевих

результатiв, втрати пуанкаре-iнварiантностi та iнших недолiкiв.

Останнiм часом швидко розвивається пiдхiд, вiдомий як калiбрувальна те-

орiя на ґратцi. Основне поле застосування цього пiдходу – квантова хромоди-

намiка та гадроннi зв’язанi стани, що мають непертурбативну природу. Ґратковi

обчислення дозволяють отримувати результати iз перших принципiв, однак ви-

магають ефективних числових методiв та великих обчислювальних потужностей.

Найбiльш успiшними результатами цього пiдходу є розрахунок розподiлу ґлюон-

ного поля та потенцiалiв взаємодiй у статичних конфiгурацiях кваркiв чи iнших

неабелевих джерел [11–13]. Щодо релятивiстичних аспектiв таких взаємодiй, то

їх дослiдження у ґраткових обчисленнях практично не проводилось.

Отже, поряд iз квантово-польовими методами опису зв’язаних станiв реля-

тивiстичних систем частинок, необхiдно мати альтернативний або комплементар-

ний пiдхiд до цiєї проблеми. Розвитку можливого такого пiдходу – формалiзму

iнтеґралiв дiї типу Фоккера, та його застосуванню у квантовiй задачi кiлькох тiл,

присвячена дана дисертацiйна робота.

Фоккерiвськi iнтеґрали вiдомi в теорiй дiї на вiдстанi, або релятивiсти-

чнiй теорiй прямих взаємодiй (РТПВ), що являє собою сукупнiсть концепцiй,

пiдходiв та моделей для опису релятивiстичних композитних систем, в яких не

використовується поняття поля-носiя взаємодiй як незалежного об’єкту iз вла-

сними ступенями вiльностi [14, 15].

Серед iнших пiдходiв РТПВ вiдомими є тривимiрна релятивiстична ла-

ґранжева механiка з вищими похiдними [16, 17] i релятивiстична гамiльтонова

механiка [18–21], явно коварiантний канонiчний формалiзм з в’язями [15, 22–25]
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та пов’язаний iз ним формалiзм синґулярних лаґранжiанiв [26, 27] тощо. Усi цi

пiдходи забезпечують наближено або точно пуанкаре-iнварiантний опис систем

скiнченного (фiксованого) числа частинок. У класичному варiантi РТПВ вико-

ристовується для опису макроскопiчних систем iз далекосяжними взаємодiями

типу електромагнетної чи ґравiтацiйної [17]. У гамiльтонових пiдходах взаємодiя

вводиться феноменологiчно, а її фiзична iнтерпретацiя є складнiшою та менш

очевидною. Однак цi пiдходи краще пристосованi до квантування або будуються

a priori квантовими, i тому останнiм часом застосовуються для моделювання мi-

кроскопiчних кiлька-частинкових систем у тих випадках, коли теоретико-польовi

методи не працюють або погано працюють. Це стосується систем як з електрома-

гнетною [28], так i з сильною [29] та ядерною [30] взаємодiями.

На противагу до a priori гамiльтонових пiдходiв, формалiзм iнтеґралiв дiї

типу Фоккера є класичним пiдходом до РТПВ, що тiсно пов’язаний з теоретико-

польовими описами взаємодiй частинок [31, 32]. Вiдомий вже майже столiття [33–

35], хоч в основному як основа електродинамiки Вiлера-Фейнмана [36, 37], цей

формалiзм було узагальнено i на iншi типи теоретико-польових релятивiстичних

взаємодiй, включно з випадками скалярного поля та тензорних полiв вищого ра-

нґу (тобто, спiну) [17, 38, 39], ґравiтацiї [40–43], утримної мiжкваркової взаємодiї

[44–47] та iн. [38, 47].

З фiзичного погляду, у фоккерiвському описi знехтувано радiацiйними ефе-

ктами, а взаємодiя мiж частинками передається пiв-сумою запiзненого та випе-

редного полiв, що природно описується у термiнах часо-симетричної функцiї Ґрi-

на. Такий спрощений опис взаємодiї дозволяє розглядати систему частинок як

замкнену пуанкре-iнварiантну систему, i задавати її динамiку у виглядi варiацiй-

ного принципу. Дiя типу Фоккера мiстить не тiльки вiльночастинковi однократнi

iнтеґрали за параметром еволюцiї, але й подвiйнi, а часом i багатократнi iнте-

ґрали, що описують взаємодiю частинок у термiнах функцiй Ґрiна вiдповiдних

польових рiвнянь.

Таким чином, формалiзм iнтеґралiв дiї типу Фоккера слугує шляхом вiд

класичної теорiї поля до класичної релятивiстичної динамiки системи точкових
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частинок. Якщо цей шлях доповнити конструктивною процедурою квантування,

то можна побудувати релятивiстичну квантову механiку частинок iз теоретико-

польовою взаємодiєю. Цим було б реалiзовано згаданий вище альтернативний

погляд на проблему. Побудований таким чином опис мав би забезпечити добре

наближення в областi енергiй, де процеси випромiнювання (а квантовою термiно-

логiєю – процеси народження чи анiгiляцiї частинок) вiдсутнi або неiстотнi, але

iншi релятивiстичнi ефекти необхiдно враховувати.

Донедавна проблема квантування фоккерiвських систем кiлькох частинок

залишалася вiдкритою через математичнi труднощi. Варiацiйна задача типу Фок-

кера описує динамiчну систему з часовою нелокальнiстю: вона приводить до

рiзницево- або iнтеґро-диференцiйних рiвнянь руху, для яких задача Кошi не є

вiдповiдною. Як наслiдок, визначення фазового простору (тобто простору мо-

жливих станiв), побудова гамiльтонового опису та квантування такої системи є

нетривiальними задачами.

Великi зусилля були затраченi на те, щоб розвинути процедуру гамiльтонi-

зацiї нелокальних у часi варiацiйних задач, зокрема, iнтеґралiв дiї типу Фокке-

ра. Тут варто згадати двi такi схеми, реалiзованi наближено: в однiй вживаються

квазiрелятивiстичнi наближення [16], для iншої розвинено метод розкладiв за кон-

стантою взаємодiї [48]. Отриманий таким чином локальний опис системи N то-

чкових (безспiнових) частинок будується на 6N -вимiрному фазовому просторi, як

i в нерелятивiстичнiй механiцi, i перехiд до квантової механiки можна здiйснити

стандартним чином.

Обидвi наближенi схеми гамiльтонiзацiї мають певнi недолiки та обмежену

область застосуванння. У квазiрелятивiстичних наближеннях втачається точна

пуанкаре-iнварiантнiсть, i вони застосовнi у випадках, коли релятивiстичнi ефе-

кти є малими. Розклади за константою взаємодiї загалом незастосовнi до опису

зв’язаних станiв, особливо у системах iз сильним зв’зком.

Для квантового опису сильно зв’язаних двочастинкових систем типу Фокке-

ра актуальним є розвиток iнших наближень i схем гамiльтонiзацiї та квантування.

У данiй дисертацiйнiй роботi розвиваються двi такi можливостi, обидвi пов’язанi
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iз точними розв’язками у формалiзмi типу Фоккера.

Перша можливiсть пов’язана з iдеєю, на яку побiжно вказав iще Фоккер [35],

яку пiзнiше детально опрацювали Старушкевич [49], Рудд i Гiлл [50], та Кюнзле

[51]. Вони розглянули таку двочастинкову взаємодiю: на першу частинку дiє запi-

знене електромагнетне поле другої частинки, на другу – випередне поле першої ча-

стинки. У такiй моделi природньо виникає взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж

точками свiтових лiнiй частинок, а саме, мiж точками, роздiленими iзотропним

iнтервалом. Ця вiдповiднiсть дозволяє звести iнтеґрал Фоккера до одно-часової

пуанкаре-iнварiантної дiї, тобто переформулювати модель у рамки лаґранжево-

го, а далi й гамiльтонового формалiзму [51, 52], i врештi проiнтегрувати модель

стандартними методами [50, 51, 53].

Така ж взаємно-однозначна вiдповiднiсть виникає i у фоккерiвських iнтеґра-

лах загальнiшого вигляду, а саме в тих iнтеґралах, що мiстять запiзнену чи випе-

редну функцiю Ґрiна рiвняння Даламбера. Iнтеґрали дiї такого вигляду породжу-

ють широкий клас двочастинкових систем, якi можна назвати (згiдно з [53, 54])

часо-асиметричними. Бiльшiсть з них допускають теоретико-польову iнтерпре-

тацiю взаємодiї, i можуть мати фiзичне застосування. Спрощенi версiї таких си-

стем у двовимiрному просторi-часi M2 розглядалися в лiтературi [49, 50, 55, 56],

i виявили фiзичну змiстовнiсть [57, 58]. Але реалiстичнiший 4-вимiрний випадок

потребує розвитку iншого пiдходу.

У дисертацiйнiй роботi запропоновано теоретичну схему, що дозволяє вивче-

ння класичної динамiки та квантування часо-асиметричних систем в M4. Ключо-

вими ланками у цiй схемi є побудова явно коварiантного гамiльтонового опису

часо-асиметричних систем та конструктивна процедура квантування. Схема за-

стосовується до квантування та обчислення спектрiв систем двох частинок, що

взаємодiють через безмасове поле довiльного спiну. Iншим застосуванням схеми є

часо-асиметрична потенцiальна модель мезонiв.

Очевидно, що часо-асиметричнi моделi не можна тлумачити беззастережно,

оскiльки асиметрична поляризацiя взаємодiї частинок щодо минулого i майбу-

тнього фiзично не вмотивована. Тому лише тi результати обчислень, що не зале-
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жать вiд зазначеної поляризацiї, можна вважати вiрогiдними. Згаданi вище спе-

ктри мають цю властивiсть наближено, до порядку α4 включно, де α – константа

взаємодiї.

Iнша iдея побудови гамiльтонового та квантового описiв стосується часо-

симетричних систем типу Фоккера. Вона ґрунтується на наступному. Серед не

численних розв’язкiв до варiацiйних задач типу Фоккера з лiтератури вiдомi то-

чнi розв’язки у виглядi колових орбiт частинок одна навколо iншої [59–61]. Цi

розв’язки iснують i в областi iстотно релятивiстичного руху сильно зв’язаних

частинок, тобто вони виходять за межi застосування квазi-релятивiстичних на-

ближень [62] та розкладiв за константою взаємодiї [48]. Навiть бiльше, у випадку

електромагнетної задачi 2-х тiл типу Фоккера було отримано та дослiджено дина-

мiчнi рiвняння для малих вiдхилень вiд колових орбiт [63–65], а Вон Баєр вказав

на можливiсть (але не реалiзував її) евристичного квантування збурених колових

орбiт [66] з допомогою правила Бора [61] та умови Мiллера [67]. Очевидно, що

майже коловi орбiти (МКО) повиннi iснувати i для iнших систем типу Фоккера.

Iдея дисертацiї полягає в тому, щоб побудувати гамiльтонiв опис таких розв’язкiв,

а тодi застосувати до них процедуру канонiчного квантування. Оскiльки динамiка

збурених колових орбiт є нелокальною у часi, то її гамiльтонiзацiя та квантування

є нетривiальною задачею дисертацiї.

Порiвняно недавно у роботах [68–75] концепцiю дiї на вiдстанi було перенесе-

но iз систем точкових частинок на системи полiв матерiї . Такi системи описуються

т.зв. частково редукованими теоретико-польовими лаґранжiанами з нелокальни-

ми членами, що описують взаємодiю мiж собою струмiв матерiї через функцiю

Ґрiна поля-посередника. Частково редукований (ЧР) лаґранжiан є основою для

переходу до гамiльтонового опису, що у вказаних роботах здiйснювався за аналогi-

єю до випадку локальної теорiї. Далi застосовувалися квантування та варiацiйний

метод, що приводив до релятивiстичних хвильових рiвнянь для кiлькачастинко-

вих станiв.

Такий пiдхiд, названий тут як частково редукована теорiя поля (ЧРТП),

видається досить простим i вiльним вiд ультрафiолетових розбiжностей, а варiа-
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цiйнi хвильовi рiвняння – вiльнi вiд проблем, характерних для БС-рiвняннь (про-

блема вiдносного часу, зайвi розв’язки тощо). Але застосування стандартної схеми

гамiльтонiзацiї до нелокального у часi лаґранжiану не є вiдповiдним, i приводить

до гамiльтонового опису, що не є еквiвалентним до вихiдного лаґранжевого. Фа-

ктично, отриманi таким чином гамiльтонiан та хвильовi рiвняння вiдповiдають

наближенню [5], у якому знехтувано часову нелокальнiсть, зокрема – ефекти за-

пiзнення. Для врахування цих та iнших релятивiстичних ефектiв необхiдно уза-

гальнити на випадок польових систем методи гамiльтонiзацiї, вiдомi в рамках

РТПВ точкових частинок.

Iншим напрямком узагальнення ЧРТП є побудова ЧР-лаґранжiанiв для те-

орiй, нелiнiйних щодо полiв-медiаторiв. Такi узагальнення можуть знайти засто-

сування для опису систем iз сильною взаємодiєю. Зокрема, цiкавим прикладом

був би ЧР-лаґранжiан спiнорної хромодинамiки.

Перевагою ЧРТП у порiвняннi з фоккерiвським та iншими пiдходами РТПВ

є можливiсть релятивiстичного опису зв’язаних станiв фермiонiв. Для опису дво-

фермiонної системи в лiтературi застосовують двочастинкове рiвняння типу Дiра-

ка (2ЧРД). Окрiм двох дiракiвських вiльночастинкових членiв, воно мiстить опе-

ратор (чи потенцiал) взаємодiї, наприклад: потенцiал Брайта [2, 76] або iншi вер-

сiї електромагнетного потенцiалу (простiшi [77–79] чи складнiшi [80–82]), а також

його узагальнення, що використовують для опису мiжкваркової [83–89] чи мiжну-

клонної [90, 91] взаємодiй. В рiвняннях квантово-польового походження, таких як

рiвняня Бете-Салпiтера [2, 5] або квазi-потенцiальнi [92–94], взаємодiя описується

складним iнтегральним оператором в iмпульсному представленнi. Математично

простiшими та фiзично наочнiшими є двофермiоннi потенцiяли, заданi в коор-

динатному представленнi. Такi потенцiали виводяться з класичної [80–82, 95] та

напiв-квантової [70, 79] теорiї поля, чи пiдбираються феноменологiчно.

Довший час не тiльки виведення, але й розв’язування 2ЧРД розглядали

лише в рамках теорiї збурень – квазiрелятивiстичних наближень i/або розкла-

дiв за константою взаємодiї. Для випадку електромагнетної взаємодiї таке тлу-

мачення рiвняння Брайта має фiзичний сенс [2]. В задачах iз сильним зв’язком
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використання теорiї збурень є необґрунтованим. До 2ЧРД з рiзноманiнитми ло-

кальними потенцiалами стали застосовувати непертурбативнi методи, якi поля-

гають у зведеннi його шляхом роздiлення змiнних (на радiальну i спiн-кутовi)

до системи звичайних диференцiйних рiвнянь (так звана радiальна редукцiя) з

подальшим чисельним [79, 82, 83, 85, 86, 89–91, 96], а значно рiдше – аналiтичним

[81, 87, 88] iнтеґруванням. Однак, чисельними методами можна дослiдити кiлька

нижнiх зв’язаних станiв, не отримавши загальної картини поведiнки системи. На-

вiть бiльше, у багатьох фiзично цiкавих випадках радiально редукована система

має залежнi вiд енергiї нефiзичнi полюси при скiнченних вiдстанях мiж частин-

ками [97, 98]. Така краєва задача у строгому математичному сенсi виявляється

некоректною, або невiдповiдною її фiзичному змiстовi, i не допускає застосуван-

ня чисельних методiв. Тому частина дисертацiї присвячена непертурбативним та

псевдо-пертурбативним методам розв’язування 2ЧРД.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-

тацiйна робота виконана в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України.

Представленi в дисертацiї результати отриманi згiдно планiв робiт в рамках бю-

джетних тем НАН України: "Розробка концепцiї форм релятивiстської динамiки

як просторово-часових описiв системи частинок" (1991-1995 pp., номер держав-

ної реєстрацiї 01.9.10-002366), "Релятивiстична механiка класичних i квантових

систем частинок з внутрiшньою структурою в теорiї прямих взаємодiй" (1996-

2000 pp., номер державної реєстрацiї 0196U002366), "Термодинамiка та кiнетика

псевдоспiн-фермiонних моделей локальио-ангармонiчиих кристалiчних i молеку-

лярних систем з сильними хаббардiвськими кореляцiями" (1999—2001 pp., номер

державної реєстрацiї 0199U000670), "Розробка сучасних теоретичних методiв та

їх застосування до вивчення властивостей конденсованих систем" (2002—2006 pp.,

номер державної реєстрацiї 0102U001794), "Дослiдження колективних iонних та

електрон-iонних процесiв у твердих тiлах на основi фермiонних граткових мо-

делей" (2002-2004 pp., номер державної реєстрацiї 0102U000217), "Розвиток ана-

лiтичних методiв теорiї енергетичного спектру та динамiки сильнокорельованих

систем частинок" (2005—2007 pp., номер державної реєстрацiї 0105U002085), "Роз-



24

виток i застосування методiв аналiтичної теорiї та комп’ютерного експерименту

для опису явищ переносу в iон-електронпих системах" (2007-2011 pp., номер дер-

жавної реєстрацiї 0107U002081), "Моделювання фiзичних властивостей квантових

ґраткових систем з сильними багаточастинковими кореляцiями" (2008-2012 pp.,

номер державної реєстрацiї 0108U001154), "Квантовi багаточастинковi ґратковi

системи: динамiчний вiдгук i ефекти сильних кореляцiй" (2013-2017 pp., номер

державної реєстрацiї 0112U007761), а також проекту "Багатомасштабнiсть i стру-

ктурна складнiсть конденсованої речовини: теорiя i застосування" (2012-2016 pp.,

номер державної реєстрацiї 0112U003119), "Класичнi та квантовi системи за ме-

жами стандартних пiдходiв: електродинамiка у просторах вищої вимiрностi" (2015

р., номер державної реєстрацiї 0115U004838, 2016 р.; номер державної реєстрацiї

0116U005055).

Мета i задачi дослiдження. Мета цiєї роботи: побудова квантового опи-

су релятивiстичних систем кiлькох частинок iз взаємодiєю на основi класичних

варiацiйних задач iз часовою нелокальнiстю, а саме – iнтеґралiв дiї типу Фоккера

i редукованих теоретико-польових лаґранжiанiв; виведення релятивiстичних хви-

льових рiвняннь системи двох i бiльше частинок iз взаємодiєю польового типу;

опис на цiй основi зв’язаних станiв iстотно релятивiстичних систем: позитронiю,

легких мезонiв, барiонiв, систем з ефективними взаємодiями тощо.

Для досягнення цiєї мети у роботi розв’язано низку задач, серед яких:

• Побудова для деяких теоретико-польових взаємодiй iнтеґралiв дiї типу Фок-

кера та побудова їх часо-асиметричних версiй.

• Побудова точного гамiльтонового опису широкого класу релятивiстичних

двочастинкових систем на основi часо-асиметричних iнтеґралiв дiї типу Фок-

кера та їх квантування.

• Опрацювання процедури гамiльтонiзацiї та квантування часо-симетричних

iнтеґралiв дiї типу Фоккера у наближеннi майже колових орбiт.

• Розробка релятивiстичних потенцiальних моделей мезонiв на основi iнтеґра-

лiв дiї типу Фоккера.
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• Редукцiя низки теоретико-польових моделей до ефективних лаґранжiанiв iз

часовою нелокальнiстю.

• Опрацювання наближених схем гамiльтонiзацiї та квантування частково ре-

дукованих теоретико-польових моделей, виведення кiлькачастинкових хви-

льових рiвнянь варiацiйним методом.

• Побудова i дослiдження частково редукованих теоретико-польових моделей

iз сильною взаємодiєю.

Об’єктом дослiдження є iнтеґрали дiї типу Фоккера, частково редукова-

нi нелокальнi лаґранжiани, i сформульований в їх рамках опис систем 2-х i 3-х

частинок з теоретико-польовою та сильною взаємодiєю.

Предмет дослiдження: гамiльтонiв i квантовий опис релятивiстичних си-

стем, що задаються iнтеґралами дiї типу Фоккера та лаґранжiаними iз часовою

нелокальнiстю; структура релятивiстичних хвильових рiвняннь; спектри енергiї

релятивiстичних двочастинкових потенцiальних моделей мезонiв та деяких iнших

систем.

Методи дослiдження. Впродовж усiєї роботи широко використовуються

методи аналiтичної динамiки. Лаґранжiв формалiзм вживається як один з прин-

ципiв побудови опису релятивiстичних систем iз взаємодiєю; вiн дає закони збе-

реження та iншi важливi фiзико-математичнi наслiдки. Гамiльтонiв формалiзм

необхiдний як основа канонiчного квантування. Дiракiвський формалiзм iз в’я-

зями забезпечує у данiй роботi явну коварiантнiсть i, отже, стислiсть опису ди-

намiки. З цiєю ж метою використано метод динамiчної алгебри при квантуваннi

часо-асиметричних систем. Метод редукцiї ступенiв вiльностi застосовується як

при розв’язуваннi рiвнянь класичної та квантової механiки, так i для побудови

часо-нелокальних лаґранжiанiв з ефективною прямою взаємодiєю, та їх гамiльто-

нiзацiї. З цiєю ж метою застосовано теоретико-груповий аналiз часо-нелокальних

рiвнянь руху фоккерiвських систем. Застосування деяких методiв у данiй роботi

є нетривiальним, або цiлком оригiнальним. Це стосується методу майже колових

орбiт у гамiльтоновому описi фоккерiвських систем i при редукцiї двочастинко-
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вого рiвняння Дiрака.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз

вступу, огляду лiтератури, шести роздiлiв з викладом результатiв оригiнальних

дослiджень, висновкiв, списку цитованих джерел i додаткiв. Роботу викладено

на 326 сторiнках (разом iз перелiком джерел i додатками – на 378 сторiнках).

Бiблiографiчний список мiстить 415 покликiв.

Перший роздiл є оглядом лiтератури за трьома темами, що безпосередньо

стосуються дисертацiйної роботи. У пiдроздiлi 1.1 розглядаються основнi пiдходи

до релятивiстичної квантової задачi кiлькох тiл: рiвняння Брайта, Бете-Салпiтера,

варiацiйнi та iншi кiлькачастинковi рiвняння квантово-польового походження, а

також квантовi рiвняння РТПВ. Через широту цiєї теми огляд не може претен-

дувати на повноту; вiн поданий для того, щоб показати мiсце, зв’язок, переваги

та недолiки запропонованого пiдходу по вiдношенню до вiдомих iнших. Те ж сто-

сується i другої частини огляду (пiдроздiл 1.2), присвяченого релятивiстичним

потенцiальним моделям мезонiв та барiонiв. Там же подано схематичний опис

спектру мас мезонiв, складених з легких кваркiв – т.зв. траєкторiй Редже, що

у дисертацiї є одним з об’єктiв моделювання. Третя частина огляду присвячена

важливим аспектам формалiзму iнтеґралiв дiї типу Фоккера (пiдроздiл 1.3): його

походженню, фiзичному значенню та розвитку, особливостям фоккерiвської дина-

мiки, точним розв’язкам та проблемi гамiльтонового опису. Там же описано метод

побудови iнтеґралiв типу Фоккера шляхом редукцiї польових змiнних безпосере-

дньо в лаґранжiанi – вiн неодноразово застосовується у данiй дисертацiї.

Другий роздiл починається з розгляду моделi Старушкевича-Рудда-

Гiлла – двочастинкової фоккерiвської системи з часо-асиметричною електрома-

гнетною взаємодiєю. Узагальнення моделi приводить до широкого класу часо-

асиметричних систем, фоккерiвський iнтеґрал яких мiстить запiзнену чи випере-

дну ф-ю Ґрiна р-ня Даламбера. В п. 2.1.2 вiн зводиться до дiї iз явно коварiантним

синґулярним лаґранжiаном та голономною в’яззю, що описує iзотропне вiдноше-

ння одночасностi на свiтловому конусi. Шляхом редукцiї надлишкових часових

змiнних частинок таку дiю можна звести до тривимiрної iзотропної форми реля-
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тивiстичної динамiки, a priori розвинутої В.I. Третяком [17]. Вiдповiдний гамiль-

тонiв опис виявляється громiздким i неявним, що утруднює квантування. Тому в

п.2.1.3 для часо-асиметричних систем запропоновано явно коварiантний канонi-

чний опис з двома в’язями 1-го класу – в’яззю свiтлового конуса та динамiчною.

Остання вiдiграє роль гамiльтонiану системи. Разом з iнтеґралами руху – повним

4-iмпульсом та моментом iмпульсу – вона дозволяє дослiдити динамiку моделей

у квадратурах. Це зроблено для фiзично змiстовних часо-асиметричних систем iз

взаємодiєю, що передається безмасовими тензорними полями рiзного ранґу (або

спiну). Для скалярної i векторної взаємодiй (та їх суперпозицiї) динамiчну в’язь

побудовано точно, для тензорної ранґу n ≥ 2 – з точнiстю до α2 (квадрату кон-

станти взаємодiї). Для випадку ґравiтацiї (як нелiнiйного тензорного поля ранґу

n = 2) часо-асиметричну модель побудовано на основi теорiї ґравiтацiйної дiї на

вiдстанi Владiмiрова-Туриґiна [40, 41, 99].

Квантування часо-асиметричних систем iз взаємодiєю польового типу здiй-

снено на основi їх канонiчного опису методом динамiчної алгебри. Для випадкiв

скалярної та векторної взаємодiй отриманi спектри тотожнi до результатiв для

безспiнових частинок, ранiше отриманих у рамках КТП. Запропоновано евристи-

чне врахування спiнових поправок та вiдповiднi точно iнтеґровнi рiвняння квазi-

потенцiального типу.

Третiй роздiл присвячено моделям кваркiв та мезонiв. У пiдроздiлi 3.1

кварки розглядаються як точковi частинки з внутрiшнiми ступенями вiльностi

типу кольору. Запропоновано лаґранжiв та гамiльтонiв опис такої частинки у зов-

нiшньому калiбрувальному полi, що може служити моделлю ґенерацiї динамiчної

маси кваркiв. В лiтературi [100, 101] опис застосовано до випадку калiбрувальної

групи Лоренца для опису частинки у полi дiона.

Далi розглядається релятивiстична кваркова модель мезонiв, сформульо-

вана в рамках фоккерiвського формалiзму. Класичний iнтеґрал дiї для неї за-

пропонували Рiвакоба [44] та пiзнiше – Вейсс [45]. У цiй формi iнтеґрал типу

Фоккера мiстить функцiю Ґрiна рiвняння з вищими похiдними (4-го порядку). В

нерелятивiстичнiй границi взаємодiя зводиться до лiнiйного потенцiалу з деяким
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коефiцiєнтом натягу струни.

В дисертацiї доведено еквiвалентнiсть формулювань Рiвакоби i Вейсса, i по-

казано, що ця модель пов’язана iз нестандартною теорiєю поля Кiскiса [102] та

її неабелевими узагальненями [103, 104]. Часоасиметричну версiю моделi iз ве-

кторною взаємодiєю детально вивчено в пiдроздiлi 3.2, i отримано асимптотично

лiнiйнi траєкторiї Редже iз бажаним випадковим виродженням. Однак їх нахил

не узгоджується з очiкуваним значенням. В пiдроздiлi 3.3 неузгодженiсть подола-

но шляхом доповнення векторної моделi вiдповiдною скалярною взаємодiєю. Таке

припущення привабливе ще й iз тих мiркувань, що переважна частина вiдомих у

лiтературi потенцiальних моделей гадронiв мають скалярну далекосяжну складо-

ву взаємодiї, введену там iз iнших, незалежних мiркувань. Однак, скалярний або

скалярно-векторний аналог моделi Рiвакоби-Вейса вже не має часо-асиметричного

вiдповiдника, i є iстотно нелокальним. Це стало мотивом до розробки методу кван-

тування iнтеґралiв типу Фоккера в наближеннi майже колових орбiт (МКО) та

його застосування до даної моделi.

Цей метод викладено у четвертому роздiлi дисертацiї. Вiн будується та-

ким чином, щоби бути застосовним як до релятивiстичних, так i нерелятивiсти-

чних систем типу Фоккера. Для цього розглядається система загального виду, iн-

варiантна щодо групи Арiстотеля – спiльної пiдгрупи груп Галiлея та Пуанкаре. В

п. 4.1.3 доведено, що рiвняння руху такої системи допускають розв’язки у видi ко-

лових орбiт частинок. Для вивчення цих розв’язкiв та їх збурень зручно перейти

до неiнерцiйної системи вiдлiку, жорстко прив’язаної до колових рухiв частинок.

В такiй системi вiдлiку коловi розв’язки зводяться до статичних, збурення вва-

жаються малими, i для опису їх динамiки виведено нелокальний квадратичний

лаґранжiан. Вiдповiдна лiнiйна однорiдна система нелокальних у часi рiвнянь

Ойлера-Лаґранжа аналiзується на мовi власних частот i власних мод, вивчаю-

ться загальнi властивостi цих мод та їх симетрiйнi властивостi щодо неiнерцiйної

реалiзацiї групи Арiстотеля. Це дозволяє сформулювати критерiї, за якими серед

нескiнченної загалом множини усiх мод можна вiдiбрати фiзично суттєвi.

Для побудови гамiльтонового опису системи застосовано формальну схему
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Лльоза-Вiвеса [105] для гамiльтонiзацiї нелокальних у часi лаґранжiанiв. При цьо-

му отримано гамiльнонiан, iншi iнтеґрали руху та диференцiйну форму Лiувiля,

яка шляхом вiдповiдного вибору змiнних зводиться до канонiчного вигляду. На-

рештi, здiйснюється канонiчне квантування та побудова спектру енергiї системи

(у наближеннi майже колових орбiт).

Решта дисертацiї – п’ятий i шостий роздiли – присвячена розвитку час-

тково редукованої теорiї поля (ЧРТП) – теоретико-польовому аналогу формалi-

зму типу Фоккера. Тут будуються частково редукованi (ЧР) лаґранжiани для

рiзних теоретико-польових систем, вивчаються їх симетрiйнi властивостi та збе-

режнi величини, здiйснюється перехiд до гамiльтонового опису та квантування,

i виводяться хвильовi рiвняння для кiлькачастинкових станiв. Перехiд вiд ЧР-

лаґранжевого до гамiльтонового опису можна здiйснити лише в рамках деякої

апроксимацiйної схеми. Розвиваються двi схеми. У п’ятому роздiлi часова не-

локальнiсть усувається безпосередньо в редукованому лаґранжiанi та iнтеґралах

руху – в рамках квазiрелятивiстичних наближень (з допомогою розкладiв за за-

пiзненням, тобто за оберненою швидкiстю свiтла). Ця схема приводить до кiлька-

частинкових хвильових рiвнянь в координатному представленнi.

Для апробацiї методу в пiдроздiлi 5.1 його застосовано до спiнорної ЧР-

електродинамiки, отримано вiдоме рiвняння Брайта, а в пiдроздiлi 5.4 здiйснено

його непертурбативний аналiз та обчислено спектр парапозитронiю.

Пiдхiд допускає можливiсть вибору чи модифiкацiї мiжчастинкової взаємо-

дiї. Для цього симетричну функцiю Ґрiна поля-посередника можна замiнити на

феноменолоґiчне пуанкаре-iнварiантне ядро з потрiбними властивостями. Завдя-

ки цьому у пiдроздiлi 5.2 в рамках квазiрелятивiстичних наближень виводяться

2ЧРД в координатному представленнi iз потенцiалами, що описують широкий

клас взаємодiй iз урахуванням ефектiв запiзнення. Їх можна пов’язати як iз стан-

дартними теорiями поля, так i з феноменологiчними взаємодiями рiзного типу

(скалярною, псевдо-скалярною, векторною, тензорною тощо), що ефективно ви-

користовуються в ядернiй та гадроннiй фiзицi.

Для аналiтичного дослiдження зв’язаних станiв двофермiонної системи в
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пiдроздiлi 5.3 запропоновано блок-матричне формулювання радiально редукова-

ного 2ЧРД, а в пiдроздiлi 5.6 розвинуто псевдо-пертурбативний метод, що ґрун-

тується на технiцi розкладiв за параметром 1/j - числом, оберненим до повного

моменту iмпульсу системи. Метод застосовний у задачах iз сильним зв’язком,

i дозволяє обiйти труднощi, пов’язанi з iснуванням нефiзичних синґулярностей

2ЧРД.

Для iлюстрацiї методу аналiзуються 2ЧРД з рiзними скалярно-векторними

суперпозицiями кулонiвського та лiнiйного потенцiалiв. В останнi 2-3 декади подi-

бнi рiвняння використовувались як релятивiстичнi кварковi моделi мезонiв (див.

пiдроздiл 2.2). Деякi з них є унiверсальними, тобто описують стани як важких,

так i легких мезонiв. Розв’язки цих 2ЧРД звичайно отримують пертурбативним

або чисельним методами, недолiки та обмеженiсть яких зазначено вище. Аналiти-

чний розгляд вказаних 2ЧРД у п. 5.6.3 показує, що деякi iз розглянутих прикладiв

можуть бути основою унiверсальних релятивiстичних потенцiальних моделей.

Що стосується точно розв’язних моделей в рамках 2ЧРД, то в лiтературi

вiдомо лише кiлька прикладiв, що представляють версiї дво-частинкових дiракiв-

ських осциляторiв [106–110]. Всi вони виявляють траєкторiї Редже, що є точно

або асимптотично (при великих j) прямими. Однак рiвнi енергiї є залежними вiд

спiну, а тип виродження вiдрiзняється вiд очiкуваного.

В пiдроздiлi 5.5 запропоновано клас нових точно розв’язних 2ЧРД iз ком-

бiнацiями потенцiалiв лiнiйного i кулонiвського типу iз складною спiн-кутовою

залежнiстю. Цей клас мiстить вiдомi дiракiвськi осцилятори, а також включає

новi приклади. Один iз них, з досить нетривiальним потенцiалом, точно вiдтво-

рює бажане спiн-орбiтальне виродження траєкторiй Редже. В лiтературi [111] цю

модель застосовано до мезонiв, що мiстять як легкi, так i дивнi (s) i важкi (c, b)

кварки, що дало змогу авторам успiшно описати бiльше 50-ти мезонних станiв.

Iнша схема виведення кiлькачастинкових хвильових рiвнянь iз редукова-

них теоретико-польових лаґранжiанiв полягає в усуненнi часової нелокальностi

на рiвнi гамiльтонового опису, з подальшим застосуванням канонiчного квантува-

ння та варiацiйного методу. У шостому роздiлi дисертацiї ця схема реалiзується
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шляхом запропонованого тут алґоритму розкладiв за константою взаємодiї. Ва-

рiацiйнi хвильовi рiвняння у нiй формулюються в iмпульсному представленнi, i

нагадують iнтеґральнi рiвняння Салпiтера з ядрами, вираженими через пропаґа-

тори полiв-посередникiв або фур’є-образи феноменолоґiчних форм-факторiв вза-

ємодiї. Вiдмiннiсть вiд КТП полягає у тому, що у редукованiй теорiї немає вiльних

квантiв поля-посередника. Тому варiацiйнi стани кiлькох взаємодiючих частинок

є простiшими, нiж у традицiйнiй КТП, а пертурбативнi розклади проводяться не

за константою взаємодiї, а за її квадратом. Все це дозволяє вже у 1-му наближен-

нi отримати варiацiйнi кiлькачастинковi рiвняння з нетривiальною взаємодiєю,

уникаючи ультрафiолетовi розбiжностi.

У пiдроздiлi 6.1 схема застосовується до скалярної моделi Юкави, у якiй

скалярнi частинки (та античастинки) взаємодiють через масивне чи безмасове

скалярне поле. Ця модель часто використовується для тестування методiв розв’я-

зування релятивiстичних кiлькачастинкових задач КТП, починаючи вiд робiт

[112, 113] до [114–116] i [72]. В процесi представлених у дисертацiї дослiджень

виявилося, що варiацiйнi рiвняння, якi були отриманi ранiше в роботах [68, 72]

i тлумачилися як точнi, насправдi є 1-м наближенням за квадратом константи

взаємодiї. Передбачено можливiсть обчислення 2-го i вищих наближень, але ця

технiчно складна задача виходить за рамки дисертацiї.

Натомiсть в пiдроздiлi 6.2 розглядається ЧР-модель Юкави з медiатором

уявної маси – тахiонним полем, яке не має повноцiйнного квантового втiлення

в рамках локальної КТП. В пiдроздiлi 6.3 лаґранжiан моделi Вiка-Куткоського

(тобто моделi Юкави з безмасовим полем-посередником) доповнено нелiнiйними

членами. Шляхом застосування розкладiв за параметром нелiнiйностi та вилуче-

ння поля-посередника отримано редукований лаґранжiан, що мiстить нелокальнi

у часi багато-точковi члени взаємодiї. У наближеннях нижнiх порядкiв теорiї ϕ3

отримано звичнi дво-точковi взаємодiї та три-точкову взаємодiю. Остання у стати-

чнiй границi описується три-точковим кластерним потенцiалом логарифмiчного

росту, зведеним пiсля регуляризацiї до квадратури. Цей же результат отримано

без наближень для версiї дипольної моделi. Обидвi моделi можуть мати стосунок
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до проблеми конфайнмента.

В останньому пiдроздiлi 6.4 процедура редукцiї калiбрувального поля-

посередника iтерацiйно застосовано до спiнорної хромодинамiки. У такий спосiб

можливо отримати вищi наближення до короткосяжної взаємодiї кваркiв у коор-

динатному представленнi. У 1-му наближеннi поряд iз взаємодiєю одноґлюонно-

го обмiну виникає взаємодiя, що описується похiдною вiд тричастинкового кла-

стерного потенцiалу, отриманого в рамках нелiнiйних модифiкацiй моделi Вiка-

Куткоскi та дипольної. У 2-му наближеннi з’являється 4-частинковий потенцiял.

При великих вiдстанях обидва потенцiали мають кулонiвськi асимптотики.

Наукова новизна одержаних результатiв.

1. Запропоновано широкий клас пуанкаре-iнварiантних двочастинкових си-

стем в рамках формалiзму iнтеґралiв дiї типу Фоккера iз ядром взаємодiї, пропор-

цiйним до запiзненої (чи випередної) функцiї Ґрiна рiвняння Даламбера. Побудо-

вано явно коварiантний опис таких часо-асиметричних систем в рамках дiракiв-

ського формалiзму з в’язями та тривимiрний гамiльтонiв опис типу Бакамджiана-

Томаса. Усi часо-асиметричнi системи iнтеґровнi у квадратурах. Фiзично змiстов-

ний пiдклас часо-асиметричних систем вiдповiдає такiй взаємодiї через релятивi-

стичне безмасове поле довiльного спiну (включно з ґравiтацiйним), коли на одну

частинку дiє випередне поле другої частинки, а на другу – запiзнене поле пер-

шої. Проаналiзовано динамiку (точну чи наближену) таких систем, здiйснено їх

квантування методом динамiчної алгебри, знайдено спектри зв’язаних станiв.

2. Для фоккерiвської моделi Рiвакоби-Вейса запропоновано iнтерпретацiю

векторної взаємодiї лiнiйного росту в термiнах ефективної теорiї поля з вищими

похiдними. Побудовано часо-асиметричну версiю моделi, здiйснено квантування,

виведено та розв’язано хвильове рiвняння. Отримано спектри мас системи з ча-

стинками (кварками) рiзної маси – траєкторiї Редже, показано, що вони узгоджу-

ються iз спектрами сiмейств важких та легких мезонiв i виявляють характерне

для них випадкове виродження типу кулонiвського.

3. Запропоновано псевдо-пертурбативний метод майже колових орбiт

(МКО) для гамiльтонiзацiї та квантування часо-симетричних фоккерiвських iн-
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теґралiв дiї загального вигляду. Метод застосовано до моделi Рiвакоби-Вейса та

її скалярно-векторної версiї, бiльш адекватної для унiверсального опису важких

та легких мезонiв. Обчисленi траєкторiї Редже незалежно пiдтверджують важли-

вiсть скалярної компоненти мiжкваркової взаємодiї в мезонах.

4. В рамках частково редукованої теорiї поля виведено двочастинкове рiв-

няння Дiрака (2ЧРД) з потенцiалом Брайта i квазiрелятивiстичними поправками,

i його узагальнення на випадки (псевдо)скалярної, (псевдо)векторної i тензорної

взаємодiй. Потенцiал виражено через симетричну функцiю Ґрiна поля-медiатора

взаємодiї або феноменологiчне Пуанкаре-iнварiантне ядро взаємодiї iз заданими

властивостями.

5. Запропоновано блок-матричне представлення радiально редукованого

2ЧРД та зведення його до матрично-двочленного рiвняння 2-го порядку, що до-

зволило:

a) виявляти нефiзичнi синґулярностi 2ЧРД;

b) непертурбативно обчислити енергiю ортопозитронiю для довiльного значення

константи взаємодiї α, отримати її критичне значення αc = 2/
√
3;

б) знайти сiм’ю нових точно розв’язних 2ЧРД типу осциляторiв Дiрака;

в) розвинути та застосувати у спектроскопiї мезонiв псевдо-пертурбативний метод

1/j-розкладiв розв’язування 2ЧРД з довiльним локальним потенцiалом.

6. Запропоновано нелiнiйнi узагальнення скалярних моделей КТП (Вiка-

Куткоскi i дипольної), що приводять до тричастинкового потенцiалу взаємодiї

логарифмiчного росту. Показано, що цей потенцiал пов’язаний з кластерними по-

правками до взаємодiї 1-ґлюонного обмiну у спiнорнiй хромодинамiцi.

Практичне значення одержаних результатiв.

Отриманi в дисертацiї результати можуть бути використанi для опису кла-

сичних та квантових малочастинкових систем, в яких релятивiстична кiнематика

та запiзнення взаємодiї є iстотними, однак радiацiйними ефектами (а в кванто-

вому описi - ефектами народження-знищення) можна знехтувати. Серед таких

систем можуть бути йони важких атомiв, ядра легких елементiв, важкi та легкi

гадрони та системи гiпотетичних частинок - представникiв темної матерiї. Пред-
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ставлений в дисертацiї пiдхiд може спростити обчислення спектрiв таких систем,

в обхiд складних теоретико-польових методiв, або дати попереднi результати у

тих випадках, коли (ще) немає послiдовного теоретико-польового опису взаємодiї.

Деякi результати дисертацiї вже використано в лiтературi [100, 101, 111].

Особистий внесок здобувача. Серед основних робiт, в яких опублiковано

результати дисертацiї [1–24], роботи [2–4, 6, 7, 10, 13–16, 22, 24] виконанi без спiв-

авторiв. В рештi основних робiт внесок здобувача розкрито нижче. В роботi [1]

здобувачем побудовано явно коварiантний канонiчний опис з в’язями двочастин-

кових систем на свiтловому конусi. Розвиток цього пiдходу представлено i в роботi

[5], де автору також належать усi результати стосовно динамiки часоасиметричних

моделей у 4-вимiрному просторi Мiнковського. В роботi [8] для часоасиметричних

моделей iз довiльною взаємодiєю польового типу побудовано ґенератори динамi-

чної алгебри so(2,1) та запропоновано пертурбацiйну процедуру дiагоналiзацiї. В

роботi [9] дисертант показав, що двофермiонне варiацiйне рiвняння у калiбруван-

нi Лоренца не є хибним рiвнянням Единґтона-Ґанта (як очiкував спiвавтор), а з

врахуванням поправок на запiзнення збiгається з рiвнянням Брайта, отриманим

спiвавтором у калiбруваннi Кулона. Автор також здiйснив радiальну редукцiю

цього р-ня та запропонував матричний метод дiагоналiзацiїї. В роботi [12] автор

виводить поправки на запiзнення для взаємодiй рiзної лоренц-структури. В робо-

тi [11] для частково редукованої моделi Юкави та її узагальнень автор пропонує

послiдовну пертурбацiйну схему побудови класичного гамiльтонового опису, а в

роботi [20] – ґенераторiв групи Пуанкаре, що послужили спiвавторам основою

для квантування. В цьому ж ключi в роботах [17–19] розглядаються нелiнiйнi

узагальнення моделей Вiка-Куткоскi та дипольної, де автор будує редукований

лаґранжiан системи, нелiнiйнi нелокальнi поправки до гамiльтонiану, а також яв-

но виводить i дослiджує нерелятивiстичний потенцiал кластерної 3-частинкової

взаємодiї. Пов’язанi iз ним кластернi потенцiали у класичнiй хромодинамiцi ав-

тор вивчав у роботi [21]. У роботi [23] здобувач пропонує модель типу Юкави iз

тахiонною взаємодiєю, виводить для неї нерелятивiстичний потенцiал, i дослiджує

зв’язанi стани вiдповiдного р-ня Шредингера.
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Апробацiя результатiв дисертацiї.

Результати дисертацiї доповiдались i опублiкованi в матерiалах таких кон-

ференцiй, нарад та семiнарiв: Науковий семiнар “Проблеми релятивiстичної кван-

тової механiки системи частинок”, присвячений 90-рiччю з дня народження про-

фесора Зенона Храпливого (Україна, Львiв, 19 квiтня 1994) [141], X Мiжнародна

конференцiя “Адрони–94” (Україна, Ужгород, 7–11 серпня 1994) [25], Мiжнародна

конференцiя “Симетрiя в нелiнiйнiй математичнiй фiзицi” (Україна, Київ, 3–8 ли-

пня 1995) [2], III Мiжнародна конференцiя “Симетрiя в нелiнiйнiй математичнiй

фiзицi” (Україна, Київ, 12–18 липня 1999) [26], XXXII Симпозiум з математичної

фiзики; спец. сесiя: “Симетрiї в нелiнiйних системах” (Польща, Торунь, 6–10 черв-

ня 2000) [8], “Рiздвянi дискусiї 2001” на кафедрi теоретичної фiзики ЛНУ iм. I.

Франка (Україна, Львiв, 3–4 сiчня 2001) [27], XVIII Европейська конференцiя з

проблем кiлькох частинок у фiзицi (Словенiя, Блед, 8–14 вересня 2002) [28–31],

“Рiздвянi дискусiї 2003” на кафедрi теоретичної фiзики ЛНУ iм. I. Франка (Укра-

їна, Львiв, 3–4 сiчня 2003) [149], XVII Мiжнародна конференцiя з проблем кiлькох

частинок у фiзицi (США, Пiвнiчна Каролiна, Дюрам, 5–10 червня 2003) [32–34]

Наукова конференцiя “Сучаснi проблеми квантової теорiї” присвячена 100-рiччю

вiд дня народження Зiновiя Храпливого (Україна, Тернопiль, 15-16 березня 2004)

[35], VI Мiжнародна конференцiя “Симетрiя в нелiнiйнiй математичнiй фiзицi”

(Україна, Київ, 20–26 червня 2005) [13], “Рiздвянi дискусiї 2006” на кафедрi теоре-

тичної фiзики ЛНУ iм. I. Франка (Україна, Львiв, 4–5 сiчня 2006) [36], II Мiжна-

родна конференцiя з квантової електродинамiки та статистичної фiзики (Україна,

Харкiв, 19–23 вересня 2006) [37], VII Мiжнародна конференцiя “Симетрiя в нелi-

нiйнiй математичнiй фiзицi” (Україна, Київ, 24–30 червня 2007) [15], “Рiздвянi

дискусiї 2008” на кафедрi теоретичної фiзики ЛНУ iм. I. Франка (Україна, Львiв,

4–5 сiчня 2008) [38], Меморiальнi читання на пошану Романа Пантелеймоновича

Ґайди. IФКС НАН України та Наукове товариство iм. Шевченка (Україна, Львiв,

9–10 жовтня 2008) [16], Всеукраїнський семiнар з теоретичної та математичної

фiзики. До 80-рiччя професора А.В.Свiдзинського (Україна, Луцьк, 27 лютого

- 01 березня 2009) [39], 5-та мiжнародна конференцiя РНAOПM – 2010 (Украї-
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на, Луцьк, Шацькi озера, 1–5 червня 2010) [41], X Всеукраїнська школа-семiнар i

конкурс молодих вчених у галузi статистичної фiзики та теорiї конденсованої ре-

човини (Україна, Львiв, 3–4 червня 2010) [40], 3rd Workshop on Current Problems

in Physics (Ukraine, Lviv, July 5–9, 2010) [42], 21th European Conference on Few-

Body Problems in Physics (Spain, Salamanca, August 29 – September 3, 2010) [19],

III Мiжнародна конференцiя з квантової електродинамiки та статистичної фiзи-

ки (Україна, Харкiв, 29 серпня – 2 вересня 2011) [43], Наукова конференцiя “Новi

напрямки у фiзицi та астрофiзицi” присвячена 65-рiччю проф. I. О. Вакарчука.

ЛНУ iм. I. Франка (Україна, Львiв, 15–16 березня 2012) [44], Конференцiя фiзи-

чної комiсiї НТШ “50 рокiв концепцiї тахiонiв” (Україна, Львiв, 20 березня 2012)

[47], Всеукраїнська наукова конференцiя “Актуальнi проблеми теоретичної, екс-

периментальної та прикладної фiзики” (Україна, Тернопiль, 20–11 вересня 2012)

[45], “Рiздвянi дискусiї 2013” на кафедрi теоретичної фiзики ЛНУ iм. I. Франка

(Україна, Львiв, 3–4 сiчня 2013) [46], 6th Workshop on Current Problems in Physi-

cs (Poland Zielona Góra, September 23-25, 2013) [166], 7th Workshop on Current

Problems in Physics (Ukraine, Lviv, July 8-9, 2014) [48], “Рiздвянi дискусiї 2015”

присвяченi 110-рiччю вiд дня народження професора В. С. Мiлянчука” на кафе-

дрi теоретичної фiзики ЛНУ iм. I. Франка (Україна, Львiв, 12-13 сiчня 2015) [49],

8th Workshop on Current Problems in Physics (Poland Zielona Góra, October 19-22

2015) [50], Звiтна конференцiя за проектами конкурсу Ф64 при Державному фондi

фундаментальних дослiджень (Україна, Київ, 26 сiчня 2016).

Окремi результати неодноразово доповiдалися на семiнарах Iнституту фi-

зики конденсованих систем НАН України, вiддiлу теорiї релятивiстичних систем

(колишньому) та вiддiлу компютерного моделювання багаточастинкових систем

цього iнституту, а також на iнших наукових зустрiчах.

Публiкацiї. Матерiали дисертацiї представлено у 24 статтях у фахових на-

укових журналах i збiрниках [1–24], 26 матерiалах i тезах конференцiй [25–50], та

16 препринтах [170–185].
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Подяки. Цiєю роботою вшановую свiтлу пам’ять наукового консультанта,

д.ф.-м.н. В.I. Третяка. Висловлюю щиру подяку професору Йоркського ун-ту Ю.

Даревичу за всебiчну пiдтримку, допомогу та наукове партнерство, професору

Барселонського ун-ту Дж. Лльозi за цiннi iдеї та гостиннiсть, професору Т.М.

Брику за пiдтримку i сприяння як завiдувачу вiддiлом, д.ф.-м.н. Ю.Г. Яремку

за численнi плiднi обговорення результатiв. Цiєї дисертацiї не було би написано,

якби не терплячiсть i пiдтримка любої дружини Наталiї та заохочення її батька

М.В. Дудяка.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1. Релятивiстичнi хвильовi рiвняння в задачi на
зв’язанi стани

Перехiд вiд нерелятивiстичної до релятивiстичної механiки (як класичної,

так i квантової) пов’язаний iз формальною замiною групи iнварiантностi Галiлея

на групу Пуанкаре – неоднорiдну групу Лоренца. Така замiна має глибокi фiзи-

чнi наслiдки. По-перше, природно з’являється спiн s, що разом iз масою спокою

характеризує лоренц-структуру хвильової функцiї частинки. Для частинок спо-

стережуваної матерiї – електронiв, нуклонiв i багатьох ядер – s = 1
2
, а вiдповiдна 1-

частинкова задача описується хвильовим рiвняння Дiрака – на вiдмiну вiд рiвнян-

ня Кляйна-Ґордона для скалярних частинок (iз s = 0). По-друге – значно складнi-

шим стає опис взаємодiї. Нерелятивiстична взаємодiя частинок описується потен-

цiалом статичного поля, що “приєднане” до джерела–частинки, i миттєво реагує

на змiну її положення. Через це, а формально – завдяки галiлей-iнварiантностi, 2-

частинкове рiвняння Шредингера ефективно зводиться до 1-частинкового. Реля-

тивiстична взаємодiя поширюється iз запiзненням, а бiльш загально – нелокальна

у часi, що зумовлено вимогами Пуанкаре-iнварiантностi. У цьому вiдношеннi взає-

модiя мiж рухомими частинками принципово вiдрiзняється вiд статичної взаємодiї

iз нерухомим джерелом, а задача 2-х частинок значно сладнiша вiд 1-частинкової,

i точне її формулювання є проблематичним.

Природнiми носiями взаємодiї є релятивiстичнi поля, що характеризуються

масою i своєю лоренц-структурою – вони мають цiлий спiн. Прикладами є вектор-

не (s = 1) електромагнетне поле, скалярне (s = 0) поле Гiґса або псевдоскалярне



39

мезонне поле, тензорне (s = 2) поле лiнеаризованої ґравiтацiї. Традицiйним шля-

хом опису таких взаємодiй є тлумачення на рiвних правах як частинок матерiї,

так i полiв-носiїв взаємодiї iз власними ступенями вiльностi. Квантовий опис такої

системи здiйснюється в термiнах матрицi розсiяння на просторi Фока i, в точно-

му розумiннi, є задачею ∞-го числа частинок. Задача ж про зв’язанi стани 2-х

або скiнченного числа частинок вимагає застосування тих чи iнших наближень

у квантовiй теорiї поля, або ж побудови релятивiстичних хвильових рiвнянь iз

загальних принципiв i феноменологiчним описом взаємодiй. Але i в останньому

випадку зв’язок iз теорiєю поля (хоча б класичною) дозволяє наповнити задачу

фiзичним змiстом.

1.1.1. Рiвняння Брайта та його узагальнення

Будемо розглядати стацiонарне релятивiстичне хвильове рiвняння вигляду:

HΦ(x1,x2) ≡ {h1(p1) + h2(p2) + U(x1 − x2)}Φ(x1,x2) = EΦ(x1,x2) (1.1.1)

для власного значення енергiї E та 16–компонентної функцiї (дiракiвського 4×4-

бiспiнору) Φ(x1,x2), залежної вiд 3-координат xa 2-х частинок (a = 1, 2); тут

ha(pa) = αa · pa +maβa, a = 1, 2, (1.1.2)

є дiракiвськими гамiльтонiанами вiльних частинок з масами ma, pa = − i∇a ≡
− i ∂/∂xa (у координатному представленнi), а U(x1 − x2) – потенцiал взаємодiї.

Матрицi Дiрака αa та βa дiють лише на тi iндекси хвильової ф-ї Φ, що вiдносяться

до пiдпростору a-ї частинки.

Вперше рiвняння (1.1.1) з’явилось в лiтературi в 1929 роцi для опису двох

електронiв iз релятивiстичним узагальненням кулонiвського потенцiалу UC(r) =

q1q2/r – потенцiалом Брайта [76]

UB(r) = UC(r) + ∆UB(r) ≡
q1q2
r

[1− 1
2
(α1 ·α2 +α1 · nα2 · n)] , (1.1.3)

замiсть дещо ранiшої версiї Едингтона-Ґанта [77, 78]

UEG(r) =
q1q2
r

[1−α1 ·α2]; (1.1.4)
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тут qa – заряд a-ї чатинки (= e для електрона в даному разi), r ≡ x1−x2, r ≡ |r|,
n ≡ r/r.

Обидва потенцiали повстають iз розв’язкiв класичних рiвнянь Максвела для

точкових джерел (потенцiалiв Льєнара-Вiхерта) за рiзних калiбрувальних умов:

потенцiал Едингтона-Ґанта – за умови Лоренца, а Брайта – за умови Кулона.

Порушення як калiбрувальної, так i точної пуанкаре-iнварiантностi 2ЧРД пов’я-

зане iз наближеним характером потенцiалiв (1.1.3) i (1.1.4) – в процесi їх виве-

дення втрачається (або лише частково враховується) запiзнена природа вихiдних

потенцiалiв Льєнара-Вiхерта. Перевагу надали потенцiалу Брайта, оскiльки вiн

узгоджується iз класичною механiкою заряджених частинок у 1-му квазiреляти-

вiстичному наближеннi (тобто, з точнiстю до 1/c2). А саме, вiн отримується iз

лаґранжiану Дарвiна [186] шляхом евристичної замiни швидкостей частинок va/c

(зважених на швидкiсть свiтла c) на матрицi Дiрака αa. Тим не менше, пита-

ння калiбрувальної iнварiантностi рiвняння Брайта (тобто 2ЧРД iз потенцiалом

(1.1.3)) залишається вiдкритим, i буде розглядатися в Роздiлi 5.

Як i 1-частинкове рiвняння Дiрака, рiвняння Брайта допускає вiд’ємно-

енергетичнi розв’язки, якi слiд вiдкинути як нефiзичнi. Для цього Зенон Храпли-

вий та iн. [187–189] запропонували узагальнення унiтарного перетворення Фолдi-

Воутхойзена. Воно iтеративно видiляє в гамiльтонiанi Брайта (тобто, в операторi

у правiй частинi (1.1.1)) блок типу Паулi – оператор Шредiнгера iз квазiреляти-

вiстичними (в т.ч. спiн-залежними) поправками – що дiє лише на велико-велику

2×2–компоненту дiракiвського бiспiнору Φ++, i не змiшує її iз рештою компонент

Φ+−, Φ−+, Φ−− – велико-малою i т.д.; надалi назвемо цi блок-компоненти дiракiв-

ськими. Це дало змогу пертурбативно обчислювати квазiрелятивiстичнi поправки

до спектру атому водню i позитронiю. Недавно обчислено вищi iтерацiї перетворе-

ння Храпливого [190–192], однак їх застосування до р-ня Брайта має сенс, якщо

у вiдповiдний потенцiал включити квазiрелятивiстичнi поправки вищих поряд-

кiв. Деякi такi поправки до потенцiалiв векторної, скалярної та iнших взаємодiй

розглядаються в Роздiлi 5.

Обчислення спектру позитронiю з точнiстю до 4-го ступеня сталої тонкої
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структури α [189, 193] виявило на межi 1940-1950х рр. деяку неточнiсть рiвнян-

ня Брайта i необхiднiсть його корекцiї з допомогою квантової електродинамiки,

сформованої на той час. По-перше, класичний за природою потенцiал Брайта не

мiстить анiгiляцiйного внеску у взаємодiю. Його врахували Берестецький i Лан-

дау [194] з наближеного вторинно квантованого опису електрон-позитронної си-

стеми. Отриманий їх квазiрелятивiстичний гамiльтонiан типу Паулi-Шредингера

вже коректно вiдтворював спектр позитронiю з точнiстю до α4 [195, 196]. По-

друге, великi та малi компоненти хвильової функцiї пов’язанi (але не тотожнi) з

частинковими та античастинковими станами в пертурбативнiй КТП, де цi стани

роздiляють з допомогою проекцiйних операторiв [2]:

Λ±
a (pa) ≡ 1

2
{1± ha(pa)/Ea(pa)}, (1.1.5)

тут Ea(pa) ≡ Ema
(pa) ≡

√

p2
a +m2

a, (1.1.6)

а ha(pa) означенi в р-нi (1.1.2). Згадана нетотожнiсть породжує нефiзичний дода-

нок ∼ e4 у квазiрелятивiстичному наближеннi рiвняння Брайта.

Цiла низка рiвнянь, отриманих у рiзний спосiб, мiстять потенцiали типу

Брайта (1.1.3), модифiкованi з допомогою явного чи неявного використання про-

екторiв (1.1.5), вiрнiше їх двочастинкових комбiнацiй:

Λ±±(p1,p2) = Λ±
1 (p1)Λ

±
2 (p2),

Λ(±)(p1,p2) = Λ++(p1,p2)± Λ−−(p1,p2). (1.1.7)

Для прикладу, потенцiал UBR = Λ++UBΛ++ отримано Брауном i Рейвенголом [197]

iз розгляду квантово-електродинамiчного рiвняння Шредингера на просторi Фо-

ка з подальшою наближеною редукцiєю на 2-фермiонний сектор. Розвитком цiєї

роботи став варiацiйний метод у КТП, про який iтиметься далi. Слiд зауважи-

ти що, на вiдмiну вiд U чи UEG, потенцiал UBR є нелокальним, тобто залежить

як вiд координат, так i вiд iмпульсiв, а вiдповiдне хвильове рiвняння є iнтегро-

диференцiйним, i лише у квазiрелятивiстичному наближеннi стає диференцiйним.

В iмпульсному представленнi кiнематичну частину рiвняння Брауна-

Рейвенгола можна спростити, спроектувавши його на додатньо-енергетичнi стани



42

Φ
++ ≡ Λ++

Φ:

{E − E1(p1)− E2(p2)}Φ++ = UΦ++. (1.1.8)

Однак справа залишається складний iнтеґральний оператор U = UBR.

Така ж труднiсть характерна для потенцiалу US = Λ(−)UB, виведеного Салпi-

тером iз явно коварiантного рiвняння Бете-Салпiтера [1] у результатi тривимiрної

редукцiї у наближеннi миттєвої взаємодiї [5]. У релятивiстичнiй проблемi зв’я-

заних станiв рiвняння Бете-Салпiтера та його редукцiї заслуговують на окреме

обговорення.

1.1.2. Р-ня Бете-Салпiтера та квазiпотенцiальнi р-ня

Двочастинкове рiвняння Бете-Салпiтера (БС) пов’язане iз однорiдним рiв-

нянням Лiппмана-Швiнгера для зв’язаних станiв у пертурбативнiй електродина-

мiцi. Його можна символiчно записати у виглядi:

G−1
1 G−1

2 ψ = V ψ, (1.1.9)

де Ga (a = 1, 2) – пропаґатори вiльних частинок, а V – оператор взаємодiї –

сума усiх незвiдних дiаграм, що визначають 2-частинкову матрицю розсiяння.

У координатному представленнi амплiтуда ψ(x1, x2) залежить вiд 4-координат

xa = {x0a,xa} = {xµa} (µ = 0 . . . 3) частинок у просторi Мiнковського M4, а

G−1
a = i γµa∂µ − ma – коварiантний оператор Дiрака. Оператор взаємодiї у дра-

бинковому наближеннi є локальним i виражається через фотонний пропаґатор:

V (x1 − x2) = − i e2γµγµD(x1 − x2). Т.ч., р-ня БС у цьому випадку є диференцiй-

ним р-ням 2-го порядку (на вiдмiну вiд р-ня Брайта 1-го порядку), в чому полягає

одна iз проблем його квантово-механiчної iнтерпретацiї. Особливо вона очевидна

для випадку скалярних частинок Кляйна-Ґордона, для яких G−1
a = �a − m2

a, а

р-ня (1.1.9) стає 4-го порядку [112, 113].

Iнша проблема пов’язана iз перевагою р-ня БС над р-ням Брайта – во-

но явно коварiантне, отже точно симетричне щодо групи Пуанкаре. Внаслi-

док цього амплiтуда ψ залежить, поряд iз звичними змiнними, i вiд вiдносно-
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го часу x0 = x01 − x02, або вiдносної енергiї (0–компоненти вiдносного iмпульсу)

p0 = 1
2
(p01 − p02) в iмпульсному представленнi – надлищкових змiнних з погляду

квантово-механiчних засад. Щоб обiйти цi труднощi, було запропоновано рiзнi

способи редукцiї р-ня БС до тривимiрного вигляду [198].

У вищезгаданiй роботi [5] Салпiтер запропонував для ядра взаємодiї мит-

тєве наближення V (p) = V (p) ⇐⇒ V (x) = δ(x0)VI(x), взявши його як основне

у пертурбативнiй схемi. Т.ч. Салпiтер отримав тривимiрну редукцiю р-ня БС у

виглядi р-ня (1.1.1) iз модифiкованим потенцiалом Брайта: US = Λ(−)UB. Надалi

її називатимемо р-ням Брайта-Салпiтера. Потенцiал US не є ермiтовим, i Бар-

кер та Гловер [189] його “ермiтували”: UBG = 1
2
{Λ(−)UB + UBΛ

(−)}, щоб застосува-

ти перетворення Храпливого для квантово-механiчного використання. Фельдман,

Фултон i Таунсенд [199] показали, що Салпiтер некоректно застосував миттєве

наближення для побудови потенцiалу US, що дає неправильнi α4–поправки до

спектру позитронiю, однак “ермiтування” в UBG “випадково” виправляє помил-

ку. Там же ж автори пропонують коректне миттєве наближення для потенцiалу:

UFFT = Λ(−)UC + Λ++∆UBΛ
++, яке може бути корисне i при обчисленнi вищих

α6–поправок до спектру. В усiх випадках для додатньо-енергетичної хвильової

функцiї Φ++ можна отримати рiвняння (1.1.8), хоча у випадку потенцiалу Салпi-

тера слiд додатково накласти умови Φ
+− = Φ

−+ = Φ
−− = 0 [2]. В лiтературi (як i

в цiй дисертацiї) рiвняння iз кiнематичною частиною типу (1.1.8) називають (хоч

i не зовсiм справедливо) рiвнянням Салпiтера.

До рiвняння Бете-Cалпiтера в iмпульсному представленнi можна застосу-

вати iнший тип тривимiрної редукцiї. Вона використовує той факт, що добуток

1-частинкових пропаґаторiв G1(p1)G2(p2) в р-нi (1.1.9) (вiрнiше, у вихiдному р-

нi Лiппмана-Швiнгера) має гострий пiк щодо вiдносної енергiї p0 = 1
2
(p01 − p02).

Якщо цей пiк апроксимувати δ-функцiєю i здiйснити усереднення за p0, то ця

змiнна випадає з рiвняння. Натомiсть ядро оператора взаємодiї набуває залежно-

стi вiд повної енергiї E ≡ P 0 = p01 + p02 – у виглядi множника [200] або й скла-

днiше. Через це отримане тривимiрне рiвняння називають квазiпотенцiальним.

Видiлення δ-функцiї iз добутку G1(p1)G2(p2) є неоднозначним. Тому в лiтературi
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запропоновано рiзнi квазiпотенцiальнi рiвняння, такi як Логунова-Тавхелiдзе [7],

Бланкенбеклера-Шугара [6], Тодорова [8] та iншi [200–202]. Окрiм того, що во-

ни добре вiдтворюють тонку i гiпертонку структуру спектру водню [8, 92, 202],

квазiпотенцiали допускають загальну структуру, що не обмежується електрома-

гнетною взаємодiєю. Зокрема, в роботi Матвеєва, Мурадяна i Тавхелiдзе [93] ква-

зiпотенцiал будується iтеративно в термiнах довiльного оператора взаємодiї V та

проекцiйного оператора Λ(+) (1.1.7).

З iншого боку, залежнiсть квазiпотенцiалу вiд енергiї приводить до поруше-

ння ортогональностi власних станiв рiвняння, появи, окрiм власних, ще й асоцiйо-

ваних станiв, а в цiлому – ускладнює математичний опис та фiзичну iнтерпретацiю

теорiї [201].

1.1.3. Метод Ґупти

Якщо обмежитися взаємодiєю однофотонного (в загальному – однобозонно-

го) обмiну, то її квазiрелятивiстичний потенцiал можна знайти iз теорiї розсiяння в

борнiвському наближеннi, обчисливши матричний елемент вiдповiдного ядра мiж

вiльночастинковими обкладками. Таким способом Ґупта i спiвавтори вiдтвори-

ли не тiльки (уточнений) потенцiал Брайта у квазiрелятивiстичному наближеннi

[203], але й отримали його аналоги для ґравiтацiйної [204, 205] та калiбруваль-

ної [206] взаємодiй. Разом iз стандартними кiнематичними членами цi потенцiа-

ли дають гамiльтонiани Паулi-Шрединґера для дво- i кiлька-частинкових систем

iз вiдповiдною взаємодiєю. Метод допускає включення i радiацiйних поправок

[205, 206]. Його також можна поширити на феноменологiчнi моделi iз довiльною

взаємодiю в рамках заданої лоренцiвської структури [207], зокрема, на квазiре-

лятивiстичнi кварковi моделi гадронiв, про що детальнiше iтиметься в пiдроздiлi

1.3.
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1.1.4. Варiацiйний гамiльтонiв метод КТП

Браун i Рейвенгол для побудови згаданого вище уточненого потенцiалу

Брайта UBR = Λ++UBΛ
++ використали, по-перше, електродинамiчне р-ня Шре-

дингера, основане на гамiльтоновому формулюваннi КЕД, а по-друге – його про-

ектування на двочастинковий стан [197]. Навiть бiльше, у цiй роботi вказано на

можливiсть врахування вiртуальної електрон-позитронної пари.

Цi iдеї отримали розвиток як варiацiйний пiдхiд у гамiльтоновому фор-

малiзмi КТП [10]. Тут, як i в квантовiй механiцi, виходять з р-ня Шредингера

H|ψ〉 = E|ψ〉, де H – квантово-польовий гамiльтонiан, отриманий з вихiдного

лаґранжiану теорiї, а власний стан |ψ〉 задано на просторi Фока системи. Напри-

клад, для моделi Вiка-Куткоскi, заданої лаґранжiаном (6.3.10, c.294), власнi стани

допускають нескiнченний розклад за секторами простору Фока:

|ψ〉 = C|ϕ〉+D|φ〉 + D̄|φ̄〉+ F |φφ̄〉+G|φφ̄ϕ〉+ . . . (1.1.10)

iз коефiцiєнтними функцями C, D, . . . – (iнтегрування у кожному доданку (1.1.10)

явно не вказано).

Пiдстановка ряду (1.1.10) в р-ня Шредингера зводить останнє до нескiнчен-

ного ланцюжка рiвнянь на коефiцiєнтнi функцiї C, D,. . . та власне значення E,

розв’язати який не реально.

Натомiсть, можна скористатися методом, що базується на варiацiйному

принципi

δ〈ψ|Н − E|ψ〉 = 0. (1.1.11)

Вiн еквiвалентний до рiвняння Шредингера за умови цiлком довiльної варiацiї

δψ. На практицi ж, обмежуються наближеним варiацiйним розв’язком, що вклю-

чає скiнченну кiлькiсть секторiв та, вiдповiдно, коефiцiєнтних функцiй – довiль-

них або з обмеженого класу. Як результат, отримують скiнченну систему рiвнянь

(подiбно до методу Тамма-Данкова [208]). Для прикладу, найпростiший варiацiй-

ний стан моделi Вiка-Куткоскi, що описує процес анiгiляцiї чи народження пари
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φφ̄↔ ϕ, можна задати так:

|ψ̃〉 = Ca†
0
|0〉+

∫

d3p F (p)b†pd
†
−p|0〉, (1.1.12)

де b†p, d
†
p i a†p – оператори народження частинки, античастинки та промiжного

бозона iз вакуума |0〉, а константа C i функцiя F (p) – шуканi амплiтуди.

Загалом, чим бiльше секторiв iз розкладу (1.1.11) включено у пробний стан

|ψ̃〉, i чим менше обмежень на коефiцiєнтнi функцiї, тим точнiший результат, але i

тим складнiша система варiацiйних рiвнянь. Щоб її розв’язати, доводиться робити

додатковi, часом неконтрольованi наближення, а результат часто обмежується

дослiдженням окремих станiв. Тому успiх методу залежить вiд мистецтва так

пiдбирати пробний стан, щоб його структура якомога краще вiдповiдала фiзицi

реального стану, а рiвняння були якомога простiшими. Наприклад, вибiр (1.1.12)

є недостатнiм i приводить до розбiжних рiвнянь.

Взагалi кажучи, розбiжностi у варiацiйних рiвняннях є швидше правилом,

нiж винятком. У фiзично змiстовних випадках їх вдається усунути шляхом пе-

ренормування. Наприклад, у роботах [116, 209–211] це здiйснено за допомогою

нескiнченної “голої” маси m0, тодi як скiнченна фiзична маса m вводиться як

варiацiйний параметр. Така процедура додає до вiльночастинкої енергiї Em(p)

розбiжний контрчлен (m0 −m)m/Em(p) але, разом з iншими використаними на-

ближеннями, ставить пiд сумнiв пуанкаре-iнварiантнiсть переновмованих варiа-

цiйних р-нь.

Незважаючи на цi недолiки, варiацiйний гамiльтонiв метод в КТП дозволив

отримати цiкавi результати, що або узгоджуються з iншими пiдходами, або є но-

вими. Зокрема, застосування методу до модельних скалярних теорiй поля, таких

як Вiка-Куткоскi, Юкави, ϕ4 тощо дає двочастинковi р-ня типу Шредингера чи

Салпiтера, часом iнтегровнi аналiтично [212], дозволяє дослiдити квазi-зв’язанi

стани [114, 115, 213], тричастинковi стани [116] тощо.

Вiдпрацювання методу на простiших скалярних моделях дозволило розгля-

нути подiбнi проблеми у бiльш реалiстичному випадку квантової електродинамiки

(спектр позитронiю з врахуванням анiгiляцiйного внеску [214], системи рiзних ча-
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стинок, напр., мюонiй [214], резонанси [215]), в окремих секторах Стандартної

моделi [211], моделювати сильнi взаємодiї в ядрах [210] тощо [10]. Кварковi моделi

гадронiв у рамках варiацiйного гамiльтонового методу в КТП розглядатимуться

в подроздiлi 1.3.

Згаданi вище хвильовi рiвняння виведенi iз теорiї поля, в основному кван-

тової, шляхом певних наближень, чим i визначається їх структура. Явно коварi-

антне рiвняння Бете-Салпiтера є точно пуанкаре-iнварiантним, але його фiзична

iнтерпретацiя не узгоджується iз квантово-механiчним принципом вiдповiдностi:

хвильова функцiя повинна параметризуватися 3-ма (а не 4-ма) компонентами ко-

ординат чи iмпульсiв на кожну частинку – у вiдповiдностi iз кiлькiстю ступенiв

вiльности у класичнiй механiцi. Цього досягають шляхом 3D-редукцiї р-ня БС,

пiд час якої, однак, можуть “затьмаритися” властивостi отриманих рiвнянь щодо

перетворень Пуанкаре.

Якщо опис взаємодiї в рамках КТП не вiдомий або занадто складинй, дово-

диться звертатися до феноменологiї. У цьому разi необхiдно диспонувати потен-

цiалом чи хвильовим рiвнянням загального вигляду, що визначається вимогами

iнварiантностi та iншими критерiями. Прикладом є узагальнене рiвняння Брайта,

або двочастинкове рiвняння Дiрака (1.1.1).

1.1.5. Двочастинкове рiвняння Дiрака

З огляду на термiнологiчнi рiзночитання в лiтературi, у данiй роботi пiд тер-

мiном двочастинкове рiвняння Дiрака (2ЧРД) буде розглядатися (окрiм окремо

зазначених випадкiв) стацiонарне релятивiстичне хвильве рiвняння виду (1.1.1),

де потенцiал U(r) може бути довiльною конструкцiєю радiус-вектора r та ма-

триць Дiрака.

Довший час 2ЧРД розглядали лише в рамках теорiї збурень – квазiреля-

тивiстичних наближень i/або розкладiв за константою взаємодiї. Для випадку

електромагнетної взаємодiї тiльки таке тлумачення рiвняння Брайта (i то лише в

1-му наближеннi) має фiзичний сенс [2]. В задачах iз сильним зв’язком викори-
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стання теорiї збурень є необґрунтованим. До 2ЧРД з рiзноманiтними локальними

потенцiалами стали застосовувати непертурбативнi методи. Зокрема, Кролiковскi

i Жевускi розвинули для 2ЧРД метод роздiлення змiнних на радiальну i спiн-

кутовi – так звану радiальну редукцiю [216].

Як правило, 2ЧРД розглядають у системi вiдлiку центра мас (ЦМ), у якiй

p ≡ p1 = −p2, а група його iнварiантностi редукується до малої пiдгрупи обертань

SU(2). Тодi гамiльтонiан H у лiвiй частинi р-ня (1.1.1), а отже i потенцiал U(r),

повиннi комутувати iз генератором J = r×p+ 1
2
(σ1 + σ2) групи SU(2):

[U(r),J ] = 0 ⇐⇒ [H,J ] = 0. (1.1.13)

Тому хвильову функцiю Φ(r) можна вибрати як власну функцiю операторiв J 2 i

J3, розклавши кожну iз дiракiвських компонент за сферичними бiспiнорами (A.1).

Скалярнi коефiцiєнти такого розкладу, як функцiї вiд радiальної змiнної r, задо-

вольняють систему диференцiйних рiвнянь 1-го порядку, структура якої зале-

жить вiд вигляду потенцiалу. Останнiй часто задають, згiдно з умовою (1.1.13),

у виглядi суми кiлькох довiльних функцiй вiд r iз певними матричними коефi-

цiєнтами; див. [90, 216–218]. Вигляд цих коефiцiєнтiв навiяно теорiєю поля – вiн

повинен вiдображати лоренц-структуру вiдповiдної взаємодiї. Наприклад, стру-

ктура [1−α1 ·α2]Uv(r) моделює векторну взаємодiю (за аналогiєю iз потенцiалом

(1.1.4)), а сам потенцiал Uv(r) – її статичне наближення [216], для скалярної най-

частiше беруть структуру β1β2Us(r), хоча є й iншi варiанти [87, 97], вiдомi рiзнi

версiї псевдоскалярної взаємодiї [90, 217]. Суперпозицiю таких трьох потенцiалiв

використовують для моделювання ядерних взаємодiй у дейтронi [90, 91] чи силь-

них взаємодiй у мезонах [89]; бiльше про потенцiальнi моделi гадронiв на основi

2ЧРД буде в пiдроздiлi 1.3. Цiкаво, що потенцiал електромагнетної взаємодiї –

Брайта (1.1.3) – у цих термiнах не є суто електромагнетним (всупереч очiкувань

Еддингтона i Ганта [77, 78]). Ще складнiшим електромагнетний потенцiал стає

при врахуваннi аномальних магнетних моментiв [80, 82].

Найбiльш загальний вигляд потенцiалу, сумiсного iз умовою (1.1.13), зна-

йшли Фущич i Нiкiтiн [219]. Однак крiм обертової iнварiантностi, потенцiал по-
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винен задовольняти iншi фiзичнi вимоги – наприклад, ермiтовiсть. Крiм цього,

не для кожного потенцалу система радiально редукованих рiвнянь допускає ко-

ректну краєву задачу. Прикладом є 2ЧРД iз потенцiалом Брайта (тому це р-ня

розв’язували пертурбативно).

Цi проблеми 2ЧРД дослiджуватимуться в роздiлi 5.

Найбiльш послiдовнi феноменологiчнi або напiв-феноменологiчнi пiдходи до

задачi про зв’язанi стани – це тi, що належать до релятивiстичної теорiї прямих

взаємодiй (РТПВ). В основi таких пiдходiв, серед iнших фiзичних принципiв, ле-

жить вимога точної (рiдше – наближеної) iнварiантностi щодо групи Пуанкаре. В

залежностi вiд реалiзацiї цiєї вимоги пiдходи в РТПВ подiляються на явно кова-

рiантнi та тривимiрнi, а математичним пiдгрунтям для них слугує лаґранжiв,

гамiльтонiв чи iнший формалiзм, пов’язаний iз варiацiйним принципом. З погляду

квантово-механiчного опису систем частинок найбiльш розвиненими є гамiльто-

новi пiдходи, що розглядатимуться далi.

1.1.6. Явно коварiантний канонiчний пiдхiд з в’язями

Вiдомо кiлька явно коварiантних формулювань релятивiстичної механiки

системи взаємодiючих частинок, що базуються на дiракiвському формалiзмi iз

в’язями [220]. Найвiдомiший iз них був заснований Дро-Венсаном [221], Тодоровим

[222, 223] i Комаром [224, 225], i розвинутий в iнших роботах [25, 226]. Для двох

безспiнових частинок класична механiка ДВТК задається парою в’язей I-го класу

φa = 0 (a = 1, 2), а її квантована версiя описується вiдповiдною парою хвильових

рiвнянь:

φaψ ≡ (p2a −m2
a − V )ψ = 0, a = 1, 2, (1.1.14)

де 4-скалярний потенцiал V залежить вiд 4-координат частинок xa (точнiше, вiд-

носної координати x ≡ x1 − x2) i, взагалi кажучи, спряжених 4-iмпульсiв pa.

Вiн повинен задовольняти умову [φ1, φ2] = 0 сумiсностi рiвнянь (1.1.14), звiдки

V = V (x⊥, p1, p2) – довiльна 4-скалярна ф-я вказаних аргументiв; тут xµ⊥ = Πµ
νx

ν,
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де Πµ
ν ≡ δµν − P µPν/P

2 – проектор, ортогональний до повного 4-iмпульсу системи

P = p1 + p2.

Рiвняння (1.1.14) можна еквiвалентно представити двома їх лiнiйними ком-

бiнацiями. Пiврiзниця 1
2
(φ1 − φ2)ψ = 0, а саме

{P · p− 1
2
(m2

1 −m2
2)}ψ = 0, (1.1.15)

є суто кiнематичною (тобто, не залежною вiд взаємодiї); вона усуває iз опису

0-компоненту вiдносного iмпульсу p = 1
2
(p1 − p2), тобто вiдносну енергiю; це оче-

видно у системi вiдлiку ЦМ, де P = 0. По-сутi, р-ня (1.1.15) виконує ту ж роль,

що i δ-функцiя в квазiпотенцiальному методi 3D-редукцiї р-ня БС. Це рiвняння

зручно розв’язати у представленнi колективних змiнних x i P :

ψ(x, P ) = exp
(
− i

2
(m2

1 −m2
2)P · x/P 2

)
ψ̃(x⊥),

так що фiзично неiстотний фазовий множник вбирає в себе усю залежнiсть вiд

вiдносного часу x0. У цих термiнах пiвсума 1
2
(φ1 + φ2)ψ = 0 рiвнянь (1.1.14) ви-

значає фiзичну частину хвильової функцiї ψ̃(x⊥):

{

E2
|P | −m2

|P | + p2⊥ − V
}

ψ̃(x⊥) = 0; (1.1.16)

тут E|P | ≡ 1
2
(P 2 −m2

1 −m2
2)/|P |, m|P | ≡ m1m2/|P |, де |P | ≡

√
P 2. Якщо оператор

взаємодiї V залежить вiд x⊥, P , але не вiд p, тобто V = V (x⊥, P ) = V (−x2⊥, |P |),
то (1.1.16) набуває вигляду ефективного р-ня Кляйна-Ґордона, а по-сутi – кза-

зiпотенцiального рiвняння. Це очевидно у системi вiдлiку ЦМ, де P = (M, 0),

х⊥ = (0, r) i, отже, p2⊥ = ∆, а V = V (r2,M) є локальним квазiпотенцiалом, що

залежить вiд повної маси системи M = Ecm (тобто, її енергiї у системi ЦМ), так

само, як i ефективнi енергiя EM i маса mM .

Узальнення формалiзму ДВТК на систему двох дiракiвських частинок було

здiйснено в основному двома групами дослiдникiв. У версiї Сазджана [25, 227] таке

узагальнення можна здiйснити замiною р-нь (1.1.14) на

{γa · pa −ma − (γā · pā +mā)V }ψ = 0, a = 1, 2; ā = 3− a (1.1.17)
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де хвильова функцiя ψ є дiракiвським 4×4–бiспiнором, а структура “потенцiалу”

V така ж, як i в скалярних рiвняннях (1.1.14). Якщо частинка a є антифермiоном,

вiдповiдна маса в (1.1.17) формально змiнює знак: ma 7→ −ma. Запропоновано i

формальне узагальнення на випадок системи N частинок [227].

Р-ня (1.1.17), вiдомi як двочастинковi рiвняння Дiрака (у множинi!), також

приводять до умови (1.1.15) i допускають 3D-редукцiю до одного ефективного

двочастинкового рiвняння Дiрака типу (1.1.1).

Дещо iншу форму явно коварiантних рiвнянь для взаємодiючих дiракiв-

ських частинок запропоновано Кратером i Ван Алстiном [228] – вона зручна для

моделювання взаємодiй польового типу, зокрема скалярної i векторної:

γ5a{γa · (pa − Aa)−ma − Sa}ψ = 0, a = 1, 2; (1.1.18)

тут Sa i Aa – 4-скалярнi та 4-векторнi потенцiали, заданi у термiнах 3-х (не обо-

в’язково незалежних) скалярних функцiй S, A i можливо V вiд iнварiанту x2⊥.

Завдяки певному гiперболiчному перетворенню [229] в опис можна додати взає-

модiї псевдоскалярного, псевдовекторного i тензорного типу.

Для наповнення такого феноменологiчного опису фiзичним змiстом у низцi

робiт встановлено його зв’язок iз рiвняннями БС [230], квантовопольовою теорiєю

розсiяння [231], електродинамiкою Вiлера-Фейнмана [232, 233], пiдходом Вiльсо-

на [234]. Завдяки вдалому пiдбору квазiпотенцiалу [98] отримано коварiантний

опис електродинамiчної задачi на зв’язанi стани, що вiдтворює з точнiстю до α4

спектри водню, мюонiю [28] i парапозитронiю [235]. При цьому отримана систе-

ма радiально редукованих рiвнянь вiльна вiд синґулярностей, характерних для

рiвняння Брайта, що дозволяє розв’язувати її числово [28] чи аналiтично [235] i

використовувати як базу для вищих наближень. Деякi результати отримано щодо

опису систем гiпотетичних преонiв [236], а застосування у спектроскопiї гадронiв

буде описано в пiдроздiлi 1.3.

Менш вiдомою є явно коварiантна модель Домiнiчi-Гомеша-Лонґi (ДГЛ),

що походить iз класичного формалiзму синґулярних лаґранжiанiв [237, 238]. Во-

на приводить до гамiльтонових в’язей, подiбних до класичного аналогу рiвнянь
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(1.1.14) де, однак, потенцiал V залежить вiд x2, а не вiд x2⊥, як у випадку ДВТК.

Як наслiдок, з’являється вторинна в’язь – т. зв. умова Юкави-Маркова

P · x = 0 (1.1.19)

(див. [239, 240]), квантовий аналог якої не сумiсний iз р-ням (1.1.15) (а в класичних

термiнах – це в’язi II-го класу). Тому явно коварiантне квантування здiйснити не

вдається за винятком випадку осциляторного потенцiалу V ∝ x2, коли можна

застосувати квантування Гупти-Блейлера [238].

Така ж вада притаманна певному N -частинковому узагальненню ДГЛ-

моделi – явно коварiантному формалiзму Рорлiха [241, 242]. У ньому 4-координати

частинок xa = Q + ρa (a = 1, ..., N) заданi через колективнi зiмiннi – положення

центра мас Q i вiдноснi частинковi 4-вектори ρa, на якi, разом iз спряженими до

них iмпульсними змiнними P , πa накладаються пари в’язей II-го класу P · ρa = 0,

P · πa = 0, i в’язi I-го класу
∑

a π
⊥
a = 0 та φ = 0 – остання визначає динамiку

системи i мiстить довiльний потенцiал взаємодiї. Моделi типу Рорлiха використо-

вуються у спектроскопiї гадронiв [23, 24, 243], але процедура їх квантування, як i

ДГЛ-моделi, передбачає попередню редукцiю у тривимiрний гамiльтонiв форма-

лiзм.

1.1.7. Тривимiрна релятивiстична гамiльтонова механiка

Як i формалiзм iз в’язями [220], тривимiрна релятивiстична гамiльтонова

механiка (3D РГМ, або коротко РГМ) у своїй основi була закладена Дiраком [244]

на межi 1949-50 рр. Згiдно з його iдеями, класична динамiка системи N частинок

в рамках РГМ описується канонiчною реалiзацiєю алгебри Лi групи Пуанкаре

P(1.3) на 6N -вимiрному фазовому просторi P, заданою 10-ма функцiями канонi-

чних змiнних: H = P0, Pi, Ji, Ki (i = 1, 2, 3) – канонiчними генераторами часових

i просторових трансляцiй, просторових поворотiв i перетворень Лоренца (бустiв).

Це формулювання безпосередньо переноситься на квантову механiку замiною кла-

сичних генераторiв ермiтовими операторами, а дужок Пуасона – комутаторами.
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Особливiстю РГМ є те, що потенцiал (або потенцiали) взаємодiї входить вiд-

разу у декiлька генераторiв групи Пуанкаре – на вiдмiну вiд нерелятивiстичної

гамiльтонової механiки, в якiй потенцiал взаємодiї мiститься лише у гамiльтонiа-

нi, а iншi iнтеґрали руху, пов’язанi iз галiлеєвою iнварiантнiстю, мають наперед

вiдомий кiнематичний вигляд (не залежний вiд взаємодiї). Вигляд генераторiв

Пуанкаре неоднозначний, але очевидно, що вiльнi вiд взаємодiї генератори поро-

джують пiдалгебру алгебри AP(1.3). Вiдповiднi гамiльтоновi описи Дiрак назвав

формами релятивiстичної динамiки. Дiрак запропонував iдею трьох форм ди-

намiки – миттєвої, точкової та фронтальної (з максимально можливою кiлькiстю

кiнематичних генераторiв – 6, 6 та 7 вiдповiдно), пов’язавши їх iз означенням вiд-

ношення одночасностi на рiзних просторовоподiбних або iзотропних гiперповерх-

нях у просторi Мiнковського M4: у миттєвiй формi динамiки – на гiперплощинах

x0 = t, у точковiй – на гiперболоїдах x20 − x2 = t2, у фронтальнiй – на свiтлових

фронтах x0 − x3 = t, де t – параметр, сталий на данiй гiперпповерхнi. У кожнiй

формi динамiки гiперповерхнi одночасностi при змiнi t ∈ R заповнюють M4 ша-

руванням, так, що еволюцiя системи виглядає як перехiд з однiєї гiперповерхнi на

iншу, а t ∈ R вiдiграє роль параметра еволюцiї.

Згодом виявилося, що канонiчнi координати взаємодiючих частинок не мо-

жуть бути просторовими компонентами xa коварiантних координат частинок

xa ∈ M4, а отже, структура генераторiв P(1.3) у РГМ взагалi кажучи не по-

в’язана iз означенням одночасностi. Такий зв’язок може з’явитися при оснащеннi

РГМ просторово-часовою iнтерпретацiєю [245, 246], або у результатi 3D-редукцiї

явно коварiантного опису iз в’язями [247]. Однак, у квантовiй задачi про зв’яза-

нi стани просторово-часова iнтерпретацiя РГМ не дуже важлива. Геометрична ж

концепцiя форм динамiки знайшла розвиток в iншому тривимiрному формалiзмi

– лаґранжевiй механiцi iз вищими похiдними; див. далi.

Отже, побудова РГМ зводиться до абстрактної задачi про розв’язування не-

лiнiйних переставних спiввiдношень (класичних чи квантових) алгебри AP(1.3).

Загальнi розв’язки отримали Бакамджiан i Томас [18] для миттєвої та точкової

форм динамiки, Лейтвiлер i Штерн [248] для фронтальної, їх S-матричну еквiва-
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лентнiсть довiв Соколов [19, 249], в iнших роботах запропоновано узагальнення на

довiльнi форми динамiки [20], враховано спiни та фiзичнi властивостi взаємодiй

частинок [21, 250].

Т. зв. модель Бакамджiана-Томаса (БТ) явно задає загальний вигляд гене-

раторiв групи P(1.3) для системи двох безспiнових частинок. У миттєвiй формi

вони мають вигляд (2.1.56, c.111) , i заданi у термiнах колективних змiнних: зовнi-

шнiх – канонiчного центра мас Q i повного iмпульсу системи P , та внутрiшнiх вiд-

носних змiнних r, k, означених з деякою довiльнiстю. Подiбну структуру має опис

у точковiй формi динамiки (3.2.21, c.168), як i його квантова версiя (3.2.24, c.169).

У генераторах цих описiв мiститься одна довiльна скалярна функцiя

M(r,k) – повна маса системи, тобто енергiя у системi вiдлiку ЦМ. У кванто-

вому описi їй вiдповiдає масовий оператор, а задача про зв’язанi стани зводиться

до рiвняння (3.2.25, c.169). За певного вибору внутрiшнiх змiнних повну масу мо-

жна представити як M(r,k) = Mfree(k) + U(r,k), де Mfree(k) =
∑

a

√

m2
a + k2

– вiльночастинкова маса, а U(r,k) – довiльний потенцiал взаємодiї. У фiзичних

застосуваннях його задають феноменологiчно, або виводять, якщо вiдомо зв’язок

РГМ з теорiєю поля.

Узагальнення РГМ на системи з N ≥ 3 наштовхується на проблему се-

парабельностi: коли частинка стає вiльною при її вiддаленнi вiд решти, повиннi

зникати i вiдповiднi члени потенцiалiв. Елегантний спосiб конструювання таких

потенцiалiв запропонував Соколов [19, 249]. Цi результати важливi для обчисле-

ння енергiї зв’язку тритона [30], формфакторiв дейтрона [251, 252], або у багато-

канальних задачах розсiяння. Для таких задач зручною виявилась фронтальна

форма динамiки [248] та її коварiантна модифiкацiя [253].

Зв’язок iз КТП встановлено в новiшiй версiї точкової форми динамiки [252]:

шляхом iнтегрування квантово-польового лаґранжiану взаємодiї отримують опе-

ратор 4-iмпульсу i редукують опис на на скiнченну кiлькiсть секторiв простору

Фока. Втрачена у процесi редукцiї комутативнiсть компонент 4-iмпульсу вiднов-

люється шляхом модифiкацiї матричних елементiв 4-iмпульсу, що приводить до

опису типу Бакамджiана-Томаса (БТ) iз матричним масовим оператором.
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Iнший шлях вiд теорiї поля до РГМ лежить через суто класичнi пiдходи в

РТПВ: тривимiрний лаґранжiв формалiзм з вищими похiдними та фор-

малiзм iнтеґралiв дiї типу Фоккера.

Лаґранжiани релятивiстичних систем взаємодiючих частинок вiдомi давно.

Найперше, це лаґранжiан Дарвiна [186] i Фiхтенгольца [254], що описують еле-

ктромагнетну i ґравiтацiйну взаємодiї у 1-му квазiрелятивiстичному наближеннi,

тобто з точнiстю 1/c2. У вищих квазiрелятивiстичних наближеннях доводиться

розглядати лаґранжiани з прискореннями [255] та вищими похiдними, загальний

формалiзм яких [256, 257] розвинув проф. Ґайда та спiвавтори Ключковський i

Третяк. Саме у лаґранжевiй механiцi iз вищими похiдними була втiлена дiракiв-

ська iдея форм релятивiстичної динамiки у її початковому, геометричному зна-

ченнi [258]. Iнше, не менш важливе значення цього формалiзму – вiн пов’язаний

як з РГМ [16], так iз класичною теорiєю поля за посередництвом iншого класично-

го формалiзму РТПВ – формалiзму iнтеґралiв дiї типу Фоккера [259, 260], який

ми розглянемо у роздiлi 2.

1.2. Релятивiстичнi потенцiальнi моделi мезонiв

1.2.1. Статичнi потенцiали мiжкваркової взаємодiї

Спектри мас важких мезонiв (тих, що мiстять кварки c i b) добре описую-

ться в рамках нерелятивiстичної потенцiальної моделi – рiвняння Шредингера,

що описує систему кварка та антикварка з вiдповiдно пiдiбраним потенцiалом їх

взаємодiї. Подiбно розглядаються барiони як композитнi системи iз трьох кваркiв.

Немає потреби аналiзувати величезний масив робiт, присвячених потенцiальним

моделям, оскiльки вже iснують оглядовi статтi, наприклад [207, 261]. Тут описано

лише основнi риси нерелятивiстичних моделей, з тим, щоб перейти до розгляду

релятивiстичних.

В нерелятивiстичних моделях використовують три типи потенцiалiв. Однi

є суто феноменологiчнi, i пiдбираються таким чином, щоб якомога точнiше опи-

сати якомога бiльшу кiлькiсть станiв. Iншi походять iз квантової хромодинамiки
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(КХД), хоч не є строго виведенi iз неї. Радше, їх отримують в рамках рiзних

наближених пiдходiв та оцiнок в КХД. Та найкращi результати дає поєднання

феноменологiї з КХД-мотивацiєю.

Найпростiшим феноменологiчним потенцiалом, що вiрно описує спiльнi риси

розщеплення рiвнiв кварконiю cc̄ i боттомонiю bb̄, є логарифмiчний:

U(r) = C0 ln(r/r0) (1.2.1)

з деякими сталими C0 i r0 [207, 261].

Найвiдомiшим (i найпростiшим) серед КХД-вмотивованих є корнельський

потенцiал [207, 261, 262]:

U(r) = −α/r + ar . (1.2.2)

Його кулонiвська частина є нерелятивiстичною границею взаємодiї 1-глюонного

обмiну iз константою, залежною вiд ароматного складу мезона: α = 0.25 ÷ 0.3

для bb̄ i cc̄, i зростає iз зменшенням мас кваркiв. Лiнiйна ж частина походить iз

вiльсонiвської петлi [207] у КХД на ґратцi. Її також можна пояснити дуальним

ефектом Мейснера – гiпотезою про те, що мiж зарядами у неабелевому вакуумi

внаслiдок його конденсацiї утворюється трубка хромоелектричного поля – т. зв.

струна [11, 263–265]. Тодi константа a має змiст натягу струни, i є унiверсаль-

ною величиною, тобто не залежною вiд аромату. Найвживанiше в потенцiальних

моделях значення a = 0.18 ÷ 0.2 ҐеВ2 недавно пiдтверджено числовими КХД-

симуляцiями на ґратцi [266]. Часто, однак, константи α та a використовують як

феноменологiчнi параметри припасування.

Залежнiсть α вiд аромату кваркiв вiдображає той факт, що насправдi це не

є константа: α = 4
3
αs, де т.зв. бiжуча константа сильної взаємодiї αs є функцiєю

переданого iмпульсу k = |k|:

αs(k) =
12π

(33− 2nf) ln(k
2/Λ2)

; (1.2.3)

тут Λ – масштабний параметр КХД, а nf – кiлькiсть кваркових ароматiв, iстотних

у процесах поляризацiї вакууму (звичайно покладають nf = 3). Така залежнiсть
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вiдображає асимптотичну свободу КХД в границi k → ∞ або r → 0. Оскiльки

логарифм – повiльно-змiнна функцiя, то аргумент k в (1.2.3) зручно замiнити на

сталий енергетичний масштаб, характерний для даної моделi, наприклад αs(mq),

що i забезпечує залежнiсть α вiд маси кваркiв mq.

Вiдомi i складнiшi КХД-вмотивованi потенцiали. Наприклад, потенцiал Рi-

чардсона [207, 261], заданий в iмпульсному представленнi залежнiстю:

Ũ(k) ∼ 1

k2 ln(1 + k2/Λ2)
. (1.2.4)

Його ультрафiолетова асимптотика (при k → ∞) вiдтворює кулонiвський потенцi-

ал (в iмпульсному представленнi) з бiжучою константою (1.2.3), тодi як iнфрачер-

вона асимптотика Ũ(k) ∼ 1/k4 (при k → 0) вiдображається у лiнiйну залежнiсть

вiд координати r. Таким чином, потенцiал Рiчардсона здiйснює апроксимацiю мiж

асимптотичною свободою та конфайнментом без додаткових параметрiв.

У промiжнiй областi значень r координатне представлення потенцiалу

Рiчардсона (яке, мiж iншим, не можна виразити в елементарних функцiях)

не є КХД-вмотивоване. Цього недолiку позбавлений потенцiал Адлера-Пiрана

[267, 268]. Окрiм ведучого лiнiйного члену, вiн дає логарифмiчну та iншi субдомi-

нантнi поправки, отриманi частково аналiтично та числово на базi ефективного

лаґранжiану КХД.

На основi моделi непертурбативного глюонного пропаґатора, побудованої

з вимог аналiтичностi, Чiкованi, Єнковський i Пакканонi (CJP) одержали 5-

параметричний потенцiал iз короткосяжною поведiнкою як в потенцiалу Рiчард-

сона, i далекосяжною частиною UCJP(r) ≈ a(1 − e−µr)/µ, що плавно виходить

на поличку. Цим враховано ефект народження легких пар qq̄, що приводить до

розриву струни. При значеннях параметрiв a = 1.23ҐеВ2, µ = 0.02ҐеВ потенцiал

UCJP добре описує спектри важких кварконiїв.

Iншi, напiв-феноменологiчнi потенцiали, також можуть мiстити вiльнi пара-

метри припасування, що покращує опис спектрiв мезонiв, але зменшує теоретичне

значення моделi [207, 261].

Потенцiальнi моделi застосовують i для опису барiонiв як трикваркових си-
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стем [269, 270]. У цьому разi короткосяжна частина потенцiалу мiстить попарнi

взаємодiї 1-глюонного обмiну, але з меншою константою взаємодiї α = 2
3αs. Да-

лекосяжна взаємодiя залежить вiд форми тричастинкової петлi Вiльсона, i може

описуватися або ∆–конфiгурацiєю струни (тобто суперпозицiєю попарних взає-

модiй), або Y–конфiгурацiєю (3-частинковою кластерною взаємодiєю). Вiдповiднi

потенцiали мають вигляд:

U∆(x1,x2,x3) = a(|x1 − x2|+ |x2 − x3|+ |x3 − x1|)
UY(x1,x2,x3) = amin

y∈R3
(|x1 − y|+ |x2 − y|+ |x3 − y|)

де xa (a = 1, 2, 3) – координати кваркiв, а y – точка розгалуження струн. Числовi

КХД-симуляцiї на ґратцi показують, що насправдi формується певна конфiгура-

цiя, промiжна мiж Y i ∆.

1.2.2. Квазiрелятивiстичнi поправки

Спiновi ефекти враховують з допомогою релятивiстичних поправок до ста-

тичних потенцiалiв. На вiдмiну вiд електродинамiки, мiжкваркова взаємодiя не

має надiйної теоретико-польової бази, i нi статичнi потенцiали, нi поправки до них

достеменно не вiдомi. Тому їх визначають опосередковано, з вимог наближеної

пуанкаре-iнварiантностi та загальних теоретичних мiркувань. В перших потенцi-

альних моделях спiновi поправки мiстили значну функцiональну довiльнiсть [261]

– у вiдповiдностi iз загальною структурою квазiрелятивiстичних гамiльтонiанiв

[271]. Згодом, шляхом зiставлення рiзних теорiй поля та пiдходiв, як квантових

[207, 272], так i класичних [271, 273], були знайденi рецепти, що дозволяли для

довiльного статичного потенцiалу майже однозначно будувати квазiрелятивiсти-

чнi поправки – як спiновi [207], так i незалежнi вiд спiну [274, 275] – iз заданою

лоренцiвською структурою взаємодiї. Для 5-ти основних таких структур двофер-

мiонної взаємодiї – скалярної, векторної, псевдоскалярної, псевдовекторної i тен-

зорної – лише двi першi мають нерелятивiстичну (статичну) границю [207]. Тому у

бiльшостi моделей поправки до далекосяжної взаємодiї надiляють скалярною або
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скалярно-векторною структурою [207, 269, 276] – цього достатньо для задовiль-

ного опису тонкої i надтонкої структури спектру важких мезонiв. Що стосується

короткосяжної взаємодiї, то вона завiдомо векторна, i поправки до неї подiбнi

до електромагнетних, хоча неабелевiсть глюонного поля вносить свої особливостi

[277].

1.2.3. Спектри мас легких мезонiв

Спектри мас легких мезонiв (складених з u, d i s кваркiв) мають характернi

риси, що пiсля деякої iдеалiзацiї вкладаються у таку картину [278, 279]:

1. Мезоннi стани лягають у площинi (M2, j) на прямi, вiдомi як траєкторiї

Редже, де j – власний момент iмпульсу мезону.

2. Траєкторiї Редже паралельнi одна однiй з унiверсальним параметром нахи-

лу σ ≈ 1.152.

3. Нерелятивiстична класифiкацiя мезонiв як
(
n 2s+1ℓj

)
–станiв кварк-

антикваркової системи є адекватною: поряд iз j “хорошими” квантовими

числами можна вважати орбiтальне число ℓ, сумарний спiн системи s та

радiальне число nr (або пов’язане з ним головне число n = nr + ℓ+ 1).

4. Спектри є ℓs-виродженими: вони залежать вiд ℓ та nr, та не вiд j чи s.

5. Стани з рiзними ℓ i nr характеризуються додатковим (випадковим) виро-

дженням, що приводить до “вежової” структури спектру [279].

Детальнiше твердження 1–3 означають, що у площинi (M2, ℓ) мезоннi стани

також утворюють прямi: iснує 4 головних (nr = 0) траєкторiй Редже, що вiдпо-

вiдають синглетним (s = 0) та триплетним (s = 1) сiмействам станiв, i кожна

головна траєкторiя породжує низку дочiрнiх (nr = 1, 2, . . . ). Тодi твердження 4

значить, що у площинi (M2, ℓ) усi головнi траєкторiї вироджуються в одну (це ж

стосується i дочiрнiх траєкторiй з фiксованим nr). Отже, енергетичнi рiвнi систе-

ми qq̄ можна описати формулою:

M2 ≈ σ(ℓ+ κnr + ζ), (1.2.5)
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де стала ζ – т.зв. iнтерцепт – залежить вiд ароматного вмiсту мезону (ζ ≈ 1/2

для (π-ρ)–сiм’ї мезонiв; вона зростає разом iз масою кваркiв). Нарештi, пункт 5

обмежує сталу κ до цiлого або рацiонального числа [279].

В лiтературi найчастiше використовують масовi формули з (ℓ + 2nr)-

залежнiстю, характерною для осциляторних та деяких струнних моделей мезонiв,

про якi iтиметься далi. Значно менш поширена (ℓ + nr)-залежнiсть; вона з’явля-

ється у запропонованих в [280, 281] феноменологiчних формулах для опису π-ρ i

K-траєкторiй. Обидвi можливостi пролюстрованi на рис. 1.1, де вiдповiднi трає-

кторiї Редже показано у координатах (M2, j) i (M2, ℓ).
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Траєкторiї Редже
iдеалiзованих мезонних спектрiв.
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Реальнi спектри мезонiв вiдрiзняються вiд iдеалiзованих. По-перше, вiдомо

обмежене число мезонiв, i не всi вони надiйно iдентифiкуються iз станами iдеалi-

зованих спектрiв. Далi, траєкторiї не цiлком прямi, особливо у нижнiй частинi спе-

ктру [270, 282, 283], а середнє чи асимптотичне (при великих j) значення параме-

тру нахилу σ залежить вiд ароматового складу мезонiв [270, 284]. ℓs-виродження

є наближеним – порядку 5 ÷ 6% вiд σ, i тлумачиться як результат надтонкого

ss-розщеплення [278]. Вежова структура встановлена ненадiйно (тобто лише для

окремих груп станiв) i також є наближеною [283].

Навiть бiльше, у деяких роботах стверджують, що лiнiйнiсть (навiть набли-

жена) не є характерною рисою траєкторiй Редже. Наприклад, з аналiзу експе-

риментальних даних було встановлено, що кривина рiзних мезонних i барiонних

траєкторiй може бути як додатньою, так i вiд’ємною [285, 286], хоча цi значення

виявляються в основному малими, особливо для траєкторiй гадронiв, складених

iз легких кваркiв. На базi обширного огляду [286] потенцiальних моделей, що при-

водять до нелiнiйних траєкторiй Редже, можна прийти до висновку, що кривина

помiтна здебiльшого у нижнiй частинi траєкторiй. Щодо їх верхньої частини, то

бiльшiсть потенцiальних моделей з лiнiйним далекосяжним потенцiалом ведуть

до траєкторiй, що є асимптотично лiнiйними при ℓ≫ 1. Крiм цього, в роботi [287]

запропоновано дробово-степеневу форму траєкторiй, сумiсну як з дуальними ана-

лiтичними моделями, так i з явищем народження кварк-антикваркових пар, що

обмежує довжину траєкторiй (тобто, кiлькiсть зв’язаних станiв). Але останнiй,

квантово-польовий ефект є поза межами потенцiальних моделей. На загал, ар-

гументи на корись iстотної нелiнiйностi траєкторiй Редже, представленi у рiзних

роботах, все ще не мають спiльної теоретичної основи. Автор цiєї дисертацiйної

роботи притримується бiльш традицiйного погляду в тому, що траєкторiї Редже

є наближено лiнiйними, тодi як незначна кривина може бути обумовлена масив-

нiстю кваркiв, впливом короткосяжної взаємодiї тощо.

Отже, у побудовi потенцiальних моделей зручно орiєнтуватися на iдеалi-

зовану картину як на нульове наближення, з можливiстю подальшого введення

рiзних поправок.
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1.2.4. Струннi та осциляторнi моделi

Iдеї щодо релятивiстичного опису прямолiнiйних (або асимптотично пря-

молiнiйних) траєкторiй Редже з’явилися ще до появи потенцiальних моделей, i

пов’язанi з концепцiєю Юкави i Маркова початку 50-х [239, 240] про елементарнi

частинки як протяжнi об’єкти. Йшлося перш за все про численнi нововiдкритi

гадрони та резонанси. Такi об’єкти описувалися бiлокальними полями, пiдпоряд-

кованими певним коварiантним рiвнянням чи умовам (iншими словами – в’язям),

що допускають послiдовнiсть (спектр) мас цього поля [27]. Згодом концепцiя пе-

реродилася у теорiю струн, з одного боку, i породила низку осциляторних моделей

гадронiв – з iншого.

Сучасна теорiя струн претендує на роль фундаментальної теорiї всiєї ма-

терiї та простору – з необхiднiстю багатовимiрного. Наприклад, бозонна струна

Намбу-Гото квантується лише у 26-вимiрному просторi-часi, а суперструна – у 10-

вимiрному. Однак як за походженням, так i в застосуваннях релятивiстичнi стру-

ни тiсно пов’язанi саме з описом гадронiв [263, 288]. Як зазначено в п.1.2.3, струна

служить релятивiстичною моделлю для хромоелектричної трубки мiж кварками.

Обмеження теорiї Намбу-Гото на пiдпростiр прямолiнiйних струн породжує про-

стi моделi гадронiв, квантованi в M4. Розглядають безмасовi струни [282, 288], з

масами [283, 288] на кiнцях i з розподiлом маси вздовж струни [287]. Вони здебiль-

шого застосовуються для опису орбiтальних збуджень мезонiв [278, 282, 287, 289]

та барiонiв [289], рiдше – радiальних збуджень [283]. В нерелятивiстичнiй грани-

цi лаґранжiан струни описує взаємодiю мас на кiнцях iз лiнiйним потенцiалом

U(r) = ar. Релятивiстичнi струннi траєкторiї Редже асимптотично (при ℓ ≫ 1)

прямують до прямих, однак радiальнi збудження (при ℓ ≫ nr) привносять нелi-

нiйнiсть [283]:

M2 = 2πa
√

ℓ(ℓ+ 1)
{

1 + 4
5(

3
2)

1
5 [(nr + 1

2
)/ℓ]

4
5 + . . .

}

(1.2.6)

Моделi зi спiнами i феноменологiчно введеною спiн-орбiтальною та спiн-спiновою

взаємодiєю [278, 282] добре описують орбiтальнi збудження легких мезонiв, тобто
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їх головнi траєкторiї Редже.

Осциляторнi моделi також розвинулися з теорiї бiлокального поля Юкави i

Маркова, i є привабливi своєю iнтеґровнiстю. Кiм i Ноз [290] запропонували для

цього поля рiвняння типу Кляйна-Городона з осциляторним потенцiалом, а Та-

кабаяшi [27] – еквiвалентне бозонне операторне рiвняння з додатковою умовою

типу Ґупти-Блейлера. Спектр мас такого поля дає точно лiнiйнi тракторiї Редже

(1.2.5), де нахил траєкторiй σ = 8a пов’язаний з коефiцiєнтом пружностi осциля-

тора a. Це так звана проста релятивiстична осциляторна модель (ПРОМ) для

скалярного бiлокального поля.

Згодом ПРОМ стали iнтерпретувати як опис системи двох конституентних

частинок з пружною взаємодiєю, а бiлокальне поле – як хвильову функцiю такої

системи. Квантово-механiчний опис моделi наблизився до явно коварiантного ка-

нонiчного формалiзму з в’язями у рiзних його варiантах, зокрема до ДГЛ-моделi

[237, 238]. Для однакових кваркiв маси m така модель з осциляторним потенцiа-

лом V (r) = a2r2 дає спектр

M2 = 8a(ℓ+ 2nr + 3/2) + 4m2, (1.2.7)

Узагальнення на випадок рiзних мас “викривлює” траєкторiї Редже, зберiгаючи

лише асимптотичну лiнiйнiсть, i нетривiально ускладнює умову нормування хви-

льової функцiї [27]. Дещо iнша версiя ПРОМ, отримана шляхом перевпорядкува-

ння параметрiв моделi, дала змогу авторам роботи [284] апроксимувати лiнiйними

траєкторiями Редже спектри не тiльки легких мезонiв, але й важких. При цьому

нахил траєкторiй σ = 2(m1 +m2)
3/2(m1m2)

−1/2K є функцiєю маси кваркiв ma та

унiверсальної сталої пружностi K.

Вiдома також модифiкацiя ПРОМ на випадок спiнорного поля, отримана

Такабаяшi шляхом введення матриць Дiрака у рiвняння Кляйна-Ґордона i умову

Ґупти-Блейлера [27].

Природнiшими, однак, є моделi, побудованi на базi рiвняння Дiрака. Равн-

дал [291] доповнив вiльночастинковий гамiльтонiан Дiрака h(p) = α · p + mβ

гармонiчною взаємодiєю U(r) = (1 + β) 1
18κ

3r2, що мiстить рiвнi долi скалярного
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та 0-компоненти векторного потенцiалiв. Завдяки додатковiй симетрiї задачi, по-

в’язаної з iснуванням збережуваного псевдоспiну, спектр є ℓs-виродженим: енергiя

En є функцiєю n = ℓ + 2nr, неявно заданою рiвнянням 3-го ступеня. У безмасо-

вiй границi E = κ(2
3
n + 1)2/3; ця ж залежнiсть описує асимптотику при n ≫ 1 i

для масивного випадку. Автор iнтерпретує рiвняння за аналогiєю до моделi мiшка

MIT для кваркiв у гадронах, але не припасовує отриманi формули до експеримен-

тальних даних.

До лiнiйних траєкторiй приводить дiракiвський осцилятор, сконструйова-

ний в [292] шляхом замiни p → p− imωrβ в гамiльтонiанi Дiрака h(p). Отримане

точно розв’язне рiвняння дає спектр E2 = m2+2mω[n+1∓ (j+ 1
2
)] при j = ℓ± 1

2
,

вироджений iнше, нiж в моделi Равндала.

Були запропонованi узагальнення дiракiвського осцилятора для системи

двох частинок [25, 107–110]. Попри рiзницю у формулюваннях, всi вони зводя-

ться до 2ЧРД з двома дещо рiзними потенцiалами:

U(r) = a β1β2 (α1 −α2) · r, (1.2.8)

U(r) = a γ51γ
5
2 β1β2 (α1 −α2) · r. (1.2.9)

Як i спiнова ПРОМ Такабаяшi, цi моделi виявляють траєкторiї Редже, що є точно

або асимптотично лiнiйними. Енергетичнi рiвнi мають спiн-орбiтальне розщепле-

ння, але тип виродження не вiдповiдає спостережуваному.

Принцип побудови переважної бiльшостi релятивiстичних потенцiальних

моделей полягає в тому, щоб той чи iнший потенцiал мiжкваркової взаємодiї iнкор-

порувати у те чи iнше релятивiстичне рiвняння чи систему рiвнянь – в залежностi

вiд вибраного пiдходу. При цьому потенцiалу приписується скалярна, векторна чи

iнша лоренцiвська структура взаємодiї, або ж вiн є суперпозицiєю рiзних таких

структур. Теоретично корисними можуть виявитися навiть найпростiшi релятивi-

стичнi рiвняння типу Кляйна-Ґордона або скалярнi рiвняння iз релятивiстичною

кiнематикою типу Салпiтера [279], особливо iз спiновими поправками [276]. Однак

глибшу фiзичну основу для взаємодiючих кваркiв дають моделi на основi рiвня-

ння Дiрака.
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1.2.5. 1ЧРД-моделi

Залучення одночастинкового рiвняння Дiрака (1ЧРД) в 2– або 3-

частинковiй задачi не є послiдовним, але можливе або в рамках моделей типу

мiшкiв MIT, де кваркки взаємодiють iз усередненим глюонним полем, або коли

один iз кваркiв значно масивнiший за iншого.

В однiй з раннiх моделей першого типу – т. зв. моделi квазiнезалежних

кваркiв, запропонованiй Хрущовим [280], використовується скалярний потенцiал

U(r) = a
√
r2 + l2. Модель дає надлишковi стани, i щоб їх усунути, автор по-

стулює додатковi правила вiдбору. Як результат, отримано феноменологiчнi 2-

параметричнi (з дiйсним a i уявним l) аналiтичнi формули для π- i ρ-мезонiв

[281], а також напiв-аналiтичнi – для К-мезонiв [293], що описують їх спектри мас

з точнiстю щонайгiрше 6%. У пiзнiшiй версiї моделi застосовано корнельський

потенцiал (1.2.2) iз векторною кулонiвською та скалярною лiнiйною частинами

[294, 295]. Це дало змогу уточнити параметри моделi, обчислити спектри легких i

важких кварконiїв, i продемонструвати унiверсальнiсть натягу струни (отримано

a = 0.197 ҐеВ).

В роботах [296, 297] в рамках 1ЧРД розглядався корнельський потенцiал

(1.2.2) iз суто векторною кулонiвською частиною i скалярно-векторною лiнiйною.

Модель забезпечує правильний знак спiн-орбiтального розщеплення iз значення-

ми параметру змiшування (векторної частки лiнiйного потенцiалу) ξ > 0.45; опти-

мальний дiапазон визначено як ξ = 0.48÷ 0.65.

1ЧРД спрощується, якщо нерелятивiстичний потенцiал входить у нього як

скалярно-векторний у рiвних долях (ξ = 1/2), тобто iз матричним множником
1
2
(1 + β). У цьому випадку вiдповiдне квадроване рiвняння Паулi-Шредингера

не мiстить спiнових членiв, а спектр є ℓs-виродженим. Окрiм згаданого вище

скалярно-векторного осцилятора Равндела [291] розглядалися модифiкованi по-

тенцiали Корнеля U(r) = arν − br−ν з ν = 1
2 ,

2
3 [298], а також CJP-потенцiал

[299], з допомогою якого обчислено кiлька радiально збуджених S-станiв ρ, ϕ, J/ψ

та Y-мезонiв. У цiй таки роботi для 1ЧРД зi скалярним лiнiйним потенцiалом
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U(r) = ar знайдено наближену аналiтичну формулу для спектру мас кварконiїв:

M2 = 8a[2n± (j + 1
2
)] + 4m2, де j = ℓ± 1

2
.

Застосування 1ЧРД до опису мезонiв з кварками рiзної маси дає значно кра-

щий ефект при врахуваннi 2-частинкової релятивiстичної кiнематики. Iдея поля-

гає в тому, щоб спiввiдношення для повної маси вiльних частинок в системi ЦМ

M =
√

p2 +m2
1 +

√

p2 +m2
2 (де p ≡ p1 = −p2) представити як лiнiйне за p2,

добути з нього квадратний корiнь згiдно з Дiраком:

(
M2 +m2

1 −m2
2

2M

)2

= p2 +m2
1 ⇒ M1 ≡

M2 +m2
1 −m2

2

2M
= α · p+ βm1

i, нарештi, ввести в праву i лiву частини скалярну та векторну взаємодiї мiнi-

мальним чином: m1 → m1 + Us, M1 → M1 − Uv. У такий спосiб випробувано рiв-

нозваженi скалярно-векторнi суперпозицiї трьох потенцiалiв [300]: гармонiчного з

кулонiвським членом, корнельського та CJP. Останнiй дає найкращi результати,

особливо для опису легких uū-мезонiв, i дещо гiрше - для cc̄ i bb̄.

В роботi [301] розвинуто квазiкласичне наближнння в 1ЧРД-моделях iз

скалярно-векторними потенцiалами методом редукцiї 1ЧРД до квардрованої фор-

ми Паулi-Шредингера iз ефективним квазiпотенцалом Ueff(r, E). Якщо в далек-

осяжному утримному потенцiалi домiнує скалярна доля (тобто ξ < 1
2
), то Ueff(r, E)

також утримний, а стани - лише зв’язанi. Якщо ж домiнує векторна частка (ξ > 1
2
),

то Ueff(r, E) має форму широкого потенцiального горба. У цьому разi замiсть зв’я-

заних є квазiстацiонарнi стани iз комплексною енергiєю E− i
2
Γ i шириною розпаду

Γ. Ця модель застосовується для опису B- i D-мезонiв – систем iз важкого та лег-

кого кваркiв.

При розглядi мезонiв, що складаються iз кваркiв сумiрних або тотожнiх

мас, принагiдно звертатися до двочастинкового рiвняння Дiрка.

1.2.6. 2ЧРД-моделi

Як зазначено в пiдроздiлi 1.1.5, аналiз та розв’язування 2ЧРД значно скла-

днiше, нiж 1ЧРД. По-перше, для таких сильно зв’язаних релятивiстичних систем,
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як легкi мезони, теорiя збурень навколо нерелятивiстичного гамiльтонiану не є

застосовною. Задача на зв’язанi стани радiально редукованого 2ЧРД у точному

розглядi є некоректною для багатьох потенцiалiв, зокрема для потенцiалу Брай-

та. Тим бiльше для потенцiалiв, що ростуть iз вiдстанню, можуть бути проблеми.

Навiть за їх вiдсутностi розв’язування 2ЧРД є технiчно складним.

З iншого боку, означення лоренцiвської структури феноменологiчних потен-

цiалiв для 2ЧРД не є таким однозначним, як для 1ЧРД, i допускає певну довiль-

нiсть. Наприклад, для нерелятивiстичного потенцiалу U(r) скалярну взаємодiю в

2ЧРД (1.1.1) можна ввести як зв’язок Юкави β1β2U(r) (аналогiчно до взаємодiї

в однойменнiй теорiї поля), або як мiнiмальний зв’язок 1
2
(β1+ β2)U(r), утворений

шляхом замiни ma → ma + 1
2
U(r) в 2ЧРД. Цю довiльнiсть можна використати

для побудови потенцiальних моделей.

Хелашвiлi [97] розглянув три матричнi множники для безмежно зростаючо-

го потенцiалу U(r) в 2ЧРД:

a). 1
4
(1 + β1)(1 + β2), b). 1

2
(1 + β1β2), c). 1

2
(β1 + β2), (1.2.10)

i дослiдив якiсну поведiнку радiально редукованого рiвняння при j = 0. На вiдмi-

ну вiд варiантiв b) i c), варiант a) взагалi не забезпечує конфайнменту. У випадку

b) рiвнозваженої суперпозицiї статичної векторної та скалярної юкавської взаємо-

дiй у радiально редукованому рiвняннi 2-го порядку виникають нефiзичнi полюси,

тодi як у випадку c) мiнiмального скалярного зв’язку їх немає. Тому останнiй ва-

рiант найчастiше вживають у потенцiальних моделях.

Прикладом слугують роботи Семая, Цеулiнера та спiвавторiв , у яких роз-

глядають 2ЧРД з лiнiйним мiнiмальним зв’язком 1
2
(β1+β2)r, i порiвнюють з юкав-

ською версiєю β1β2r та деякими iншими моделями. Хоча задача точно iнтеґровна

лише за умови j = ℓ для безмасових кваркiв:

E2 = 4a[ℓ+ 2nr + 3/2], (1.2.11)

автори знаходять числовi результати [88] та наближенi аналiтичнi формули для

j = ℓ± 1 [86] i ma 6= 0 [302]. Асимптотично (при ℓ≫ 1) спектр енергiї 2ЧРД як з
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юкавським, так i з мiнiмальним лiнiйним потенцiалом мало вiдрiзняються вiд да-

ної тут формули (1.2.11). В усiх випадках маси мезонiв виявляються завеликими.

Для їх коректного опису вводять поправку: M2 = E2 − C2, де C iнтерпретують

як енергiю вакууму [88, 302].

У моделi Брейшоу [85] використовується напiв-феноменологiчний потенцi-

ал, який поряд з брейтiвським та мiнiмально-скалярним лiнiйним членом мiстить

доволi специфiчнi внески, роль яких полягає в усуненнi нефiзичних полюсiв та

зануленнi велико-великої компоненти хвильової функцiї поза межами мезону. Зав-

дяки 5-ти вiльним параметрам потенцiалу вдається досить точно описати бiльше

50-ти мезоних станiв.

Цiбiдiс [89] релятивiзує корнельський потенцiал як суму короткосяжного

потенцiалу Едингтона-Ґанта (1.1.4) та далекосяжної лiнiйної скалярної частини

типу Юкави. З огляду на синґулярностi радiально редукованого 2ЧРД автор тлу-

мачить його пертурбативно i стосує до опису лише важких кварконiїв.

1.2.7. Явно коварiантнi моделi з в’язями

Деякi проблеми опису мезонiв як систем двох взаємодiючих дiракiвських

частинок (кваркiв) можна обiйти в рамках явно коварiантного формалiзму з в’я-

зями: так можна забезпечити точну пуанкаре-iнварiантнiсть опису, уникнути си-

нґулярностей, характерних для 2ЧРД тощо.

Кратер i ван Алстiн на базi їх двочастинкових рiвнянь Дiрака (1.1.18) за-

пропонували три моделi [303]. Вони рiзняться вибором потенцiалiв взаємодiй та

їх розбиттям на залежнi вiд r = |x⊥| складовi S(r) i A(r), якi умовно можна

розглядати як скалярний i векторний внески у взаємодiю вiдповiдно. В усiх ви-

падках короткосяжна кулоно-подiбна взаємодiя є векторною, тодi як далекосяжна

– скалярна, або скалярно-векторна.

Одна з моделей мiстить корнельський потенцiал (1.2.2) з бiжучою констан-

тою взаємодiї (1.2.3), в якiй число ароматiв ефективно залежить вiд вiдстанi:

nf(r) =
∑

f exp (−2mfr).
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Iнша модель (див. також [22]) релятивiзує потенцiал Рiчардсона (1.2.4) в

координатному представленнi. Якщо далекосяжну взаємодiю обрати суто скаляр-

ною, то для мультиплетiв легких мезонiв модель дає зворотне (тобто, хибне) спiн-

орбiтальне розщеплення: M(3P2) < M(3P1). Ця хиба типова для деяких iнших

моделей iз скалярною далекосяжною взаємодiєю.

Модель з релятивiзованим 2-параметричним потенцiалом Адлера-Пiрана, в

якому далекосяжна взаємодiя є скалярно-векторною (у рiвних пропорцiях), дає

кращий опис легких мезонiв – за винятком орбiтальних та радiальних збуджень

uū-системи. Цей недолiк усунено в наступнiй версiї цiєї моделi [29], в якiй дале-

косяжна взаємодiя є суто скалярною, а розбиття потенцiалу Адлера-Пiрана на

скалярну i векторну частини є м’яким: воно здiйснено шляхом введення феноме-

нологiчного експоненцiйного множника iз додатковим (третiм) параметром при-

пасування. Це дає змогу описати 89 мезонiв, в тому числi 36 тих, що мiстять

u-кварки. Загалом модель дає кращий опис важких мезонiв нiж легких, для яких

виникає часткове iнверсне розщеплення. Позитивною рисою моделi є ознака кi-

ральної симетрiї в тому сенсi що Mπ → 0 при mq → 0. Однак, цю залежнiсть

пiдтверджено лише чисельно.

В моделi Сазджана [106], побудованiй на базi його рiвнянь (1.1.17), розгля-

дається взаємодiя доволi загального вигляду, задана короткосяжним векторним

потенцiалом i далекосяжним псевдоскалярним. Завдяки такому вибору, а також

зв’язку рiвнянь Сазджана з р-ням Бете-Салпiтера [230], автор доводить iснування

кiральної симетрiї аналiтично.

В [234] в рамках цього ж пiдходу далекосяжна взаємодiя виводилась з

iнших мiркувань: вивчалася залежнiсть кварк-антикварковової калiбрувально-

iнварiантної функцiї Ґрiна вiд петлель Вiльсона в границi великих контурiв та

великого числа кольорiв. В статичнiй границi отримано лiнiйний потенцiал, а

квазiрелятивiстичнi поправки до нього – завдяки зв’язку з р-ням БС i його 3D-

редукцiєю – р-ням Брайта-Салпiтера. Слiд зазначити незвичну для цих поправок

залежнiсть (у знаменнику) вiд орбiтального моменту L. Обчислення спектрiв та

їх порiвняння з дослiдними даними в [234] не дано.
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Варто згадати також модель Бiсваса i Рорлiха [23, 24] на базi канонiчно-

го формалiзму з в’язями, заданого в термiнах явно коварiантних колективних

змiнних типу центра мас [241, 242]. Така структура опису дозволяє зводити N -

частинкову задачу до 1ЧРД, що описує ефективну взаємодiю кваркiв з центром

мас (т. зв. бола-модель). В роботi [24] використано стандартне скалярно-векторне

розбиття 2-параметричного корнельського потенцiалу iз залежним вiд 3-го пара-

метру додатковим спiновим членом, що описує з’язок типу jj (замiсть традицiй-

ного ℓs-зв’язку). Модель демонструє перевагу простої релятивiзацiї корнельської

моделi над вихiдною нерелятивiстичною версiєю.

До моделей колективного типу, що зводяться до 1ЧРД, належить i згадана

ранiше модель Хрущова [280].

1.2.8. Тривимiрнi гамiльтоновi моделi в рiзних формах

релятивiстичної динамiки

Пуанкаре-iнварiантнiсть потенцiальних моделей не мусить бути явною. В

тривимiрнiй гамiльтоновiй механiцi вона також забезпечується, i не єдиним чи-

ном – у формах релятивiстичної динамiки: миттєвiй, точковiй, фронтальнiй та

iн.; див. пiдроздiл 1.1.7. Рiзнi форми динамiки канонiчно еквiвалентнi мiж собою

на класичному рiвнi, i S-матрично – на квантовому, але вiдрiзняються у виборi

змiнних, реалiзацiї операторiв тощо. Для моделей мезонiв найзручнiшим є опис в

колективних змiнних типу Бакамджiана-Томаса (миттєва форма), та його аналоги

в iнших формах динамiки. В усiх випадках спектр мезонiв визначається власними

значеннями оператора повної маси 2-кваркової системи, чим задача зводиться до

ефективної 1-частинкової задачi в зовнiшньому полi.

Вигляд масового оператора здебiльшого задають феноменологiчно, часто з

мiркувань простоти. Наприклад, масовий оператор 2-х кваркiв однакової маси

m iз корнельською взаємодiєю M = 2
√

m2 + k2 − α/r + ar приводить до ска-

лярного рiвняння Салпiтера, що розв’язується числово. Кейстер i Полiзу [250]

запропонували точно iнтегровну модель, в якiй квадрат масового оператора в iм-
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пульсному представленнi зводиться до iзотропного 3D-осцилятора, а його спектр

Mnrℓ = 2
√

m2 + (ℓ+ 2nr + 3/2)/g2 точно збiгається iз (1.2.9) за умови 2a = 1/g2.

Вiн близький i до спектру скалярного р-ня Салпiтера, якщо покласти α ≈ −1/2;

за цих значень асимптотики тракторiй Редже р-ня Салпiтера збiгаються з пря-

мими траєкторiями осциляторної моделi. Але для обидвох моделей стани, близькi

до основних, є занадто важкими (це очевидно, оскiльки в реалiстичному корнель-

ському потенцiалi α > 0). Автори [250] узагальнюють також осциляторну модель

на випадок спiнових кваркiв; вiдповiдний спектр вiдрiзняється вiд безспiнового

замiною параметру пружностi g → gjs. Модель має iлюстративне значення: авто-

ри явно будують, окрiм спектру, i хвильову функцiю системи в миттєвiй формi

динамiки, використовуючи технiку коефiцiєнтiв Клебша-Ґордана для групи Пу-

анкаре.

Узагальнення осциляторної моделi на випадок безспiнових кваркiв рiзної

маси запропоновано в рамках точкової форми динамiки [304], i також є точно

розв’язним. Автори явно отримують траєкторiї Редже, що є лiнiйними лише асим-

птотично. В нижнiй частинi вони викривленi i завдяки модифiкованому осциля-

торному потенцiаловi W (r) = W0δ(r) + a2r2, де W0 < −m2, краще описують

векторнi мезони; для псевдоскалярних мезонiв знову отримуються завищенi маси

(можливо через те, що спiновi ефекти не враховано).

У кiральному узагальненнi цiєї моделi [305] враховано народження-

знищення π-мезона (як ґолдстоунiвського бозона). Масовий оператор дiє на дво-

канальному гiльбертовому просторi qq̄⊕qq̄π i є матричним, так що рiвняння на

власнi значення має вигляд:

(
M2 K†

K M2+1

)(
|Ψ2〉
|Ψ2+1〉

)

=M

(
|Ψ2〉
|Ψ2+1〉

)

; (1.2.12)

тутM2 є масовим оператором осциляторної qq̄-системи iз спектром (1.2.7),M2+1 =√

M2
2 + k2+

√

m2
π + k2 описує масу qq̄π-системи з вiдносним iмпульсом k мiж qq̄-

кластером i π-мезоном маси mπ.

Виключення qq̄π-компоненти хвильової функцiї |Ψ2+1〉 iз системи (1.2.12)
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приводить до замкнутого рiвняння для qq̄-компоненти |Ψ2〉:
[
M2 +K†(M −M2+1)

−1K
]
|Ψ2〉 =M |Ψ2〉,

що є складним iнтеґральним рiвнянням, яке можна розв’язати лише числово.

Воно представляє нелiнiйну спектральну задачу щодо повної маси системи M .

Власнi значення M є комплексними, якщо їх дiйснi частини лежать вище порогу

народження π-мезону; тодi уявнi частини визначають ширини резонансiв.

У фронтальнiй формi динамiки вибiр канонiчних змiнних пов’язаний iз видi-

леним напрямом, i масовий оператор не володiє явною обертовою iнварiантнiстю.

Це ускладнює феноменологiчне моделювання взаємодiї мiж кварками. В робо-

тi [306] ядро 3-параметричного оператора взаємодiї в iмпульсному представленi

задано з мiркувань простоти з тим, щоб у нерелятивiстичнiй границi отримати

корнельський потенцiал i, отже, вiдтворити обертову iнварiантнiсть задачi. Час-

ткове (за двома змiнними) перетворення Фур’є приводить спектральну задачу

до iнтегро-диференцiйного рiвняння, яке розв’язують числово. Параметри при-

пасовувалися до орбiтального та радiального розщеплення нижнiх станiв рiзних

сiмейств мезонiв. Отриманi значення конституентних мас кваркiв та натягу стру-

ни є типовими для нерелятивiстичних моделей, однак константа взаємодiї бiльша:

α = 1.01 для чармонiю. В цiлому, спектроскопiчна iдентифiкацiя збуджених ста-

нiв є проблематичною через вiдсутнiсть явної обертової симетрiї задачi.

В двовимiрному варiантi фронтальної форми динамiки опис систем взаємо-

дiючих частинок спрощується, допускаючи низку точно розв’язних моделей [5].

До спектроскопiї мезонiв має вiдношення модель релятивiстичного двочастинко-

вого осцилятора iз потенцiалом взаємодiї V = ωp1p2r
2 [5, 307], що дає спектр мас

M2 = [m1+m2+ω(n+1/2)]2+ω2/4 (n = 0, 1, ...). Модель залишається iнтеґровною

при додаваннi до потенцiалу лiнiйного члену, а також допускає узагальнення на

систему N частинок [5]. Якщо здiйснити пiдстановку n+1/2 → ℓ+2nr+3/2, що вiд-

повiдає формальному узагальненню осцилятора з 1D- на 3D-випадок, i виразити

частоту ω через натяг струни, то подана вище спектральна формула виявляється

близькою до отриманої в рамках 1ЧРД [300]. Вона досить добре описує спектр



73

uū-системи, хоча i дає слабко нелiнiйнi траєкторiї Редже.

1.2.9. Моделi типу Бете-Салпiтера

Рiвняння Бете-Салпiтера (1.1.9) – явно коварiантне i походить з КТП, тому

як база для потенцiальних моделей гадронiв воно видається глибшим нiж iншi

пiдходи. На практицi ж використання цього рiвняння пов’язане з деякими тру-

днощами. По-перше, з мiркувань квантово-механiчної iнтерпретацiї частiше ви-

користовують не власне 4D-рiвняння БС, а деяку його 3D-редукцiю, що може

порушувати Пуанкаре-iнварiантнiсть. По-друге, ядро оператора взаємодiї V в р-

нi (1.1.9) будується в термiнах дiаграм пертурбативної теорiї поля, достовiрної

в ультрафiолетовiй областi. Iнфрачервона поведiнка глюонного пропаґатора ви-

магає додаткових мiркувань (феноменологiя, петля Вiльсона, гратковi симуляцiї

тощо), але щоб забезпечити конфайнмент, вона повинна бути синґулярною в k-

просторi. Цi особливостi проiлюструємо на прикладах.

Найчастiше використовують р-ня БС в миттєвому наближеннi – рiвняння

типу Брейта-Салпiтера або Салпiтера (проєкцiя на додатньо-енергетичнi стани).

Типовим прикладом є модель японської групи авторiв [308] на базi рiвняння Сал-

пiтера. Потенцiал Рiчардсона (1.2.4) розбивається у нiй на короткосяжну вектор-

ну частину i далекосяжну скалярну. Для кращого узгодження з експериментом

в бiжучу константу сильної взаємодiї введено додатковий параметр припасува-

ння. Модель добре описує важкi кварконiї, гiрше – легкi, зокрема їх гiпертонке

розщеплення.

У подiбнiй моделi вiсконсiнської групи [309, 310] використовується складне

багатопараметричне скалярно-векторне розбиття потенцiалу Рiчардсона з дода-

тковим кулоно-подiбним членом, що враховує нульовi поперечнi коливання стру-

ни. Далекосяжна частина потенцiалу мiстить, поряд iз скалярною, ще й долю ξ

векторної взаємодiї. В координатному представленнi оператори кiнетичної енергiї

(1.1.6) є нелокальними. Але за умови слабкої потенцiальностi (E +E1 +E2 ≫ V )

автори отримують р-ня 2-го порядку типу Кляйна-Ґордона-Паулi, придатне для
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опису важких кварконiїв. Траєкторiї Редже легких кварконiїв отримують надто

великий нахил при ξ > 0; отже в утримнiй взаємодiї домiнує скалярна складова.

Та це пiдтверджується не в усiх моделях.

Низку моделей типу Салпiтера в миттєвому наближеннi запропоновано в

роботi [311] з метою описати три ефекти: 1) iснування легких псевдоскалярiв як

наслiдок порушення кiральної симетрiї; 2) лiнiйнiсть траєкторiй Редже; 3) мале

спiн-орбiтальне розщеплення. Розглянуто кiлька потенцiалiв, заданих в координа-

тному представленнi i вiдображених в iмпульсне, в якому здiйснюється радiальна

редукцiя рiвняння. Найкращий результат дає залежний вiд маси квазiпотенцiал iз

векторною далекосяжною частиною, що компенсує спiн-орбiтальне розщеплення

i узгоджує задачу з теоремою Голдстоуна.

Часто цитована модель Ґодфрi-Iзґура [312] також описується рiвнянням

Салпiтера (1.1.8), однак потенцiал U в його правiй частинi будується напiв-

евристично. За основу взято корнельський потенцiал, точнiше скалярну лiнiйну

частину та векторну кулонiвську iз бiжучою константою сильної взаємодiї, та вiд-

повiдними квазiрелятивiстичними спiновими поправками. Цей потенцiал автори

модифiкують. По-перше, вводять кiнематичнi (залежнi вiд iмпульсiв) множники-

обкладки, що не змiнюють квазiрелятивiстичнi вирази (зокрема, спiновi поправки

iз коефiцiєнтами (m1m2)
−1), але допускають розгляд iстотно релятивiстичних си-

стем легких кваркiв. По-друге, щоб уникнути розбiжностей в процесi обчислень

(при впорядкуваннi операторiв, квазiрелятивiстичних та ультрарелятивiстичних

розкладах тощо) автори розмазують потенцiали з допомогою гаусових формфа-

кторiв. Пiд час такої модифiкацiї вводиться певна кiлькiсть додаткових параме-

трiв припасування – достатня, щоб забезпечити досить добрий опис бiля восьми

десяткiв важких i легких мезонiв.

Шляхом ґаусового розмазування Ґодфрi та Iзґур уникнули проблеми, що

часто виникає в рiвняннi БС з утримною взаємодiєю, i стосується ширшого класу

задач: як описати лiнiйний потенцiал U(r) = ar в iмпульсному представленнi.

Його Фур’є-образ Ũ(k) ∼ 1/k4 має сильну особливiсть в точцi k = 0. Вiдповiдний

явно коварiантний вираз G̃(k) ∼ 1/k4, що в певному наближеннi описує iнфрачер-
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вону поведiнку ґлюонного пропаґатора, є сильно розбiжним на свiтловому конусi

k2 = 0. Тому цi вирази необхiдно коректно означити.

Ґромс [207] запропонував розмiрну регуляризацiю явно коварiантного ядра:

G̃ε(k) =
d
dεεk

ε−4−→
ε→0

1/k4 з мiркувань, що G̃ε(k), як ядро 4D-iнтеґрального опера-

тора, є добре означеним при ε > 0. Використавши це ядро в явно коварiантному

р-нi БС, автор шляхом миттєвої редукцiї за допомогою повороту Вiка отримує в

нерелятивiстичнiй границi потенцiал взаємодiї, що окрiм лiнiйної частини мiстить

константу −2
√
a exp (1/2− γ) (тут γ = 0.577... – стала Ейлера-Маскеронi), яка

близька до феноменологiчної сталої у нерелятивiстичнiй моделi кварконiю [262].

Iнша регуляризацiя застосована групою iз штату Айова [313, 314]: в

iдею покладено представлення лiнiйного потенцiалу через потенцiал Юкави

UY(r;м) = exp (−мr)/r, а саме: d2

dм2UY(r;м)−→
м→0

r. Ця ж операцiя над Фур’є-

образом ŨY(k;м) служить означенням для Ũ(k) ∼ 1/k4. Подiбно, функцiя Ґрiна

р-ня Кляйна-Ґордона (тут – її Фур’є-образ):

D̃(k;м) = (м2 − k2)−1 (1.2.13)

може служити для означення коварiантного синґулярного ядра

G̃(k) = lim
м→0

d2

dм2
D̃(k;м) (1.2.14)

та його 3D-регуляризацiй.

Для iнтеґральних рiвнянь з регуляризованим ядром Ũ(k) ∼ 1/k4 айовська

група запропонувала процедуру числового iнтеґрування, що передбачає попере-

дню радiальну редукцiю таких рiвнянь. Процедура була апробована на одноча-

стинкових нерелятивiстичному та релятивiстичному рiвняннях [313, 314], а також

на двочастинковому скалярному рiвняннi типу Салпiтера [315]. Бiльш реалiстична

модель цiєї групи [316, 317] ґрунтується на квазiпотенцiальнiй редукцiї р-ня БС iз

взаємодiєю, що мiстить векторне ядро 1-глюонного обмiну з бiжучою константою

сильної взаємодiї, та скалярне регуляризоване ядро ∼ 1/k4. Вибрана редукцiя

забезпечує нульову вiдносну енергiю у системi ЦМ.
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Вартою уваги є явно коварiантна модель легких мезонiв на базi р-ня БС

з ядром, що не мiстить синґулярної частини ∼ 1/k4 [318]. Натомiсть, взаємодiя

описується пропаґатором 1-глюонного обмiну з параметрами ультрафiолетового

та iнфрачервоного обрiзання i надкритичною константою взаємодiї. УФ-обрiзання

виконує роль асимптотичної свободи, а надкритичнiсть взаємодiї забезпечує ме-

ханiзм ґенерацiї маси, тобто динамiчне порушення кiральної симетрiї i утворення

псевдоскалярних мезонiв як голдстоунiв. Модель має обмежене застосування че-

рез IЧ-обрiзання, що дозволяє описувати лише слабко збудженi стани.

1.2.10. Варiацiйнi моделi гамiльтонової КТП

У порiвняннi з рiвнянням БС варiацiйний метод КТП (див. пiдроздiл 1.1.4)

має двi основнi переваги. По-перше, вiн опирається на гамiльтонове формулю-

вання КТП, i в цьому ближче до звичайної квантової механiки, нiж р-ня БС.

По-друге, варiацiйнi рiвняння є непертурбативними, i можуть нести додаткову (у

порiвняннi з р-нями БС) iнформацiю про сильно зв’язанi системи.

Модель Жанга i Конюха [319] опирається на гамiльтонiан лiнеаризова-

ної хромодинамiки в кулонiвському калiбруваннi, доповнений феноменологiчним

КХД-вмотивованим членом, що описує взаємодiю кваркових струмiв через лiнiй-

ний потенцiал. Вибiр варiацiйного пробного стану |meson〉 = |qq̄〉+|qq̄g〉 приводить

(у системi ЦМ) до двох зв’язаних iнтеґральних рiвнянь для маси M мезону, qq̄-

амплiтуди F (p) та qq̄g-амплiтуди G(p, q). Система цих рiвнянь доволi громiздка,

i автори спрощують її до 1-го р-ня для qq̄-амплiтуди шляхом низки наближень,

вилучення амплiтуди G та специфiкацiї мезонного стану. Для цього qq̄-амплiтуду

F (p) представляють як добуток скалярної функцiї f(p), сферичного спiнору та

матриць Дiрака. Таким чином отримано рiвняння для мас та амплiтуд радiально

незбуджених станiв псевдоскалярних, скалярних i псевдовекторних безколiрних

мезонiв. При розглядi чармонiю (cc̄) та боттомонiю (bb̄) натяг струни фiксувався

значенням a = 0.18ҐеВ2, а маси кваркiв та значення бiжучої константи взаємодiї

припасовувалися до нижнiх станiв. Узгодження з експериментом дуже добре, за
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винятком надпорогових станiв, для яких iстотними є знехтуванi авторами ефекти

вiдкритих каналiв.

Цю ж модель застосовано i для опису легких мезонiв. В роботi [320] обчи-

слено маси мезонiв у залежностi вiд значення бiжучої константи. При її зростаннi

маса псевдоскалярного мезона спадає значно швидше, нiж векторного, досягаю-

чи при αs = 0.833 i mu = 0.27 ҐеВ значень 0.14 ҐеВ та 0.7 ҐеВ вiдповiдно, що

точно вiдповiдає масам π- i ρ-мезонiв. Пiзнiше модель була розширена за рахунок

електромагнетного сектору розпадiв кварконiю.

Варто також згадати спроби описати зв’язанi стани кварконiю з допомогою

варiацiйного гамiльтонового методу iз перших принципiв, тобто в рамках КХД –

без феноменологiчних доданкiв, але з врахуванням неабелевих членiв. При цьо-

му пробнi стани не повиннi обмежуватися 1-глюонним обмiном. В роботi [321]

шляхом використання анзацу |meson〉 = |qq̄〉+ |qq̄g〉+ |qq̄gg〉+ ... отримано скла-

дний нескiнченний ланцюжок рiвнянь, до якого застосовано нерелятивiстичне та

низку iнших (неконтрольованих; авт.) наближень, що дало змогу обчислити енер-

гiю основного стану системи. Подiбно, в роботi [322] використано 2-компонентний

анзац, а варiацiйну задачу редуковано до 1-го релятивiстичного рiвняння, розв’я-

заного наближеним методом. Обидвi роботи демонструють пониження енергiї за

рахунок багатоканального пробного стану i неабелевих членiв гамiльтонiану. Це

дає надiю на отримання в майбутньому глибших результатiв щодо опису конфайн-

менту в рамках даного пiдходу.

1.2.11. Короткий пiдсумок

Потенцiальнi моделi гадронiв не виводяться строго з квантової хромоди-

намiки (КХД). Вони лише обґрунтовуються рiзними наближеними пiдходами та

оцiнками в КХД, або будуються феноменологiчно. Рiзнi моделi мають свої пере-

ваги та областi застосування. Наприклад, спектри важких мезонiв (що мiстять

кварки c i b) добре описуються нерелятивiстичною моделлю з корнельським по-

тенцiалом (1.2.2). Його кулонiвська частина описує статичну границю векторної
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взаємодiї 1-ґлюонного обмiну; лiнiйна частина походить з закону площ в КХД на

ґратцi, i описує далекосяжну статичну взаємодiю кваркiв.

Опис спектроскопiї легких мезонiв потребує релятивiстичних моделей. Їх

можна подiлити на три категорiї. До 1-ї належать феноменологiчнi осциляторнi

та струннi моделi. Вони мають елегантну математичну структуру, i приводять до

лiнiйних чи асимптотично лiнiйних траєкторiй Редже. Але цi моделi не охоплю-

ють опис важких мезонiв, i хромодинамiчна природа мiжкваркових взаємодiй у

них не вiдображена (або глибоко прихована). До 2-ї категорiї вiднесемо моделi,

побудованi шляхом “релятивiзацiї” статичних потенцiалiв в рамках того чи iншого

пiдходу до РТПВ. При цьому виникає велика довiльнiсть у способах релятивiзацiї,

що визначаються не стiльки фiзикою, як математичною структурою використа-

ного пiдходу. До 3-ї категорiї належать моделi, що походять з КТП: квазiреля-

тивiстичнi, БС-пов’язанi та варiацiйнi. Квазiрелятивiстичнi моделi не є пуанкаре-

iнварiантними, i погано пiдходять до опису гадронiв iз легких кваркiв. Те ж сто-

сується варiацiйних рiвнянь, в яких, крiм цього, застосовуються не строго кон-

трольованi наближення при виборi пробних станiв та перенормуваннi. Рiвняння

Бете-Салпiтера має пертурбативне походження, а далекосяжна утримна взаємодiя

додається туди руками. Крiм цього, для квантово-механiчного використання не-

обхiдна 3D-редукцiя БС-рiвняння шляхом миттєвого чи квазi-потенцiального на-

ближення, що еквiвалентно накладанню умови Юкави-Маркова (1.1.19) чи спря-

женої умови типу (1.1.18), характерних для деяких пiдходiв до РТПВ. Але цi

умови суперечать теоретико-польовому уявленню про часо-просторову нелокаль-

нiсть релятивiстичних взаємодiй.

Можливий спосiб врахування часо-просторової нелокальностi взаємодiй та

iнших релятивiстичних ефектiв у кваркових системах – це побудова потенцiальних

моделей на базi класичної теорiї поля та пов’язаного з нею формалiзму iнтеґралiв

типу Фоккера. Використання ефективних теорiй поля могло б забезпечити кон-

файнмент без надмiрного ускладнення моделей математичними апаратом КХД.

Такi моделi розглядатимуться в роздiлi 3, де на початку роздiлу буде обговорено

спектроскопiчну мотивацiю їх побудови.



79

1.3. Iнтеґрали дiї типу Фоккера та нелокальнi
лаґранжiани

Формалiзм iнтеґралiв дiї типу Фоккера [31, 32] виник на початку XX-го сто-

лiття як класичний релятивiстичний опис системи точкових заряджених частинок

з електромагнетною взаємодiєю [33–35], альтернативний до класичної електро-

динамiки. На вiдмiну вiд останньої, фоккерiвський формалiзм не використовує

потенцiали поля як незалежнi змiннi, а сформульований виключно в термiнах

змiнних частинок. Тим не менше, обидва пiдходи тiсно пов’язанi мiж собою, i цей

зв’язок варто прослiдкувати як для введення основних понять формалiзму, так i

їх фiзичного осмислення.

Тут i далi вживатимуться загальноприйнятi позначення, принагiднi до явно

коварiантного опису релятивiстичних систем. Простiр Мiнковського M4 в (3+1)–

вимiрному афiнному псевдо-евклiдовому просторi-часi; точки x ∈ M4 параметри-

зуються (псевдо)декартовими координатами xµ (µ = 0, 3), де x0 ≡ t позначає час,

а 3-вектор x ≡ {xi | i = 1, 2, 3} залучає просторовi вимiри. Обрано просторово-

подiбну метрику Мiнковського ‖ηµν‖ = diag(+,−,−,−), та систему одиниць, в

якiй швидкiсть свiтла c = 1 та стала Планка ~ = 1.

Класична електродинамiка, як i динамiка всякої iншої релятивiстичної теорiї

поля задається iнтеґралом дiї:

I =

∫

d4xL(x) (1.3.1)

в деякiй областi простору Мiнковського (x ∈ M4). У локальнiй теорiї поля густина

лаґранжiану L(x) є функцiєю польових потенцiалiв та їх похiдних (у нелокальних

теорiях – функцiонали цих змiнних).

1.3.1. Електродинамiка та рiвняння руху

У стандартнiй класичнiй електродинамiцi електромагнетне поле описує-

ться 4-векторним потенцiалом Aµ(x), похiднi якого утворюють тензор Максвела

Fµν(x) = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) ≡ ∂[µAν](x), де ∂µ ≡ ∂/∂xµ.
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Густина лаґранжiану електромагнетного поля мiстить два члени:

Lem(x) = Lfield(x) + Lsr(x) = − 1

16π
Fµν(x)F

µν(x)− Aµ(x)J
µ(x), (1.3.2)

де перший член вiдповiдає вiльному полю, а другий описує взаємодiю з струмом

джерела густиною Jµ(x).

Польовi рiвняння, як рiвняння Ойлера-Лаґранжа, випливають з варiацiйної

задачi δAµ
Iem = 0. Тут δAµ

позначає оператор варiацiї щодо польових змiнних Aµ;

iншi деталi цiєї стандартної задачi тут опустимо.

Якщо струм зберiгається,

∂µJ
µ(x) = 0, (1.3.3)

то варiацiйнi польовi рiвняння – рiвняння Максвела

∂νF
νµ(x) = 4πJµ(x) (1.3.4)

є сумiсними i визначають потенцiал Aµ(x) з точнiстю до калiбрувального пере-

творення. Щоб Aµ(x) як розв’язок рiвнянь (1.3.4) був цiлком визначеним, цi р-ня

треба доповнити калiбрувальною умовою, наприклад умовою Лоренца:

∂µA
µ(x) = 0, (1.3.5)

завдяки якiй рiвняння Максвела спрощуються до р-нь Даламбера:

�Aµ(x) = 4πJµ(x). (1.3.6)

Густина струму Jµ системи N точкових заряджених частинок така:

Jµ(x) ≡
∑

a

Jµa (x) =
∑

a

qa

∫

dτa ż
µ
a δ(x− za). (1.3.7)

Тут zµa (τa) (µ = 0, 3, a = 1, N) є просторово-часовi координати свiтлової лiнiї

a-ї частинки в M4, параметризованої довiльним параметром еволюцiї τa, żµa (τa) ≡
dzµa/dτa, а qa є зарядом a-ї частинки. Припускаємо, що частинка має масу спокою

ma, а її свiтова лiнiя є часоподiбною: ż2a > 0. Тодi повна дiя, що описує систему

“поле+частинки”, має вигляд:

I = Iem + Ifree, (1.3.8)
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де
Iem =

∫

d4xLem(x), (1.3.9)

Ifree = −
∑

a

ma

∫

dτa

√

ż2a. (1.3.10)

Варiацiя цiєї дiї щодо 4-положень частинок zµa (τa) дає рiвняння руху частинок:

d

dτa

maż
µ
a

√

ż2a
= F µ

a ≡ qaF
µν(za)żaν. (1.3.11)

Варто вiдзначити, що внаслiдок iнварiантностi дiї (1.3.8) щодо довiльної за-

мiни параметру еволюцiї τa → τ ′a = fa(τa) серед 4N рiвнянь (1.3.11) лише 3N є

незалежними. Тому одна функцiя, скажiмо z0a(τa), серед чотирьох zµa (τa) залишає-

ться невизначеною. Можна обрати, наприклад, z0a = τa, або вжити iнше означення

для параметризацiї – т.зв. форму релятивiстичної динамiки.

Щоб визначити рух частинок, необхiдно розв’язати повну систему пов’яза-

них рiвнянь: польовi рiвняння (1.3.4) або (1.3.6), та рiвняння руху (1.3.11).

Формальний розв’язок лiнiйних польових рiвнянь (1.3.6) очевидний:

Aµ = Aµ
0 + 4πD ∗ Jµ, де [D ∗ Jµ](x) ≡

∫

d4x′D(x− x′)Jµ(x′)

– оператор згортки, D(x) є функцiєю Ґрiна р-ня Даламбера:

D(x) ≡
∫

d4k

(2π)4
e i k·xD̃(k), D̃(k) = − 1

k2
,

а Aµ
0(x) є довiльним розв’язком однорiдного (вiльнопольового) рiвняння.

Припускаючи, що поле Aµ(x) цiлковито породжується частинковим струмом

(1.3.7), покладаємо Aµ
0(x) = 0. Вибiр ф-ї Ґрiна є неоднозначним через iснування

полюсiв k0 = ±|k| фур’є-образу D̃(k). З мiркувань причинностi звичайно обира-

ють запiзнену ф-ю Ґрiна

Dret(x) =
1

2π
Θ(x0)δ(x2) =

δ(x0 − |x|)
4π|x| , (1.3.12)

де Θ(x0) – сходинкова ф-я Гевiсайда, а δ(x2) – δ-функцiя Дiрака вiд лоренц-

скалярного аргументу x2 ≡ ηµνx
µxν.
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Для подальшого введемо бiльш загальну ф-ю Ґрiна виду:

Dη(x) =
1

4π
[1 + η sgnx0]δ(x2), (1.3.13)

де параметр η може набувати довiльного дiйсного значення η ∈ R. Зокрема, вибiр

η = +1 вiдповiдає запiзненiй ф-ї Ґрiна Dret, значення η = −1 – випереднiй ф-ї

Dadv, а η = 0 дає симетричну ф-ю Ґрiна Dsym.

Розв’язок польових рiвнянь (1.3.6), вiдповiдний ф-ї Ґрiна (1.3.13), такий:

Aµ =
∑

a
Aµ
a = 4π

∑

a
Dη ∗ Jµa , (1.3.14)

де Aµ
a представляє електромагнетний потенцiал, породжений a-ю частинкою.

Тепер рiвняння руху частинок можна отримати у замкненiй формi шляхом

пiдстановки релятивiстичного потенцiалу (1.3.14) у праву частину р-нь (1.3.11).

Ця операцiя має формальне значення, оскiльки той член у правiй частинi (п.ч.)

рiвнянь руху (1.3.11), що породжений потенцiалом самодiї Aµ
a(za), є розбiжним.

Його можна регуляризувати рiзними способами [323–325], що дають один резуль-

тат. Упускаючи деталi зазначимо, що для загального вибору ф-ї Ґрiна (1.3.13)

можна отримати таку релятивiстичну силу взаємодiї у правiй частинi (1.3.11):

F µ
a = qa

∑

b 6=a
F µν
ab żaν +ηR

µ
a , (1.3.15)

F µν
ab = 4πqb

∫

dτb ż
[ν
b ∂

µ]Dη(zab)

= 2qb

∫

dτb (1 + η sgn z0ab)δ
′(z2ab)z

[µ
abż

ν]
b , (1.3.16)

де zab ≡ za − zb, x[µyν] ≡ xµyν − yµxν для довiльних 4-векторiв x та y, i де з’явля-

ється вiдомий вираз для сили реакцiї випромiнювання [325]:

Rµ
a =

2

3
q2a

{

δµν −
żµa żaν
ż2a

}
d

dτa

1
√

ż2a

d

dτa

żνa
√

ż2a
. (1.3.17)

Результатом регуляризацiї є також перенормування маси частинок у лiвiй частинi

(л.ч.) (1.3.11), яке розглядатиметься далi.
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При виборi η = 1 для ф-ї Ґрiна (1.3.13), тобто (1.3.12), рiвняння руху

(1.3.11), (1.3.15), (1.3.17) описують динамiку точкових зарядiв у стандартнiй запi-

зненiй електродинамiцi, а причинна структура попарної мiжчастинкової взаємодiї

зображена на рис. 1.2a. При виборi випередної ф-ї Ґрiна (η = −1) сила реакцiї

випромiнювання у п.ч. (1.3.15) змiнює знак на протилежний, а для симетричної

ф-ї Ґрiна (η = 0) вона вiдсутня. У цьому останньому випадку причинна структу-

ра взаємодiї показана на рис. 1.2b, а для рiвнянь руху (1.3.11) можна отримати

варiацiйний принцип.

1.3.2. Електродинамiка та iнтеґрал дiї Фоккера

Iнтеґрал дiї Фоккера можна вивести з електродинамiки, якщо вилучити по-

льовi змiннi не з рiвнянь (1.3.11), а безпосередньо з повної дiї (1.3.9)-(1.3.11), котру

можна представити так:

I = Ifree + Isr + Ifield. (1.3.18)

Вживаючи польовi рiвняння (1.3.4) в Ifield, отримаємо рiвнiсть:

Ifield = − 1

16π

∫

d4x F µνFµν =
1

8π

∫

d4x Aµ∂νF
νµ +

(
поверхневi

члени

)

≃ 1

2

∫

d4x AµJ
µ ≡ −1

2
Isr,

де символ “≃” позначає рiвнiсть з точнiстю до поверхневих членiв (що не дають

внеску у варiацiйну задачу).

Тепер, пiдставляючи струм (1.3.7) i потенцiал (1.3.14) в 2-й i 3-й члени дiї

(1.3.18), можна представити їх у виглядi:

1
2
Isr =

∑∑

a < b

Iab + 1
2

∑

a

Iaa,

де

Iab = −4πqaqb

∫ ∫

dτa dτb ża ·żbDsym(zab), (1.3.19)

i враховано такi властивостi ф-ї Ґрiна:
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Рис. 1.2.
Причинна структура взаємодiї для рiзних
iнтеґралiв дiї (вказаних в текстi). Суцiльнi
кривi позначають свiтовi лiнiї частинок 1 i
2. Стрiлки та тонкi лiнiї позначають твiр-
нi та внутрiшностi (c) або зовнiшностi (d)
свiтлових конусiв, що поєднують точки свi-
тових лiнiй частинок.
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Dη(−x) = D−η(x) (1.3.20)

Dsym(−x) = Dsym(x) =
1

2
[Dη(x) +D−η(x)] (1.3.21)

(

=
1

2
[Dret(x) +Dadv(x)] для η = ±1

)

.

Член самодiї

Iaa = −4πq2a

∫ ∫

dτ dτ ′ ża ·ża′ Dsym(zaa′),

де za ≡ za(τ), za′ ≡ za(τ
′), є розбiжним. Дiйсно, оскiльки za i za′ є просторово-

часовi точки тiєї ж часоподiбної свiтової лiнiї, тобто (za − za′)
2 > 0, ф-я Ґрiна

(1.3.12) не рiвна нулевi якщо i лише якщо za = za′. Але у цiй точцi знаменник 2-го

виразу у п.ч. (1.3.12) (i вiдповiдного випередного внеску) рiвний нулевi, i тому

iнтеґрал Iaa розбiжний. Якщо його регуляризувати, напр., замiною:

δ(z2aa′) → δε(z
2
aa′) ≡ δ(z2aa′ − ε2),

то це приводить до виразу

Iaa = −q
2
a

ε

∫

dτa

√

ż2a,

який можна об’єднати з a-м членом Ifree шляхом перенормування маси

ma → ma +
q2a
2ε

∣
∣
∣
∣
ε→0

.

Остаточний вираз для дiї (1.3.18) є нiчим iншим, як дiєю Тетроде-Фоккера:

I = Ifree + Iint = Ifree +
∑∑

a < b

Iab (1.3.22a)

= −
∑

a

ma

∫

dτa

√

ż2a −
∑∑

a < b

qaqb

∫ ∫

dτa dτb ża ·żb δ(z2ab). (1.3.22b)

Хоча дiя (1.3.22) описує часо-симетричну електродинамiку точкових заря-

дiв, з неї можна вивести i звичну запiзнену електродинамiку. Для цього Вiлер

i Фейнман запропонували доповнити теорiю гiпотезою досконалого поглинача, у
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якiй враховано вiдгук цiлого всесвiту через специфiчнi граничнi умови [36, 41–

43]. Праву частину рiвнянь руху (1.3.11) в часо-симетричному випадку можна

представити у виглядi:

F µ
a =

1

2

∑

b(6=a)
(F µ

ab, ret + F µ
ab, adv) (1.3.23a)

=
∑

b(6=a)
F µ
ab, ret (1.3.23b)

+
1

2
(F µ

aa, ret − F µ
aa, adv) (1.3.23c)

− 1

2

∑

b

(F µ
ab, ret − F µ

ab, adv) (1.3.23d)

Умова досконалого поглинача полягає у зануленнi останньої стрiчки (1.3.23d).

Стрiчка ж (1.3.23c) збiгається iз силою радiацiйного тертя (1.3.17), i тодi вираз

(1.3.23) в цiлому – iз силою (1.3.15) для запiзненого випадку η = 1.

Врахування вiдгуку всесвiту, тобто дуже великого (формально – нескiнчен-

ного) числа частинок, робить теорiю Вiлера-Фейнмана близькою до теорiї поля

з нескiнченним числом ступенiв вiльностi. Навiть бiльше, квантова версiя тео-

рiї досконалого поглинача, що базується на вiдомому фенйманiвському формалi-

змi iнтеґралiв за траєкторiями, виявляє цiлковиту S-матричну еквiвалентнiсть до

стандартної пертурбативної квантової електродинамiки [42, 43, 326].

1.3.3. Узагальнення на iншi взаємодiї польового типу

Подiбно до електромагнетної взаємодiї, можна розглядати взаємодiї, що пе-

реносяться iншими релятивiстичними полями: масивними, такими, описуються

лоренц-скалярним ϕ або тензорним (мультиiндексним) потенцiалом тощо.

Дiя, яка описує систему частинок, що взаємодiють через масивне скалярне

поле ϕ(x) маси м має вигляд [327]:

I =

∫

d4xLϕ(x)−
∫

d4x ρϕ+ Ifree, (1.3.24a)

де Lϕ(x) = − 1

8π
[(∂µϕ)(∂

µϕ)− м2ϕ2]. (1.3.24b)
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Скалярний струм ρ ґенерується частинками, що мають скалярнi “заряди” ga,

ρ(x) ≡
∑

a

ρa(x) =
∑

a

ga

∫

dsa δ(x− za); (1.3.25)

тут для стислостi вжито параметрично-iнварiантну мiру iнтегрування dsa ≡
dτa
√

ż2a що є власним часом a-ї частинки.

Варiацiя дiї (1.3.24) щодо польової змiнної ϕ дає рiвняння Кляйна-Ґордона

[�+ м2]ϕ = 4πρ (1.3.26)

з функцiєю Ґрiна G = Dsym вигляду:

D̃sym(k;м) = −P
1

k2 − м2
, (1.3.27a)

Dsym(x;м) =
1

4π

{

δ(x2)−Θ(x2)
м

2
√
x2
J1(м

√
x2)

}

, (1.3.27b)

де J1(x) – ф-я Бесселя 1-го роду. Тодi дiя (1.3.24), редукована з допомогою розв’яз-

ку ϕ = 4πG∗J польового рiвняння (1.3.26), зводиться до iнтеґралу типу Фоккера:

I = Ifree − 4π
∑∑

a < b

gagb

∫ ∫

dτa dτb

√

ż2a

√

ż2b Dsym(zab;м) (1.3.28a)

= −
∑

a

ma

∫

dsa − 4π
∑∑

a < b

gagb

∫ ∫

dsa dsb Dsym(zab;м). (1.3.28b)

Рiвняння руху, що звiдси випливають, є iнтеро-диференцiйними, тобто для кожно-

го 4-положення za a-ї частинки вони акумулюють вплив нескiнченних майбутнього

та минулого сегментiв усiх iнших свiтових лiнiй; див. рис. 1.2c.

Iснує широкий клас фiзично важливих iнтеґралiв типу Фоккера, що допу-

скають теоретико-польову iнтерпретацiю взаємодiї. Вони мають загальний вигляд

[5, 17]:

Iint = −
∑∑

a < b

∫ ∫

dsa dsb Πab(zab, ua, ub), (1.3.29a)

Πab = 4πgagbf(ωab)G(zab), (1.3.29b)



88

де Πab(zab, ua, ub) – лоренц-скалярна ф-я вказаних 4-векторних аргументiв, ua ≡
dza /dsa = ża/

√

ż2a є одиничними 4-швидкостями (u2a = 1) частинок, i ωab =

ua·ub. Вид ф-ї f(ω) залежить вiд лоренц-тензорної структури полiв, що переносять

взаємодiю, а G(x) є ф-єю Ґрiна вiдповiдного польового р-ня.

Для випадку масивного векторного поля Πab = 4πgagbωabDsym(zab;м),

а вiдповiдна дiя типу Фоккера (1.3.29) зводиться до електромагнетної (1.3.22) у

границi м → 0, оскiльки для ф-ї Ґрiна (1.3.27) Dsym(x; 0) = Dsym(x) .

Мультиiндексне поле Aµν...λ можна розкласти на незвiднi лоренцiвськi тен-

зори [17]. У квантовiй теорiї цi незвiднi компоненти тлумачаться як елементарнi

частинки цiлого спiну, тобто бозони. Для взаємодiй, що переносяться безмасо-

вим полем заданого цiлого спiну s вигляд функцiї f(ω) подано у роботi [17]

– це полiном Чебишова Ts(ω), так що:

Πab = 4πgagbTs(ωab)Dsym(zab). (1.3.30)

Для нерухомих частинок ωab = 1, i ф-я Ґрiна G(x) = G(x0,x) або її фур’є-

образ G̃(k) ≡ G̃(k0,k) визначає статичний потенцiал взаємодiї частинок:

Uab(r) = 4πgagbf(1)

∫

dx0 G(x0,x) (1.3.31a)

= 4πgagbf(1)

∫
d3k

(2π)3
e− ik·xG̃(0,k), (1.3.31b)

де r ≡ |x| (зазвичай f(1) = 1). У випадку електромагнетної (1.3.22) i масивної

скалярної (1.3.28) або векторної (1.3.29a) взаємодiй матимемо, вiдповiдно, куло-

нiвський потенцiал i потенцiал Юкави:

UC(r) =
q1q2
r
, UY(r;м) =

g1g2
r

e−м r.

Формули (1.3.31) для статичних потенцiалiв дають краще розумiння вза-

ємодiї у тому випадку, коли G(x) не є функцiєю Ґрiна рiвнянь Даламбера або

Кляйна-Ґордона, а обрана феноменологiчно, або випливає iз деякої нестандартної

теоретико-польової моделi; див. п. 1.2.9, 3.1.5.
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1.3.4. Фоккерiвськi моделi ґравiтацї

Iснує кiлька формулювань ґравiтацiйної теорiї прямих взаємодiй [40–43, 99,

328]. Iдея про вiдгук всесвiту надихнула Гойла i Нарлiкара на певну реалiзацiю

з допомогою формалiзму Фоккера принципу Маха, згiдно з якою маса кожного

тiла визначається розподiлом мас в цiлому всесвiтi [42, 43]. Насправдi ж їх пiдхiд

виявився теорiєю дiї на вiдстанi лише частково: фоккерiвський опис стосується

лише скалярного поля маси матерiї у кривому просторi-часi який, однак, опи-

сується локальним метричним тензором gµν(x); щодо нього пiдхiд є нелiнiйною

локальною теорiєю поля 2-го рангу.

Послiдовний пiдхiд типу дiї на вiдстанi мав би формулюватися як варiацiй-

ний принцип у термiнах лише частинкових змiнних, i був би сумiсним iз ЗТВ у

тому, що:

i) рiвняння руху кожної (скажiмо, a-ї) частинки можна представити як р-ня

геодезичної щодо деякох метрики gµν(x|z1, ..., zN), що є функцiєю x (взя-

тої в точцi za розташування a-ї частинки), i функцiоналом свiтових лiнiй

z1(s1), ..., zN(sN).

ii) ця метрика тотожньо задовольняє рiвняння Гiльберта-Айнштайна.

Жодна з вiдомих у лiтературi теорiй не задовольняє цi вимоги, тобто не є еквiва-

лентом до ЗТВ Айнштайна. Однак пiдхiд Владiмiрова-Туригiна (ВТ) [40, 41, 99]

видається найближчою попередньою схемою такого типу. Крiм того, вiн володiє

явною спецiально-релятивiстичною коварiантнiстю, i в цьому є зручним у засто-

суваннi.

З огляду на нелiнiйну природу ґравiтацiї пiдхiд ВТ будуються пертурбатив-

но i базується на функцiоналi дiї, що в n-му наближеннi за ґравiтацiйною сталою

γ має вигляд [41, 99]:
n

I =
n∑

m=0

γm
m

W ; (1.3.32)

тут
0

W – вiльночастинковий iнтеґрал дiї (1.3.10), тодi як
m

W , m ≥ 1, становлять

(m + 1)-кратнi узагальнення iнтеґралу типу Фоккера. Дiя (1.3.32) будується iте-
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рацiйною процедурою.

В джерелах [41, 99] члени дiї (1.3.32) представлено у формi часо-просторових

iнтеґралiв. Зокрема, для члену 1-го порядку маємо:

1

W = −1
4

∫

d4x
0

T
µν(x)hµν(x), (1.3.33)

де
0

T
µν(x) ≡

∑

a

0

T
µν
a (x) =

∑

a

ma

∫

dsa u
µ
au

ν
aδ(x− za) (1.3.34)

є тензором енергiї-iмпульсу вiльних частинок у пласкому часо-просторi, "ґравiта-

цiйний потенцiал"

hµν(x) =
∑

a

haµν(x) = −16π
∑

a

∫

d4x′ Dλσ
µν (x− x′)

0

T aλσ(x
′) (1.3.35)

є вкладом у метрику 1-го порядку
1
gµν = ηµν + γhµν, а

Dλσ
µν (x) =

1
2
(δλµδ

σ
ν + δσµδ

λ
ν − ηµνη

λσ)D(x) ≡ ∆λσ
µνD(x) (1.3.36)

є симетричною функцiєю Ґрiна лiнеаризованих рiвнянь Гiльберта-Айнштайна,

отриманою з використанням умови деДондера-Фока (гармонiчностi в лiнiйному

наближеннi).

Щоб отримати явну фоккерiвську форму для
1

W , необхiдно виконати iнте-

грування у правiй частинi. Отримуємо:

1

W = 4π
∑∑

a < b

mamb

∫ ∫

dsa dsb (2ω
2
ab − 1)D(zab), (1.3.37)

що збiгається з дiєю на вiдстанi лiнеаризованої ґравiтацiї [328]. Вона також узго-

джується з виразами (1.3.29a), (1.3.30) для фоккерiвської дiї тензорної взаємодiї

2-го рангу, оскiльки T2(ω) = 2ω2 − 1.

Нi умова деДондера-Фока, нi закон збереження тензора енергiї-iмпульсу не

виконуються точно:

∂µ∆
µν
λσh

λσ(x) = O(γ), ∂µ
0

T
µν(x) = O(γ).
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Тому для повнiшої сумiсностi iз ЗТВ слiд звертатися до вищих наближень.

Розглянемо часо-просторову форму члену 2-го порядку
2

W дiї (1.3.32):

2

W = −1
4

∫

d4x
1

T
µν(x)hµν(x). (1.3.38)

В раннiй роботi Туригiна [40] γ
1

T µν взято як поправка 1-го порядку до тензора

енергiї-iмпульсу T µν точкових частинок щодо метрики 1-го порядку
1
gµν.

Явне обчислення вiдповiдного фоккерiвського iнтеґралу дає:

2

WI = 1
2
(4π)2

∑

a

∑

b 6=a

∑

c 6=a
mambmc

∫ ∫ ∫

dsa dsb dsc (2ω
2
ab− 1)

×(2ω2
ac− 3)D(zab)D(zac). (1.3.39)

Вдосконалена версiя [41, 99] пiдходу ВТ дозволяє продовжувати побудову

дiї (1.3.32) до наближення довiльного порядку. В 2-му наближеннi виходять з

тiєї ж часо-просторової форми (1.3.38) для
2

W , однак за γ
1

T µν взято поправку

1-го порядку до тензора енергiї-iмпульсу системи частинок, що взаємодiють на

вiдстанi у пласкому часо-просторi. Явне виконання iнтегрування у правiй частинi

дiї (1.3.38) тепер є складнiшим, i дає член 2-го порядку з 2-х частин
2

WII =
2

W ′
II +

2

W ′′
II :

2

W
′
II =

1
2
(4π)2

∑

a

∑

b 6=a

∑

c 6=a
mambmc

∫ ∫ ∫

dsa dsb dsc
(
4ω2

abω
2
ac − 8ωabωacωbc

+ 2ω2
ab + 2ω2

ac − 1
)
D(zab)D(zac), (1.3.40)

2

W
′′
II = −(4π)2

∑

a

∑

b 6=a

∑

c 6=a
mambmc

∫ ∫ ∫

dsa dsb dsc {(2ωbc − 1)(ua· ∂b)(ua· ∂c)

+ 2ωbc [2ωab(uc · ∂a)(ua· ∂b − ua · ∂c)
+ (ub· ∂a)(uc· ∂b − uc · ∂c)]}F (za, zb, zc), (1.3.41)

де ∂a ≡ ∂/∂za, а ф-я F (x1, x2, x3) є згорткою 3-х ф-й Ґрiна р-ня Даламбера:

F (x1, x2, x3) =

∫

d4z D(z − x1)D(z − x2)D(z − x3). (1.3.42)

Варто вiдзначити, що член
2

W I , як i
2

W ′
II , можна тлумачити так, нiби вза-

ємодiя поширюється через поверхню свiтлового конусу, тодi як
2

W ′′
II вiдповiдає
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взаємодiї через його внутрiшнiсть. Такий характер "нелокальностi"є характерним

для ґравiтацiї, як це було з’ясовано в рамках iншого, т.зв. наближення "швидкого

руху"[329]. Тому пiзнiша версiя пiдходу ВТ видається глибшою.

Є принаймнi два джерела неоднозначностi у побудовi дiї (1.3.32). Одне з них стосується
регуляризацiї розбiжних членiв при переходi вiд їх часо-просторової до фоккерiвської форми. В
рамках пiдходу ВТ пропонується просте правило регуляризацiї [41]: дiю обчислюють так, наче
свiтовi лiнiї є часоподiбнi, тобто z2aa′ > 0, але точки za = za(sa) i za′ ≡ za(s

′
a) нiколи не збiгаються.

У лiнiйному наближеннi це правило дає те ж саме, що й iншi регуляризацiї, вiдомi у лiтературi

[328, 329]. Але член 2-го порядку
2

WII будується на базi члену 1-го порядку
1

W , яку можна взяти

як регуляризований вираз, або нi. Цi два рiзнi шляхи ведуть до рiзних результатiв для
2

W ′′
II . Тут

представлено результат (1.3.41), отриманий першим шляхомй шлях веде до втрати тих членiв
у (1.3.41), що вiдповiдають b = c.

Навiть, якщо
1

W обрано, обчислення
1

T µν = −2δ
1

W/δgµν не є добре означеною процедурою.

Для цього треба би мати аналог виразу
1

W для випадку кривого часо-просторового тла. Але є
певна неоднозначнiсть у побудовi у побудовi такого аналогу для функцiї Ґрiна (1.3.36), що є

пiдiнтеґральним множником в
1

W . Це ж стосується i функцiональної похiдної δGλσ
µν/δgρτ , що є

пiд iнтеґралом в
2

WII .
Єдиним критерiєм усунення цих неоднозначностей була б узгодженiсть з вимогами i) та

ii), сформульованими на початку цього пiдроздiлу.Однак, в рамках пiдходу ВТ цi вимоги не
розглядаються. Навiть бiльше, їх фактично пiдмiнюють на дещо слабшi:

i’) рiвняння руху для кожної (скажiмо, a-ї) частинки, що тлумачиться як пробна, стають гео-
дезичними щодо деякої метрики gµν(x|z1, ..., zâ, ..., zN) ≡ gâµν(x) (власної для кожної ча-
стинки), що є функцiєю вiд аргументу x (взятого у точцi розташування a-ї частинки za)
та функцiоналом iнших свiтових лiнiй z1(s1), ..., zâ(sâ), ..., zN(sN);

ii’) ця метрика тотожньо задовольняє рiвняння Гiльберта-Айнштайна з тензором енергiї-
iмпульсу T µν

â (x) у правiй частинi;

тут iндекс "â"означає, що a-й аргумент упущено. У лiнiйному наближеннi цi вимоги еквiва-
лентнi до i) та ii) i виконуються, як це легко показати. Але у вищих наближеннях доведення
цих тверджень не забезпечує еквiвалентнiсть пiдходу ВТ до ЗТВ. Навiть бiльше, доведення
твердження ii’) [41, 99] не видається повним. Дiйсно, показано, що:

ii”) метрика gâµν(x) обертає у тотожностi р-ня Гiльберта-Айнштайна iз деяким тензором T
µν
â (x)

у правiй частинi;

ii”’) коварiантна дивергенцiя ∇µT
µν
â (x), обчислена щодо gâµν(x), рiвна нулевi в силу рiвнянь

руху iнших b-х частинок (b = 1, ..., â, ..., N).

Але ii’) не випливає з цього твердження, оскiльки T
µν
â (x) не мусить бути T µν

â (x). Безпосереднi

обчислення в 2-му наближеннi, здiйсненi автором дисертацiї, показують, що обидвi – рання та

вдосконалена версiї пiдходу ВТ приводять до тензору T
µν
â (x) iз часо-просторовим носiєм, що не

є об’єднанням свiтових лiнiй точкових частинок.
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1.3.5. Динамiка Фоккера i кiлькачастинковi в’язанi стани

Оскiльки вiлер-фейнманiвська чи iншi теорiї досконалого поглинача перед-

бачають врахування вiдгуку всесвiту, вони постають як задачi ∞-го числа части-

нок, а кiлька-частинковi задачi залишаються поза розглядом.

З iншого боку, саму собою дiю Фоккера можна записати для довiльно-

го скiнченного числа частинок, тому вона являє само-узгоджений i пуанкаре-

iнварiантний опис задачi кiлькох тiл. З погляду звичної теорiї поля фоккерiвська

дiя може забезпечити наближений опис у тих енергетичних межах, де радiацiйнi

процеси (або, у квантовiй термiнологiї, процеси народження-знищення частинок)

вiдсутнi або не суттєвi, але iншi релятивiстичнi ефекти необхiдно враховувати.

У цьому вiдношеннi, узагальнення фоккерiвського формалiзму на iншi взаємодiї,

вiдомi в сучаснiй фiзицi, може бути корисним. Можна згадати випадки скаляр-

ного масивного поля [327], безмасових i масивних тензорних полiв вищого рангу

[17, 38, 39], мiжкваркової взаємодiї [44–47] тощо [38, 47]. Тут виникає можливiсть

формулювати задачi на зв’язанi стани кiлькачастинкових релятивiстичних систем

з рiзними взаємодiями поза рамками КТП. Ця можливiсть передбачала б кван-

тування задачi типу Фоккера як кiлькачастинкової, без впливу цiлого всесвiту.

Iдея полягає в тому, щоб розглянути кiлькачастинкову фоккерiвську систему як

динамiчну систему iз скiнченною кiлькiстю ступенiв вiльностi, а тодi застосувати

вiдповiдну процедуру квантування.

Варiацiйна задача на основi iнтеґралу дiї типу Фоккера приводить до

рiзницево- або iнтеґро-диференцiйних рiвнянь руху. Здебiльшого такi системи ма-

ють необмежену кiлькiсть ступенiв вiльностi, а вивчення їх динамiки є складною

задачею. Особливу увагу природньо придiляють фоккерiвськiй електродинамiцi

точкових частинок, що описується рiзницево-диференцiйними рiвняннями. Жда-

нов [330] показав iснування ефективних рiвнянь руху 2-го порядку, розв’язки яких

є пiдмножиною розв’язкiв рiвнянь руху Тетроде-Фоккера; ця пiдмножина охоплює

слабкорелятивiстичну область рухiв i, отже, володiє ньютонiвською пердиктив-

нiстю. Те ж стосується i лiнеаризованої ґравiтацiї [331]. Загалом, для побудови
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розв’язку фоккерiвських рiвнянь руху недостатньо початкових координат i швид-

костей частинок, як в задачi Кошi, чи початкових i кiнцевих положень, як у кра-

йовiй задачi. В роботах [332, 333] 1-вимiрну (в M2) 2-частинкову задачу перефор-

мульовано в термiнах локальної гамiльтонової механiки iз в’язями для свiтлової

драбинки – послiдовностi точок свiтлових лiнiй, утворених їх взаємо-перетином

iз свiтловими конусами, випущеними iз попереднiх точок. У 3-вимiрному випадку

Де Люка показав [334], що окрiм крайових точок, у варiацiйнiй задачi Вiлера-

Фейнмана необхiдно задати скiнченнi сегменти свiтових лiнiй, обмеженi свiтло-

вими конусами, випущеними з крайових точок. Цi роботи слугують основою для

числових алгоритмiв, запропонованих в роботi [335]. Однак, проблема iснування

i єдиностi розв’язкiв електродинамiки Вiлера-Фейнмана ще до кiнця не не вичер-

пана [336], i вивчається на простiших моделях цього типу [337], в т.ч. i автором

дисертацiї [22].

1.3.6. Коловi i майже коловi орбiти систем Фоккера

Велике значення для розумiння фоккерiвської динамiки має iснування то-

чних розв’язкiв у виглядi двочастинкових колових орбiт [59–61]. Цi розв’язки мо-

жуть сягати в область iстотно релятивiстичних рухiв сильно зв’язаних частинок.

Для вивчення стiйкостi колових орбiт були отриманi i вивчалися рiвняння для

малих збурень цих орбiт – як для випадку електродинамiки Вiлера-Фейнмана

[63–65], так i лiнеаризованої ґравiтацiї [338]. Цi лiнiйнi рiзницево-диференцiйнi рiв-

няння допускають сiм’ю майже колових орбiт (МКО), що у в областi повiльних

рухiв вiдповiдають орбiтам Кеплера. Крiм цього, iснує нескiнченна послiдовнiсть

розв’язкiв, що в областi повiльних рухiв є винятково нестiйкими. Деякi з таких

розв’язкiв можуть стати стiйкими за дуже високих швидкостей частинок v > 0.95

(тут швидкiсть свiтла c = 1). Цi результати були пiдтвердженi прямими числови-

ми розрахунками [333, 335]. Розв’язки, що вiдповiдають кеплеро-подiбним МКО,

становлять систему iз 6-ма ступенями вiльностi (дял 2-х частинок), вкладену у

вихiдну фоккерiвську динамiку, що узгоджується з результатами Жданова [330].
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1.3.7. Гамiльтонiв опис систем типу Фоккера

Як зазначено вище, для часо-нелокальних рiвнянь руху систем типу Фок-

кера задача Кошi не є вiдповiдною. Як наслiдок, вивчення фазового простору

(тобто, простору можливих станiв), побудова гамiльтонового опису та квантува-

ння таких систем є нетривiальними задачами.

Великi зусилля були затраченi на те, щоб розвинути процедуру гамiльтонi-

зацiї нелокальних у часi варiяцiйних задач, зокрема, iнтеґралiв дiї. В загальному,

така процедура будується шляхом переформулювання задачi в iншу, але локальну

у часi форму. Тут варто згадати кiльки таких можливостей.

Перша можливiсть – це формальний розклад нелокальної дiї у лаґранжеву

дiю з вищими похiдними (аж до нескiнченного порядку) [259, 339], з подальшим

використанням формалiзму Гамiльтона-Остроградського [16]. В iншiй схемi, роз-

винутiй Лльозою та спiвавторами [105, 340], варiацiйну задачу переформульовано

у статичну, в якiй свiтовi лiнiї частинок тлумачаться як протяжнi у часi стру-

ни. Практично обидвi схеми можна реалiзувати наближено: у першiй вживаю-

ться квазiрелятивiстичнi наближення [16], для другої розвинено метод розкладiв

за константою взаємодiї [48]. Отриманий таким чином опис системи N точкових

(безспiнових) частинок будується на 6N-вимiрному фазовому просторi, як i в не-

релятивiстичнiй механiцi, i перехiд до квантової механiки можна здiйснити стан-

дартним чином.

Обидвi наближенi схеми гамiльтонiзацiї мають певнi недолiки та обмежену

область застосування. У квазiрелятивiстичних наближеннях втрачається точна

пуанкаре-iнварiянтнiсть, i вони застосовнi у випадках, коли релятивiстичнi ефе-

кти є малими. Розклади за константою взаємодiї загалом незастосовнi до опису

зв’язаних станiв, особливо у системах iз сильним зв’зком.

Iншi можливостi побудувати гамiльтонiв опис фоккерiвських систем розви-

ваються в наступних роздiлах.
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РОЗДIЛ 2

ЧАСО-АСИМЕТРИЧНI МОДЕЛI ПОЛЬОВОГО
ТИПУ

У прикладах попереднього роздiлу iнтеґрали дiї типу Фоккера iз часо-

симетричними функцiями Ґрiна ведуть до рiзницево- або iнтегро-диференцiйних

рiвнянь руху. Це робить аналiз руху частинок винятково складним.

У двочастинковому випадку iснує цiкава можливiсть уникнути цих трудно-

щiв. Фоккер [35] припустив можливiсть, а пiзнiше Старушкевич [49], Рудд i Гiлл

[50], та Кюнзле [51] розглянули таку двочастинкову взаємодiю: на першу частинку

дiє запiзнене електромагнетне поле другої частинки, на яку дiє випередне поле

першої частинки. У такiй моделi природньо виникає взаємно-однозначна вiдпо-

вiднiсть мiж точками свiтових лiнiй частинок, а саме, мiж точками, роздiленими

iзотропним iнтервалом. Ця вiдповiднiсть дозволяє звести iнтеґрал Фоккера до

одно-часової Пуанкаре-iнварiантної дiї, тобто переформулювати модель у рамки

лаґранжевого, а далi й гамiльтонового формалiзму [51, 52], i врештi проiнтегру-

вати модель стандартними методами [50, 51, 53].

Далi буде показано, що така ж взаємно-однозначна вiдповiднiсть виникає i

у фоккерiвських iнтеґралах бiльш загального вигляду, а саме в тих iнтеґралах,

пiдiнтеґральна функцiя яких мiстить запiзнену чи випередну функцiю Ґрiна рiв-

няння Даламбера. Iнтеґрали дiї такого вигляду породжують широкий клас дво-

частинкових моделей, якi можна назвати (згiдно з [53, 54]) часо-асиметричними.

Бiльшiсть з них допускають теоретико-польову iнтерпретацiю взаємодiї, i можуть

мати фiзичне застосування.

В пiдроздiлi 2.2 будуються явно коварiантнi лагранжiв та гамiльтонiв опи-



97

си часо-асиметричних моделей, що дозволять ефективно дослiдити їх класичну

динамiку моделей, а також, в пiдроздiлi 2.3, здiйснити квантування.

Результати цього роздiлу опублiкованi в статтях [1–5, 8, 10], матерiалах i

тезах конференцiй [25, 27, 29, 32, 34], та препринтах [170, 171, 174, 175].

2.1. Часо-асиметричнi моделi та їх лаґранжiв i
гамiльтонiв опис

Iзотропний iнтервал мiж точками свiтових лiнiй частинок можна розгляда-

ти як твiрну свiтлового конуса iз центром на однiй iз цих лiнiй. У 2-вимiрному

просторi-часi свiтловий конус вироджується у свiтловий фронт, а опис часо-

асиметричних моделей цiлком укладається у спрощену 2-вимiрну версiю дiракiв-

ської фронтальної форми динамiки [56]. Часо-асиметричнi моделi у цьому випадку

добре вивченi на кiлькох прикладах, як на класичному [49, 50, 54, 341], так i на

квантовому [55, 57, 58] рiвнях.

В бiльш реалiстичному випадку 4-вимiрного простору Мiнковського M4 ди-

намiка часо-асиметричних моделей, особливо тих, що пов’язанi iз теорiєю поля,

значно складнiша. Фактично, модель Старушкевича-Рудда-Гiлла (СРГ) iз взає-

модiєю типу електромагнетної – єдина часо-асиметрична модель, динамiка якої в

4-вимiрному часо-просторi розглядалася до написання цiєї дисертацiї. Побудова та

вивчення iнших моделей цього типу може бути цiкавим для фiзичних застосувань,

i буде здiйснено в роздiлах 2 i 3. В п. 2.1.1, 2.1.4 будуються моделi, що вiдповiд-

ають взаємодiям через полями вищих тензорних вимiрностей (спiнiв), включно з

ґравiтацiйною ( в п. 2.1.5).

Для вивчення часо-асиметричних моделей Третяк (разом з автором дисерта-

цiї) запропонував тривимiрнi лагранжiв та гамiльтонiв описи, названi iзотропною

формою динамiки [1]. Було розвинуто i явно коварiантну версiю цих описiв – реля-

тивiстичну механiку на свiтловому конусi [1, 3], що базується на дiракiвському

формалiзмi з в’язями [220]; див. п. 2.1.2-3
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2.1.1. Модель Старушкевича-Рудда-Гiлла та узагальнення

Розглянемо теоретико-польове походження моделi Старушкевича-Рудда-

Гiлла.

В силу лiнiйностi рiвнянь Максвела (1.3.4) або Даламбера (1.3.6) вони до-

пускають часо-асиметричний розв’язок, породжений 2-ма точковими зарядами:

Aµ = Aµ
1,−η + Aµ

2, η ≡ 4π[D−η ∗ Jµ1 +Dη ∗ Jµ2 ] (2.1.1)

тобто = Aµ
1, adv + Aµ

2, ret для η = 1,

та = Aµ
1, ret + Aµ

2, adv для η = −1

Пiдстановка цього електромагнетного потенцiалу у дiю (1.3.9) з наступною її ре-

гуляризацiєю приводить до такої дiї типу Фоккера:

I = Ifree + Iint, Ifree = −
2∑

a=1

ma

∫

dτa

√

ż2a (2.1.2a)

I
(e)
int = −q1q2

∫ ∫

dτ1 dτ2 ż1 ·ż2 2Θ(ηz12)δ(z
2
12), η = ±1 (2.1.2b)

Взаємодiя частинок у цьому разi має таку причинну структуру: випередне поле

1-ї частинки дiє на 2-гу частинку, а запiзнене поле 2-ї частинки дiє на 1-шу; див.

рис. 1.2e. Крiм цього, знехтувано силами реакцiї випромiнювання, яка у даному

випадку мала б мати протилежнi знаки для рiзних частинок.

Iдея часо-асиметричної дiї (2.1.2) була вперше окреслена Фоккером [35], а

пiзнiше опрацьована Старушкевичем [49], Руддом i Гiллом [50], а також Кюн-

зле [51]. Вона вiдрiзняється вiд часо-симетричної дiї Тетроде-Фоккера (1.3.22)

запiзненою чи випередною ф-єю Ґрiна (1.3.13) D±(z12) замiсть симетричної

Dsym(z12) ≡ Dη=0(z12). Ця рiзниця дозволила Старушкевичу переформулювати

часо-асиметричну модель (2.1.2) в рамки лаґранжевого формалiзму [52].

У цiй дисертацiї пропонується широкий клас часо-асиметричних моделей,

що узагальнюють модель Старушкевича-Рудда-Гiлла. Вони задаються iнтеґралом

дiї, що мiстить множник Dη(z12) i має вигляд:

I = Ifree − 4π

∫ ∫

dτ1 dτ2

√

ż21

√

ż22 f(z, u1, u2)Dη(z), η = ±1, (2.1.3)
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де z ≡ z12, а f(z, u1, u2) є довiльною скалярною (i параметрично-iнварiантною)

функцiєю вказаних 4-векторних аргументiв. Зручно мати свободу вибору запiзне-

ної (η = 1) чи випередної (η = −1) ф-ї Ґрiна (1.3.13) р-ня Даламбера. У кожному

випадку пiдiнтеґральна функцiя Φ фоккерiвської дiї (2.1.3) не дорiвнює нулевi за

умови:

z2 = 0, ηz0 > 0, тобто ηz0 = |z|. (2.1.4)

Цю умову можна тлумачити як рiвняння минулого або майбутнього свiтлового

конусу (залежно вiд значення η = ±1 та вибору точки z1 чи z2 для вершини

конусу), i називати умовою свiтлового конусу.

В силу (2.1.4) пуанкаре-iнварiантна функцiя f(z, u1, u2) не мiстить мiжча-

стинкового iнтервалу z2, i залежить вiд таких iнварiантних аргументiв:

u1 · u2 > 0, ηua · z > 0, a = 1, 2

що є додатнiми на часо-подiбних свiтових лiнiях (тобто ż2a > 0).

Клас моделей, означених дiєю (2.1.3), є досить широкий. Вiн включає часо-

асиметричнi версiї фоккерiвських iнтеґралiв (1.3.29), (1.3.30), що описують взає-

модiї за посередництвом безмасових тензорних полiв.

В часо-асиметричних моделях (2.1.3) природньо виникає взаємно-

однозначна вiдповiднiсть мiж точками свiтових лiнiй частинок – точками, що

задовольняють умову свiтлового конусу (2.1.4); це видно з рис. 1.2e. Така вiд-

повiднiсть i дозволяє перейти вiд фоккерiвського формалiзму до лаґранжевого.

2.1.2. Одно-часовий лаґранжiв опис

Фоккерiвська дiя (2.1.3) є параметрично-iнварiантною щодо кожного пара-

метру τ1 i τ2. Тому двi з 8-ми шуканих функцiй xµ1(τ1), x
µ
2(τ2) залишаються неви-

значеними в рамках варiацiйної задачi. Структура дiї (2.1.3) дозволяє частково

зафiксувати цю функцiйну довiльнiсть природнiм чином. Для цього вимагатиме-

мо, щоб умова (2.1.4) була тотожнiстю, якщо τ1 = τ2. Це означає, по-перше, що

обидвi свiтовi лiнiї параметризованi спiльним параметром, скажiмо τ1; по-друге,



100

що встановлено вiдношення одночасностi для точок свiтових лiнiй [5, 258]. Таку

параметризацiю можна природньо назвати одно-часовим описом на свiтловому

конусi. Згiдно з роботою Старушкевича [52], функцiю Ґрiна Dη у другому членi

дiї (2.1.3) можна записати так:

4πDη(z12) ≡ 2Θ
[

η
(

z01(τ1)− z02(τ2)
)]

δ

[(

z1(τ1)− z2(τ2)
)2
]

=
δ(τ1 − τ2)

∣
∣
∣ż2(τ2) ·

(

z1(τ1)− z2(τ2)
)∣
∣
∣

.

Явно iнтегруючи цей член за τ2 можна звести функцiонал (2.1.3) до одно-часової

дiї:

I =

∫

dτ L̃

з лаґранжiаном L̃ ≡ L|TK, де

L ≡ −
2∑

a=1

ma

√

ż2a −
√

ż21

√

ż22
f(z, u1, u2)

|ż2 · z|
. (2.1.5)

Лаґранжiан L̃ означено на дотичнiй в’язцi TK 7-вимiрного конфiгурацiйного мно-

говиду K ⊂ M2
4 ≡ M4×M4 заданого умовою свiтлового конусу (2.1.4). Вiдповiдна

варiацiйна задача приводить до звичайних диференцiйних рiвнянь 2-го порядку,

що уможливлює перехiд до гамiльтонового опису.

Зручнiше працювати з 8-вимiрним конфiгурацiйним простором M2
4 замiсть

7-вимiрного K. З цiєю метою задачу на безумовний екстремум можна переформу-

лювати в задачу на умовний екстремум дiї

I ′ =

∫

dτ (L+ λz2) (2.1.6)

з лаґранжiаном (2.1.5), означеним на TM2
4. Тут введено лаґранжевий множник λ

для того, щоб врахувати умову (2.1.4) як голономну в’язь (маємо на увазi також

умову ηz0 > 0).

Для побудови гамiльтонового опису як подальшої мети, зручно представити

лаґранжiан (2.1.5) в iншiй формi. Введемо колективнi змiннi

yµ ≡ 1
2
(zµ1 + zµ2 ), zµ ≡ zµ1 − zµ2 (2.1.7)
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(зовнiшнi та внутрiшнi вiдповiдно) в термiнах яких

zµa = yµ + 1
2
(−)āzµ, a = 1, 2, ā = 3− a. (2.1.8)

Iз врахуванням диференцiйного наслiдку в’язi (2.1.4):

ż · z = 0, (2.1.9)

введену далi функцiю θ (додатню на часо-подiбних свiтових лiнiях) можна запи-

сати по-рiзному:

θ ≡ ηẏ · z = ηż1 · z = ηż2 · z > 0. (2.1.10)

Тодi лаґранжiан (2.1.5) набуває такого вигляду:

L = θF (σ1, σ2, δ), (2.1.11)

F ≡ −
2∑

a=1

maσa − σ1σ2f(σ1, σ2, ω), (2.1.12)

де член взаємодiї f , а тому i увесь вираз F є довiльною функцiєю аргументiв:

σa ≡
√

ẋ2a

/

θ =
√

ẏ2 + (−)āẏ · ẋ+ 1
4
ẋ2
/

θ, a = 1, 2,

δ ≡ σ1σ2ω = ż1 · ż2/θ2 = (ẏ2 − 1
4
ż2)/θ2. (2.1.13)

Пуанкаре-iнварiантнiсть лаґранжiану (2.1.11) i в’язi (2.1.4) породжує 10

нетериних iнтеґралiв руху – повний iмпульс Pµ системи та тензор моменту

iмпульсу Jµν :

Pµ =
2∑

a=1

paµ, (2.1.14)

Jµν =
2∑

a=1

(xaµpaν − xaνpaµ) = yµPν − yνPµ +Ωµν, (2.1.15)

де paµ = ∂L/∂ẋµa, a = 1, 2, (2.1.16)

Ωµν ≡ zµpν − zνpµ, (2.1.17)

а pµ = 1
2
(p1µ − p2µ). Крiм цього, лаґранжiан (2.1.11) задовольняє тотожнiсть:

2∑

a=1

ża ·pa − L ≡ ẏ ·P + ż · w − L = 0, (2.1.18)

що є наслiдком параметричної iнварiантностi дiї (2.1.6).
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2.1.3. Канонiчний формалiзм з в’язями

Лаґранжiв опис на конфiгурацiйному просторi M2
4 допускає природнiй пере-

хiд до гамiльтонового формалiзму з в’язями [220]. Вiдповiдний 16-вимiрний фазо-

вий простiр T∗M2
4 оснащений дужками Пуасона {..., ...}. Вони мають стандартний

вигляд в термiнах коварiантних координат zµa та спряжених iмпульсiв paµ, озна-

чених рiвностями (2.1.16):

{zµa , zνb } = 0, {paµ, pbν} = 0, {zµa , pbν} = δabδ
µ
ν .

Десять нетериних iнтеґралiв руху (2.1.14)–(2.1.15) стають в рамках гамiль-

тонового опису генераторами Pµ i Jµν канонiчної реалiзацiї групи Пуанкаре, тобто

задовольняють канонiчнi спiввiдношення алгебри Пуанкаре:

{Pµ, Pν} = 0, {Pµ, Jλσ} = −ηµλPσ + ηµσPλ,

{Jµν, Jλσ} = ηµλJνσ + ηνσJµλ − ηµσJνλ − ηνλJµσ. (2.1.19)

В силу параметричної iнварiантностi дiї (2.1.6) лаґранжiан (2.1.5) (або

(2.1.11)-(2.1.12)) задовольняє тотожнiсть (2.1.18), тобто є синґулярним. Тому ка-

нонiчний гамiльтонiан рiвний нулевi, тодi як динамiка системи визначається ди-

намiчною в’яззю такого загального вигляду:

φ(P 2, p2⊥, P · z, p⊥ · z) = 0, (2.1.20)

що з’являється разом з голономною в’яззю (2.1.4); тут

p⊥µ ≡ P νΩνµ/P · z = pµ − zµP · p/P · z (P ·p⊥ ≡ 0).

Обидвi в’язi є 1-го класу, тобто

[φ, z2] ≈ 0, (2.1.21)

i вони цiлком визначають динамiку системи в M4 (тобто свiтовi лiнiї частинок).
Нижче описано – як для даної ф-ї f у фоккерiвськiй дiї (2.1.3), або для F у лаґранжiанi

(2.1.11)-(2.1.12) отримати вiдповiдний конкретний вигляд динамiчної в’язi (2.1.20).
Перш за все, отримаємо систему рiвнянь для шуканих швидкостей частинок:
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Pµ ≡ ∂L

∂ẏµ
=

(
F ′
1

σ1
+
F ′
2

σ2
+ 2F ′

δ

)
ẏµ
θ

+
1

2

(
F ′
1

σ1
− F ′

2

σ2

)
żµ
θ

+ (F − σ1F
′
1 − σ2F

′
2 − 2δF ′

δ)ηzµ, (2.1.22)

pµ ≡ ∂L

∂żµ
=

1

2

(
F ′
1

σ1
− F ′

2

σ2

)
ẏµ
θ

+
1

4

(
F ′
1

σ1
+
F ′
2

σ2
− 2F ′

δ

)
żµ
θ
; (2.1.23)

де F ′
a ≡ ∂F/∂σa (a = 1, 2), F ′

δ ≡ ∂F/∂δ, а ф-я F (σ1, σ2, δ) означена в р-нях. (2.1.12), (2.1.13). В
загальному випадку дефект рангу цiєї системи рiвний 1 (як наслiдок параметричної iнварiан-
тностi опису). Щоб отримати динамiчну в’язь у бажаному виглядi (2.1.20) необхiдно зменшити
ранг системи (2.1.22)–(2.1.23) на 1. Це можливо завдяки голономностi в’язi (2.1.4). Дiйсно, її
диференцiйний наслiдок (2.1.9) дає додаткове спiввiдношення для швидкостей, яке можна вра-
хувати в п.ч. р-нь (2.1.22)–(2.1.23). Пiсля цього легко бачити, що 4 аргументи ф-ї φ, зазначенi
у рiвностi (2.1.20), можна виразити через 3 незалежнi ф-ї σ1, σ2, δ (2.1.13) координат i швид-
костей. Зокрема,

P · z = η

(
F ′
1

σ1
+
F ′
2

σ2
+ 2F ′

δ

)

, (2.1.24)

p⊥ · z =
η

2

(
F ′
1

σ1
− F ′

2

σ2

)

, (2.1.25)

P 2 =
2∑

a=1

(
F ′
a

σa
+ F ′

δ

)2

σ2
a + 2

(
F ′
1

σ1
+ F ′

δ

)(
F ′
2

σ2
+ F ′

δ

)

δ

+ 2

(
F ′
1

σ1
+
F ′
2

σ2
+ 2F ′

δ

)

(F − σ1F
′
1 − σ2F

′
2 − 2δF ′

δ), (2.1.26)

тодi як остання величина p2⊥ задовольняє спiввiдношення

p2⊥ +
(p⊥ ·z)2P 2

(P ·z)2 +
1

ηP ·z

(
F ′
1

σ1

F ′
2

σ2
− F ′

δ
2

)

×
(

P 2

ηP ·z − 2F + σ1F
′
1 + σ2F

′
2 + 2δF ′

δ

)

= 0. (2.1.27)

Шляхом вилучення σ1, σ2, δ з системи р-нь (2.1.24)–(2.1.27) можна отримати динамiчну в’язь

у формi (2.1.20).

Можливiсть побудови динамiчної в’язi (2.1.20) явно залежить вiд того, наскiльки успiшно

можна вилучити величини σ1, σ2, δ iз спiввiдношень (2.1.24)-(2.1.27). Наприклад, якщо система

р-нь (2.1.24)-(2.1.27) допускає iснування додатнього розв’язку для σ1, σ2, δ в термiнах P ·

z, p⊥ · z, P 2, то їх пiдстановка у л.ч. (2.1.27) дає шукану динамiчну в’язь. В деяких моделях

величина δ випадає з р-нь (2.1.24)-(2.1.25) i (2.1.27). Тодi потрiбно лише розв’язати р-ня (2.1.24)

i (2.1.25) вiдносно σ1, σ2, що спрощує побудову динамiчної в’язi. Приклади таких моделей, що

вiдповiдають взаємодiям тензорного типу, будуть розглядатися далi.
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2.1.4. Часо-асиметричнi моделi з польовими взаємодiями

Фоккерiвська дiя (2.1.3) описує дуже широкий клас часо-асиметричних

моделей, динамiка яких залежить вiд вигляду пуанкаре-iнварiантної ф-ї

f(z12, u1, u2). Особливий фiзичний iнтерес викликає вибiр

f(z12, u1, u2) = f(u1 · u2) ≡ f(ω).

Якщо f(ω) є полiномiальною (або аналiтичною) функцiєю, її можна розкласти за

многочленами Чебишева:

f(ω) =
∑

s
αsTs(ω) (2.1.28)

Кожен (скажiмо, s-й) член цiєї суми можна тлумачити як внесок вiдповiдної часо-

асиметричної версiї взаємодiї, що переноситься безмасовим лiнiйним тензорним

полем рангу s, з парцiальною константою взаємодiї αs (= g1g2); див. п. 1.3.3 та

поклики [17, 38].

Перехiд до явно коварiантного канонiчного формалiзму з в’язями веде до

динамiчної в’язi (2.1.20), що визначає гамiльтонову динамiку моделi. У даному

випадку її можна представити так: [1, 3]:

φ(P 2, p2⊥, P · z, p⊥ · z) ≡ φfree + φint = 0, (2.1.29)
де функцiя

φfree = 1
4
P 2 − 1

2
(m2

1 +m2
2) + (m2

1 −m2
2)
p⊥ · z
P · z + p2⊥ (2.1.30)

вiдповiдає вiльночастинковiй системi, а φint описує взаємодiю. У випадку довiльної

ф-ї f(ω) її можна записати так:

φint = − 2m1m2

ηP · z (f − (ω − λ)f ′)

− m2
1b2 +m2

2b1 − (m2
1 +m2

2)f
′ + 2m1m2(f − ωf ′)

ηP · z ((b1 − f ′)(b2 − f ′)− (f − ωf ′)2)

×
(
(f − ωf ′)2 − f ′2) , (2.1.31)

де
λ ≡ P 2 −m2

1 −m2
2

2m1m2
, (2.1.32)

ba ≡ η
(
1
2
P · z + (−)āp⊥ · z

)
, a = 1, 2, ā ≡ 3− a, (2.1.33)
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f ′(ω) ≡ df(ω)/dω, а ω пов’язана з канонiчними змiнними системою рiвнянь:

(ba − f ′)σa − (f − ωf ′)σā = ma, a = 1, 2, ā ≡ 3− a, (2.1.34)

b21σ
2
1 + b22σ

2
2 + 2(b1b2ω − ηP · zf)σ1σ2 = P 2. (2.1.35)

Рiвняння (2.1.34), лiнiйнi щодо σa, дозволяють виразити σa через ba та ω,

σa =
(bā − f ′)ma + (f − ωf ′)mā

(b1 − f ′)(b2 − f ′)− (f − ωf ′)2
. (2.1.36)

Пiдстановка (2.1.36) в (2.1.35) дає для ω рiвняння, громiздка форма якого стано-

вить основну перешкоду гамiльтонiзацiї даної загальної моделi.

В особливому випадку

f(ω) = α0 + α1ω, (2.1.37)

що вiдповiдає довiльнiй суперпозицiї скалярної та векторної взаємодiй з констан-

тами зв’язку α0 i α1 вiдповiдно, ω випадає з п.ч. р-ня (2.1.31). Це дозволяє одразу

отримати динамiчну в’язь:

φfree −
2m1m2

ηP · z (α0 + α1λ)

− m2
1(b2 − α1) +m2

2(b1 − α1) + 2m1m2α0

ηP · z ((b1 − α1)(b2 − α1)− α2
0)

(α2
0 − α2

1)

= 0. (2.1.38)

В усiх iнших випадках φint iстотно залежить вiд величини ω яку, однак, не

можна виразити явно через канонiчнi змiннi.

Щоб обiйти цю складнiсть, застосуємо розклад у ряд за ступенями констан-

ти зв’язку.

З цього мiсця припускаємо, що ф-я f(ω) є 1-го порядку за константою зв’яз-

ку α, яку вважатимемо малою, тобто, f(ω) ∼ O(α). Тодi ω можна вилучити з л.ч.

р-ня (2.1.31), вживаючи метод послiдовних наближень. Тут отримаємо наближе-

ння 2-го порядку за α.
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Для вiльночастинкового випадку, що вiдповiдає 0-му наближенню (f = 0),

розв’язок σ
0

a, ω
0

системи р-нь (2.1.35)-(2.1.36) такий:

σ
0

a = ma/ba, ω
0

= λ. (2.1.39)

Покладiмо ω = ω
0

+ δω, де δω ∼ O(α), i обчислимо п.ч. р-ня (2.1.31) з точнiстю до

α2. Перший член мiстить вираз у дужках ∼ O(α), який можна спростити:

f(ω)− (ω − λ)f ′(ω) = f(λ+ δω)− δωf ′(λ+ δω) ≈ f(λ) + O(α3).

Другий член ∼ O(α2) дорiвнює у цьому наближеннi головному внеску його роз-

кладу в ряд за α. Тому

φint = −2m1m2

ηP · z f(λ)−
h(λ)

ηP · z

(
m2

1

b1
+
m2

2

b2

)

+ O(α3), (2.1.40)

де

h(λ) ≡ [f(λ)− λf ′(λ)]2 − [f ′(λ)]2 ∼ O(α2). (2.1.41)

Отже, для часо-асиметричної моделi iз взаємодiєю через лiнiйнi безмасовi

тензорнi поля довiльного рангу (та їх суперпозицiями) отримано її явно кова-

рiантний гамiльтонiв опис з точнiстю до α2. Подiбно можна тлумачити випадок

гравiтацiйної взаємодiї в лiнiйному наближеннi за γ. Але гамiльтонова версiя такої

часо-асиметричної гравiтацiйної моделi має сенс лише у цьому наближеннi. Тому

член 2-го порядку в п.ч. р-ня (2.1.40) не є iнформативним для цього випадку.

Як основу для 2-го наближення можна взяти фоккерiвську дiю з гравiтацiйною

взаємодiєю у 2-му наближеннi, що розглядалася в пiдроздiлi 1.3.4.

2.1.5. Часо-асиметрична модель з ґравiтацiйною взаємодiєю

Зручно почати з часо-просторової форми дiї ВТ (1.3.32), (1.3.33), (1.3.38).

Введемо часо-асиметричний "гравiтацiйний потенцiал"2-х частинок:

h
∼
µν(x) =

2∑

a=1

h
∼
aµν(x) = −16π

2∑

a=1

∫

d4x′ D λσ
aµν(x− x′)

0

T aλσ(x
′)
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де D λσ
aµν(x) ≡ ∆λσ

µνDa(x), a = 1, 2

D2(x) = D1(−x) = Dη(x), η = ±1

Пiдставимо цей потенцiал в п.ч. р-ня (1.3.33), та пiсля регуляризацiї отримаємо

член фоккерiвської дiї 1-го порядку:

1

W
∼

= 4πm1m2

∫ ∫

ds1 ds2 (2ω
2
12 − 1)Dη(z12). (2.1.42)

Для члену 2-го порядку необхiдний часо-асиметричний вiдповiдник поправ-

ки до тензору енергiї-iмпульсу
1

T µν(x).

Згiдно з ранньою версiєю пiдходу ВТ для γ
1

T
∼
µν(x) обираємо поправку 1-го

порядку до вiльночастинкового тензору енергiї-iмпульсу вiдносно метрики 1-го

порядку
1
g
∼µν

= ηµν + γh
∼
µν . Тодi пiдстановка

1

T
∼
µν(x) i h

∼
µν(x) в п.ч. р-ня (1.3.38) та

нехтування розбiжних членiв дає:

2

W
∼
I = 1

2
(4π)2 m1m2

∫ ∫

ds1 ds2

{

m1

∫

ds1′ (2ω
2
1′2 − 3)Dη(z1′2)

+ m2

∫

ds2′ (2ω
2
12′ − 3)Dη(z12′)

}
(
2ω2

12 − 1
)
Dη(z12). (2.1.43)

У пiзнiшiй версiї пiдходу ВТ:

1

T
∼
µν(x) = −2δ

1

W
∼
/δgµν(x)

∣
∣
∣
∣
gµν=ηµν

. (2.1.44)

У цьому мiсцi можна використати неоднозначнiсть п.ч. р-ня (2.1.44) для того, щоб

спростити модель. Пiдставимо тут регуляризований вираз для
1

W
∼

. Це приводить

до такаго члену 2-го порядку:

2

W
∼
II =

2

W
∼

′
II =

1
2
(4π)2 m1m2

∫ ∫

ds1 ds2

{

m1

∫

ds1′
(
4ω2

12ω
2
1′2

− 8ω12ω1′2ω1′1 + 2ω2
12 + 2ω2

1′2 − 1
)
Dη(z1′2)

+ m2

∫

ds2′
(
4ω2

12ω
2
12′ − 8ω12ω12′ω22′

+ 2ω2
12 + 2ω2

12′ − 1
)
Dη(z12′)

}

Dη(z12), (2.1.45)
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тодi як
2

W
∼

′′
II не виникає. Вживання нерегуляризованого

1

W
∼

приводить до появи

2

W
∼

′′
II , але вiдповiдну дiю 2-го порядку не можна просто звести до лаґранжевої

форми. Варто вiдзначити, що як часо-симетричний, так i часо-асиметричний чле-

ни 2-го порядку
2

W ′′
II не дають внеску в лаґранжiан Фiхтенгольца [342].

Отже маємо двi версiї часо-асиметричної дiї двох частинок з гравiтацiйною

взаємодiєю в 2-му наближеннi, якi назвемо моделями I та II. Обидвi допускають

обмежену фiзичну iнтерпретацiю згiдно з вимогою i’). Дiйсно, пiсля нехтування

тих членiв отриманої дiї, що не мiстять змiнних a-ї частинки, i квадратичних щодо

ma отримаємо дiю, що веде до рiвнянь руху a-ї частинки як пробної. В обидвох

моделях цю дiю можна представити так:

Ia ≈ −ma

∫

dsa

√

gāµν(za)u
µ
auνa + O(γ3), a = 1, 2, ā = 3− a (2.1.46)

де
gāµν = ηµν + γh

∼
āµν − 1

4
γ2h

∼
āµνh

∼
λ

āλ

для моделi I, i
gāµν = ηµν + γh

∼
āµν + 1

2
γ2h

∼
āµλh

∼
λ

āν

для моделi II. Оскiльки gāµν(x) не залежить вiд змiнних a-ї частинки, р-ня руху

для неї, що випливають з дiї (2.1.46), є геодезичними.

Структура потрiйних iнтеґралiв дiї 2-го порядку (2.1.43) and (2.1.45) до-

зволяє (подiбно до випадку лiнiйних полiв) переформулювати опис цих моделей в

рамки гамiльтонового формалiзму. Вiдповiднi лаґранжiани мають вигляд (2.1.11)-

(2.1.12) де, обнак, функцiї fI and fII (для моделей I та II вiдповiдно) залежать

також вiд σa:

fI(σ1, σ2, ω) = − γm1m2(2ω
2−1)

×
{

1 +
γ

2
(2ω2−3)(m1σ1 +m2σ2)

}

, (2.1.47)

fII(σ1, σ2, ω) = − γm1m2

×
{

2ω2−1 +
γ

2

(
4ω4− 4ω2−1

)
(m1σ1 +m2σ2)

}

. (2.1.48)

Далi перейдемо до гамiльтонового опису i отримаємо динамiчну в’язь з то-

чнiстю до γ2. Оскiльки σa-залежнiсть ф-ї fI (2.1.47) з’являється лише у членах
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лише 2-го порядку, то безпосередня пiдстановка fI(σ
0

1, σ
0

2, ω
0

) виразiв (2.1.39) у фор-

мули (2.1.47)-(2.1.48) є коректною. Те ж стосується i fII. Пiсля нехтування членами

вищого порядку виявляється, що внесок 2-го порядку в 1-й член виразу (2.1.40)

подiбний (з точнiстю до λ-залежного множника) 2-го члену, тому обидва можна

об’єднати. Остаточна функцiя φint для гравiтацiйної взаємодiї має вигляд (2.1.40),

де

fg(λ) = −γm1m2(2λ
2 − 1), (2.1.49)

i
hgI(λ) = −2(γm1m2)

2(2λ2 + 1), (2.1.50)

hgII(λ) = −2(γm1m2)
2(4λ2 − 1) (2.1.51)

для моделей I та II вiдповiдно.

Iстотно, що динамiчна в’язь (2.1.29)-(2.1.30), (2.1.40) має спiльну структуру

як для лiнiйно-польової, так i гравiтацiйної взаємодiй. Вона конкретизує взаємо-

дiю вибором функцiй f(λ) та h(λ), що залежать лише вiд iнтеґралу руху λ. Цей

факт дозволяє розв’язувати двочастинкову задачу з f та h як довiльними ф-ями

1-го та 2-го порядкiв – аж до аналiзу кiнцевих виразiв.

2.1.6. Перехiд до тривимiрного гамiльтонового опису

Система, визначена парою в’язей 1-го класу (2.1.4), (2.1.20) на 16-вимiрному

фазовому просторi T∗M2
4, має 6 ступенiв вiльностi. Щоб видiлити їх явно, необхi-

дна пара додаткових калiбрувальних в’язей [247, 343]. Їх можна задати в загаль-

ному виглядi:

χ(y, z, P, p⊥, t) = 0, {χ, φ} 6= 0, ∂χ/∂t 6= 0; (2.1.52)

ψ(y, z, P, p) = 0, {ψ, z2} 6= 0. (2.1.53)

Повна система в’язей (2.1.4), (2.1.20), (2.1.52), (2.1.53) є 2-го класу. Вони дозво-

ляють вилучити зайвi часо-подiбнi координати x0a та спряженi iмпульси pa0, i так

перейти до опису на ефективному 12-вимiрному фазовому просторi P.

Калiбрувальнi в’язi не впливають на фiзичну динамiку моделi, але їх вибiр

визначає специфiку кiнцевого опису, а саме: редукований фазовий простiр P (як
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пiдмноговид вихiдної кодотичної в’язки T∗M2
4), iндукованi на ньому невиродженi

дужки Пуасона {..., ...} (як означенi в T∗M2
4 i редукованi на P дужки Дiрака

{..., ...}∗ [220, 327]), та можливий вибiр змiнних, в термiнах яких дужки Пуасона

набувають канонiчного вигляду.

Свобода вибору калiбрувальних в’язей є ефективним важелем для побудови

зручного редукованого опису систем з в’язями. Для цього можна скористатися

методом Шанмугадхасана [343], тобто здiйснити у вихiдному фазовому просторi

канонiчне перетворення, що зводить в’язi до канонiчного вигляду. Це значить,

що принаймнi одна з кожної пари в’язей 2-го класу означає занулення тiєї нової

змiнної, яку треба вилучити. Решта нових змiнних параметризують простiр P

належно, тобто вони є канонiчними щодо дужок Пуасона {..., ...}.

Частковий вибiр χ(y, z, P0, τ) = 0 в’язi (2.1.52) дозволяє обiйти вiдому тео-

рему про невзаємодiю [344], тобто, перейти до такого тривимiрного гамiльтоново-

го опису часо-асиметричних моделей, в якому просторовi коварiантнi координати

частинок zia (a = 1, 2; i = 1, 2, 3) стають канонiчними змiнними.

Такий опис був би привабливим у кiлькох аспектах. Зокрема, вiн спро-

щує введення взаємодiї системи iз зовнiшнiм полем i допускає коварiантно-

координатне представлення на квантово-механiчному рiвнi. Але опис у коварi-

антних канонiчних змiнних не є зручним для розв’язання двочастинкової задачi,

оскiльки не забезпечує вiдповiдного роздiлення на зовнiшнi та внутрiшнi ступенi

вiльностi.

Справдi, з рiвняннь руху зовнiшнiх коварiантних змiнних yµ (2.1.7):

ẏµ ∼ {yµ, φ} = ∂φ/∂Pµ

випливає складна еволюцiя системи як цiлого, обумовлена загальною структурою

ф-ї φ (2.1.20), що включає взаємодiю частинок. Бажано б замiсть yµ мати змiннi

Qµ, що описували б рух системи як вiльної частинки з 4-iмпульсом Pµ, тобто Q̇µ ∼
P µ. Такi змiннi можна ввести шляхом допомiжного канонiчного перетворення в

T∗M2
4: (yµ, Pµ, z

µ, pµ) 7→ (Qµ, Pµ, r
µ, ̟µ)

що не змiнює 4-iмпульс Pµ системи та зводить залежнiсть ф-ї φ вiд нових зовнiшнiх
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змiнних лише через P 2.

Явний вигляд такого перетворення подано в [3]. Тут лише зазначимо, що

воно переводить 4-вектор вiдносного положення у систему вiдлiку центра мас:

zµ 7→ rµ = Λµνz
ν (це ж i для спряженого iмпульсу pmu) з допомогою матрицi

Лоренца ‖Λ(P/|P |)νµ‖ ∈ SO(1, 3) яка, отже, задовольняє рiвнiсть ΛµνP
ν = δµ0 |P |.

Ця умова фiксує Λ з точнiстю до довiльної матрицi просторового повороту (зале-

жної вiд P ). Упускаючи деталi зазначимо наперед, що така довiльнiсть дозволяє

отримувати, як результат редукцiї, рiзнi гамiльтоновi форми релятивiстичної ди-

намiки (див. роздiл 1.1.7 а також [20, 247]).

Кiнцеве у процедурi редукцiї перетворення Шанмугадхасана (див. [3])

(Q0, Qi, P0, Pi, r
0, ri, ̟0, ̟i) 7→ (Q̄0, Qi, P0, Pi, r̄

0, ri, ̟0, ki)

надає в’язi свiтлового конусу (2.1.4) канонiчного вигляду r̄0 ≡ r0 − η|r| = 0,

i фiксує неозначений дотепер параметр еволюцiї t шляхом такої конкретизацiї

калiбрувальної в’язi (2.1.52):

Q̄0 ≡ y0 + tr(ΛΩ ∂ΛT/∂P0)− t = 0; (2.1.54)

тут Ω означено в (2.1.17). Якщо обрати Λ як чистий буст, тобто

‖Λµν‖ =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

P0

|P |
Pj

|P |

Pi

|P | δij +
PiPj

|P |(|P |+P0)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

, (2.1.55)

то отримаємо остаточний опис в рамках моделi Бакамджiана-Томаса (БТ), тобто

в миттєвiй формi динамiки, сформульованiй на 12-вимiрному фазовому просторi

P у термiнах колективних канонiчних змiнних типу ЦМ – зовнiшнiх Qi, Pi та

внутрiшнiх ri, ki (i = 1, 2, 3). Динамiка моделi у цьому описi задана 10-ма добре

вiдомими генераторами групи Пуанкаре [18]

H = P0 =
√

M2 + P 2, Pi,

Ji = ε k
ij Q

jPk + Si,

Ki = −tPi + QiH +
(P × S)i
M +H

. (2.1.56)
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Тут S ≡ r × k – повний спiн (внутрiшнiй момент iмпульсу) системи, а M(r,k)

є повною масою системи – скалярною функцiєю внутрiшнiх змiнних. У нашому

випадку вона означена масовим рiвнянням системи:

φ(M2, −k2, ηMr, −r·k) = 0, (2.1.57)

яке можна отримати з динамiчної в’язi шляхом такої замiни аргументiв у л.ч.

(2.1.20): P 2 →M2, p2⊥ → −k2, P · z → ηMr, p⊥ · z → −k·r (r ≡ |r|).
Окрiм канонiчної реалiзацiї алгебри Пуанкаре (2.1.56), запропонована тут

схема редукцiї дозволяє отримати коварiантнi координати частинок zµa як функцiї

канонiчних змiнних:

zµa = Zµ +
[
ΛT(P/M)

]µ

ν
eνa(r,k); (2.1.58)

тут
Z0 = t,

Z i = Qi − (P × S)i

M(M+H)
(2.1.59)

є вiдомими змiнними цента мас Прайса [345], а

e0a =
1
2
(−)āηr, a = 1, 2,

eia =
1
2
(−)āri + ηrki/M, ā = 3− a. (2.1.60)

Формули (2.1.58)–(2.1.60) вiдповiдають спецiальному вибору загальних вира-

зiв для коварiантних координат, запропонованих в [246, 346, 347] для часо-

просторової iнтерпретацiї a priori заданої моделi .

2.1.7. Редукцiя релятивiстичної задачi двох тiл до квадратур

У моделi БТ 12-вимiрний фазовий простiр P можна природньо розкласти

на зовнiшнiй та внутрiшнiй пiдпростори P = Pex × Pin, де Pex параметризується

зовнiшнiми змiнними Qi, Pi, а Pin – внутрiшнiми ri, ki.

Завдяки пуанкаре-iнварiантностi опису достатньо обрати систему вiдлiку

центра мас (ЦМ), в якiй

P = 0, K = 0 =⇒ Q = 0, Z = 0, (2.1.61)



113

i тодi розглядати лише пiдпростiр Pin. У цьому мiсцi задача зводиться до обертово-

iнварiантної задачi для деякої ефективної частинки у зовнiшньому полi. Вiдпо-

вiдна фазова траєкторiя лежить у площинi, ортогональнiй до S. Для її опису

природньо вживати полярнi координати

r = rǫr, k = krǫr + Sǫϕ/r;

тут S ≡ |S|; одиничнi орти ǫr, ǫϕ є ортогональними до S, разом з S форму-

ють праву трiйку векторiв, i звичним чином можуть бути розкладенi в термiнах

декартових ортiв i, j i полярного кута ϕ:

ǫr = i cosϕ + j sinϕ, ǫϕ = −i sinϕ+ j cosϕ.

Масове рiвняння системи (2.1.57) у полярних змiнних стає таким:

φ(M2, −k2r − S2/r2, ηMr, −rkr) = 0, (2.1.62)

а коварiантнi координати частинок (2.1.58)–(2.1.60) мають вирази:

z0a = t + 1
2
(−)āηr, (2.1.63)

za =
(
1
2
(−)ā + ηkr/M

)
rǫr + ηSǫϕ/M. (2.1.64)

З р-ня (2.1.62) внутрiшнiй радiальний iмпульс kr можна виразити через

r, M, S, а тодi, згiдно з методом Гамiльтона-Якобi, розв’язок рiанянь Гамiль-

тона можна локально виразити у квадратурах

t − t0 =

∫

dr ∂kr(r,M, S)/∂M, (2.1.65)

ϕ − ϕ0 = −
∫

dr ∂kr(r,M, S)/∂S. (2.1.66)

Функцiя kr(r,M, S) зазвичай складається з кiлькох гiлок i описує проєкцiю фазо-

вої траєкторiї на пiдпростiр радiальних змiнних (r, kr) ≡ Pr ⊂ Pin. Тому квадра-

тури (2.1.65), (2.1.66) дають лише локальний розв’язок задачi, тобто в межах тiєї

областi значень r, в межах якої дана гiлка kr iснує.

Щоб отримати глобальний розв’язок, необхiдно зшити локальнi розв’язки

так, щоб отримати гладку криву в Pin. Загалом, така фазова траєкторiя може
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мiстити кiлька окремих компонент, i фiзичне значення деяких з них може бути

сумнiвним. Пiсля вiдображення у простiр Мiнковського вони можуть виявляти

дивну поведiнку частинок. Походження, фiзичне значення таких розв’язкiв i

правила роздiлення фiзичних та нефiзичних розв’язкiв будуть розглядатися далi

на конкретних прикладах часо-асиметричних моделей.

2.2. Класична динамiка часо-асиметричних моделей iз
взаємодiєю польового типу

Почнемо iз векторної та скалярної взаємодiй (п. 2.2.1). Динамiка векторної

моделi (Старушкевича-Рудда-Гiлла) вивчалася ранiше - як у 2-вимiрному часо-

просторi [49, 50, 341], так i в M4 [51, 53]. Викладена вище методика дозволяє ви-

явити новi риси цiєї моделi. Скалярна ж модель розглядалася лише в M4 [54, 341].

Представленi тут результати [5], отриманi з допомогою гамiльтонового формулю-

вання цих моделей, вичерпують аналiз їх класичної динамiки. В п. 2.2.2 вивча-

ється скалярно-векторна модель, що володiє внутрiшньою симетрiєю. Моделi з

тензорними взаємодiями вищих рангiв є значно складнiшими, вони дослiджую-

ться в п.2.2.3 наближено – в 2-му порядку за константою взаємодiї.

2.2.1. Електромагнетна (векторна) i скалярна моделi

Векторна i скалярна часо-асиметричнi моделi представляють двочастинковi

задачi, розв’язок яких можна отримати у замкненому виглядi. Частину аналiзу

можна провести аналiтично. Зокрема, точки повороту та iншi точки, ключовi для

iнтегрування, є розв’язками алгебричних рiвнянь 3-го i 4-го ступеня, однак самi

квадратури не вдається виразити через вiдомi спецiальнi функцiї, їх доводиться

обчислювати на компютерi. Для простоти i наглядностi розглядатимемо випадок

однакових мас частинок m.

У нерелятивiстичнiй границi усi часо-асиметричнi моделi iз взаємодiєю по-

льового типу зводяться до кулонiвської взаємодiї iз константою взаємодiї α (то-

чнiше α1 та α0 вiдповiдно). Тому зручно представляти характернi риси моделей

у порiвняннi з нерелятивiстичною кулонiською системою.
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Множина розв’язкiв рiвнянь руху двочастинкової системи становить 12-

параметричну сiм’ю. Перетворення Пуанкаре (що утворюють 10-параметричну

групу) змiнюють лише рух системи як цiлого, тому розв’язки, пов’язанi цими

перетвореннями, вважатимемо еквiвалентними. Отже, нееквiвалентнi розв’язки

утворюють 2-параметричну сiм’ю. Будемо її параметризувати значеннями повної

маси M (або енергiї E в нерелятивiстичному випадку), та спiну (внутрiшньо-

го моменту iмпульсу) S – пари iнтеґралiв руху. Отже, розмаїття усiх можливих

розв’язкiв вичерпується деякою пiдмножиною (M,S)–площини. Використовува-

тимемо m та r0 ≡|α | /m як одиницi вимiрювання для величин iмпульсного та

координатного типу вiдповiдно, так що ρ ≡ r/r0, πρ ≡ kr/m. Введемо також

безрозмiрнi iнтеґрали руху µ = 1
2
M/m та σ = S/ |α |. Для зручностi будемо

маркувати рiзнi розв’язки (а саме – фазовi траєкторiї, свiтовi лiнiї частинок) їх

розташуванням на (µ, σ)–площинi.

Спочатку розглянемо модель з векторною, тобто електромагнетною вза-

ємодiєю. Якiсно рiзнi типи фазової траєкторiї (три верхнi графiки на рис. 2.1)

вiдповiдають трьом рiзним областям D(+), D(−) and D( 0) на (µ, σ)–площинi (ни-

жнiй графiк на рис. 2.1).

Кiлькiсть та розташування (µ, σ)–областей на (µ, σ)–площинi в цiлому вiд-

повiдає нерелятивiстичному випадку, але фазовi траєкторiї складнiшi: вони мi-

стять кiлька незв’язаних гiлок. Це означає, що iснує кiлька розв’язкiв гамiльто-

нових рiвнянь руху для тих самих значень iнтеґралiв руху µ, σ.

Лише одна гiлка, а саме γa− для випадку притягання(α < 0) i γr− для випадку

вiдштовхування (α > 0) є регулярною, тобто це є релятивiстичним вiдповiдником

фазової траєкторiї системи з кулонiвською взаємодiєю, i вона збiгається з остан-

ньою в слабко релятивiстичнiй областi (µ, σ)–площини (при µ ≈ 1 i σ ≫ 1 для ви-

падку вiдштовхування). Якщо µ > 1 (область D(+) на (µ, σ)–площинi), обидвi γa−

i γr− iснують i вiдповiдають необмеженим траєкторiям частинок, що є аналогами

гiперболiчних орбiт в кулонiвськiй задачi. Зауважимо, що траєкторiї частинок γa−

є петле-подiбними бiля точок (µ, σ)–площини, близьких до µ = 1, σ = 1 (рис.2.2a).

Цей ефект стає очевиднiшим для зв’язаних станiв γa− (що iснують в D(−)) як ви-
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Рис. 2.1: Векторна модель. Рiзнi областi (µ, σ)-
площини (нижнiй графiк) та вiдповiднi типи фазових
траєкторiй (три верхнi графiки).
Крива F на (µ, σ)-площинi задана параметрично:

σ2 =
p(p+ 2)2

2p2 + 5p+ 4
,

µ2 =
p(2p2 + 5p+ 4)

2(p+ 1)3
,

p ∈ [0,∞[.
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+
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Рис 2.2: Векторна модель, α < 0 (притягання). Ре-

гулярнi траєкторiї частинок для рiзних

значень µ, σ.

a). D(+): µ = 1.01, σ = 1.0;

b). D(−): µ = 0.95, σ = 0.68;

c). D(−): µ = 0.05, σ = 0.01.

Рис. 2.3: Векторна

модель. Особливi

свiтовi лiнiї γa+.

Критичнi точки:

� – точка повороту;

• – точка зiткнення;

◦ – початок/кiнець

еволюцiї.
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передження перигелiю (рис. 2.2b) (стани γr− у випадку притягання зникають у цiй

областi). В ультрарелятивiстичному випадку µ → 0 (лiвий нижнiй куток областi

D(−)) частинки "злипаються так що вiдстань мiж ними стає значно меншою, нiж

вiдстань до центру мас (рис. 2.2c). На кривiй F регулярнi стани вiдповiдають ко-

ловому руху частинок, так що в областi D(0) (нижче кривої F) регулярний рух

неможливий.

Решта гiлок γ0+, γ++ , γ−+ , i γr+ фазової траєкторiї не мають нерелятивiсти-

чних вiдповiдникiв. Вони iснують i якiсно подiбнi на усiй (µ, σ)–площинi. Цi гiлки

представляють досить дивний рух частинок, так що знак α не характеризує вза-

ємодiю я к притягання чи вiдштовхування. Навiть бiльше, можна гладко зшити

три гiлки γ0+, γ++ та γ−+ в одну γa+ (як показано на рис. 2.1 для фазової траєкторiї

в D(0)) так, що остаточний рух буде таким: частинки зближуються iз нескiнчен-

ної вiдстанi мiж ними, зiштовхуються, проходять одна крiзь одну, розходяться до

вiдстанi ∼ r0, знову зiштовхуються, i розходяться на нескiнченнiсть (рис. 2.3).

Гiлки γr+ i γa+ та вiдповiднi свiтовi лiнiї є патологiчними в тому сенсi, що швид-

костi масивних частинок прямують асимптотично до швидкостi свiтла. Навiть

бiльше, цi розв’язки мiстять критичнi точки (а саме зiткнення та повороту) в

яких масивнi частинки досягають та не перевищують швидкiсть свiтла за скiн-

ченний час. Тим не менше, їх свiтовi лiнiї є гладкими в цих точках, як i всюди.

Iншою особливiстю патологiчних станiв є те, що еволюцiя частинок поширюється

на напiв-нескiнченний промiжок координатного часу, тодi як параметр еволюцiї

пробiгає усю дiйсну вiсь (рис. 2.3).

Скалярна модель є складнiшою, особливо у випадку притягання. Тут є

бiльше якiсно рiзних типiв фазової траєкторiї, що вiдповiдають якi вiдповiдають

бiльшiй кiлькостi (µ, σ)–областей, i якi мiстять бiльше гiлок (рис. 2.4).

Серед них лише одна гiлка – регулярна, тобто аналогiчна до кулонiвської

фазової траєеторiї. Вона iснує а областi D(1±; 1). Зв’язанi стани (в D(1−; 1)) ви-

являють рух частинок iз вiдставанням перигелiю (на противагу до випередження

у векторнiй моделi). Їх немає нижче вiд кривої F, σ > 1/
√
5, на якiй траєкторiї

частинок стають коловими.
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На вiдмiну вiд випадку векторної моделi, область регулярних станiв обме-

жена не тiльки знизу, але також i злiва, де рух не є заборонено. Границя X+ i

J, µ >
√

5/8 не свiдчить про якiснi змiни у русi частинок за винятком появи

критичних точок (в яких досягається швидкiсть свiтла) на свiтлових лiнiях ча-

стинок. Цi умовно регулярнi стани iснують в областях D(1±; 2) i D(1±; 3). Ефект

вiдставання перигелiю в них зростає (рис. 2.5a), особливо в областi D(1±; 3); тут

частинки рухаються так, нiби притягаються на великих вiдстанях, тодi як на

малих вiдстанях ∼ r0 вiдштовхують одна одну жорстким (хоч i не абсолютно)

ядром. Частинки вiдскакують вiд цього ядра iз швидкiстю свiтла, але їх свiтовi

лiнiї є гладкими у цих критичних точках (рис. 2.5b). При пiдходi до кривої J,

σ < 1/
√
5,траєкторiї частинок прямують (як i в регулярному випадку) до кiл, але

дуже дивним чином: частинки вiдскакують частiше (рис. 2.5c), так що на грани-

чних колових траєкторiях (якi вiдповiдають кривiй J) множина критичних точок

стає всюди щiльною.

Окрiм регулярних та умовно регулярних станiв (що загалом демонструють

правдоподiбну поведiнку частинок) i патологiчних станiв (якi згрубша подiбнi до

тих, що у векторнiй моделi, рис. 2.3), скалярна модель у випадку притягання (тоб-

то α < 0) виявляє особливi стани, що вiдповiдають обмеженому руховi частинок

на вiдноснiй вiдстанi порядку r0. Цi стани iснують в областях D(2), D(3±) та

D(4; 1)−D(4; 2), тобто далеко вiд слабко релятивiстичної областi, i тому вони не

мають нерелятивiстичних вiдповiдникiв. Наприклад, в D(2) частинки рухаються

так, нiби їх притягання на великих вiдстанях сильно зростає (рис. 2.5d); в областi

D(4; 1)−D(4; 2) траєкторiя однiєї частинки завжди лежить всерединi траєкторiї

iншої (рис. 2.5e).

Розмаїття описаних тут розв’язкiв отримано в рамках гамiльтонового фор-

мулювання векторної та скалярної моделей. В нерелятивiстичнiй границi вижива-

ють лише регулярнi розв’язки. В рамках лаґранжевого (або еквiвалентного фок-

керiвського) формалiзму лише такi розв’язки можна вiдтворити повнiстю. При-

чина в тому, що лоренцiвськi коренi
√

ż2a в лаґранжiанi (2.1.5) означенi лише

на часо-подiбних свiтових лiнiях, i занюлюються у критичних точках досягнення
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Рис. 2.4: Скалярна модель. Рiзнi областi
(µ, σ)-площини (нижнiй графiк) i вiдповiднi
типи фазової траєкторiї (6 верхнiх графiкiв).
Кривi F, J, H± i X± на (µ, σ)-площинi заданi
рiвняннями:

F : µ2 = 27σ

2((3+σ2)3/2+σ(9−σ2))
,

J : µ2 = 1
2(1−σ2)

,

H± : µ = 1
2(1±σ)

,

X± : µ =
(√

1 + σ2 ± σ
)
/2.
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Рис. 2.5: Скалярна модель, α < 0 (притягання). Рiзнi типи обмежених фазових траєкторiй.

a). D(1−; 2) : µ = 0.95, σ = 0.68; b). D(1−; 3) : µ = 0.9, σ = 0.5;

c). D(1−; 3) бiля J : µ = 0.75, σ = 0.3; d). D(2) бiля H− : µ = 0.6, σ = 0.16666;

e). D(4; 2) : µ = 0.3, σ = 0.15.

швидкостi свiтла. Iншi розв’язки випадають з лаґранжевого опису, хоча їх можна

було б отримати з лаґранжiану (2.1.5) шляхом формальної замiни
√

ż2a → −
√

ż2a

для a = 1 або/та a = 2. Природньо, що такi розв’язки не мають нерелятивiстичної

границi.

Лаґранжевий (або фоккерiвський) опис є первинним по вiдношенню до га-

мiльтонового. Тому нелаґранжевi розв’язки, на перший погляд, не мають фiзи-

чного значення. З iншого боку, гамiльтонове формулювання моделей є важливим

мiстком до їх квантування, i нелаґранжевi розв’язки можуть давати внесок у цi-

лiсну квантово-механiчну картину.
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2.2.2. Скалярно-векторна модель

Чистi векторна i скалярна моделi є калькулятивно громiздкими, i представ-

ляють досить складну динамiку частинок. Ще складнiшою очiкується модель iз

довiльною суперпозицiєю скалярної та векторної взаємодiй (2.1.37) – це випливає

iз складної структури динамiчної в’язi (2.1.38).

У випадку рiвнозваженої суперпозицiї α1 = κα0 ≡ κα, κ = ±1, другий

член ф-ї φint (2.1.38) занулюється. Така структура динамiчної в’язi значно спро-

щує динамiку моделi, i робить її подiбною в математичному сенсi до динамiки

нерелятивiстичної системи i кулонiвською взаємодiєю. В цьому випадку можна

очiкувати iснування додаткового iнтеґралу руху – релятивiстичного аналога ве-

ктора Рунґе-Ленца.

В рамках явно коварiантного гамiльтонового опису структуру такого iн-

теґралу легко вгадати [2]. Для цього зручно спростити вiльночастинковий

член φfree (2.1.30) динамiчної в’язi (2.1.29) шляхом канонiчного перетворення

(yµ, Pµ, zµ, pµ) 7−→ (Y µ, Pµ, zµ, qµ):

qµ = pµ −
m2

1 −m2
2

2P 2
Pµ, Y µ = yµ +

m2
1 −m2

2

2P 2

(

zµ − 2
P · z
P 2

P µ
)

.

В термiнах нових змiнних динамiчна в’язь набуває вигляду:

φ =
1

4
P 2 − 1

2
(m2

1 +m2
2) +

(m2
1 −m2

2)
2

4P 2
+ q2⊥ − α

(
P 2 − (m1 − κm2)

2
)

ηP · z = 0, (2.2.1)

де

q⊥µ ≡ P νΞνµ/P · z, Ξµν = zµqν − zνqµ; q⊥ · P ≡ 0.

Тепер легко переконатися, що релятивiстичний аналог вектора Рунґе-Ленца

має вигляд:

Rµ = Πν
µ

(

qλ⊥Ξλν +
α
(
P 2 − (m1 − κm2)

2
)

2ηP · z zν

)

, (2.2.2)

де Πν
µ ≡ δνµ − PµP

ν/P 2. Дiйсно, це є iнтеґрал руху:

{Rµ, φ} ≈ 0, {Rµ, z
2} = 0,
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для якого виконуються спiввiдношення:

{Rµ, Pν} = 0, {Rµ, Jλσ} = −ηµλRσ + ηµσRλ, (2.2.3)

{Rµ, Rν} ≈
(1

4
P 2 − 1

2
(m2

1 +m2
2) +

(m2
1 −m2

2)
2

4P 2

)

Πλ
µΠ

σ
νJλσ, (2.2.4)

де символ "≈"позначає слабку рiвнiсть в сенсi Дiрака [220].

Спiввiдношення (2.2.3)–(2.2.4) подiбнi до тих, що виконуються для векто-

ра Рунґе-Ленца в простiй осциляторнiй та кулонiвськiй моделях роботи [348]. Цi

спiввiдношення iстотно нелiнiйнi, а тому їх теоретико-групове тлумачення – ускла-

днене. Тут обмежимось вивченням випадку системи вiдлiку ЦМ, в якiй вiдповiднi

спiввiдношення в термiнах дужок Пуасона можна лiнеаризувати.

Для цього скористаємось БТ-описом моделi, в рамках якого вектор Рунґе-

Ленца набуває вигляду Rµ = (0,R), де

R = k × S + gMr/r, (2.2.5)

(S = r × k є спiном системи), а повна маса задовольняє рiвняння:

bM − k2 − 2gM/r = 0.

Тут

bM ≡ 1

4M2

(

M2 − (m1 +m2)
2
)(

M2 − (m1 −m2)
2
)

,

gM ≡ α

2M

(

M2 − (m1 − κm2)
2
)

.

Крiм цього, в системi ЦМ коварiантнi координати частинок є такими функцiями

канонiчних змiнних:

za =
(−)ā

2

(

1 +
m2
ā −m2

a

M2

)

r + ǫr
k

M
, a = 1, 2; ā ≡ 3− a. (2.2.6)

Спiввiдношення дужок Пуасона для спiну системи S та вектору Рунґе-

Ленца R подiбнi до нерелятивiстичних:

{Si, Sj} = ε k
ij Sk, {Ri, Sj} = ε k

ij Rk, {Ri, Rj} = −bMε k
ij Sk. (2.2.7)
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Дiйсно, якщо bM = 0, то р-ня (7.21) є спiввiдношеннями для генераторiв групи

Евклiда E(3). У випадку bM 6= 0 генератори Si i нормований R̂i ≡ Ri/
√

|Q| поро-

джують групу SO(4), якщо bM < 0, i групу SO(1,3), якщо bM > 0. Враховуючи

р-ня (2.2.7) отримаємо такi випадки для алгебри внутрiшньої симетрiї:

so(4) для |m1 −m2| < M < m1 +m2,

e(3) для M = |m1 −m2| та M = m1 +m2,

so(1, 3) для 0 < M < |m1 −m2| та M > m1 +m2.

Iснування вектору Рунг-Ленца дає змогу отримати траєкторiї частинок та

траєкторiю їх вiдносного руху (окреслених векторами za та r вiдповiдно) без

iнтегрування. Зауважимо, що цi траєкторiї є пласкими кривими у площинi, отро-

гональнiй до S: r ·S = za ·S = 0. Вектор R лежить у цiй же площинi: R · S = 0.

Домноживши р-ня (2.2.5) на r отримаємо рiвнiсть:

R · r = gr + S2, (2.2.8)

де S ≡ |S|. Нехай ϕ – кут мiж R та r, тобто R · r = Rr cosϕ. Тодi рiвнiсть (2.2.8)

можна звести до канонiчного р-ня конiчного перетину

p/r = e cosϕ− sgng (2.2.9)

з таким канонiчним параметром p та ексцентриситетом e:

p =
S2

|g| =
2MS2

|α||M2 − (m1 − κm2)2|
, (2.2.10)

e =
R

|g| =
√

1 +
S2

α2

M2 − (m1 + κm2)2

M2 − (m1 − κm2)2
. (2.2.11)

Пошук рiвнянь траєкторiй частинок є подiбним, але дещо складнiшим. Спо-

чатку означимо вектори:

ra ≡ za − δaR, де δa =
2(−)ā

(M +mā)2 −m2
a

. (2.2.12)

тодi легко отримати спiввiдношення:

(−)āR · ra = gra +
mā

M
S2, (2.2.13)
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що є подiбними до (2.2.8) i, отже, допускають форму:

pa/ra = e cosϕa − sgng, (2.2.14)

де ϕa – кути мiж (−)āR та ra. Р-ня (2.2.14) описують траєкторiї частинок, що

є конiчними перетинами тiєї ж форми, що i вiдносна траєкторiя, тобто з тим же

ж ексцентриситетом e (2.2.11), але iншими канонiчними параметрами pa = mā

M p.

Фокуси цих конiчних перетинiв змiщенi вiдносно центру мас на вектори δaR –

на противагу до нерелятивiстичного випадку, в якому траєкторiї мають спiльний

фокус у центрi мас.

2.2.3. Моделi з тензорними взаємодiями вищих ранґiв

Серед часо-асиметричних моделей iз взаємодiєю польового типу лише у ви-

падку довiльної скалярно-векторної суперпозицiї можна здiйснити гамiльтонiза-

цiю моделi точно. Якщо ж ранґ (або спiн) поля-носiя взаємодiї n ≥ 2, перейти

до гамiльтонового опису та отримати квадратури можна наближено, шляхом роз-

кладу за константою взаємодiї.

Структура гамiльтонового потенцiалу 2-го порядку (2.1.40) є спiльною для

лiнiйно-польових взаємодiй рiзної тензорної вимiрностi: тип взаємодiї у ньому ви-

значається функцiями f(λ) та h(λ), що залежать лише вiд iнтеґралу руху λ. Не-

лiнiйну гравiтацiйну взаємодiю теж можна описати (принаймнi в наближеннi 2-го

порядку) цим потенцiалом (2.1.40) (див. [2, 40]) з fg(λ) i hg(λ), означеними в р-нях

(2.1.49)-(2.1.51). А проiнтегрувати цi задачi 2-х тiл можна для довiльних f i h як

сталих 1-го та 2-го порядку малостi вiдповiдно.

В 2-му наближеннi квадратури можна виразити через елементарнi функцiї.

Для зв’язаних станiв отримаємо траєкторiю вiдносного руху простого вигляду:

1/r = |a| + b cos ((1− δ)ϕ) (b <|a|),

де a, b i δ є функцiями iнтеґралiв руху. Це елiпс, що прецесує з випередженням

перигелiю на кут

∆ϕ = 2πδ = −πα2h(1)/S2.
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У випадку лiнiйної тензорної взаємодiї довiльного рангу (спiну) n випередження

перигелiю ∆ϕ можна обчислити формулами (2.1.28), (2.1.41):

∆ϕ = π(2n2 − 1)(g1g2/S)
2.

Для гравiтацiйної взаємодiї з (2.1.50) та (2.1.51) випливає значення

∆ϕ = 6π(Gm1m2/S)
2.

Просторовi траєкторiї частинок, обчисленi з допомогою (2.2.5), виявляю-

ться складнiшими, нiж вiдноснi траєкторiї – це типова риса часо-асиметричних

моделей. Тим не менше, їх аналiз приводить до тих же ж значень для випередже-

ння перигелiю. Навiть бiльше цi значення узгоджуються з отриманими в рамках

рiзних квазiрелятивiстичних пiдходiв до РТПВ [186, 254, 271, 349].

2.3. Квантування часо-асиметричних моделей iз
взаємодiєю польового типу

Цей роздiл присвячено проблемi квантування часо-асиметричних моделей iз

польовою взаємодiєю. Вихiдним пунктом є явно коварiанте гамiльтонове форму-

лювання моделей iз в’язями. Буде показано, що в 2-му наближеннi за константою

взаємодiї динамiчну в’язь (2.1.29), (2.1.30), (2.1.40) можна представити як спiв-

вiдношення мiж повною масою системи i одним з канонiчних генераторiв групи

SO(2,1).

Структура динамiчної в’язi дає можливiсть використати як базу квантуван-

ня алгебру Лi so(2, 1) замiсть алгебри Гайзенберґа. Тодi квантовий аналог цiєї в’язi

становить задачу для спектру мас, яку можна легко розв’язати завдяки власти-

востям унiтарних представлень SO(2,1). Такий пiдхiд близький до методу дина-

мiчної групи Барута [350], i був застосований до квантування часо-асиметричних

моделей в M2 [58]. Вiн дозволяє обiйти багато технiчних деталей, звичайно ва-

жливих для квантування релятивiстичних моделей (впорядкування операторiв,

означення скалярного добутку тощо).
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Таким чином в п. 2.3.3 буде отримано спектри мас вказаних квантованих мо-

делей, а в п. 2.3.4 – дослiджено їх зв’язок з квазi-потенцiальними рiвняннями То-

дорова для векторної та скалярної взаємодiй. Цей зв’язок дозволить узагальнити

квазi-потенцiальнi рiвняння на випадок довiльних тензорних взаємодiй, включно

з ґравiтацiйною. Для повнiшої вiдповiдностi з квантово-польовими результатами

в часоасиметричних моделях слiд врахувати спiновi ефекти. В п. 2.3.5 для цього

запропоновано евристичний спосiб, що дозволяє враховувати спiновi поправки до

спектру пертурбативно, з точнiстю до α4. А в п. 2.3.6 побудовано точно розв’язну

модель, що вiдтворює пертурбативний спектр iз вказаною точнiстю.

2.3.1. Часо-асиметричнi моделi з польовою взаємодiєю i

канонiчна реалiзацiя алгебри so(2, 1)

Для того, щоб квантувати модель вказаним вище способом,спочатку необхi-

дно представити динамiчну в’язь (2.1.29), (2.1.30), (2.1.40) в еквiвалентнiй формi:

Φ(P 2, K0, K1, K2) = 0, (2.3.1)

через такi пуанкаре-iнварiантнi функцiї K0, K1 i K2:

K0 = (K+ +K−)/2, K1 = (K+ −K−)/2, K2 = x · p⊥,
K+ = −p2⊥K−/P 2 + B(P 2)/K−, K− = ηP · x. (2.3.2)

Тут B(P 2) є довiльною ф-єю. Функцiї K0, K1, K2 задовольняють спiввiдношення

дужок Пуасона для алгебри Лi so(2, 1):

{K0, K1} = K2, {K1, K2} = −K2, {K2, K0} = K1. (2.3.3)

Разом з генераторами (2.1.14)-(2.1.15) групи Пуанкаре P вони утворюють базис

алгебри Лi p⊕ so(2, 1).

Обмежимо тепер вихiдну систему спостережних до канонiчних генерато-

рiв P та SO(2,1), тобто розглядатимемо спостережнi, означенi на просторi R =

(p⊕ so(2, 1))∗, дуальному до алгебри Лi p ⊕ so(2, 1). Тодi динамiчна в’язь (2.3.1)
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стає однiєю iз в’язей, що визначають динамiку системи в R. Генератори групи

симетрiї P є iнтегралими руху, i характеризують стан системи як цiлого. Генера-

тори SO(2,1) описують внутрiшню динамiку i загалом не зберiгаються. Iнша в’язь

випливає iз спiввiдношень (2.3.2). Вона пов’язує ф-ї Казимира алгебр p i so(2, 1):

P 2, J2 = −W 2/P 2 > 0 (W µ – вектор Паулi-Любаньского) i

Q2 = K2
0 −K2

1 −K2
2 = J2 + B(P 2). (2.3.4)

Динамiчна в’язь для часо-асиметричних моделей iз взаємодiєю польово-

го типу в 2-му наближеннi за константою взаємодiї задана формулами (2.1.29),

(2.1.30), (2.1.40), (2.1.41), (2.1.32), (2.1.33). В означеннi функцiї f(λ) (2.1.28) кожен

член суми є внеском поля рангу (спiну) n у взаємодiю. Надалi введемо у цих фор-

мулах константу взаємодiї явно: f(λ) → −αf(λ), h(λ) → α2h(λ), вважаючи α > 0

(притягання) i f(λ) > 0 i f(1) =
∑

n cn = 1, що вiдповiдає в нерелятивiстичнiй

границi потенцiалу кулонiвського притягання U = −α/r.
В термiнах ґенераторiв (2.3.2) динамiчна в’язь набуває вигляду:

(m2
1 +m2

2)
2 − 4m2

1m
2
2λ

2

8P 4
K− − η(m2

1 −m2
2)

2P 2
K2 +

1

2
K+

− αm1m2f(λ)

P 2
− B(P 2)

2K−
+

2∑

a=1

α2h(λ)m2
a/P

2

K− − 2η(−)aK2
+ O(α3) = 0. (2.3.5)

Щоб її спростити, здiйснемо канонiчне перетворення:

(I)
K2 → K ′

2 = exp{..., ϑK−}K2 = K2 − ϑK−, K− = K ′
−,

K+ → K ′
+ = exp{..., ϑK−}K+ = K+ − 2ϑK2 + ϑ2K−;

(II) K ′
± → K̃± = exp{..., ϕK ′

2}K ′
± = e∓ϕK ′

±, K ′
2 = K̃2,

ґенероване коприєднаною дiєю SO(2,1). Вона зберiгає спiввiдношення (2.3.3) на-

вiть якщо параметри ϑ i ϕ залежать вiд функцiй Казимира. Покладiмо

ϑ(P 2) = η(m2
1 −m2

2)/2P
2, ϕ(P 2) = ln

√

|ǫ(P 2)|, ǫ 6= 0;

ǫ(P 2) =
m2

1m
2
2

P 4
(λ2 − 1)

< 0

> 0

якщо (m1 −m2)
2 < P 2

якщо P 2 > (m1 +m2)2
< (m1 +m2)

2

(2.3.6)

Для зв’язаного руху ǫ < 0, для розсiяння ǫ > 0 [4].
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В першому наближеннi за α р-ня (2.3.5) дає рiвнiсть:

√

|ǫ| = α
m1m2f(λ)

P 2K̃θ(ǫ)

+O(α2), де θ(ǫ) =
0 якщо ǫ < 0

1 якщо ǫ > 0
. (2.3.7)

Врахування її та вибiр довiльної ф-ї B(P 2) у виглядi

B(P 2) = α2h(λ)
2∑

a=1

(1 + λmā/ma)
−1, ā = 3− a,

спрощує динамiчну в’язь до такого остаточного вигляду:

K̃θ(ǫ) − F (P 2) + O(α3) = 0, (2.3.8)

де F (P 2) = αf(λ)|λ2 − 1|−1/2, λ 6= 1 i, в свою чергу, λ = λ(P 2) (див. (2.1.32)).

Як випливає з (2.3.6) i (2.3.7), λ = 1 + O(α2). Тому iз необхiдною точнiстю

маємо B(P 2) ≈ α2h(1), i в’язь (2.3.4) стає такою:

Q2 − J2 − α2h(1) + O(α3) = 0. (2.3.9)

2.3.2. Квантування

Вище часо-асиметричну модель з взаємодiєю польового типу було перефор-

мульовано в динамiчну систему на пресимплектичному пiдмноговидi H ⊂ R, озна-

ченому парою в’язей (2.3.8) i (2.3.9). Такий класичний опис дозволяє i вiдповiдне

квантування.

Замiнимо канонiчнi ґенератори Pµ, Jνλ, K̃0, K̃1, K̃2 ермiтовими операторами

P̂µ, Ĵνλ, K̂0, K̂1, K̂0, а дужки Пуасона {..., ...} – комутаторами [..., ...]/i. Цi опера-

тори можуть служити ґенераторами унiтарного представлення P⊗SO(2,1). Такий

розгляд є формальним, поки не означено гiльбертiв простiр системи. А його бу-

дову можна угледiти в груповiй структурi класичного опису.

Дуальний простiр R можеа розглядати як об’єднання орбiт коприєднано-

го представлення групи P⊗SO(2,1).Оскiльки орбiти є однорiдними просторами,

для їх квантових вiдповiдникiв можна взяти унiтарнi нехвiднi представлення
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(УНП) цiєї групи [351]. Тодi квантовим аналогом простору R звiдне представ-

лення R =
⊕

ℓ,M,q H
(ℓ)
M ⊗ D(q) групи P⊗SO(2,1). Тут H

(ℓ)
M i D(q) – УНП груп P i

SO(2,1) вiдповiдно; квантовi числа M , ℓ, q маркують власнi значення операторiв

Казимира (вони вказанi нижче), а
⊕

позначає пряму суму за дискретною змiн-

ною ℓ та прямий iнтеґрал за неперервними M , q. Нарештi, пiдпростiр H ⊂ R,

означений квантовими аналогами в’язей, розглядається як фiзичний гiльбертiв

простiр системи.

З фiзичних мiркувань простiр R побудуємо з вiґнерiвських УНП H
(ℓ)
M власної

групи Пуанкаре для додатнiх мас M > |m1−m2| та цiлих спiнiв ℓ = 0, 1, 2, ... (пiв-

цiлi спiни заборонено дискретними симетрiями системи):

P̂ 2|Ψ(Mℓ)〉 =M2|Ψ(Mℓ)〉, Ĵ2|Ψ(Mℓ)〉 = ℓ(ℓ+ 1)|Ψ(Mℓ)〉, |Ψ(Mℓ)〉 ∈ H
(ℓ)
M .

Є кiлька УНК SO(2,1) для власних значеннь оператора Казимира Q̂2 [352]:

Q̂2|Ξ(q)〉 = Q2|Ξ(q)〉, Q2 = q(q + 1), |Ξ(q)〉 ∈ D(q).

Якщо Q2 ≥ 0 (q ≥ 0), iснує лише двi серiї УНП: D(q)
+ i D(q)

− . В областi −1/4 <

Q2 < 0 (−1/2 < q < 0) вони спiвiснують з додатковою серiєю D(q,ε). Головна серiя

(Q2 ≤ −1/4, q = −1/2 + iω ∈ C) не є принагiдною до даної проблеми.

Виберiм представлення D
(q)
+ дискретної серiї, що iснує для q > −1/2 (D(q)

−

дає те ж саме). Тодi квантовий вiдповiдник в’язi (2.3.9):

(Î ⊗ Q̂2 − Ĵ2 ⊗ Î − α2h(1)Î ⊗ Î)|Ψ〉 = 0, |Ψ〉 ∈ R (2.3.10)

(Î – одиничний оператор) визначає в R пiдпростiр H′ =
⊕

ℓ,M H
(ℓ)
M ⊗D

(qℓ)
+ , де

qℓ = −1/2 +
√

(ℓ+ 1/2)2 + α2h(1). (2.3.11)

Побудова фiзичного гiльбертового простору H ⊂ H′ потребує для D
(q)
+ реа-

лiзацiї оператора, що комутує з квантовим вiдповiдником динамiчної в’язi (2.3.8).

Тому, покладiмо H′ = H′
− ⊕ H′

+, де H′
− вiжповiдає |m1−m2| < M < m1+m2, а

H′
+ вiдповiдає M > m1+m2. У пiдпросторi H′

− квантована динамiчна в’язь має
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вигляд рiвняння масової оболонки системи:

Φ̂|Ψ〉 := (Î ⊗ K̂0 − F (P̂ 2)⊗ Î)|Ψ〉 = 0, |Ψ〉 ∈ H′
−. (2.3.12)

Ґенератор K̂0 пiдгрупи U(1) ⊂ SO(2,1) комутує з Φ̂ i має дискретний спектр:

K̂0|q; κ〉 = ν|q; κ〉, ν = κ+ 1 + q, κ = 0, 1, 2, ..., |q; κ〉 ∈ D
(q)
+ .

Разом з (2.3.12) це зводить кожен пiдпростiр
⊕

M H
(ℓ)
M ⊗ |qℓ; κ〉 ⊂ H′

− до

H
(ℓ)
Mκℓ

⊗ |qℓ; κ〉 ≃ H
(ℓ)
Mκℓ

. Фiзичний пiдпростiр H−=
⊕∞

ℓ=0

⊕∞
κ=1H

(ℓ)
Mκℓ

має структуру

звiдного унiтарного представлення групи P.

Дискретний спектр мас Mκℓ можна представити неявно:

M2 = m2
1 +m2

2 + 2m1m2λ, (2.3.13)

(спiввiднощення, зворотнє до (2.1.32)), де λ є додатнiм розв’язком рiвняння:

1− λ2

f 2(λ)
=
α2

ν2
, (2.3.14)

а ν = νκℓ ≡ κ+ 1 + qℓ.

Для H′
+ обираємо реалiзацiю некомпактного оператора K̂1 з неперервним

спектром. Тодi вiдповiдне рiвняння масової оболонки системи зводить H′
+ до H+ =

⊕∞
ℓ=0

∫
⊕ dr(M) H

(ℓ)
M , де прямий iнтеґрал охоплює промiжок m1 +m2 < M < ∞ з

деякою мiрою dr(M).

2.3.3. Спектри мас зв’язаних станiв

Щоб отримати явний вигляд дискретного спектру, необхiдно розв’язати р-

ня (2.3.14). Воно має додатнiй розв’язок за умови, що qℓ (2.3.11) є дiйсним. Якщо

h(1) < 0, то ця умова приводить до обмеження:

α < (2
√

|h(1)|)−1. (2.3.15)

Точний р-зок р-ня (2.3.14) можна знайти лише в кiлькох часткових випадках

(див. нижче). В загальному випадку можна використати розклад за константою
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взаємодiї α яку слiд розглядати як малий параметр. Тодi умова (2.3.15) виконує-

ться, i −1/2 < qℓ ∈ R. В 2-му наближеннi розклад Mκℓ в ряд дiйсний до α4, i дає

спектр мас:

M ≈ m+ − mrα
2

2n2
+
mrα

4

n3

[
γ

2ℓ+ 1
+

1

2n

(

f ′(1)− 1

4
− mr

4m+

)]

. (2.3.16)

Тут i далi m± = m1±m2, mr = m1m2/m+, квантове число n = κ+ ℓ+1 = 1, 2, ....

Другий член в п.ч. р-ня (2.3.16) є кулонiвською (нерелятивiстичною) енерґiєю, а

третiй член є поправкою 2-го порядку, залежною загалом вiд 2-х довiльних сталих

γ ≡ h(1) i f ′(1) = df (λ)/dλ |λ=1.

Якщо утотожнити квантове число κ з радiальним: κ ≡ nr, а n – вiдповiдно

з головним квантовим числом а n = nr + ℓ + 1, то формула (2.3.16) добре узго-

джується iз спектром маc, отриманим в рамках квазi-релятивiстичного пiдходу

до двочастинкової задачi [353]. Але той останнiй включає додатковий член дарвi-

нiвського типу Cmrα
4δ0ℓ/n

3 що дає внесок у спектр S-станiв. Стала C залежить

як вiд типу взаємодiї, так i вiд правил квантування. В нашому випадку цей член

можна ввести шляхом замiни D
(q0)
+ у конструкцiї простору H′ на УНК додаткової

серiї D(q0,ε) для якої −1/2 < q0 < 0 i K̂0|q0 ε; κ〉 = ν̃κ0|q0 ε; κ〉 з ν̃κ0 = κ + 1 + ε,

|ε| < |q0|, κ ∈ Z. Дiйсно, випадок −1/2 < qℓ < 0 виникає лише якщо h(1) < 0

i ℓ = 0 (i виконується умова (2.3.15)). Тому лише спектр S-станiв можна мо-

дифiкувати (що й потрiбно). Замiна νκ0 у п.ч. р-ня (2.3.14) (для Mκ0) на ν̃κ0 з

ε = δq0, |δ| < 1 i врахування рiвностi q0 ≈ −α2|h(1)| веде до дарвiнiвського члену

з C = (1− δ)|h(1)|.
Нижче подано кiлька часткових випадкiв, що можуть мати фiзичне значен-

ня. Явно подаються функцiя f(λ), стала γ = h(1), i вiдповiдний точний розв’язок

рiвняння (2.3.14) – функцiя λ(ν) квантового числа

ν = nr + 1
2
+
√

(ℓ+ 1
2
)2 + α2γ. (2.3.17)

Хоч розгляд загалом є наближеним, але точнi розв’язки р-ня (2.3.14) i вiдповiднi

спектри (2.3.13) зручно порiвнювати з результатами, отриманими в лiтературi в

рамках iнших пiдходiв.
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Векторна (електромагнетна) взаємодiя:

fv(λ) = T1(λ) = λ, γv = hv(λ) = −1, (2.3.18)

λ(ν) = 1/
√

1 + α2/ν2. (2.3.19)

Цей спектр мас отримано на базi квазi-потенцiального пiдходу [8, 354], з

нескiнченно-компонентного хвильового р-ня [350], в рамках квазi-класичного

квантування двочастинкової релятивiстичної задачi [66] i т. д. Вiн представляє ре-

лятивiстичний спектр воднево-подiбного атома. Дарвiнiвський член з C = mr/m,

отриманий в рамках квазi-потенцiального пiдходу [8], вiдповiдає у нашому випад-

ку вибору δ = 1−mr/m+, так що 3/4 < δ < 1.

Скалярна взаємодiя:

fs(λ) = T0(λ) = 1, γs = hs(λ) = 1, (2.3.20)

λ =
√

1− α2/ν2. (2.3.21)

Цей спектр мас має такий же ж вигляд, як i отриманий в рамках квазi-

потенцiального пiдходу [3, 8, 354] та моделi Юкави у варiацiйному наближеннi

[68]. Рiзниця лише полягає в тому, що взаємодiя Юкави дає цiле квантове чи-

сло n = 1, 2, ... замiсть νκℓ. Крiм цього, вона накладає обмеження на константу

взаємодiї α < 1. Запропонований тут випадок вiдповiдає “мiнiмальнiй” скалярнiй

взаємодiї (див. [66]) i не дає обмеження на α. Iншi вiдомi версiї скалярної взаємодiї

[355] вiдповiдають формальнiй замiнi сталої h(1) = 1 у п.ч. р-нь (2.3.14), (2.3.11)

на деяку ф-ю вiд Mκℓ.

Скалярно-векторна рiвно-зважена супернозицiя:

fsv(λ) = 1
2
(1+λ), γsv = hsv(λ) = 0, (2.3.22)

λ =
4n2 − α2

4n2 + α2
. (2.3.23)

Ця модель представляє додаткову симетрiю O(4) [2]. Навiть бiльше, у цьому ви-

падку динамiчна в’язь (2.3.5) i, отже, спектр (2.3.23) є точний [58]. Вiн збiгається

з феноменологiчним спектром, представленим в роботах [66, 356].
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Тензорна взаємодiя 2-го ранґу. Ґравiтацiя:

ft(λ) = fg(λ) = T2(λ) = 2λ2 − 1, (2.3.24)

λ =
1

2
√
2

√

4− ν2

α2
+
ν

α

√

8 + ν2/α2. (2.3.25)

Цей випадок мiг би вiдповiдати ґравiтацiйнiй взаємодiї з α = Gm1m2/c~, де G є

ґравiтацiйною сталою. Через нелiнiйнiсть ґравiтацiйного поля сталу γt = ht(1) =

−7, обчислену згiдно з р-нями (2.1.28), (2.1.41), слiд замiнити на γg = −6 [4].

Тодi умова (2.3.15) обмежує максимальну масу елементарної частинки величи-

ною mmax ≤
√

c~
2
√
6G

= 0.45mPl = 10−5гр, близькою до вiдомої з iнших теорiй

планкiвської маси mPl =
√

c~/G.

Тензорна взаємодiя довiльного ранґу (спiну) (s = 0, 1, 2, ...): f(λ) = Ts(λ),

h(1) = 1 − 2s2. В гiпотетичному випадку s > 2 р-ня (2.3.14) є занадто складне

для точного розв’язання, i тут подамо лише обмеження на константу взаємодiї:

α<
(
2
√
2s2−1

)−1
. Воно стає сильнiшим з ростом ранґу s поля-носiя взаємодiї.

2.3.4. Зв’язок з квазi-потенцiальними рiвняннями.

Розглянемо стацiонарне рiвняння Кляйна-Ґордона для частинки маси m у

скалярному та векторному потенцiалах Us(r) та Uv(r):

{
p2 + [m+ Us(r)]

2 − [E − Uv(r)]
2
}
Ψ(r) = 0, (2.3.26)

де p = − i∇. Як зауважив Тодоров, у квазiпотенцiальному пiдходi [8, 201] можна

побудувати вiдповiдне двочастинкове релятивiстичне хвильове рiвняння шляхом

такої пiдстановки:

E → EM =
M2 −m2

1 −m2
2

2M
, m→ mM =

m1m2

M
. (2.3.27)

Отримаємо рiвняння типу Шрединґера:

∆Ψ(r) + [bM − UM(r)]Ψ(r) = 0, (2.3.28)
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де

bM ≡ E2
M −m2

M =
1

4M2
[M2 −m2

+][M
2 −m2

−] (2.3.29)

– значення квадрату вiдносного iмпульсу на масовiй оболонцi як ф-я M [201],

UM(r) = 2[mMUs(r) + EMUv(r)] + U 2
s (r)− U 2

v (r) (2.3.30)

– ефективний потенцiал.

У нерелятивiстичнiй границi р-ня (2.3.28) стає звичайним рiвнянням Шре-

динґера iз потенцiалом U(r) = Us(r) + Uv(r), де r є вiдстань мiж частинками.

Р-ня (2.3.28) визначає власнi стани i власнi значення повної маси M . Воно

є квазi-потенцiального типу, тобто ефективний потенцiал UM(r) залежить (нелi-

нiйно) вiд M . Послiдовне квантово-механiчне тлумачення таких рiвнянь вимагає

деякого ускладнення скалярного добутку i теорiї збурень тощо [201].

У випадку векторної чи скалярної кулонiвської взаємодiї р-ня (2.3.28) збi-

гаються з вiдомими квазi-потенцiальними рiвняннями для безспiнових частинок

[8, 354]. Навiть бiльше, вони є точно розв’язними, а спектри узгоджуються з

квантово-польовими результатами.

Простий рецепт Тодорова охоплює випадки скалярної та векторної взаємодiй

(та їх суперпозицiї). Узагальнення на випадки тензорних взаємодiй вищого ранґу

можна побудувати на основi часо-асиметричних моделей польового типу [3, 4], що

розглядалися в п. 2.1.4. Вони ведуть до того ж рiвняння типу Шрединґера (2.3.28)

з квазi-потенцалом

UM(r) = −2mMf(λ)
α

r
+ γ

α2

r2
, (2.3.31)

де ф-я f(λ) (така, що f(1) = 1) та стала γ залежать вiд тензорної структури

взаємодiї та описанi вище; див. також [4, 8]. Ефективний потенцiал (2.3.31) є ти-

пу Кратцера: U(r) = −A/r + B/r2. Така задача є точно розв’язною [357], а її

розв’язок застосовний i до нашого випадку, з тим лише застереженням, що ко-

ефiцiєнт A залежить вiд M (тобто вiд спектрального параметру). Спектр мас

цiєї задачi (2.3.28), (2.3.29), (2.3.31) точно збiгається iз отриманим в рамках часо-

асиметричних моделей, i описаним р-нями (2.3.13), (2.3.14) i (2.3.17).
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2.3.5. Евристичне врахування спiнових ефектiв

Слабко релятивiстичнi системи двох частинок iз спiном 1
2
, що взаємодiють

через векторне або/i скалярне поле, можна описати узагальненим гамiльтонiаном

типу Фермi-Брайта [207, 274]; див. п. 1.1.1–3. Вiн мiстить релятивiстичнi кiнема-

тичнi члени, незалежнi та залежнi вiд спiну поправки до взаємодiї. Деякi з цих

членiв є синґулярнi, i можуть бути врахованi лише пертурбативно.

В цьому роздiлi не розглядається гамiльтонiан Фермi-Брайта. Натомiсть,

щоб врахувати спiновi ефекти, пропонується модифiкувати релятивiстичне хви-

льове рiвняння (2.3.28), (2.3.29), (2.3.31). Хоча воно має просту структуру, однак

неявно враховує (через нелiнiйну залежнiсть вiд M) релятивiстичнi кiнематичнi

члени та незалежнi вiд спiну поправки до кулонiвської взаємодiї. Тому бракує ли-

ше врахувати залежну вiд спiну частину W квазiрелятивiстичного гамiльтонiану.

Для скалярної та векторної взаємодiй вона має вигляд [207, 274]:

Ws = −1

4
L ·
(
σ1

m2
1

+
σ2

m2
2

)
U ′
s(r)

r
, (2.3.32)

Wv =
1

4
L ·
([

1

m2
1

+
2

m1m2

]

σ1 +

[
1

m2
2

+
2

m1m2

]

σ2

)
U ′
v(r)

r

+
1

12m1m2

(
1

r
U ′
v(r)− U ′′

v (r)

)

T +
1

6m1m2
σ1 · σ2∆Uv(r), (2.3.33)

де L = − i r ×∇ – оператор орбiтального моменту iмпульсу, σa – спiновий опе-

ратор, що дiє на спiновi змiннi a-ї частинки, а T = 3(σ1 · n)(σ2 · n) − σ1 · σ2

– тензорний оператор. У випадку ґравiтацiйної взаємодiї (з нерелятивiстичним

потенцiалом Ug(r) = −αg/r, де αg = Gm1m2) маємо [204]:

Wg =
1

4
L ·
([

3

m2
1

+
4

m1m2

]

σ1 +

[
3

m2
2

+
4

m1m2

]

σ2

)
αg

r3

+
αg

4m1m2r3
T +

2παg

3m1m2
σ1 · σ2 δ(r). (2.3.34)

Тепер, щоб побудувати двофермiонне рiвняння, замiнимо в ефективному

потенцiалi UM (р-ня (2.3.30) або (2.3.31)) статичний потенцiал U на Ũ = U +W .
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У випадку кулоно-подiбної взаємодiї спiновi члени W вважаються малими

у порiвняннi з нерелятивiстичним потенцiалом U(r) = −α/r. Тому можна набли-

жено модифiкувати ефективний потенцiал (2.3.31) так:

UM(r) → ŨM(r) ≈ UM(r) + 2mMf(λ)W. (2.3.35)

В результатi отримаємо ефективне двофермiонне квазi-потенцiальне рiвняння
{

p2 − 2mMf(λ)
(α

r
−W

)

+ γ
α2

r2
− bM

}

Ψ = 0, (2.3.36)

що не є точно розв’язним, i потребує застосування наближених методiв.

Малу спiнову поправку можна врахувати за теорiєю збурень. При цьому слiд

мати на увазi наступне. По-перше, вихiдне (незбурене) р-ня (2.3.28) неправиль-

но описує S-стани. Тому можна знехтувати членами з δ-функцiями в W (тобто

останнiй член в п.ч. р-ня (2.3.34) та останнiй член в п.ч. р-ня (2.3.33) в електрома-

гнетному випадку), оскiльки вони дають внесок лише в S-стани. По-друге, теорiя

збурень потребує деякої модифiкацiї за-через залежнiсть казi- потенцiалу вiд M .

Шляхом пiдстановки r = ρ/RM , p = RMπ, де RM = αmMf(λ),

представимо р-ня (2.3.36) у безрозмiрному гамiльтоновному виглядi:

HΨ = εΨ, де H ≡ H(0) +H(1), (2.3.37)

H(0) =
1

2
π2 − 1

ρ
(2.3.38)

– базовий кулонiвський гамiльтоноiан,

H(1) = α2Γ, де Γ =
γ

2ρ2
+

1

ρ3
Σ(n) (2.3.39)

– збурення (оскiльки α вважається малим параметром), а

ε =
bM
2R2

M

=
λ2 − 1

2α2f 2(λ)
(2.3.40)

– безрозмiрна енерґiя (тобто спектральний параметр).

З достатньою точнiстю (до членiв ∼ O(α)) останнiй член Γ рiвний

W/(α3RM) i, з врахуванням наближеної рiвностi M ≈ m+ у малих членах, не
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залежить вiд M . Оператор Σ, що дiє на кутовi та спiновi змiннi, має загальний

вигляд:

Σ =
[
(ξ − δ2)L · σ+ + 2ηδL · σ− + ζ(1− δ2)T

]
/16, (2.3.41)

де σ± = σ1 ± σ2, δ = m−/m+, а сталi ξ, η i ζ для скалярної, векторної i ґравiта-

цiйної взаємодiй є такими:

ξs = −1, ηs = 1, ζs = 0, (2.3.42)

ξv = 3, ηv = −1, ζv = 1, (2.3.43)

ξg = 7, ηv = −3, ζv = 1. (2.3.44)

2.3.6. Базиснi стани i теорiя збурень 1-го порядку

Базисний гамiльтонiан (2.3.38) комутує з операторами орбiтального моменту

iмпульсу L, повного спiну S = 1
2
σ+, повного моменту iмпульсу J = L + 1

2
σ+ i

парностi P .

Щоб записати базиснi власнi функцiї Ψ(0)(ρ), використаємо кутовi “бiспi-

норнi гармонiки” Y i(n) (i = A, 0,−,+). Їх властивостi та явне 2×2–матричне

представлення [79] подано в додатку A.

Тепер чотири незалежнi базиснi власнi функцiї Ψ(0)
i (ρ) (i = A, 0,−,+) га-

мiльтонiану H(0) можна обрати так:

Ψ
(0)
A,0(ρ) =

1

ρ
un,j(ρ)Y

A,0(n), Ψ
(0)
∓ (ρ) =

1

ρ
un,j±1(ρ)Y

∓(n), (2.3.45)

де un,ℓ(ρ) – розв’язок радiальної кулонiвської задачi Hℓ un,ℓ(ρ) = ε(0)un,ℓ(ρ) з

ефективним гамiльтонiаном

Hℓ = −1

2

{
d 2

dρ2
− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2

}

− 1

ρ
(2.3.46)

i безрозмiрною власною енерґiєю ε(0) = −1/(2n2), n = 1, 2, . . .

Зауважимо, що базиснi власнi функцiї Ψ(0)
A,0(ρ) мають парнiсть P = (−)j, а Ψ

(0)
∓ (ρ)

– парнiсть P = (−)j+1. Функцiя Ψ
(0)
A (ρ) описує синглетний (s = 0, ℓ = j) стан,

тодi як Ψ
(0)
0,∓(ρ) вiдповiдає триплетним (s = 1, ℓ = j, j ± 1) станам.
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Обчислимо поправку 1-го порядку ε(1) до енерґiї ε ≈ ε(0) + α2ε(1). Повний

гамiльтонiан H = H(0)+α2Γ комутує з операторами парностi P та повним момен-

том iмпульсу J . Хвильовi ф-ї Ψ(ρ) можна обрати як власнi ф-ї операторiв J2, J3

та P , i розкластиза станами Ψ
(0)
A,0, якщо P = (−)j, або за Ψ

(0)
∓ , якщо P = (−)j∓1.

У кожному з випадкiв базиснi власнi значення ε(0) двiчi виродженi. Тому в 1-му

порядку теорiї збурень маємо:

ε
(1)
(i,k) =

1

2

[

Γii + Γkk ±
√

(Γii − Γkk)2 + 4Γ 2
ik

]

(i 6= k)

з i = A, k = 0, якщо P = (−)j, та i = −, k = +, якщо P = (−)j+1, де матриця

Γ = [Γik] означена через матричнi елементи так:

Γik = 〈i|Γ|k〉 =
∫

dρ Tr
(

Ψ†
i(ρ)ΓΨk(ρ)

)

.

З врахуванням (2.3.39) i (2.3.45) отримаємо:

Γ =
γ

2
〈j|ρ−2|j〉1+ 〈j|ρ−3|j〉





〈A|Σ|A〉 〈A|Σ|0〉

〈0|Σ|A〉 〈0|Σ|0〉





якщо P = (−)j, i

Γ =
γ

2





〈j+1|ρ−2|j+1〉 0

0 〈j−1|ρ−2|j−1〉





+





〈j+1|ρ−3|j+1〉〈−|Σ|−〉 〈j+1|ρ−3|j−1〉〈−|Σ|+〉

〈j−1|ρ−3|j+1〉〈+|Σ|−〉 〈j−1|ρ−3|j−1〉〈+|Σ|+〉





якщо P = (−)j+1, де

〈i|Σ|k〉 =
∫

dnTr
(

Y
†
i (n)ΣYk(n)

)

, 〈ℓ′|f(ρ)|ℓ〉 =
∫

dρ un,ℓ′(ρ) f(ρ) un,ℓ(ρ).

Зокрема,

〈ℓ|ρ−2|ℓ〉 = 1

n3(ℓ+ 1
2
)
, 〈ℓ|ρ−3|ℓ〉 = 〈ℓ|ρ−2|ℓ〉

ℓ(ℓ+ 1)
, (2.3.47)

〈ℓ+1|ρ−2|ℓ−1〉 = 0, 〈ℓ+1|ρ−3|ℓ−1〉 = 0. (2.3.48)
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Рiвностi (2.3.47) добре вiдомi в лiтературi (див. напр. [358]), а (2.3.48) можна

обчислити за формулами, даними в [358, Математические приложения, § f].

Шляхом врахування (2.3.47), (2.3.48) та обчислення матричних елементiв

〈i|Σ|k〉 з допомогою р-нь (2.3.41)–(2.3.44), (A.2) отримаємо Γ, i, отже, поправку

ε(0) до безрозмiрної енерґiї. Тодi, врахування (2.3.13), (2.3.40) та розклад повної

маси M в ряд за α дає спектр мас 1-го порядку (тобто з точнiстю до α4).

Згiдно з рiвностями (2.3.47) i (2.3.48) матриця Γ не є дiагональною якщо

P = (−)j. Тому вiдповiднi стани 1-го порядку є сумiшшю синглетних (s = 0, ℓ = j)

i триплетних (s = 1, ℓ = j) станiв. У випадку P = (−)j+1 матриця Γ дiагональна,

i триплетнi (s = 1, ℓ = j ± 1) стани не змiшуються. Тому спектри 1-го порядку

зручно класифiкувати за значеннями j та ℓ. Цi спектри можна отримати з р-ня

(2.3.16) шляхом пiдстановки:

γ → γ + φ(ℓ, j) (2.3.49)

де ф-я φ(ℓ, j) залежить як вiд спiнового стану системи, так i вiд тензорного ранґу

поля-носiя взаємодiї. Маємо:

φs =







1+δ2±
√

(1+δ2)2+16δ2ℓ(ℓ+1)

8ℓ(ℓ+1) , ℓ = j,

1+δ2

4ℓ , ℓ = j + 1,

− 1+δ2

4(ℓ+1), ℓ = j − 1,

(2.3.50)

φv =







−1±
√

1+4δ2ℓ(ℓ+1)

4ℓ(ℓ+1)
, ℓ = j,

− 1
2ℓ − 1−δ2

2(2ℓ−1), ℓ = j + 1,

1
2(ℓ+1) +

1−δ2
2(2ℓ+3), ℓ = j − 1,

(2.3.51)

φg =







−3
(

1±
√

1+4δ2ℓ(ℓ+1)
)

4ℓ(ℓ+1) , ℓ = j,

− 3
2ℓ − 1−δ2

2(2ℓ−1), ℓ = j + 1,

3
2(ℓ+1) +

1−δ2
2(2ℓ+3), ℓ = j − 1.

(2.3.52)

Р-ня (2.3.16), (2.3.49) i (2.3.51) вiдтворюють спектр мюонiю, вперше виведе-

ний з двофермiонного р-ня БС з допомогою квазi-потенцiальних наближень [202].

Якщо m1 = m2 = m, отримаємо вiдомий спектр позитронiю [196].
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2.3.7. Точно розв’язна модель спектру з точнiстю до α4

Врахування у р-нi Шрединґера (2.3.37) спiнової поправки (2.3.39) пертурба-

тивним шляхом обумовлено її залежнiстю вiд ρ як ρ−3. Тут запропонована точно

розв’язна модель, що вiдтворює цей результат для спектру.

Модифiкуємо оператор (2.3.39):

Γ −→ Γ̃ =
Z(n)

2ρ2
, де Z(n) = γ + 2{Σ(n)/L2}ordered.

Оператор Z дiє на кутовi та спiновi змiннi. Вiн не означений на S-станах, але їх

виключено з розгляду вiд початку. На iнших станах Z має бути ермiтовим, отже

його слiд впорядкувати – з огляду на те, що Σ(n) i L2 не комутують.

Легко переконатися з допомогою рiвностей (2.3.47)–(2.3.48), що в 1-му по-

рядку теорiї збурень Гамiльтонiан H̃ = H(0) + α2Γ̃ має той же ж спектр, що й

вихiдний гамiльтонiан (2.3.37)–(2.3.39). Цей результат не залежить вiд способу

впорядкування Z.

Далi показано, що нове р-ня Шрединґера є точно розв’язним. Звичайно,

точний розв’язок i вiдповiдний спектр залежить вiд способу впорядкування. Для

прикладу, можна розглянути такi правила впорядкування:

{Σ/L2}ordered = 1
2
(Σ|L|−2 + |L|−2Σ), (2.3.53)

{Σ/L2}ordered = |L|−1Σ|L|−1 (2.3.54)

{Σ/L2}ordered =
∫ ∞

0

dt exp(−1
2
tL2)Σ exp(−1

2
tL2), (2.3.55)

де |L| =
√
L2. Останнє правило навiяне фейнманiвським представленням оберне-

ного оператора: A−1 =
∫∞
0 dt exp(−tA).

Радiальну редукцiю р-ня Шрединґера здiйснимо вибором хвильової функцiї

Ψ(r) як власної ф-ї операторiв J2, J3 and P :

Ψ(ρ) =
1

ρ

∑

i

ψi(ρ)Y
i(n). (2.3.56)

Тут сума в п.ч. р-ня (2.3.56) пробiгає i = A, 0, якщо P = (−)j, i i = −,+, якщо

P = (−)j+1. Якщо пiдставити ф-ю (2.3.56) в нове р-ня Шрединґера та зiбрати
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коефiцiєнти при гармонiках Y A i Y 0 (або при Y − i Y +), отримаємо пару рiвнянь,

представлених в такiй матричнiй формi:

HΨ(ρ) = εΨ(ρ), де Ψ(ρ) = [ψi(ρ)]

– дво-компонентна хвильова ф-я, а гамiльтонiан

H = −1

2

{
d

dρ2
− 1

ρ2
K

}

− 1

ρ
, де K = [Kik] =

[
〈i|L2 + α2Z|k〉

]
.

Вигляд симетричної 2×2-матрицi K залежить вiд парностi i тензорної стру-

ктури взаємодiї:

K =






j(j + 1) + α2γ α2ηδ

2
√

j(j+1)

α2ηδ

2
√

j(j+1)
j(j + 1) + α2

(

γ − ξ−δ2−ζ(1−δ2)
4j(j+1)

)




 (2.3.57)

для парностi P = (−)j,

K =






(j+1)(j+2) + α2
(

γ − 1
4(j+1)

[

ξ − δ2 + ζ 1−δ2

2j+1

])

, α2ζ 1−δ2

4(2j+1)

3
√

j(j+1)

j(j+1)+1

α2ζ 1−δ2

4(2j+1)

3
√

j(j+1)

j(j+1)+1
, (j−1)j + α2

(

γ + 1
4j

[

ξ − δ2 − ζ 1−δ2

2j+1

])




 (2.3.58)

для P = (−)j+1. Зауважимо, що загалом, коли ζ 6= 0 (включно з випадками ве-

кторної та ґравiтацiйної взаємодiї; див. р-ня (2.3.43), (2.3.44)) оператори Σ i L2

не комутують. Тому для обчислення K обираємо правило впорядкування (2.3.55).

Правила (2.3.53) i (2.3.54) дають елементи матрицi K, синґулярнi при j = 1 (по-

мимо j = 0). Але така синґулярнiсть не має фiзичних пiдстав.

Застосувавши ортогональне перетворення, матрицю K можна дiагоналiзува-

ти, так що зв’язанi р-ня типу Рарiти-Швiнґера розчеплюються у пару одновимiр-

них рiвнянь Шрединґера з гамiльтонiанами Hℓ̃(i,k)
вигляду (2.3.46), але з нецiлими

ℓ̃(i,k):

ℓ̃(i,k) = −1
2
+
√

1
4
+K(i,k) (i 6= k),

K(i,k) =
1

2

[

Kii +Kkk ±
√

(Kii −Kkk)2 + 4K 2
ik

]

,

де i = A, k = 0, якщо P = (−)j, i i = −, k = +, якщо P = (−)j+1.
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Цi р-ня є точно розв’язнi i ведуть до спектру мас (2.3.13), (2.3.14), але з

iншим ефективним “головним квантовим числом”:

ν −→ ν̃ = ν̃(nr, j, P ) = nr + ℓ̃(i,k) + 1.

Тут цi досить громiздкi формули не подано.

2.4. Висновки

Формалiзм iнтеґралiв дiї типу Фоккера виник як один з перших пiдходiв

до РТПВ. Хоча вiн тiсно пов’язаний з класичною теорiєю поля, його практичне

застосування ускладнюється нелокальнiстю рiвнянь руху. З iншого боку, є низ-

ка iнших пiдходiв, математично близьких до нерелятивiстичної механiки. Вони

допускають побудову значно простiших (в т.ч. точно розв’язних), але феномено-

логiчних моделей релятивiстичних систем взаємодiючих частинок.

Запропонований тут клас часо-асиметричних двочастинкових моделей мо-

жна розглядати як компромiс мiж теорiєю поля та релятивiстичною механi-

кою систем з прямою взаємодiєю. Вкажемо основнi переваги цих моделей. По-

перше, це точна пуанкаре-iнварiантнiсть. По-друге – iснування пiдкласу моделей з

теоретико-польовою iнтерпретацiєю, та можливiсть напiв-феноменологiчного вра-

хування тих ефектiв, що не виводяться з перших принципiв (наприклад, кон-

файнмент; див. наступний ролздiл). По-третє – описова гнучкiсть: iснування ла-

гранжевого i гамiльтонового описiв, як явно коварiантних, так i тривимiрних. I

по-четверте – точна iнтеґровнiсть у квадратурах.

Дослiдження в п. 2.2.1 векторної, тобто вiдомої СРГ-моделi, показало новi її

риси: для заданих iнтеґралiв руху р-ня Гамiльтона допускають кiлька розв’язкiв.

Один з них – т.зв. регулярний – переходить в нерелятивiстичнiй границi в розв’я-

зок кулонiвської задачi. Саме цей р-зок вперше описано Кюнзле в [51], хоч для

ультрарелятивiстичної областi поданi тут траєкторiї частинок iншi – вони гладкi,

на вiдмiну вiд знайдених Кюнзле (який, мабуть, допустив помилку при зшиваннi

розв’язку в точках повороту). Iншi розв’язки є iстотно релятивiстичними, i мо-
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жуть описувати незвичну поведiнку системи, наприклад, асимптотичний вихiд

масивних частинок на швидкiсть свiтла.

Далi, свiтовi лiнiї частинок є гладкими i часоподiбними або всюди, або за

винятком окремих точок, в яких частинки досягають швидкостi свiтла. Цi точки i

дiлянки мiж ними вiдповiдають зближенню частинок на вiдстань порядку класи-

чного радiусу r0 = α/m, i є особливими – вони випадають з лаґранжевого опису.

В рамках гамiльтонового опису свiтовi лiнiї можна гладко продовжити через осо-

бливi точки. Нееквiвалентнiсть мiж лагранжевою та гамiльтоновою картинами

можна формально усунути, якщо при переходi цих точок допустити змiну знаку

маси однiєї чи двох частинок.

Це стосується i моделi iз скалярною взаємодiєю, дослiдженої тут вперше:

вона теж виявляє один регулярний розв’язок, та значно бiльше особливих.

Для моделi з рiвно-зваженою суперпозицiєю скалярної та векторної взає-

модiй виявлено додаткову (внутрiшню) симетрiю, аналогiчну до симетрiї нере-

лятивiстичної задачi. Завдяки цьому знайдено релятивiстичний аналог вектору

Рунґе-Ленца, i побудовано замкненi траєкторiї частинок без iнтеґрування.

Моделi iз тензорним взаємодiями вищих рангiв дуже громiздкi, i для них в п.

2.1.4 i 2.2.3 застосовано 2-ге наближення за константою взаємодiї α. Це наближе-

ння автоматично вiдбирає серед усiх розв’язiв лише регулярний. Вiдповiднi трає-

кторiї частинок мають форму розетки iз зсувом перигелiю, залежним вiд тензор-

ного рангу взаємодiї. Це ж стосується i ґравiтацiйної взаємодiї, часо-асиметричну

модель якої побудовано в п. 2.1.5 на базi фоккерiвського ВТ-пiдходу. Результати

п. 2.2.3 узгоджуються з отриманими в рамках квазiрелятивiстичних пiдходiв до

РТПВ (див. [186, 254]).

Реформулювання в п. 2.3.1 явно коварiантного канонiчного опису часо-

асиметричних моделей в 2-му наближеннi за α на алгебричну мову дало змогу

в п. 2.3.2 проквантувати класичну задачу за теоретико-груповою схемою. Неодно-

значнiсть квантування виявилася мiнiмальною але корисною – вона стосувалася

S-станiв, i дозволила вiдтворити у спектрi дарвiнiвський член.

Отриманi в п. 2.3.3 спектри мас для векторної та скалярної взаємодiй уза-
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гальнюють точнi результати для цих моделей в M2 [58] на випадок M4. Вони

узгоджуються (принаймнi в 2-му наближеннi) з результатами, отриманими з КТП

в рамках квазi-релятивiстичного та квазi-потенцiального наближень. Для вищих

тензорних взаємодiй i ґравiтацiї спектри отримано вперше.

В п. 2.3.4 встановлено зв’язок квантованих часо-асиметричних моделей з

квазi-потенцiальними рiвняннями Тодорова для безспiнових частинок iз електро-

магнетною та скалярною взаємодiями. Це дало змогу узагальнити рiвняння То-

дорова на випадок тензорних взаємодiй вищих рангiв, включно iз ґравiтацiйною.

Наступна модифiкацiя цих рiвнянь в п. 2.3.5 – для опису двофермiонної

системи. Для цього використовуються вiдомi з КТП оператори, що описують спiн-

залежнi поправки до скалярної, векторної i ґравiтацiйної взаємодiй [84, 204, 207,

274]. Спочатку (в п. 2.3.6) цi оператори тлумачаться пертурбативно, що дає спектр

мюонiю та його скалярного i ґравiтацiйного вiдповiдникiв з точнiстю до α4. Тодi (в

п.2.3.7) рiвняння модифiковано так, щоб вони стали точно розв’язними i давали

правильний (з тiєю ж точнiстю) спектр мас. Цi рiвняння можуть бути кориснi

для врахування вищих нiж до α4 (напр. радiацiйних) поправок до мiжчастинкової

взаємодiї з допомогою теорiї збурень 1-го порядку.
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РОЗДIЛ 3

ПОТЕНЦIАЛЬНА МОДЕЛЬ МЕЗОНIВ ТИПУ
ФОККЕРА

В пiдроздiлi 1.2 дано огляд вiдомих в лiтературi релятивiстичних потен-

цiальних моделей. Серед них найбiльш елегантними є простий релятивiстичний

осцилятор (з модифiкацiями) [27, 284, 290] та струннi моделi [263, 283, 359] для

опису легких мезонiв; п. 1.2.4. Вони ведуть точно чи асимптотично (при ℓ≫ 1) до

формули (1.2.5) з κ = 2. Крiм цього, струннi моделi пов’язують нахил траєкторiй

з натягом струни: σ = ka, де коефiцiєнт нахилу k = 2π ≈ 6.3 (див. р-ня (1.2.6)),

так що значення a = 0.18 ҐеВ2 узгоджується з експериментом.

Подальший розвиток потенцiальних моделей пов’язаний iз релятивiстични-

ми узагальненнями рiвняння Шрединґера з утримним (корнельським (1.2.2) або

складнiшим) потенцiалом: одно- [296–298, 301] та двочастинковими[14, 15, 22, 29,

88, 106, 360] р-нями Дiрака тощо [23, 24, 280]. Цi моделi охоплюють опис важ-

ких та легких гадронiв, та дають в основному асимптотично лiнiйнi траєкторiї

(1.2.5) з нахилом σ = ka, k = 4 ÷ 8 (див. р-ня (1.2.11), (1.2.7)), та з кроковим

коефiцiєнтом для дочiрнiх траєкторiй κ = 2. Однак деякi мезони не вписуються

в опис iз виродженням осциляторного (ℓ+2nr)-типу [14, 283]. Бiльш адекватним

до експерименту видається значення κ = 1, що дає кулоно-подiбне виродження

(ℓ+nr)-типу. Однак його важко вивести теоретично. Наприклад, в масових фор-

мулах, виведених з рiвняння типу Дiрака, було отримано в асимптотицi ℓ ≫ 1

кроковий коефiцiєнт κ = 1 лише з допомогою накладених додатково правил вiд-

бору [280]. В такий спосiб отримано задовiльний опис π-, ρ- [281] та K-траєкторiй

[293].
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Завданням цього роздiлу є побудова релятивiстичної потенцiальної моделi,

що охоплює опис як важких, так i легких мезонiв з унiверсальним значенням па-

раметру a (т.зв. натягу струни), i в асимптотицi ℓ≫ 1 вiдтворює лiнiйнi траєкторiї

Редже (1.2.5) та вежову структуру спектру.

Можливий шлях побудови релятивiстичних потенцiальних моделей проля-

гає через класичну теорiю поля i пов’язаний з нею формалiзм iнтеґралiв типу

Фоккера. Що стосується взаємодiї кваркiв, то тут слiд було б виходити з класи-

чних рiвнянь Янґа-Мiллса. Однак розв’язки цих рiвнянь, що дають конфайнмент,

не вiдомi в лiтературi. Навiть бiльше, є поширеною думка, що таких розв’язкiв не

iснує через iстотно квантову природу конфайнменту. Але це стосується лише стан-

дартної теорiї Янґа-Мiллса. Iснують, однак, рiзнi нестандартнi теорiї ефективних

калiбрувальних полiв, пов’язаних з КХД. Цi теорiї можуть служити джерелом

утримних взаємодiй мiж кварками. Вони повиннi бути доповненi описом кваркiв

як точкових частинок iз внутрiшнiми ступенями вiльностi, пов’язаних iз кольо-

ром.

Цей роздiл починається з опису класичної механiки релятивiстичної точко-

вої частинки в неабелевому калiбрувальному полi, заданої iнтегралом дiї. На вiд-

мiну вiд роботи Балахандрана [361], тут лагранжiан мiстить довiльну функцiю,

що описує зв’язок внутрiшнiх (кольорових) змiнних частинки iз калiбрувальним

полем. Якщо зв’язок нелiнiйний, то в рiвняннях руху замiсть маси вiльної частин-

ки з’являється iнтеґрал руху, залежний вiд кольорових змiнних. Це може служити

класичною моделлю ґенерацiї динамiчної (можливо – конституентної) маси квар-

кiв. У випадку лiнiйного зв’язку вона зводиться до вiльночастинкової (струмової)

маси.

Запропонований тут лагранжiв опис частинки в неабелевiм полi має i само-

стiйне значення. Зокрема, його було застосовано в роботах [100, 101] до випадку

калiбрувальної групи Лоренца для опису частинки у полi дiона.

Далi розглядається стандартна i нестандартна класичнi теорiї Янґа-Мiллса.

Остання базується на ефективному лаґранжiанi [104], отриманому в результатi ви-

вчення iнфрачервоної поведiнки ґлюонного пропаґатора в КХД [103]. В п. 3.1.5
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показано, що шляхом абелевої редукцiї теорiя зводиться до простiшої версiї, роз-

винутої ранiше Кiскiсом з феноменологiчних мiркувань [102]. Теорiя приводить до

польових рiвнянь 4-го ступеня. Для них отримано запiзнену та часо-симетричну

функцiї Ґрiна. Обидвi дають взаємодiю утримного типу, i в статичнiй границi

приводять до лiнiйного потенцiалу. Далi, вживаючи цi функцiї Ґрiна, буде отри-

мано часо-симетричну та часо-асиметричну дiї типу Фоккера. Перша вже вiдома

в лiтературi. Двi еквiвалентнi версiї цiєї дiї було запропоновано Рiвакобою [44]

та Вейссом [45]. Варто зазначити, що обидва автори виходили iз загальних засад

РТПВ, без використання теоретико-польових мiркувань.

Часо-симетрична модель приводить до нелокальної в часi динамiки, зi всiма

пов’язаними iз цим труднощами. Вона буде вивчатися в пiдроздiлi 3.3. Але ранiше,

у пiдроздiлi 3.2, буде побудовано часо-асиметричну дiю типу Рiвакоби-Вейсса –

вона простiша вiд оригiналу, i буде дослiджена iз використанням розвинутих в

роздiлi 2 лаґранжевого та гамiльтонового описiв та засобiв аналiзу.

Часо-асиметричний аналог дiї Рiвакоби-Вейсса дає класичний релятивiсти-

чний опис далекосяжної утримної взаємодiї мiж кварками. Її можна доповнити

дiєю Старушкевича-Рудда-Гiлла, що описує класичну часо-асиметричну абелеву

версiєю короткосяжної взаємодiї 1-ґлюонного обмiну. Така модель є бiльш громiзд-

кою, але розв’язною. Модифiкована модель у статичнiй границi дає корнельський

потенцiал (1.2.2), i тому придатна для опису важких мезонiв.

В п. 3.2.4-6 буде здiйснено квантування моделi, i отриманi спектри мас важ-

ких та легких мезонiв порiвнюватимуться з дослiдними даними.

Наперед зазначимо, що в асимптотицi ℓ ≫ 1 модель природньо вiдтворює

спектральну формулу (1.2.5) з бажаним кроковим коефiцiєнтом κ = 1, але для

нахилу траєкторiй Редже σ = ka ≈ 1.15ҐеВ2 натяг струни a не є унiверсальним

через занадто великий коефiцiєнт k = 3
√
6 ≈ 10.4.

Тому слiд розглянути модифiковану модель Рiвакоби-Вейсса – iнтеґра-

лу дiї типу Фоккера iз скалярною утримною взаємодiєю. Виявиться, однак,

що часова нелокальнiсть такої моделi є неуникненною, оскiльки вона не має

часо-асиметричного вiдповiдника. Тому в пiдроздiлi 3.3 вивчатиметься часо-
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симетрична модель Рiвакоби-Вейсса та її модифiкацiї.

Результати цього роздiлу опублiкованi в статтях [6, 7, 16, 24], матерiалах i

тезах конференцiй [26, 28, 31, 50], та препринтах [172, 173, 184].

3.1. Класична механiка релятивiстичної кольорової
частинки в полi Янґа-Мiллса

3.1.1. Лаґранжева динамiка частинки на головнiй в’язцi

У цьому пунктi розглянемо класичну механiку релятивiстичної точкової ча-

стинки з внутрiшнiми ступенями вiльностi типу кольору в зовнiшньому неабелево-

му калiбрувальному полi. Конфiгурацiйним простором такої частинки є головна

волокниста в’язка P над простором Мiнковського M4 iз деякою структурною гру-

пою G [362, 363] (в нашому випадку SU(3)). Точки в’язки ℘ ∈ P можна описати

локальними координатами (x, g) = (xµ, gi), µ = 0, 3, i = 1, dimG, де x ∈ M4,

g ∈ G. Окрiм стандартних перетворень Пуанкаре, на P дiють калiбрувальнi пере-

творення, локально означенi лiвою дiєю групи на собi:

Φh(x) : ℘ 7→ ℘′ ≡ Φh(x)(x, g) = (x, h(x)g), h(x) ∈ G. (3.1.1)

Подiбно, можна задати i праву дiю G на кожному волокнi (i на усiй P).

На P задано зв’язнiсть, коефiцiєнти якої утворюють 4-потенцiал калiбру-

вального поля Aµ(x). Вони набувають значень в алгебрi Лi AG групи G, i пiд дiєю

калiбрувальних перетворень (3.1.1) змiнюються так:

A′
µ(x) = h(x)Aµ(x)h

−1(x)− ∂h(x)

∂xµ
h−1(x). (3.1.2)

Свiтова лiнiя частинки параметризується довiльним параметром τ i опи-

сується в P локальними змiнними z(τ), g(τ). Динамiку частинки можна задати

iнтеґралом дiї [26]

I = −
∫

dτ L(z, ż, g, ġ) (3.1.3)

iз лаґранжiаном загального вигляду

L = |ż|F (w), (3.1.4)
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де F (w) – довiльна функцiя калiбрувально-iнварiантного аргументу

w = Adg−1(v +Aµ(z)ż
µ)/|ż|. (3.1.5)

Тут |ż| ≡
√
ż2, вектор v ≡ ġg−1 ∈ AG – т.зв. квазiшвидкiсть кольору,

а оператор Ad реалiзує приєднане представлення G в AG. Отже лаґранжiан

(3.1.4) є параметрично- i калiбрувально-iнварiантним, а також стає Пуанкаре-

iнварiантним за умови Aµ(z) = 0.

Варiацiя дiї (3.1.3) за змiнними z i g дає рiвнянь Ойлера-Лаґранжа:

ṗµ = q · (∂µAν)ż
ν, (3.1.6)

q̇ = ad∗
A·żq (3.1.7)

вiдповiдно, де

pµ ≡
∂L

∂żµ
=

(

F − ∂F

∂w
·w
)
żµ
|ż| + q ·Aµ (3.1.8)

– часо-просторова iмпульсна змiнна,

q ≡ ∂L

∂v
= Ad∗

g−1

∂F

∂w
(3.1.9)

– внутрiшня змiнна iмпульсного типу, що набуває значень в ко-алгебрi AG
∗, кра-

пка " · "в п.ч. р-нь (3.1.6) i (3.1.8) позначає згортку мiж ко-векторами i векторами,

а лiнiйнi оператори ad∗ i Ad∗ визначають ко-приєднане представлення AG i G вiд-

повiдно рiвностями

(ad∗
b
c) · a ≡ c · [b, a] i (Ad∗

h
c) · a ≡ c · Adha

для довiльних a,b ∈ AG, c ∈ AG
∗, i h ∈ G; тут [..., ...] – дужки Лi в AG.

Можна показати, що функцiя у дужках в п.ч. р-ня (3.1.8):

M(w) ≡ F − ∂F

∂w
·w (3.1.10)

є iнтеґралом руху. Тодi р-ня руху (3.1.6) зводиться до р-ня типу Лоренца:

M
d

dτ

żµ
|ż| = q · Fµν ż

ν , (3.1.11)
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iз тензором напружень поля Янґа-Мiллса

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ,Aν]. (3.1.12)

Нехай група G – принаймнi напiвпроста. Тодi на AG Кiллiнґа-Картана

〈..., ...〉. Вона дозволяє ототожнити AG
∗ з AG, тобто кожному ко-вектору q ∈ AG

∗

зiставити вектор q ∈ AG, такий, що q = 〈q, ...〉. Тодi рiвняння руху (3.1.11) i

(3.1.7) набувають вигляду вiдомих рiвнянь Вонґа, виведених в 1970 р. з квантової

теорiї [364]:

M
d

dτ

żµ
|ż| = 〈q,Fµν〉żν , (3.1.13)

q̇ = [q,Aµ]ż
µ. (3.1.14)

Вони описують динамiку релятивiстичної частинки з масою M та кольором (чи

iзоспiном) q. Рiзниця в тому, що в р-нi (3.1.13) маса M є не просто константою (як

в р-нях Вонґа), а iнтеґралом руху. Це зумовлено загальним виглядом лаґранжiану,

що породжує зовнiшню i внутрiшню динамiку частинки.

Рiвняння Ойлера-Лаґранжа (3.1.6) (3.1.11) загалом є р-нями 2-го порядку

щодо конфiгурацiйної змiнної z та групової g – вони визначають рух частинки

у головнiй в’язцi P. Якщо вважати масу M сталою, то система рiвнянь Вонґа

(3.1.13), (3.1.14) є замкненою щодо змiнних z i q, причому 1-го порядку щодо ко-

льорового вектору q. Ця система залежить вiд зовнiшнього калiбрувального поля

Aµ, але не вiд вигляду функцiї F (w) в ларанжiанi (3.1.4). Отже, вона описує

зовнiшню динамiку частинки. Те ж стосується i р-нь (3.1.11), (3.1.7) – з тiєю рi-

зницею, що вони придатнi до ширшого класу калiбрувальних груп (не обов’язково

напiвпростих).

Зовнiшня динамiка доповнюється означенням кольорового заряду (3.1.9),

яке можна розглядати як р-ня 1-го порядку на групову змiнну g. Замiсть g зру-

чнiше використовувати аглебро-значну змiнну, наприклад w. Для неї можна отри-

мати рiвняння

ṡ = ad∗|ż|w s, (3.1.15)
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де

s ≡ ∂F

∂w
( = Ad∗

g
q ). (3.1.16)

Якщо параметризувати свiтову лiнiю власним часом, тобто покласти |ż| = 1, то

р-ня (3.1.15) стає замкненим р-ням 1-го порядку щодо вектору w ∈ AG. Воно не

мiстить потенцiалу Aµ, але, в силу (3.1.16), залежить вiд явного вибору лагран-

жiану (3.1.4) i, отже, описує внутрiшню динамiку частинки в AG.

Отже, зовнiшня динамiка кольорової частинки формулюється в термiнах

змiнних z i q (або q), якi є спостережуваними: вони вiдчувають вплив зовнiшнього

квлiбрувального поля. Внутрiшня динамiка формулюється в термiнах змiнних w

або s. Єдиний зв’язок цих динамiк здiйснюється через iнтеґрали руху, а саме масу

M , що впливає на зовнiшню динамiку, але зберiгається в силу внутрiшньої, i (якщо

iснує Ad-iнварiантна метрика) спiльний iнтеґрал

|q| ≡
√

〈q,q〉 = |s|. (3.1.17)

У випадку напiв-простої калiбрувальної групи об’єднання зовнiшньої та вну-

трiшньої динамiки вiдтворює повну динамiку на P.

3.1.2. Приклади

Лiнiйний лаґранжiан. Електродинамiка

Найпростiший вибiр лаґранжiану (3.1.4), що дає нетривiальну внутрiшню

динамiку, вiдповiдає функцiї:

F (w) = m+ k ·w, (3.1.18)

де m ∈ R i k ∈ G∗ є сталими. З точнiстю до позначень лаґранжiан (3.1.4), (3.1.18)

тотожнiй до запропонованого Балахандраном [361]. У цьому випадку q = Ad∗g−1k,

отже внутрiшня змiнна i маса є константами: s = k, M = m.

Лаґранжiан (3.1.4), (3.1.18) лiнiйний щодо калiбрувальних потенцiалiв Aµ.

У випадку 1-параметричної калiбрувальної групи U(1) вiн зводиться до вiдомого
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виразу. Справдi, у цьому випадку

g = eiθ, v = iθ̇, Aµ = iAµ,

Обираючи k = −ie, де e – заряд електрона, отримаємо для ларанжiану вираз:

L = m|ż|+ eAµż
µ + eθ̇,

третiй член якого є повною похiдною. Отже, внутрiшня змiнна зникає, i опис стає

стандартним.

Право-iнварiантний лаґранжiан. Теорiя Калуци-Кляйна

Вибiр функцiї

F (w) = f(|w|), де |w| ≡
√

〈w,w〉 = |v +Aµẋ
µ|/|ẋ|, (3.1.19)

а f(|w|) є довiльною, вiдповiднає лаґранжiану, що є iнварiантним щодо правої дiї

групи G. Це тому, що лґранжiан не залежить вiд g, а змiнна v за побудовою є

право-iнварiантна. Згiдно з теоремою Нетер, iснують вiдповiднi iнтенґрали руху.

В даному випадку, вони утворюють AG
∗-значний ко-вектор s, означений р-ням

(3.1.16) або, еквiвалентно, AG-значний вектор s. Якщо р-ня (3.1.16) обертовне, то

масу M можна представити як ф-ю |s| = |q|. В iншому разi обидвi величини є

константами. Тому маса M , як i колiр за модулем |q|, цiлковито визначаються

зовнiшньою динамiкою.

Частковий приклад право-iнварiантного лаґранжiану природньо виникає в

деяких версiях теорiї Калуци-Кляйна, в яких теоретико-груповi вимiри доповню-

ють часо-просторовi [365]. Вiн має такий вигляд [362, 363]:

L = m
√

ż2 − a2|v +Aµżµ|2, (3.1.20)

де вираз в дужках є метрикою на P. В позначеннях (3.1.19) це вiдповiдає вибору

f(|w|) = m
√

1− a2|w|2, i дає масу M(|q|) =
√

m2 + |q|2/a2.
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Кольорова дзиґа

На вiдмiну вiд двох попереднiх, у цьому прикладi внутрiшня динамiка впли-

ває на зовнiшню. Нехай

F (w) = 〈w, Tw〉, (3.1.21)

де T – само-спряжений (у метрицi 〈..., ...〉) лiнiйний оператор. У цьому випадку

маємо s = Tw, i якщо це спiввiдношення обертовне, то маса M є iнтеґралом,

додатковим до (3.1.17). Iз врахуванням цього р-ня (3.1.15) в параметризацiї |ż|=1

зводиться до рiвняння T ẇ = [Tw,w], що є стислою формою р-ня Ойлера (для

руху вiльної дзиґи), узагальненого на випадок довiльної групи [366].

3.1.3. Гамiльтонiв опис та квантування

Внутрiшня динамiка не дуже цiкава в рамках класичного опису, оскiльки

майже не пов’язана iз спостережуваними. Але вона може представляти iнтерес в

рамках квантованого опису. Хоча тут не дослiджено послiдовну квантову дина-

мiку кольору, однак на деякi її риси можна вказати.

Для цього зручно спочатку перейти до класичного канонiчного опису в тер-

мiнах канонiчно-спряжених позицiйних змiнних z i p (3.1.8), а також зовнiшньої

та внутрiшньої ко-алгебро–значних змiнних iмпульсного типу q i s.

Оберiм базиснi вектори ei ∈ AG i введiмо для q i s локальнi координати

qj ≡ q · ej , sj ≡ s · ej. Тодi спiввiдношення дужок Пуасона (ДП) мають вигляд:

{xµ, pν} = δµν , {qi, qj} = ckijqk, {si, sj} = −ckijsk (3.1.22)

(iншi ДП рiвнi нулю), де ckij – структурнi константи AG.

Р-ня (3.1.10), (3.1.16) описують перетворення Лежандра. Тому функцiю ма-

сиM можна виразити цiлком через внутрiшню змiнну s. Разом iз спiввiдношенням

(3.1.8), котре представимо у виглядi

Πµ ≡ pµ − q ·Aµ =M(s)
żµ
|ż| , (3.1.23)
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це дає калiбрувально-iнварiантну динамiчну в’язь масової оболонки частинки

φ ≡ Π2 −M2(s) = 0. (3.1.24)

Якщо спiввiдношення (3.1.16) вироджене (необертовне), то з’являться додатко-

вi в’язi χr(s) = 0, r = 1, κ ≤ dimG, що разом з (3.1.24) генеруватимуть

параметрично- i калiбрувально-iнварiантну динамiку частинки через дiракiвський

гамiльтонiан HD = λ0φ+ λrχr (тут λ0, λr – лаґранжевi множники) [220]. Для ви-

падку (3.1.18) в’язi мають вигдяд χi ≡ si − ki = 0, i = 1, dimG.

На базi гамiльтонового формалiзму можна будувати квантово-механiчний

опис частинки iз кольором. Розглянемо лише деякi риси такого опису.

Згiдно з процедурою канонiчного квантування, динамiчнi змiннi x, p, q, s i т.

д. слiд замiнити на оператори x̂, p̂, q̂, ŝ, а дужки Пуасона – на комутатори. При-

пустимо для простоти, що перетворення (3.1.16) є обертовним, i додаткових в’я-

зей немає. Тому класична механiка цiлком визначається в’яззю масової оболонки

(3.1.24). На квантовому рiвнi вона стає хвильовим рiвнянням:

(

Π̂2 −M2(ŝ)
)

ψ = 0, (3.1.25)

що визначає фiзичнi стани системи. Оскiльки зовнiшнi оператори x̂, p̂, q̂ комуту-

ють з внутрiшнiми ŝ, то змiннi в р-нi (3.1.25) роздiляються: ψ = ψ(в)ψ(з). Вну-

трiшню хвильову ф-ю ψ(в) можна розкласти за представленням групи G ≡ G(в),

ґенерованим оператором ŝ: ψ(в) =
∑

l c
(в)

l |l〉, де квантове число l маркує стани пред-

ставлення G(в) – внутрiшнього мультиплету. Ф-я ψ(в) задовольняє р-ня на власнi

стани масового оператора:

M(ŝ)ψ(в)
n =Mnψ

(в)
n . (3.1.26)

Зовнiшня хвильова ф-я розкладається за зовнiшнiм представленням G(з), ґе-

нерованим оператором q̂: ψ(з)
n =

∑

̺ c
(з)
̺ (x)|̺〉, де число ̺ маркує стани зовнiшього

мультиплету G(з). Ф-я ψ(з) задовольняє р-ня Кляйна-Ґордона:

(

Π̂2 −M2
n

)

ψ(з)
n = 0. (3.1.27)
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Отже, всi стани внутрiшнього мультиплету вiдповiдають скалярнiй релятивiсти-

чнiй кольоровiй частинцi iз спiльною масою Mn.

Для частинки зi спiном 1
2

замiсть р-ня (3.1.27) буде вiдповiдне р-ня Дiрака:
(

γµΠ̂µ −Mn

)

ψ(з)
n = 0. (3.1.28)

В силу рiвностi (3.1.17), обидва внутрiшнє i зовнiшнє представлення повиннi

вiдповiдати спiльному значенню q операторiв Казимира q̂2 i ŝ2.

У випадку лiнiйного (3.1.18) або право-iнварiантного (3.1.19) лаґранжiанiв

всi стани внутрiшнього мультиплету матимуть однакову масу. Однак якщо дина-

мiка не є право-iнварiантною (як у прикладi (3.1.21)), то квантове число n мар-

кує стани мультиплету з рiзною масою спокою. Таким чином, зовнiшнiй мульти-

плет можна пов’язати з кольоровою SU(3)-симетрiєю. Можливiсть iнтерпретувати

квантове число n як аромат або поколiння є привабливою, але вимагає глибшого

вивчення i тут не розглядається. Варто також зазначити, що у розкладi повної

хвильової ф-ї ψ = ψ(в)ψ(з) задiянi базиснi вектори |l〉|̺〉, що утворюють представле-

ння групи G(в)×G(з). У випадку калiбрувальної SU(3)-симетрiї лаґранжiану (3.1.4)

ця група тотожня до групи кiральної симетрiї SU(3)L×SU(3)R в КТП. Тому ця

аналогiя також заслуговує на вивчення.

3.1.4. Система точкових частинок в теорiї Янґа-Мiллса

В цьому пiдроздiлi розглядатимемо систему точкових кольорових частинок,

що взаємодiють мiж собою через поле Янґа-Мiллса. Розглядаючи спочатку це по-

ле як зовнiшнє щодо частинок, можна побудувати функцiонал дiї такої системи

як суму одночастинкових дiй (3.1.3) з лаґранжiанами виду (3.1.4). З найпростi-

шими одночастинковими лаґранжiанами Балахандрана (3.1.18) N-частинкова дiя

матиме вигляд:

Ipart = −
∑

a

∫

dτa

{

ma

√

ż2a + 〈qa,va〉+ 〈qa,Aµ(za)〉żµa
}

, (3.1.29)

де кольоровi заряди qa = Ad
g
−1
a
ka загалом змiннi (як i ga) при сталих ka. Варiацiя

цiєї (або складнiшої) дiї за частинковими змiнними za та ga дає рiвняння Вонґа



157

(3.1.13), (3.1.14) для кожної частинки (з масами Ma = ma для (3.1.29)).

Кольоровi частинки є джерелами поля Янґа-Мiллса. Щоб отримати рiвня-

ння цього поля, необхiдно доповнити дiю (3.1.29) польовим членом (1.3.1).

Розглянемо стандартну i нестандартну класичнi теорiї поля Янґа-Мiллса.

Стандартна теорiя базується на добре вiдомому лаґранжiанi:

LYM = − 1

16π
〈Fµν ,F

µν〉. (3.1.30)

В нестандартнiй теорiї використовується ефективний лаґранжiан [103, 104]:

Leff =
1

16πκ2
〈∇λFµν,∇λFµν〉 − ξ

24πκ2
〈F ν

µ , [Fνλ,F
λµ]〉. (3.1.31)

Тут зв’язок AG-значних тензора напружень Fµν(x) i потенцiалу поля Янґа-Мiллса

Aµ(x) дано в р-нi (3.1.12), ∇µX ≡ ∂µX+ [Aµ,X] – коварiантна похiдна, означена

для довiльного X ∈ AG, κ – деякий параметр розмiрностi зворотньої довжини, а

ξ – довiльний безрозмiрний параметр. Припускатимемо, що калiбрувальна група

G є напiвпростою i компактною, так що метрика Кiллiнґа-Картана невироджена

i додатньо означена.

Варiацiя повної дiї, що мiстить польовий член (1.3.1) i частинковi члени

(3.1.29), приводить до рiвнянь поля

∇νF
νµ = 4πJµ (3.1.32)

у випадку стандартного лаґранжiану (3.1.30), i

{
2∇ν∇2 − (1 + ξ)∇λ∇ν∇λ + ξ∇2∇ν

}
Fνµ = 4πκ2Jµ (3.1.33)

для ефективної теорiї з лаґранжiаном (3.1.31), де частинковий струм

Jµ(x) ≡ − δIpart
δAµ(x)

=
∑

a

Jµa(x) =
∑

a

∫

dτa qaż
µ
a δ(x− za) (3.1.34)

отримано з дiї (3.1.29), але вiн не змiниться при виборi iнших частинкових ла-

ґранжiанiв виду (3.1.4). Завдяки рiвнянню Вонґа для кольору (3.1.14) струм Jµ

є коварiантно збережуваним, тобто виконується умова ∇µJ
µ = 0, яка забезпечує

сумiснiсть рiвнянь поля обидвох теорiй (3.1.32) або (3.1.33).
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Щоб побудувати динамiку частинок в дусi РТПВ, необхiдно вилучити з опи-

су польовi змiннi Aµ(x), залишивши в ньому лише положення частинок zµa (τa) та,

можливо, їх заряди qa(τa). Для цього необхiдно мати розв’язок польових рiвнянь в

термiнах частинкових змiнних. Однак в силу нелiнiйностi р-нь (3.1.32) чи (3.1.33)

задача дуже складна. З допомогою iтеративної процедури в лiтературi отримано

лише наближенi рiвняння руху частинок [367], але не варiацiйний принцип для

них.

3.1.5. Абелевi потенцiали у стандартнiй та нестандартнiй теорiях

поля Янґа-Мiллса

Обмежемось пошуком абелевих розв’язкiв польових рiвнянь. Покладiмо:

Aµ(x) = nAµ(x), Jµ(x) = nJµ(x), qa(τa) = nqa(τa), (3.1.35)

де n – сталий одиничний вектор в AG. У цьому випадку усi вирази iз дужками Лi

занулюються, наприклад ∇µ зводиться до ∂µ, а

Fµν(x) = nFµν(x), Fµν(x) ≡ ∂µAν(x)− ∂νAµ(x). (3.1.36)

Спрощується i польовий член (1.3.1), (3.1.31) iнтеґралу дiї:

Ifield =
1

16πκ2

∫

d4x (∂λF µν)(∂λFµν). (3.1.37)

З рiвнянь Вонґа (3.1.14) для зарядiв випливає

q̇a = 0 =⇒ qa = const. (3.1.38)

Тодi стандартнi польовi рiвняння (3.1.32) стають звичайними рiвняннями Максве-

ла (1.3.4), де струм Jµ, тотожнiй до струму точкових зарядiв qa (1.3.7), зберiга-

ється в звичайному значеннi (1.3.3). Отже, абелева редукцiя (3.1.35)-(3.1.38) зво-

дить стандартну теорiю Янґа-Мiллса до електродинамiки.

Нестандартнi рiвняння набувають вигляду

∂ν�F
νµ = 4πκ2Jµ, (3.1.39)
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i є iнварiантними щодо калiбрувальних перетворень однопараметричної (компа-

ктної) групи залишкової симетрiї. Як i в електродинамiцi, цю свободу можна усу-

нути з допомогою умови Лоренца (1.3.5), з якою р-ня (3.1.38) спрощуються:

�2Aµ = 4πκ2Jµ, (3.1.40)

Рiвняння (3.1.39) або (3.1.40) – лiнiйнi неоднорiднi р-ня 4-го порядку. Такi

р-ня вiдомi з ранньої феноменологiчної теоретико-польової моделi кваркового кон-

файнменту Кiскiса (для скалярного поля) [102], а також близької до неї дипольної

моделi Благи [368]. Щоб їх розв’язати, треба знати функцiю Ґрiна G(x). Моде-

лi Кiскiса i Благи за побудовою дають ф-ю Ґрiна з Фур’є-образом G̃(k) = 1/k4.

Як зазначено в п. 1.2.9 на стор. 75, таке означення є формальним через силь-

ну синґулярнiсть в точцi k = 0. Для регуляризацiї автори [102, 368] означають

G̃(k) опосередковано – через пропаґатор масивного поля (1.2.13) шляхом грани-

чного переходу (1.2.14). Ця ж процедура пропонується для побудови G(x), якщо

використати ф-ї Ґрiна р-ня Кляйна-Ґордона в координатному представленнi: си-

метричну Dsym(x,м) (1.3.27b) або запiзнену (η = 1) чи випередну (η = −1):

Dη(x,м) = 2Θ(ηx0)Dsym(x,м). Однак, така процедура вимагає обережностi через

особливiсть на свiтловому конусi, i в роботах [102, 368] явних виразiв не подано. В

додатку B функцiї Ґрiна р-ня (3.1.40) обчислено iншим методом, i отриманi явно:

Gη(x) =
1

16π
(1 + η sgn x0)Θ(x2), η = 0,±1. (3.1.41)

Тепер розв’язок польових рiвнянь Aµ = 4πκ2Gη ∗ Jµ можна використати

у п.ч. р-нь Вонґа (3.1.13), (3.1.14), i отримати замкнену систему рiвнянь руху

частинок. Вона формально збiгається з р-нями (1.3.11), (1.3.15), де слiд покласти

Rµ
a = 0 i зробити замiну у п.ч. (1.3.15):

Dη 7−→ 1
4
κ2Gη тобто δ(x2) 7−→ 1

4
κ2Θ(x2). (3.1.42)

Завдяки цьому вираз для сили F µ
a є регулярний, а самодiї немає.
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3.1.6. Потенцiальнi моделi типу Фоккера з ефективної класичної

теорiї Янґа-Мiллса

Для даної роботи важливими є не р-ня руху, а iнтеґрал дiї. Його можна

вивести шляхом пiдстановки розв’язку Aµ = 4πκ2Gη ∗ Jµ, qa =const, в повну дiю

I = Ifield + Ipart, де Ifield дано в р-нi (3.1.37), а в Ipart (3.1.29) враховано абеле-

ву редукцiю (3.1.35)-(3.1.36). В результатi отримаємо iнтеґрал дiї типу Фоккера

(1.3.22a), де у виразi (1.3.19) для Iab слiд зробити замiну (3.1.42):

Iab = −4πκ2qaqb

∫ ∫

dτa dτb ża ·żbGsym(zab), (3.1.43)

де Gsym = G|η=0 дано в (3.1.41). Зауважимо, що у цiй дiї знехтувано доданками

−∑a〈qa,va〉 = −∑a qa〈n,va〉 у виразi Ipart (3.1.29). Цi доданки описують кольо-

ровi ступенi вiльностi частинок ga, що за умов (3.1.35)-(3.1.36) не впливають на їх

часо-просторовi змiннi za.

Фоккерiвський iнтеґрал (1.3.22a), (3.1.43) вперше запропонував Вейсс [45]

як класичну модель прямої взаємодiї кваркiв, без зв’язку iз теоретико-польовими

моделями. Така взаємодiя має причинну структуру як на рис.1.2с i в статичнiй

границi описується, згiдно з формулами (1.3.31), потенцiалом U(r) ∼ r−∞. Роз-

бiжнiсть виникає iз внескiв у взаємодiю нескiнченних сеґментiв свiтових лiнiй в

серединi свiтлового конусу, показаних на рис.1.2с. Вона не впливає на рiвнян-

ня руху, однак з’являється в iнтеґралах руху тощо. Можна обiйти цю труднiсть

шляхом iнтеґруваня виразу (3.1.43) за частинами:

Iab = −κ
2qaqb
4

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
dτa dτb ża ·żb (1 + η sgn z0ab)Θ(z2ab)

=
κ2qaqb

2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
dτa dτb (zab · ża)(zab · żb)(1 + η sgn z0ab)δ(z

2
ab) (3.1.44)

+
κ2qaqb

8

[[
(1 + η sgn z0ab)Θ(z2ab)z

2
ab

]τa=+∞
τa=−∞

]τb=+∞

τb=−∞

(для довiльного значення η). Симетричний фоккерiвський iнтеґрал з такими чле-

нами взаємодiї Iab був феноменологiчно запропонований Рiвакобою [44], ранiше вiд

Вейсса [45]. Вiн мiстить пiд iнтеґралом (3.1.44) ф-ю Ґрiна р-ня Даламбера (1.3.13)
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(замiсть (3.1.41)), iз причинною структурою взаємодiї як на рис. 1.2b (замiсть 1.2с

для (3.1.43)). Перетворення (3.1.44) вказує шлях до вiдповiдної часо-асиметричної

моделi (iз структурою взаємодiї як рис. 1.2e).

3.2. Часо-асиметрича потенцiальна модель

Тут пропонується часо-асиметрична двочастинкова модель для класичного

опису мезонiв. Далекосяжна взаємодiю у нiй, що забезпечує конфайнмент, по-

ходить з ефективної теорiї поля (див. п. 3.1.4) i описується часо-асиметричним

аналогом дiї Рiвакоби. Вона доповнюєтья членом взаємодiї (2.1.2b) з моделi

Старушкевича-Рудда-Гiлла. Цим враховано короткосяжну взаємодiю, що описує-

ться абелевим розв’яком класичної теорiї Янґа-Мiллса. Оскiльки мезони є безко-

лiрними, покладаємо q1 = −q2 = q. Тодi повна часо-асиметрична дiя має вигляд

(2.1.2a), де Iint = I
(v)
int + I

(e)
int ,

I
(v)
int = −4πa

∫ ∫

dτ1 dτ2Dη(z12)(z12 · ż1)(z12 · ż2), (3.2.1a)

I
(e)
int = 4πα

∫ ∫

dτ1 dτ2Dη(z12)ż1 ·ż2, (3.2.1b)

η = ±1. У нерелятивiстичнiй границi модель дає корнельський потенцiал (1.2.2).

Надалi константи α ≡ q2, a ≡ 1
2
q2κ2 розглядатимемо як параметри припасуван-

ня. Значок (v) пiдкреслює векторну лоренц-структуру утримної взаємодiї, заданої

iнтеґралом дiї (3.2.1a) – на вiдмiну вiд бiльшостi потенцiальних моделей, в яких

утримна взаємодiя – скалярна (див. пiдроздiл 1.2). Значок (e), що вказував на еле-

ктромагнетне походженя iнтеґралу дiї (2.1.2), тепер в (3.2.1b) декларує взаємодiю

1-ґлюонного обмiну (exchange).

Однократне iнтеґрування в членах (3.2.1a), (3.2.1b) дає змогу перетворити

повну дiю (2.1.2a), (3.2.1) до явно коварiантної лаґранжевої форми (п. 2.1.2) з

лаґранжiаном (2.1.11), де ф-я F (σ1, σ2, δ) має вигляд:

F ≡ −
2∑

a=1

maσa − a+ αδ. (3.2.2)
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В результатi переходу до явно коварiантного канонiчного опису (п. 2.1.3) отрима-

ємо динамiчну в’язь (2.1.29)-(2.1.30) iз членом взаємодiї

φint = − 2a

(
b1b2
ηP ·z + α

)

+
α(P 2−m2

1−m2
2)

ηP ·z +
α2

ηP ·z

2∑

a=1

m2
a

ba + α
. (3.2.3)

Тодi перехiд до тривимiрного гамiльтонового опису у миттєвiй формi динамi-

ки – моделi Бакамджiана-Томаса (п. 2.1.6) дозволяє цiлком дослiдити класи-

чну динамiку системи в квадратурах (п. 2.1.7). Для цього треба визначити фун-

кцiю kr(r,M, S) як розв’язок р-ня (2.1.62), отриманого з динамiчної в’язi (2.1.29),

(2.1.30), (3.2.3) шляхом радiальної редукцiї.

3.2.1. Класична динамiка часо-асиметриної моделi

Спрощена модель з лише утримною взаємодiєю (α = 0)

Надалi розглянемо частиники однакових мас m1 = m2 ≡ m. Випадок α = 0

вiдповiдає лише утримнiй далекосяжнiй взаємодiї. Р-ня (2.1.62) у цьому випадку

має вигляд
S2

r2
+m2 −

(

1− 2
ar

M

) (
1
4
M2 − k2r

)
= 0 (3.2.4)

i приводить до розв’язку

k2r ≡ f(r,M, S) = 1
4
M2 − m2 + S2/r2

1− 2ar/M
≥ 0. (3.2.5)

Вимога σa > 0 в лаґранжевому описi (2.1.13) накладає обмеження на фазову

траєкторiю в гамiльтоновому: 1
4
M2−k2r > 0. Разом з (3.2.5) це обмежує вiдносний

рух частинок:

0 < r < 1
2
M/a. (3.2.6)

Квадратури (2.1.65), (2.1.66), (3.2.5) можна звести до елiптичних iнтеґралiв

(тут не поданих). Iнтеґрування здiйснюється в областi можливих рухiв (ОМР),

визначенiй умовами (3.2.5), (3.2.6). ОМР при S > 0 є зв’язаним iнтервалом

r1 ≤ r ≤ r2, обмеженим точками повороту r1, r2 – двома додатнiми кореням
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р-ня f(r,M, S) = 0. Вони iснують за умови M ≥ M(0)(S), де функцiя M(0)(S)

представляє класичну траєкторiю Редже. Вона неявно задана рiвнянням

S =
M2

(0)

6
√
3a

(

1− 4m2

M2
(0)

)3/2

, M(0) ≥ 2m. (3.2.7)

Рiвнiсть M = M(0)(S) досягається у випадку r1 = r2 ≡ R колових орбiт ча-

стинок з вiдстанню мiж ними R, що визначається з умов f(R,M(0), S) = 0,

∂f(R,M(0), S)/∂R = 0.

В границi S → 0 квадратура (2.1.66) дає ϕ = ϕ0, рух частинок стає одно-

вимiрним (тобто в двовимiрному часо-просторi M2), а r1 → 0. Тому ОМР стає

0 < r ≤ r2. Точка зiткнення частинок r = 0 не є синґулярною для квадрату-

ри (2.1.65) i коварiантних координат (2.1.63), (2.1.64). Тому рух частинок можна

гладко продовжити так, нiби вони вiльно проходять одна крiзь одну.

Загальна модель

Для загального випадку α > 0, a > 0 р-ня (2.1.62) для визначення ф-ї

kr(r,M, S) є квадратичним щодо k2r :

S2

r2
∆−

(

∆− α2

r2

){(

1− 2
ar

M

)

∆− 2
m2

M

(
M

2
+
α

r

)}

= 0, (3.2.8)

де ∆ ≡
(
M

2
+
α

r

)2

− k2r > 0. (3.2.9)

Тому не подаючи явно громiздкий вираз для розв’язку, запишемо його так:

k2r = f±(r,M, S). Лише гiлка f−(r,M, S) є фiзичною i зводиться до (3.2.5) в гра-

ницi α → 0. Як i в спрощенiй моделi, ОМР є зв’язним iнтервалом, обмеженим

2-ма точками повороту. Вони сходяться на колових орбiтах, для яких класичну

траєкторiю Редже можна представити параметрично:

M2
(0)(λ) = 2m2λ[4 + 5λ+ 2λ2 + ν(1 + λ)2(4 + 3λ)]

(1 + λ)3
,

S2(λ) = α2 λ(2 + λ)2[1 + ν(1 + λ)2]

4 + 5λ+ 2λ2 + ν(1 + λ)2(4 + 3λ)
,

де ν ≡ αa

m2
, 0 < λ <∞. (3.2.10)
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Рух частинок обмежено як у фазовому, так i в конфiґурацiйному просторi.

Типова фазова траєкторiя подiбна до траєкторiї γa− моделi Старушкевича-Рудда-

Гiлла в областi iнтеґралiв руху D(−); див. рис. 2.1. Просторовi траєкторiї части-

нок є незамкнутими розетками iз вiд’ємним зсувом перигелiю.

У випадку S = 0 гiлки f−(r,M, S) i f+(r,M, S) функцiї k2r(r,M, S) схо-

дяться в деякiй точцi r0 < α/m, в якiй вони зазнають зламу, але можуть бути

продовженi одна одною. Таким чином, фазова траєкторiя зазнає перебудови, а

на свiтових лiнiях частинок з’являються особливi точки, де частинки стикаються

i/або досягають швидкостi свiтла. Цi патологiї подiбнi до тих, що виникають на

особливих розв’язках моделi Старушкевича-Рудда-Гiлла (п. 2.2.1) чи скалярної

(п. 2.2.2). Детальний аналiз патологiй в данiй дисертацiйнiй роботi не подається,

але його можна знайти в [6].

3.2.2. Квазiкласичнi траєкторiї Редже

В потенцiальних моделях траєкторiї Редже часто обчислюють в наближен-

нi, яке називають по-рiзному: осциляторним, наближенням великого ℓ, чи просто

квазiкласичним (або ВКБ) [207, 286], хоча остання назва вiрна лише частково.

Суть наближення полягає в тому, що енергiя радiального руху системи вважаю-

ться малою у порiвняннi з орбiтальною. На мовi класичної механiки це означає,

що амплiтуда радiального руху частинки (чи вiдносного руху частинок) значно

менша вiд розмiру орбiт, якi є близькими до колових. У квантовому описi це сто-

сується квантових чисел: nr ≪ ℓ. Будемо таке наближення називати наближенням

майже колових орбiт (МКО) або ℓ ≫ 1 [60].

В МКО-наближеннi головна траєкторiя Редже фактично походить з класи-

чної механiки: вона близька до кривої колових рухiв в (M2, S)–площинi, тобто до

функцiї M(0)(S).

В нашому випадку ця функцiя задана р-ням (3.2.7) для α = 0, або (3.2.10)

в загальному випадку. В ультрарелятивiстичнiй границi S → ∞, M(0) → ∞ вона
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має бажану лiнiйну асимптотику:

M2
(0) ≈ 6

√
3aS + 6

(
m2 − αa

)
. (3.2.11)

Навпаки, в границi M(0) − 2m≪ 2m отримуємо оцiнку:

M(0) − 2m ≈ 3

(
aS

2
√
m

)2/3

. (3.2.12)

Саме така небажана залежнiсть характерна для нерелятивiстичних потенцiальних

моделей з (асимптотично) лiнiйним потенцiалом [207]. Отже, лише врахування

релятивiзму для моделi з лiнiйним потенцiалом дає бажану лiнiйну асимптотику

(3.2.11) траєкторiй Редже.

Точнi класичнi траєкторiї Редже, показанi на рис. 3.1 для рiзних значень

α, виявляють помiтну кривину в їх нижнiх сеґментах. Причина полягає в тому,

що усi вони (окрiм випадку α = 0) виходять з однiєї точки (M = 0, S = 0). Цi

особливостi будуть дискутуватися в п. 3.3.4.

0 4 8 12 16

M2/m2

0.0
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1.5
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0.5

12410

0

αa
m2

✻ Рис. 3.1. Класичнi
траєкторiї Редже; —— за-
гальна часо-асиметрична
модель; - - - - - - часо-
симетрична модель при
α = 0.

Добре дослiджена класична динамiка моделi дає основу для її квазiкласи-

чного квантування. За аналогiєю до ВКБ-наближення покладiмо:

S = ℓ+ 1
2
, ℓ = 0, 1, . . . (3.2.13)

для квантованого внутрiшнього моменту iмпульсу, i

∮

krdr = 2

r2∫

r1

dr
√

f(r,M, S) = 2π(nr + 1
2
), nr = 0, 1, . . . (3.2.14)
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для радiальних збуджень (iнтеґрування вздовж класичної фазової траєкторiї).

В рамках МКО-наближення [207, 279] розкладемо функцiю f(r,M, S) (3.2.5)

в околi колової орбiти до перших ненульових внескiв за ∆M ≡ M − M(0) та

∆r ≡ r−R. Отримаємо f(r,M, S) ≈ A2(M,S)−B2(S)(∆r)2 з деякими функцiями

A2(M,S) i B2(S). Тодi iнтеґрал в л.ч. р-ня (3.2.14) легко обчислити:

∫ A/B

−A/B
d(∆r)

√

A2 −B2(∆r)2 =
π

2

A2

B
. (3.2.15)

З врахуванням ∆M ≪ M(0) отримаємо вираз M2 для спектру обмеженої моделi

з α = 0:

M2 =M2
(0)






1 +

6
√
3a

M2
(0) + 2m2

√
√
√
√
M2

(0) + 8m2

M2
(0) − 4m2

(nr + 1
2
)






, (3.2.16)

що разом з (3.2.13) та означенням (3.2.7) функцiї M(0)(S) описує головну (для

nr = 0) та дочiрнi (для nr = 1, 2, . . . ) траєкторiї Редже.

Для загальної моделi отриманий спектр задано неявно формулами:

M2 =M2
(0)(λ) {1 + Φ(λ) (nr + 1

2
)} , (3.2.17)

Φ(λ) =

√

[1+2λ+ν(1+λ)2] [3+(1+ν)(1+λ)2+3ν(1+λ)4]

α(1 + λ)2[1 + ν(1 + λ)]
√

λ(2 + λ)
, (3.2.18)

та (3.2.10), (3.2.13). При ℓ ≫ 1 вiн дає лiнiйнi траєкторiї Редже

M2
(0) ≈ 6

√
3a(ℓ+ nr + 1) + 6

(
m2 − αa

)
, (3.2.19)

так що дочiрнi траєкторiї паралельнi до головної. Навiть бiльше, стани, момент

iмпульсу яких вiдрiзняється на одиницю, утворюють виродженi вежi даної маси.

Як зазначено в [279, 283], така вежова структура притаманна мезонним спектрам.

Однак численнi релятивiстичнi потенцiальнi моделi дають (точно або асимптоти-

чно) виродження осциляторного типу ℓ + 2nr; див. п. 1.2.3. I лише залучення

додаткових правил вiдбору дозволило отримано в [280, 281, 293–295] виродження

типу ℓ+ nr. У данiй моделi воно природнє.
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Формули (3.2.16) i (3.2.18), отриманi в МКО-наближенi, хибнi при nr & ℓ. Це

видно iз того, що коефiцiєнти бiля nr є синґулярними при S → 0. Одне можливе

подолання цiєї труднощi – вiдмова у цiй областi вiд МКО-наближення, i буквальне

застосування ВКБ-наближення шляхом точного або числового iнтеґрування у п.ч.

р-ня (3.2.14). На рис. 3.2 показано траєкторiї Редже для чармонiю: в наближеннi

ℓ ≫ 1 – на рис. 3.2a, а тi, що отриманi числовим iнтеґруванням – на рис. 3.2b.

Для перших очевидна неприродня кривина в нижнiх сеґментах (при nr & ℓ),

що є проявом вказаної синґулярностi i приводить до зростання M при ℓ → 0;

це не характерно для других. Спосiб усунути цю синґулярнiсть в рамках МКО-

наближення дискутується в п. 3.3.4.
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Рис. 3.2. Квазiкласичнi траєкторiї Редже; m=1.27ҐеВ, α=0.5, a=0.2ҐеВ2;
a) МКО-наближення; b) числове iнтеґрування

3.2.3. Спрощена модель (α=0) у точковiй формi динамiки

Дослiдження класичної динамiки та квазiкласичне квантування моделi не

залежить вiд обраної форми динамiки для тривимiрного гамiльтонового опису си-

стеми [20, 246, 369]. В попереднiх пiдроздiлах було обрано миттєву форму. Але для

бiльш послiдовного квантування моделi зручно обрати точкову форму динамiки

[18]. Для переходу до неї вiд явно коварiантного канонiчного опису зафiксуймо

параметр еволюцiї t шляхом вибору калiбрувальної в’язi (2.1.52) з необхiдними

(для точкової форми) Пуанкаре-симетрiйними властивостями:
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2∑

a=1

za · pa
|P | − t = 0. (3.2.20)

Далi, виконуючи подану в п. 2.1.6 схему, отримаємо тривимiрний гамiльтонiв опис

типу Бакамджiана-Томаса на 12-вимiрному фазовому просторi P, параметризова-

ному зовнiшнiми канонiчно-спряженими змiнними Θi, Gi, та внутрiшнiми ρi, πi

(iншими, нiж у миттєвiй формi; див. п. 2.1.6). У цих термiнах динамiка моделi в

P задається 10-ма ґенераторами групи Пуанкаре:

Pµ = MGµ, G0 ≡
√

1 +G2,

Ji ≡ ε jk
i Jjk = ε jk

i ΘjGk + Si,

Ki ≡ Ji0 = G0Θi +
(G× S)i
1 +G0

, (3.2.21)

де S ≡ ρ× π i M(ρ,π) – повний спiн i маса системи.

Функцiя M(ρ,π) неявно задана рiвнянням (3.2.4), але у нових змiнних:

Γ(M,ρ,π) ≡ (1− ρ)

(
M4

16a2
− π2ρ

)

− M2m2

4a2
− S2

ρ2
= 0, (3.2.22)

де ρ ≡ |ρ|, S ≡ |S|, πρ ≡ π · n а n ≡ ρ/ρ. Р-ня (3.2.22) необхiдно доповнити

умовою (3.2.6), що в нових змiнних має проcтий вигляд

0 < ρ < 1. (3.2.23)

Фiзичний рух частинок цiлком належить до цiєї областi.

3.2.4. Квантування

Введемо квантовi оператори Θ̂i, Ĝi, ρ̂
i, π̂i, що задовольняють комутацiй-

нi спiввiдношення: [Θ̂i, Ĝj] = iδij, [ρ̂
i, π̂j] = iδij (iншi комутатори занулюються).

Використання (G,ρ)-представлення з базисом |G,ρ〉 = |G〉 ⊗ |ρ〉,

Ĝ|G〉 = G|G〉, 〈G′|G〉 = G0δ
3(G′ −G),

ρ̂|ρ〉 = ρ|ρ〉, 〈ρ′|ρ〉 = δ3(ρ′ − ρ),
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розщеплює простiр Гiльберта H iз станами

|Ψ〉 =
∫

d3G

G0

∫

d3ρ Ψ(G,ρ)|G,ρ〉, |Ψ〉 ∈ H,

i пуанкаре-iнварiантним добутком

〈Φ|Ψ〉 =
∫

d3G

G0

∫

d3ρ Φ∗(G,ρ)Ψ(G,ρ), |〈Φ|Ψ〉| <∞

у зовнiшнiй та внутрiшнiй простори H = Hext ⊗Hint.

Унiтарне представлення групи Пуанкаре задано ермiтовими ґенераторами:

P̂0 = M̂G0, P̂ = M̂G,

Ĵ = i
∂

∂G
×G+ Ŝ,

K̂ = iG0
∂

∂G
+

G× Ŝ

1 +G0
, де Ŝ = −iρ× ∂/∂ρ. (3.2.24)

Припускаємо, що масовий оператор M̂ є додатньо-означеним пуанкаре-

iнварiантним ермiтовим оператором, що дiє в Hint: [M̂, (Ŝ2, Ŝ3, Ĝ)] = 0. То-

му його власнi функцiї можна розщепити так: Ψ(G,ρ) = Ψext(G)Ψint(ρ), де

Ψext(G) ∈ Hext є довiльною, а Ψint(ρ) ∈ Hint задовольняє рiвняння на власнi

вектори i власнi значення:

M̂Ψint(ρ) =MΨint(ρ). (3.2.25)

Тепер роздiлення змiнних Ψint(ρ) = ψ(ρ)Yℓσ(n), де Yℓσ(n) – сферичнi гармонiки,

зводить (3.2.25) до одновимiрної задачi га власнi ф-ї ψ(ρ) у гiльбертовому просторi

L2(R+) iз скалярним добутком

〈ϕ|ψ〉rad =
∫ ∞

0

ρ2dρ ϕ∗(ρ)ψ(ρ), |〈ϕ|ψ〉rad| < ∞. (3.2.26)

Явний класичний вираз для ф-ї маси, який можна отримати з р-ня (3.2.22),

ускладнює побудову вiдповiдного ермiтового оператора, а отримана в такий спосiб

задача на власнi значення не очiкується бути розв’язною. Тут пропонується iнша

процедура квантування, запозичена з квазiпотенцiального пiдходу (див. пп. 1.1.2,

1.2.9, 2.3.4, [201]).
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Побудуємо ермiтовий оператор Γ̂(M), що вiдповiдає класичнiй функцiї

Γ(M,ρ,π), де M тлумачиться як стала. Тодi замiсть задачi (3.2.25) можна роз-

глядати квантовий аналог рiвняння (3.2.22):

Γ̂(M)ΨM = 0, (3.2.27)

де M – спектральний параметр. Якщо Γ̂(M) мiстить M нелiнiйно, то власнi ф-

ї ΨM можуть бути не ортогональними. Тодi ортогональнiсть можна вiдновити

переозначенням скалярного добутку [201]:

〈ΨM ′|ΨM〉 → 〈〈ΨM ′|ΨM〉〉 =
〈

ΨM ′

∣
∣
∣
∣
∣

Γ̂(M ′)− Γ̂(M)

M ′ −M

∣
∣
∣
∣
∣
ΨM

〉

.

В даному випадку редуковане хвильове рiвняння (3.2.27) має вигляд

Γ̂ℓ(M)ψ(ρ) = 0, (3.2.28)

де

Γ̂ℓ(M) = − ̂(1− ρ)π2ρ + (1− ρ)
M4

16a2
− M2m2

4a2
− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2
(3.2.29)

має бути ермiтовим оператором. Тому оператор ̂(1− ρ)π2ρ має бути впорядкуван-

ням ρ i радiального iмпульсу π̂ρ, як є ермiтове в L2(R+) (3.2.26). Тут обрано таке

впорядкування:

̂(1− ρ)π2ρ = (1− ρ)δπ̂ρ(1− ρ)1−2δπ̂ρ(1− ρ)δ, π̂ρ = − i

ρ

d

dρ
ρ, (3.2.30)

параметр квантування δ ∼ 1 можна припасувати до фiзичних вимог.

3.2.5. Аналiз хвильового рiвняння

Квазiпотенцiальне рiвняння (3.2.28) є звичайним диференцiйним рiвнянням:
{

(1− ρ)
d2

dρ2
+

2− 3ρ

ρ

d

dρ

+ µ2(1− ρ)− 2µν − δ2

1− ρ
− 1

ρ
− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2

}

ψ(ρ) = 0, (3.2.31)
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де

µ ≡ M2

4a
, ν ≡ m2

2a
, (3.2.32)

i µ є безрозмiрним спектральним параметром задачi. Оскiльки р-ня (3.2.31) мi-

стить параметр квантування як δ2, можна покласти δ ≥ 0.

Р-ня (3.2.31) має три особливi точки ρ = 0, 1,∞ в яких (як i всюди в R+)

хвильова ф-я ψ(ρ) повинна бути регулярною, неперервною, i належати до L2(R+).

Цього можна досягнути шляхом пiдстановки:

ψ(ρ) = exp(±iµρ)ρℓ(1− ρ)δχ(ρ), (3.2.33)

де χ(ρ) ∈ L2([0, 1]), зокрема χ(ρ) = 0 при ρ < 0 i ρ > 1. В такий спосiб умова

конфайнменту (3.2.23) природньо переноситься у квантовий опис. Шляхом насту-

пного розкладу χ(ρ) ∈ L2([0, 1]) в ряд за полiномами Якобi [370]:

χ(ρ) =
∞∑

k=0

CkP
(2δ,2ℓ+1)
k (2ρ− 1), (3.2.34)

задача на власнi значення (3.2.31) зводиться до нескiнченної тридiагональної си-

стеми лiнiйних однорiдних рiвнянь для Ck:

ξkCk+1 + ηkCk + ζkCk−1 = 0, k = 0, 1, ..., (3.2.35)

з комплексними коефiцiєнтами ξk, ηk, ζk, явний вигляд яких тут не важливий.

Вiдомо [371], що визначник тридiагональної лiнiйної системи можна вира-

зити в термiнах неперервних дробiв [372]; додаток C. Секулярне рiвняння для

системи (3.2.35) має вигляд:

∆ℓ(µ) ≡ b0 +

∞

K
k=1

(ak/bk) = 0, (3.2.36)

де bk = ηk та ak = −ξk−1ζk є дiйсними ф-ями спектрального параметру µ; див. р-ня

(C.1), (C.2) в додатку C. Оскiльки неперервний дрiб ∆ℓ(µ) задовольняє критерiй

умовної збiжностi (C.3), див. [372], вiн представляє дiйсну функцiю µ. Тодi додатнi

розв’язки алгебричного р-ня (3.2.36) формують спектр системи.
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Спектр S-станiв

У випадку ℓ = 0 ланцюговий дрiб ∆0(µ) спрощується – його можна яв-

но обчислити в термiнах кулонiвських хвильових функцiй Fλ(ν, µ) [372], так що

секулярне р-ня (3.2.36) можна представити у виглядi:

Fδ−1/2(ν, µ) = 0, µ > 0. (3.2.37)

Воно має нескiнченну послiдовнiсть додатнiх розв’язкiв µ = µnρ
(ν), маркованих

квантовим числом nρ = 0, 1, ... .

Розглянемо спектр S-станiв у двох граничних випадках.

Нерелятивiстичний спектр. В нерелятивiстичному випадку енергiя зв’яз-

ку E = M − 2m ∼ √
a, а маса спокою m ≫ √

a. У безрозмiрних величинах це

записується так: µ ∼ 2ν ≫ 0. Тодi з асимптотичного представлення кулонiвської

хвильової ф-ї [370] Fλ(ν, µ) ∼ Ai(x), де Ai(x) – ф-я Ерi, а

x = (1− µ/µλ)[µ
2 + λ(λ+ 1)]1/3, µλ = ν +

√

ν2 + λ(λ+ 1),

та розв’язку р-ня (3.2.37) маємо

E =M − 2m ≈ (a2/m)1/3xnρ+1, (3.2.38)

де {−xn} – нулi ф-ї Ерi. Р-ня (3.2.38) описує добре вiдомий нерелятивiстичних

S-спектр двочастинкової системи з лiнiйним потенцiалом. Зауважимо, що зале-

жнiсть вiд параметру квантування тут виникає як O(ν−3/2), тобто далеко вiд

областi нерелятивiстичного наближення.

Ультрарелятивiстичний спектр: M → ∞. Коли µ→ ∞, маємо [370]:

Fλ(ν, µ) ∼ sin(µ− ν ln 2µ− λπ/2 + σλ), (3.2.39)

де σλ = arg Γ(λ+ 1 + iν). Тодi з р-ня (3.2.37) випливає:

M2 = πa(4nρ + 2δ + 3) + 2m2 ln[2π(nρ + 1)]− σδ−1/2 + O(n−1
ρ ). (3.2.40)

Залежнiсть M2 вiд nρ ≫ 0 стає асимптотично лiнiйною.
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Траєкторiї Редже в наближеннi ℓ≫ 1

Виведемо асимптотичну поведiнку спектру мас при ℓ≫ 1 з аналiзу хвильо-

вого р-ня (3.2.31). Для цього зведемо його до двочленного вигляду шляхом замiни

ψ(ρ) → ϕ(ρ) = ρ
√
1− ρψ(ρ) :

d2ϕ(ρ)

dρ 2
+

{

µ2 − 2µν

1− ρ
− δ2 − 1/4

(1− ρ)2
− ℓ(ℓ+ 1)

(1− ρ)ρ2

}

ϕ(ρ) = 0. (3.2.41)

Для простоти покладемо δ = 1/2. Тодi р-ня (3.2.41) набуває вигляду р-ня Шре-

динґера з (квазi)потенцiалом:

U(ρ) =
2µν + ℓ(ℓ+ 1)/ρ2

1− ρ
, (3.2.42)

що залежить вiд µ. Якщо ℓ > 0, цей потенцiал має локальний мiнiмум у деякiй

точцi ρ0 ∈ (0, 2/3), що залежить вiд µ i задовольняє умову (кубiчне р-ня)

U ′(ρ0) ∝ 2µνρ30 + ℓ(ℓ+ 1)(3ρ0 − 2) = 0. (3.2.43)

Тому квазiпотенцiал (3.2.42) можна розкласти в околi мiнiмуму,

U(ρ) ≈ U(ρ0) + 1
2
U ′′(ρ0)(ρ− ρ0)

2, (3.2.44)

i розв’язувати цю осциляторну задачу. Якщо nρ ∼ 1, то наближений розв’язок

експоненцiйно мало вiдрiзняється вiд точного розв’язку р-ня (3.2.41).

Р-ня (3.2.43) для ρ0, що мiнiмiзує потенцiал (3.2.42), та умова квантування:

µ2 − U(ρ0) =
√

2U ′′(ρ0) (nr + 1
2
) (3.2.45)

приводить до спектру мас, що при ℓ ≫ nr вiдтворює асимптотичну формулу

(3.2.19) для випадку α = 0, тобто без врахування короткосяжної взаємодiї.

У випадку довiльного параметру квантування знову отримаємо цей резуль-

тат, оскiльки δ-залежнi члени є порядку O(ℓ−1).

Врахування короткосяжної взаємодiї

Дотепер в п. 3.2.4-5 розглядалося квантування обмеженої потенцiальної мо-

делi, тобто без внеску в дiю (3.2.1) члена (3.2.1b), що описує короткосяжну взаємо-
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дiю одноґлюонного обмiну. Повна модель (3.2.1) приводить до громiздкої динамi-

чної в’язi (3.2.3), i тодi до занадто складного для квантування масового рiвняння

(3.2.9).

Тут обмежимось лiнiйним за α наближенням, знехтувавши останнiм членом

динамiчної в’язi (3.2.3). Тодi знову отримаємо квазiпотенцiйне р-ня типу (3.2.28),

означене модифiкованим оператором Γ̂ℓ(M) типу (3.2.29):

Γ̂ℓ(M) → Γ̂ℓ(M ;α) = Γ̂ℓ(M) + α
(1− ρ)M2 − 2m2

2aρ
. (3.2.46)

В наближеннi ℓ ≫ 1 воно повнiстю вiдтворює асимптотичну формулу (3.2.19) для

траєкторiй Редже. Точний аналiз знову приводить до секулярного рiвняння типу

(3.2.36), означеного через ланцюговий дрiб з модифiкованими елементами (C.4)

(див. додаток C).

Це рiвняння аналiзується чисельно, а результати оговорюються далi.

3.2.6. Числовi результати та дослiднi данi

Модель з далеко- i короткосяжною взаємодiями представляє релятивiсти-

чне узагальнення корнельської потенцiальної моделi. Обидвi задачi не є точно

розв’язними. Але релятивiстична приводить до алгебричного секулярного рiвня-

ння ∆ℓ(µ;α) = 0, де ф-ю ∆ℓ(µ;α) можна точно виразити через ланцюговий дрiб.

Це секулярне рiвняння можна розв’язування стандартними числовими алгори-

тмами [371, 372]. В результатi отримується спектр мас µℓnρ
(nρ = 0, 1, ...), або

(якщо допустити ℓ ∈ R+) сiмейство головної та дочiрнiх траєкторiй Редже.

На рис. 3.3 представлено кiлька прикладiв траєкторiй Редже. Вони отриманi

шляхом припасування параметрiв m, α i a до мас певних безароматних кваркiв.

Усi цi параметри (особливо m) виявляють залежнiсть вiд аромату, лише параметр

квантування δ слабко впливає на спектр. Тому тут покладено δ = 1/2 (у цьому

випадку оператор (3.2.30) спрощується).

З точнiстю до спiнових ефектiв отриманi маси мезонiв i кваркiв добре узго-

джуються з експериментом [373]. Оскiльки спiновi ефекти не описуються даною
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Рис. 3.3. Траєкторiї Редже для важких та легких кварконiїв.

qq̄ Мезони m [ҐеВ] α a [ҐеВ2]

bb̄ Υ, χb 4.73 0.45 0.20
cc̄ ηc, hc, ψ, χc 1.25 0.37 0.21
ss̄ φ, f ′ 0.10 0.40 0.12
l̄l ρ, a 0.005 0.80 0.11
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моделлю, то її придатнiсть можна оцiнити шляхом усереднення за мультиплетом

(для важких bb̄ i cc̄ мезонiв), або розгляду траєкторiй для мезонiв подiбної спi-

нової структури. Тут обрано легкi мезони, котрi можна класифiкувати як стани
3ℓℓ+1, i представлено вiдповiднi траєкторiї Редже для ss̄ i l̄l мезонiв (l значить u

або d). Вони добре описуються лiнiйною асимптотичною формулою (3.2.19) навiть

при ℓ ∼ 1.

З iншого боку, аромато-залежнна неунiверсальнiсть константи натягу стру-

ни a (вiд 0.2 ҐеВ2 для bb̄ до 0.11 ҐеВ2 для l̄l) не узгоджуються з теоретичним очi-

куванням. Можлива причина цього – цiлком векторна лоренц-структура утримної

взаємодiї. В iнших потенцiальних моделях далекосяжна взаємодiя є скалярною –

повнiстю або частково. Побудовi такої моделi типу Фоккера присвячено наступний

пiдроздiл.

3.3. Часо-симетрича потенцiальна модель

Тут розглядається часо-симетрична модель Рiвакоби-Вейсса та її модифi-

кацiї. Гамiльтоновий опис i квантування цiєї моделi та iнших фоккерiвських часо-

симетричних фоккерiвських систем є складною проблемою через часову нело-

кальнiсть взаємодiї [16, 48, 105, 340]. Канонiчну структуру опису в цьому випадку

можна забезпечити пертурбативними наближеними методами [16, 48], якi здебiль-

шого не придатнi для сильно зв’язаних систем.

Новий метод квантування часо-нелокальних двочастинкових систем типу

Фоккера [22] буде викладено в роздiлi 4. Вiн ґрунтується на використаннi МКО-

наближення i придатний для сильно зв’язаних систем. Тут, пiсля короткого опису

в п. 3.3.1, метод в п.3.3.2 застосовується до квантування часо-симетричної моделi

Рiвакоби-Вейсса. Навiть бiльше, в п. 3.3.3 буде побудовано аналог моделi iз ска-

лярною утримною взаємодiєю, а в п. 3.3.4 розглядатиметься модель iз скалярно-

векторною суперпозицiєю. Коефiцiєнти нахилу та дочiрнього кроку траєкторiй

Редже будуть пов’язанi з натягом струни a та параметром скалярно-векторного

змiшування ξ.
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В п. 3.3.5 модель буде доповнено короткосяжним членом Тетроде-Фоккера

для повної вiдповiдностi з нерелятивiстичною корнельською моделлю.

3.3.1. МКО-наближення у фоккерiвськiй динамiцi

Побудова гамiльтонового опису систем типу Фоккера, потрiбна для їх кван-

тування, є складним завданням, яке можна здiйснити лише в рамках певної пер-

турбативної схеми. Роман Ґайда та спiвпрацiвники запропонували схему гамiльто-

нiзацiї фоккерiвських систем у рамках квазiрелятивiстичних наближень [16], яка

добре працює у випадках, коли релятивiстичнi ефекти є слабкими. Однак легкi

мезони як двокварковi системи є iстотно релятивiстичними об’єктами i вимагають

строгого врахування релятивiзму.

Тут краще використати запропоновану автором схему квантування на осно-

вi МКО-наближення, викладену в роздiлi 4 i додатку E; див. [22]. Вона базується

на тому фактi, що всi вiдомi в лiтературi двочастинковi фоккерiвськi системи з

притягальною (в певному сенсi) взаємодiєю допускають точнi розв’язки у фор-

мi пласких концентричних колових орбiт радiусiв Ra(Ω), залежних вiд кутової

швидкостi Ω; див. [59–61]. В роздiлi 4 i [22] це доведено для довiльної двоча-

стинкової системи типу Фоккера, заданої дiєю загального вигляду (4.1.1, c.194),

iнварiантною принаймнi щодо групи Арiстотеля (що включає часову i просторо-

вi трансляцiї та iнверсiї, i просторовi повороти). Явно коварiантнi фоккерiвськi

системи [6, 31, 32, 37, 44–46], якi є пуанкаре-iнварiантними за побудовою (i тим

бiльше арiстотеле-iнварiантними), а також параметрично iнварiантними, можуть

бути зведенi до вигляду (4.1.1) шляхом вибору параметру еволюцiї τa = ta ≡ z0a;

тодi положеннями частинок є za(ta) = {zia(ta), i = 1, 2, 3}. Явно коварiантна си-

стема Рiвакоби-Вейсса, задана дiєю I = Ifree + I
(v)
int , де I(v)int дано в (3.2.1b) з η = 0,

допускає точнi розв’язки у виглядi колових орбiт навiть у сильно релятивiстичнiй

областi. Множина цих розв’язкiв може слугувати 0-м наближенням у пертурба-

тивному тлумаченнї фоккерiвської динамiки.

Iнварiантнiсть дiї (4.1.1) щодо часових трансляцiй i просторових поворотiв
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веде до iснування iнтеґралiв руху – енергiї (4.1.8) та моменту iмпульсу (4.1.14).

На колових орбiтах цi iнтеґрали є функцiями кутової швидкостi: E(0)(Ω) та

J (0)(Ω) ‖Ω, так що можна отримати функцiю J(0)(Ω) де J(0) = |J (0)| i Ω = |Ω|.
Далi зручно перейти до неiнерцiйної системи вiдлiку, що рiвномiрно обер-

тається з кутовою швидкiстю Ω. Це можна здiйснити замiною змiнних za(ta) →
ya(ta): za(ta) = S(ta)ya(ta), де S(t) = exp tΩ ∈ SO(3), а антисиметрична матриця

Ω є дуальною до вектора Ω. Частинки, що рухаються по колу, у цiй системi ча-

стинок вiдлiку нерухомi, а їх положення описується статичними векторами Ra,

такими, що R2 ↑↓ R1. Тодi малi збурення колових орбiт характеризуються векто-

рами вiдхилення ρa(ta) = уa(ta)−Ra.

Для розгляду майже колових орбiт (МКО) розкладемо дiю (4.1.1) за

ступенями ρia. В найнижчому нетривiальному порядку отримаємо квадратичну

за ρia(t) форму – часо-нелокальний iнтеґрал типу Фоккера (4.2.1, c.206) з 6×6-

матричним ядром D(t − t′), iнварiантним щодо часових трансляцiй та iнверсiй:

DT(t′ − t) = D(t − t′) . Вiдповiднi рiвняння руху утворюють часо-нелокальну лi-

нiйну однорiдну систему (4.2.2) з характеристичними (власними) частотами, що

визначаються з секулярного рiвняння detD(ω) = 0 у термiнах динамiчнгої ма-

трицi D(ω) =
∫
dtD(t)e iωt. З огляду на часову нелокальнiсть задачi (4.2.2) л.ч.

секулярного рiвняння є загалом неполiномiальною функцiєю частоти ω. Тому мно-

жина його розв’язкiв може виявитися нескiнченною, а характеристичнi частоти

– комплексними. В останньому випадку розв’язок рiвнянь руху (4.2.2) є необме-

женим, i виходить за межi МКО-наближення (де ρia мають бути малими). Тому

серед усiх власних частот ми обираємо лише дiйснi – в силу симетрiї щодо ча-

сової iнверсiї вони з’являються парами: {±ωα ∈ R, α = 1, 2, . . .}. Вiдповiдний

розв’язок (4.2.6, c.207) рiвнянь руху (4.2.2) мiстить довiльнi комплекснi амплiтуди

Aα коливних мод, що параметризують фазовий простiр системи. Лише одна мо-

да Ar, що вiдповiдає взаємним радiальним коливанням частинок, має фiзичний

сенс. Iншi моди є або кiнематичними – тодi їх можна редукувати шляхом пере-

означення колових орбiт 0-го порядку, або нефiзичними, що виявляють фiзично

неприйнятну поведiнку частинок i з’являються як математичний артефакт теорiї.
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Усi такi моди треба вiдкинути. Якщо це зроблено, то повний iмпульс P = 0 та

iнтеґрал центру мас K = 0. Отже, МКО-наближення автоматично переносить

рух в систему вiдлiку ЦМ. У нiй енергiя системи рiвна її повнiй масi: EP=0 =M ,

а момент iмпульсу стає власним моментом (або спiном) системи JP=0 = S. Пiсля

вiдповiдного нормування векторiв поляризацiї в розв’язку (4.2.6) власний момент

iмпульсу (4.1.14) та маса системи (4.1.8) набувають вигляду:

S = S(0)(Ω), (3.3.1)

M =M(0)(Ω) +M(2)(Ω, Ar) (3.3.2)

де M(2)(Ω, Ar) = ωr(Ω)|Ar|2. (3.3.3)

Щоб побудувати канонiчний ЦМ-опис системи, перш за все необхiдно обер-

нути спiввiдношення (3.3.1) щодо Ω = Ω(S). Це дозволяє отримати повну масу

системи як її ЦМ-гамiльтонiан:

M =M(0)(S) +M(2)(S, |Ar|) ≡
{
M(0)(Ω) + ωr(Ω)|Ar|2

}

Ω=Ω(S)
. (3.3.4)

Її слiд розглядати як функцiю вiд S = |S|, де компоненти Si (i = 1, 2, 3) власно-

го моменту iмпульсу S системи задовольняють спiввiднодення ДП: {Si, Sj} =

εij
kSk, а амплiтуди мiжчастинкових радiальних коливань Ar задовольняють ДП:

{Ar, A
∗
r} = − i , {Ar, Ar} = {A∗

r, A
∗
r} = 0.

Щоб перейти до довiльної системи вiдлiку, необхiдно ввести кононiчнi змiн-

нi, що характеризують рух системи в цiлому, наприклад повний iмпульс P i кано-

нiчно спряжену змiнну положення ЦМ Q. Тодi повний гамiльтонiв опис системи,

тобто 10 канонiчних ґенераторiв групи Пуанкаре, означенi через M , S, P та Q в

рамках опису БТ (2.1.56) чи еквiвалентного (3.2.21); [18, 20]. Квантування такої

релятивiстичної гамiльтонової механiки вiдоме [19, 21].

В данiй роботi цiкавим є в основному спектр масового оператора M̂ . Його

можна отримати безпосередньо з (3.3.4) шляхом такої пiдстановки:

S →
√

Ŝ2 →
√

ℓ(ℓ+ 1) ≈ ℓ+ 1
2
, ℓ = 0, 1, ... (3.3.5)

|Ar|2 → 1
2
(ÂrÂ

†
r + Â†

rÂr) → nr + 1
2
, nr = 0, 1, ... (3.3.6)
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Тут слiд мати на увазi умову nr ≪ ℓ як наслiдок МКО-наближення.

3.3.2. Модель Рiвакоби-Вейсса в МКО-наближеннi

Розглянемо розв’язок моделi Рiвакоби-Вейсса, що вiдповiдає коловим орбi-

там частинок. З допомогою дiї (2.1.2a), (3.2.1a) iз симетричною ф-єю Ґрiна (η = 0)

для системи 2-х частинок рiвних мас ma ≡ m (a = 1, 2), i загальної методи-

ки, запропонованої в [61] або [22], можна знайти зв’язом мiж кутовою швидкiстю

Ω частинок i радiусом R їх орбiт. Замiсть R зручно оперувати зi швидкостями

va ≡ v = RΩ. Тодi зв’язок мiж Ω i v можна задати неявно або параметрично –

через допомiжний кут φ [44, 45, 59–61]. Вiн пов’язаний зi швидкiстю v рiвнiстю:

f(φ) ≡ φ2 − 4v2 cos2(φ/2) = 0 (0 ≤ v < 1) =⇒

=⇒ v2(φ) =
φ2

2(1 + cosφ)
або v(φ) =

φ/2

cos(φ/2)
. (3.3.7)

У свою чергу для Ω маємо

m

a
Ω =

φ

Γv2

[

1− (1− v2)φ

f ′(φ)

]

≡ f
(v)
Ω (φ) (3.3.8)

де f ′(φ) ≡ ∂f(φ)/∂φ = 2(φ+ v2 sinφ), Γ ≡ (1− v2)−1/2,

Зауважимо, що v ∈ (0, 1), R ∈ (0,∞) i Ω ∈ (∞, 0) якщо φ ∈ (0, φ1), де кут

φ1/2 ≡ χ1 = 0.235 π є додатнiм розв’язком трансцендентного р-ня χ = cosχ.

Iнтеґрали колового руху M(0) i S = S(0) зручно записати так:

ΩM(0)

a
=

2φ

v2

[

1 + v2 − φ(1 + v4 cosφ)

f ′(φ)

]

≡ f
(v)
M (φ), (3.3.9)

Ω2S

a
= 1

2
f ′(φ) ≡ f

(v)
S (φ). (3.3.10)

Вони зростають в межах M(0) ∈ (2m,∞) i S ∈ (0,∞) коли φ ∈ (0, 2χ1).

Щоб вивчити динамiку систему в МКО-наближеннi необхiдно побудувати

редуковану динамiчну 2×2-матрицю D⊥ [22], а тодi обчислити частоту ωr радi-

альних коливань, або, еквiвалентно, вiдношення λ = ωr/Ω як функцiю змiнної Ω,

S, v або (що найзручнiше) φ. Це здiйснено в додатку D.
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Тут ми цiкавимось асимптотичним виразом для квадрату повної маси (3.3.4)

при S → ∞. В рамках пертурбативної процедури слiд мати на увазi нерiвнiсть

M(2) ≪M(0). Тодi

M2 ≈M2
(0) + 2M(0)M(2) =M2

(0) + 2M(0)ωr|Ar|2 (3.3.11a)

=
M2

(0)

S

{

S + 2
SΩ

M(0)
λ|Ar|2

}

. (3.3.11b)

Якщо iснують i скiнченнi такi границi:

k = lim
S→∞

M2
(0)

S
= lim

φ→φ1

f 2
M(φ)

fS(φ)
, (3.3.12)

κ = 2 lim
S→∞

SΩ

M(0)

λ = 2 lim
φ→φ1

fS(φ)

fM(φ)
λ(φ), (3.3.13)

то асимптотичне значення для квадрату маси (3.3.11) набуває вигляду

M2 ∼ ka{S + κ|Ar|2} при S → ∞ (3.3.14)

i, пiсля квантування (3.3.5), (3.3.6), вiдтворює траєкторiї Редже (1.2.5) з σ = ka.

В данiй моделi векторного конфайнменту

k(v) = 8χ1(1 + sinχ1) ≈ 9.896, κ(v) = 1. (3.3.15)

Асимптотичне значення коефiцiєнту дочiрнього кроку κ(v) = 1 добре пiд-

ходить для опису вежової структури спектру мезонiв. Але коефiцiєнт нахилу

k(v) ≈ 9.896 разом iз значенням a = 0.18 ҐеВ2 натягу струни дає занадто великий

нахил траєкторiй Редже: σ = k(v)a = 1.78 ҐеВ2 > 1.15 ҐеВ2. Як було зазначено ви-

ще, можлива причина цiєї невiдповiдностi є виключно векторна лоренц-структура

утримної взаємодiї в данiй моделi. Зазвичай таку взаємодiю вважають скалярною

[14, 29, 207] або скалярно-векторною [22, 296–298, 301, 374].

Щоб пiдтвердити або спростувати це припущення, в наступному пiдроздiлi

буде побудовано аналог моделi Рiвакоби-Вейсса iз скалярною взаємодiєю.
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3.3.3. Дiя Фоккера iз скалярною утримною взаємодiєю

Нехай двочастинкова дiя мiстить вiльночастинковi члени (2.1.2a) i фокке-

рiвський член взаємодiї скалярного типу [46]:

I
(s)
int = 4πa

∫ ∫

dτ1 dτ2

√

ż21

√

ż22 Gsym(z12). (3.3.16)

Якщо Gsym(x) обрати як симетричну (η = 0) ф-ю Ґрiна (3.1.41), то можна очi-

кувати, що член (3.3.16) описуватиме скалярну утримну взаємодiю. Дiйсно, дiю

типу Фоккера (2.1.2a), (3.3.16) можна отримати з ефективної теоретико-польової

моделi Кiскiса [11, 102] шляхом редукцiї скалярного поля, якщо задати вихiдну

дiю (1.3.24a) з точковими джерелами (1.3.25) i польовим лаґранжiаном з вищими

похiдними (6.3.1).

Однак у цьому разi виникає ще сильнiша розбiжнiсть, нiж у випадку моде-

лi векторного типу: там досить було шляхом iнтеґрування за частинами (3.1.44)

еквiвалентно перетворити дiю Вейсса до форми Рiвакоби. Тут не лише фоккерiв-

ський член (3.3.16), але й вiдповiднi рiвняння руху є розбiжними. Щоб обiйти цю

труднiсть, досить зробити в (3.3.16) замiну ядра (3.1.41):

Gsym(x) ≡
1

16π
Θ(x2) −→ Ḡsym(x) ≡ − 1

16π
Θ(−x2) = Gsym(x)−

1

16π
. (3.3.17)

Оскiльки Ḡsym(x) вiдрiзняється вiд Gsym(x) на константу, обидвi є функцiями

Ґрiна рiвняння (3.1.40), точнiше, його скалярної версiї (6.3.2) з теорiї Кiскiса [102].

Замiна переносить взаємодiю iз внутрiшнього 4-об’єму свiтлового конуса (як

на рис. 1.2с) у його зовнiшнiй 4-об’єм (як на рис. 1.2d), через який проходять

скiнченнi сегменти свiтових лiнiй. З iншого боку, таку замiну можна тлумачити

як перенормування мас спокою частинок:

m0 a → ma = m0 a −
a

4

∫ ∞

−∞
dτā

√

ż2ā, a = 1, 2, ā = 3− a,

де m0 a – нескiнченна “гола” маса a-ї частинки, тодi як ma – скiнченна.

Подальший розгляд скалярної моделi є подiбним до розгляду векторної. Зно-

ву обмежимось випадком m1 = m2 ≡ m. Динамiчнi характеристики колових орбiт
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параметризуються кутом φ. Для кутової швидкостi Ω маємо:

m

a
Ω =

φ

Γ

[
(1− v2)φ

v2f ′(φ)
− 1

]

≡ f
(s)
Ω (φ), (3.3.18)

де f ′(φ), v i Γ як ф-ї кута φ означенi в п. 3.3.2. На вiдмiну вiд векторного ви-

падку, тут f
(s)
Ω (φ) → 0 якщо φ → φ0 6= φ1, де φ0/2 ≡ χ0 – додатнiй розв’язок

трансцендентного рiвняння: 3χ2 cosχ+ 2χ3 sinχ− cos3 χ = 0, χ ∈ [0, π/4].

Неочiкувано те, що швидкостi частинок v → 0.535 < 1 при χ → χ0, тодi як

радiус орбiт R → ∞. Це вiдрiзняє скалярну модель вiд векторної, в якiй v → 1

при R→ ∞. Для iнтеґралiв колового руху маємо:

ΩM(0)

a
=

2φ2(1− v2)2

v2f ′(φ)
≡ f

(s)
M (φ), (3.3.19)

Ω2S

a
= (1− v2)φ ≡ f

(s)
S (φ). (3.3.20)

Легко переконатися, що M(0) ∈ (2m,∞) i S ∈ (0,∞) якщо φ ∈ (0, 2χ0).

Вживаючи ф-ї (3.3.19), (3.3.20) в р-нях (3.3.12), (3.3.13) та обчисливши гра-

ницi при φ → φ0 (замiсть φ → φ1) отримаємо коефiцiєнти нахилу усiх та кроку

дочiрнiх траєкторiй Редже:

k(s) = 2.716, κ(s) = 1.902. (3.3.21)

Останнiй близький до 2, як в осциляторних та струнних моделях мезонiв

[27, 283, 284, 290]. Випадкове виродження i, отже, вежова структура спектру мас

вiдтворюється наближено. Знову коефiцiєнт нахилу не є вiжповiдним до експе-

рименту (подiбно до векторної моделi), але тут вiн помiтно менший вiд загально-

прийнятих значень 4÷8.

Вiдмiннiсть мiж векторною i скалярною моделями дає пiдставу надiятися

на краще узгодження з експериментом (принаймнi асимптотичне) моделi типу

Фоккера iз скалярно-векторною утримною взаємодiєю.
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3.3.4. Модель iз скалярно-векторним конфайнментом

Фоккерiвську систему двох частинок, що утримуються суперпозицiєю ска-

лярної та векторної взаємодiй, можна природньо задати дiєю (2.1.2a) з

I
(ξ)
int = (1− ξ)I

(s)
int + ξI

(v)
int , (3.3.22)

де I(s)int та I(v)int означено в р-нях (3.3.16), (3.3.17) та (3.2.1a) (з η = 0) вiдповiдно, а

ξ ∈ [0, 1] – параметр змiшування.

Усi ф-ї f (ξ)
Ω (φ), f (ξ)

M (φ) та f (ξ)
S (φ), що визначають динамiку та iнтеґрали ко-

лового руху моделi, є суперпозицiями ф-й (3.3.8)-(3.3.10) та (3.3.18)-(3.3.20):

f (ξ)(φ) = (1− ξ)f (s)(φ) + ξf (v)(φ). (3.3.23)

Тодi ф-ю [M
(ξ)
(0) (S)]

2, що є класичним аналогом головної траєкторiї Редже, можна

представити у параметричнiй формi:

M
(ξ)
(0)

m
=
f
(ξ)
M (φ)

f
(ξ)
Ω (φ)

, (3.3.24)

aS

m2
=

f
(ξ)
S (φ)

[

f
(ξ)
Ω (φ)

]2 ,
φ ∈ [0, φξ],

ξ ∈ [0, 1];
(3.3.25)

її показано на рис. 3.4 для рiзних значень ξ. Максимальний кут φξ/2 ≡ χξ є

найменшим додатнiм коренем рiвняння f
(ξ)
Ω (2χ) = 0. Вiн монотонно зростає в

межах χξ ∈ [χ0, χ1], якщо ξ ∈ [0, 1/2], i χξ = χ1, якщо ξ ∈ [1/2, 1]. Подiбно,

максимальна швидкiсть частинок (при R → ∞, коли M(0) → ∞ та S → ∞)

монотонно зростає: v ∈ [0.535, 1], якщо ξ ∈ [0, 1/2], i v = 1, якщо if ξ ∈ [1/2, 1].

Коефiцiєнти нахилу та дочiрнього кроку можна обчислити подiбно до по-

переднiх випадкiв, тобто вживаючи (3.3.12) та (3.3.13) з граничним кутом φξ (за-

мiсть φ1). Можна довести рiвнiсть:

lim
φ→φξ

f
(ξ)
S (φ)

f
(ξ)
M (φ)

=
1

2
, ξ ∈ [0, 1].

Тому формула (3.3.13) для коефiцiєнту дочiрнього кроку спрощується:

κ(ξ) = lim
φ→φξ

λ(ξ)(φ), ξ ∈ [0, 1].
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Функцiю λ(ξ)(φ) можна визначити чисельно з секулярного р-ня det D̄(ξ)(λ) = 0

для матрицi (D.17); див. додаток D де на рис. D.1 подано графiк λ(ξ)(φ).

Обидва коефiцiєнти нахилу та дочiрнього кроку є функцiями параметру

змiшування. Зокрема

k(ξ) = ξk(v), κ(ξ) = 1, ξ ∈ [1/2, 1]. (3.3.26)

Поведiнка цих ф-й на цiлому промiжку ξ ∈ [0, 1] представлена на рис. 3.5.

Пунктирнi лiнiї на графiках ставлять значення ξ i k у взаємо-вiдповiднiсть для

ξ=1/2, 1, k=4, 2π, 8. З цих графiкiв очевидно, що коефiцiєнт нахилу k(ξ) є моно-

тонно зростаючою ф-єю параметру змiшування ξ: k(ξ) ∈ [k(s), k(v)] = [2.716, 9.896]

при ξ ∈ [0, 1]. Цей промiжок мiстить прийнятi у лiтературi значення k = 4 ÷ 8,

що зустрiчаються у релятивiстичних потенцiальних моделях.

Властивостi щодо виродження в системi, в якiй переважає скалярна (при

ξ < 1/2) чи векторна (при ξ > 1/2) складова утримної взаємодiї, разюче вiд-

рiзняються одна вiд одної: для довiльного ξ ∈ [1/2, 1] є випадкове виродження

воднево-подiбного типу ℓ+nr. У цьому випадку можна отримати довiльне значе-

ння для k iз промiжку k(ξ) ∈ [ 1
2
k(v), k(v)] = [4.948, 9.896], зокрема, k = 2π та k = 8,

типовi для струнних [283, 359] та простих осциляторних моделей [27, 290].

Якщо ж домiнує скалярна складова, то нижня межа k = 4 для нахилу

[14] досягається мiкстурою ξ ≈ 0.37, яка, у свою чергу, веде до кроку κ ≈ 3/2.

Випадкове виродження є, хоч дещо приховане.

При квантуваннi спектр квадрату мас обчислюється з допомогою правил

квантування (3.3.5)-(3.3.6), застосованих до класичного виразу (3.3.11). Практи-

чно, в п.ч. р-ня (3.3.25) треба пiдставити S = ℓ+ 1
2

та розв’язати це рiвняння вiд-

носно кутiв φℓ (ℓ = 0, 1...), якi у свою чергу є арґументами ф-й (3.3.23), (3.3.24),

fΩ(φ) та λ(φ) у п.ч. р-ня (3.3.11).

Зауважимо, що класична траєкторiя Редже (3.3.24), (3.3.25) (i рис. 3.4) по-

чинається з S = 0, що вiдповiдає φ = 0 i дає M(0)(0) = 2m. У квантовому випадку

нижнє значення для безрозмiрної величини s ≡ Sa/m2 (у л.ч. р-ня (3.3.25)), що

вiдповiдає s-станам (тобто, ℓ = 0) є s0 ≡ 1
2
a/m2 > 0, тому φ0 > 0. Наприклад,
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якщо покласти a = 0.18 ҐеВ2 im = 0.15 ҐеВ (конституентна маса легких кваркiв),

отримаємо s0 ≈ 4. У цьому випадку помiтно крива дiлянка головної траєкторiї

Редже, присутня у класичному описi (див рис. 3.4), зникає з квантової траєкторiї,

що тому є близькою до прямої.

Замiсть цього, виникає помилкова кривина у нижнiй частинi дочiрнiх тра-

єкторiй, де nr & ℓ. Причина цього явища у тому, що їх класичнi вiдповiдники

(тобто р-ня (3.3.11) з Ar 6= 0) є синґулярними у границi повiльного руху S → 0.

Щоб виправити цей недолiк, розглянемо нерелятивiстичну енергiю двох частинок,

що взаємодiють лiнiйним потенцiалом [22, 207]:

E ≡M − 2m = E(0) + ωr|Ar|2 + o(|Ar|2) ≡
3

2

(
2a2S2

m

) 1
3
{

1 +
2|Ar|2√

3S

}

+ o(S− 1
3 ).

З тiєю ж точнiстю для S ≫ 0 можна покласти:

E ≈ 3

2

(
2a2S2

m

) 1
3
{

1 + ν
2|Ar|2√

3S

} 1
ν

=
3

2

(
2a2

m
S2− 3

ν

) 1
3
{

S + ν
2√
3
|Ar|2

} 1
ν

.

(3.3.27)

Цей вираз є регулярним при S → 0 за умови ν ≥ 3/2. Навiть бiльше, при кван-

туваннi (3.3.5), (3.3.6) вираз (3.3.27) iз ν = 3/2 веде до спектральної формули

Eℓ nr
≈ 3

2

(
2a2/m

) 1
3
{
ℓ+ 1

2
+
√
3(nr + 1

2
)
}2

3 , що забезпечує (навiть при nr & ℓ)

3%-точнiсть; порiвняти iз квазiкласичним спектром s-станiв (iз ℓ = 0): E0nr
≈

(
a2/m

) 1
3
{
3π
2 (nr +

3
4)
} 2

3 . Тому для повної маси можна покласти (3.3.4):

M ≈M(0) + ωr|Ar|2 ≈ 2m+
(
M(0) − 2m

)1− 1
ν
{
M(0) − 2m+ νωr|Ar|2

} 1
ν . (3.3.28)

Iз ν = 3/2 р-ня (3.3.28) є придатним у нерелятивiстичнiй областi E ≪ 2m. Iз

ν = 2 воно точно вiдтворює п.ч. р-ня (3.3.11a) за умови M ≫ 2m, тобто в iстотно

релятивiстичнiй областi. Тому ν можна вживати як параметр припасування, що

змiнюється у межах вiд ν = 3/2 для систем з важких кваркiв, до ν = 2 для

систем iз легких кваркiв. Останнiй випадок пасує до опису легких мезонiв. Це

приводить до майже лiнiйних траєкторiй Редже, що описуються спектральною

формулою (1.2.5) з параметрами σ = ka та κ, означеними через р-ня (3.3.26) та

рис 3.5. Параметр iнтерцепту ζ, що випливає з даної моделi, можна оцiнити так:
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ζ ≥ (1 + κ)/2 + 4m2/σ. Це перевищує дослiдне значення ζ ≈ 1/2 для сiмейства

найлегших мезонiв навiть у безмасовiй границi m = 0. Тому передбаченi квадрати

мезонних мас є завеликими принаймнi на ∆M2 ≈ σκ/2+4m2. Цей недолiк можна

усунути шляхом врахування короткосяжної взаємодiї.

3.3.5. Врахування взаємодiї 1-ґлюонного обмiну

Класична хромодинамiка точкових джерел допускає абелевi розв’язки рiв-

нянь Янґа-Мiллса [375, 376] якi, з одного боку, є тотожнi до електродинамiчних

потенцiалiв Льєнара-Вiхерта, а з другого – вони дають класичне пiдґрунтя для

взаємодiї 1-ґлюонного обмiну кваркiв.

Тому, як аналог прямої короткосяжної мiжкваркової взаємодiї, електроди-

намiка Тетроде-Фоккера [34, 35] є принагiдною. Вiдповiдна двочастинкова задача

описується дiєю (2.1.2), η = 0, i є предметом постiйного вивчення [59, 60, 64, 333–

336]. Зокрема, динамiка колових орбiт означена такими рiвняннями та iнтеґрала-

ми руху [59, 60]:

m

αΩ
= 8

1 + cosφ

[Γf ′(φ)]3
+ 4

φ+ sinφ

Γ[f ′(φ)]2
≡ f

(e)
Ω (φ), (3.3.29)

M(0)

m
=

2

Γ
,

S

α
= 2

1 + v2 cosφ

f ′(φ)
≡ f

(e)
J (φ). (3.3.30)

Цi означення будуть використанi далi.

Скомбiнуємо iнтеґрал дiї (2.1.2), η = 0 з iншими членами дiї (3.3.22):

Iint = I
(e)
int + I

(ξ)
int . (3.3.31)

Тепер α в (3.2.1b) пов’язана iз константою сильної взаємодiї: α = 4
3αs, а значок

"(e)"вказує на взаємодiю 1-ґлюонного обмiну (exchange) замiсть електромагнетної.

Дiя (2.1.2a), (3.3.31) веде до корнельського потенцiалу (1.2.2) у нерелятивiстичнiй

границi. Релятивiстична МКО-динамiка цiєї моделi є складною, i тут вивчатиму-

ться в основному коловi орбiти.

Рiвняння колового руху зводяться до квадратичного р-ня для Ω:

mΩ− af
(ξ)
Ω (φ)− αΩ2f

(e)
Ω (φ) = 0. (3.3.32)
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Його розв’язок як функцiю змiнної φ,

m

a
Ω =

2f
(ξ)
Ω (φ)

1±
√

1− 4ᾱf
(ξ)
Ω (φ)f

(e)
Ω (φ)

≡ f
(±)
Ω (φ), де ᾱ =

αa

m2
, (3.3.33)

можна представити двома гiлками з такими властивостями:

• f
(+)
Ω (φmin) = f

(−)
Ω (φmin), де φmin > 0 та 4ᾱf

(ξ)
Ω (φmin)f

(e)
Ω (φmin) = 1;

• f
(+)
Ω (φ) < f

(−)
Ω (φ), φ > φmin;

• f
(+)
Ω (φ)−→

ᾱ≪1
f
(ξ)
Ω (φ), φ∈ (φmin, φξ); f

(−)
Ω (φ)−→

ᾱ≪1
[ᾱf

(e)
Ω (φ)]−1, φ∈ (φmin, φ1).

Коловий рух не може бути як завгодно повiльним: точка φmin вiдповiдає най-

повiльнiшiй орбiтi радiусу R0 = vmin/Ω0, де vmin = v(φmin) в силу (3.3.7), та

Ω0 ≡ Ω(φmin) в силу (3.3.33). Для iнших колових орбiт маємо радiуси:

R(±) =
m

a
v(φ)/f

(±)
Ω (φ), R(−) < R0 < R(+), φ > φmin.

Тому функцiї, маркованi значками "(–)" або "(+)", описують коротко- або дале-

косяжну динамiку системи.

Пiдстановка розв’язку (3.3.33) в iнтеґрали руху:

M(0) =
a

Ω
f
(ξ)
M (φ) + 2α

Ω

Γ
f
(e)
Ω (φ), S =

a

Ω2
f
(ξ)
S (φ) + αf

(e)
S (φ) (3.3.34)

дає класичний аналог головних траєкторiй Редже, показаних на рис. 3.6

Порiвняння рис. 3.4 та 3.6 виявляє два ефекти, спричиненi 1-ґлюонним

обмiном. Перший – це деформацiя нижньої частини траєкторiї: викривлення при

ᾱ . 1, i випростування при ᾱ & 1. Як i у випадку часо-асиметричної моделi (рис.

3.1 на с. 165), викривлення не помiтне, бо нижнi сегменти траєкторiй випада-

ють при квантуваннi, а випростування наближає траєкторiю до лiнiйної. Другий

ефект – зсув траєкторiй в цiлому влiво, що зменшує сталу iнтерцепту ζ. Обидва

ефекти є бажаними у спектроскопiї легких мезонiв.

Для простоти розглянемо граничний випадок безмасових кваркiв: m → 0

(ᾱ → ∞). Тодi дiйсний розв’язок р-ня (3.3.32) iснує, якщо f (ξ)
Ω (φ) < 0. Це можливо

при φξ ≤ φ ≤ φ1, якщо 0 ≤ ξ < 1/2. Важливiшим є випадок 1/2 ≤ ξ ≤ 1, де φξ =φ1,
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Рис. 3.4. Класичнi траєкторiї Редже
для рiзних значень параметра змi-
шування ξ у моделi iз скалярно-
векторною утримною взаємодiєю.

Рис. 3.5. Коефiцiєнти нахилу та кроку
дочiрнiх траєкторiй як ф-ї параметру ξ у
цiй же моделi. Пунктирнi лiнiї з’єднують
значення ξ з k i κ для ξ = 1/2 i k =
4, 2π, 8.
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Рис. 3.6. Класичнi траєкторiї Редже
для ξ = 1/2 i рiзних значень α у повнiй моделi.

усi коефiцiєнти в р-нi (3.3.32) занулюються, i тому частота Ω є неозначеною (тобто

довiльною). У цьому випадку сiм’я колових розв’язкiв параметризується кутовою

швидкiстю Ω кваркiв, а не їх орбiтальною швидкiстю v, яка у цьому разi фiксована

швидкiстю свiтла: v(φ1) = 1. Пiдстава значення φ = φ1 (тобто f
(ξ)
M (φ1) = 0) в,

i вилучення Ω з рiвностей (3.3.34) дає точний внесок колових орбiт в квадрат

повної маси:

M2
(0)(S) = k(ξ)a{S − αs0}, (3.3.35)

де s0 ≡ f
(e)
S (φ1) = 0.4416, k(ξ) = ξk(v) and k(v) = 9.896 (див. (3.3.26) та (3.3.15)).
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З (3.3.35) видно, що роль короткосяжної взаємодiї 1-ґлюонного обмiну стає

асимптотично (при S ≫ 1) малою у порiвняннi з далекосяжною утримною вза-

ємодiєю. Те ж є правдоподiбним щодо внеску в M2, спричиненого радiальними

мiжчастинковими коливаннями: короткосяжний внесок є малим, i ним можна зне-

хтувати у порiвняннi з далекосяжним внеском kaκ|Ar|2 в асимптотичнiй формулi

(3.3.14). Тому, враховуючи, що κ = κ(ξ) = 1 для 1
2
≤ ξ ≤ 1, i вживаючи прави-

ла квантування (3.3.5)-(3.3.6), отримаємо рiвняння для квантованих траєкторiй

Редже (принаймнi, в асимптотичному режимi ℓ≫ nr):

M2 ∼ k(ξ)a{ℓ+ nr + 1− αs0}. (3.3.36)

Воно збiгається iз спектральною формулою для легких мезонiв (1.2.5) за умов:

σ = ξk(v)a, κ = 1, ζ = 1− αs0. (3.3.37)

Цей результат проiлюстровано на рис. 3.3d (с. 175), отриманому ранiше в п. 3.2.6

в рамках часо-асиметричної векторної моделi. В рамках даної часо-симетричної

скалярно-векторної моделi отримано iдентичну картину, але з iншими вхiдними

параметрами. Значення натягу струни a = 0.18 ҐеВ2 є загально прийнятим (на

вiдмiну вiд 0.11 ҐеВ2 для часо-асиметричної (ЧА) векторної моделi). Тодi па-

раметр змiшування ξ = 0.65 забезпечує загальноприйнятий нахил σ = 2πa =

1.15 ҐеВ2 i нетрадицiйний але бажаний кроковий коефiцiєнт κ = 1. Нарештi,

значення α ≡ 4
3
αs = 1 (близьке до 0.8 для ЧА-моделi) обрано для того, щоб за-

безпечити найкращу вiдповiднiсть мiж модельними траєкторiями та дослiдними

даними щодо сiм’ї легких безароматних векторних мезонiв з iзоспiном I = 1; див.

рис. 3.3d, де надiйнi данi (позначенi товстим шрифтом) доповнено деякими мало

надiйними. Очевидна вежова структура, вiдповiдна до виродження (ℓ+nr)-типу.

Варто зазначити, що вибiр αs(mq) = 3/4 бiжучої константи сильної взаємодiї

вiдповiдає конституентнiй масi легких кваркiв mq ≈ 0.15 ҐеВ. Це випливає з

добре вiдомої формули: αs(m) = α0{1 + 7
2πα0 ln

m
Λ}−1, де для масштабу Λ = mZ =

91.19 ҐеВ промiжного Z-бозону маємо α0 ≡ αs(mZ) = 0.117 [373]. Рiзниця мiж

значенням mq ≈ 0.15 ҐеВ i границею m = 0 можуть давати невизначенiсть у
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квадратi мас мезонiв порядку ∆M2 ∼ 6m2
q ∼ 0.1 ҐеВ2, що є непомiтною у масштабi

рис. 3.3d.

3.4. Висновки

У цьому роздiлi рiзнi методи квантування застосовано до моделi Рiвакоби-

Вейсса [44, 45]: спочатку до її простiшої часо-асиметричної версiї, а потiм – до

часо-симетричного оригiналу. Ця модель представляє фоккерiвську систему 2-

х частинок, взаємодiю яких можна iнтерпретувати в термiнах класичної теорiї

векторного калiбрувального поля з вищими похiдними [6, 46, 102–104]. Функцiя

Ґрiна ∝ 1/k4 у цiй теорiї веде себе як iнфрачервона асимптотика ґлюонного про-

паґатора [103] i веде у статичнiй границi до лiнiйного потенцiалу взаємодiї U = ar.

В ультрарелятивiстичнiй границi модель вiдтворює асимптотично лiнiйнi траж-

кторiї Редже, нахил яких σ = ka жорстко пов’язаний з параметром натягу струни

a: для часо-асиметричної моделi – з коефiцiєнтом k ≈ 9.9, для часо-симетричної

– з k ≈ 10.4. Спектр мас виявляє виродження (ℓ+nr)-типу яке забезпечує вежову

структуру спектру. Тому квантована модель Рiвакоби-Вейсса могла б служити

доброю основою для опису спектру мас легких мезонiв.

У рiзноманiтних не- квазi- та релятивiстичних потенцiальних моделях важ-

ких i легких мезонiв лiнiйний потенцiал U = ar з’являється як скалярна або

скалярно-векторна частина мiжкваркової взаємодiї. Якщо прийняти, що натяг

струни a є унiверсальним (тобто незалежним вiд аромату) параметром iз значен-

ням у межах a = 0.15÷ 0.3 ҐеВ2, тодi модель Рiвакоби-Вейсса завищує величину

нахилу траєкторiй. Або, при фiксованому σ ≈ 1.15 ҐеВ2, занижує натяг струни

a i, отже, дає хибний слабкорелятивiстичний спектр важких мезонiв. Оскiльки

взаємодiя у цiй моделi є виключно векторною, то запропоновано її скалярний

вiдповiдник, який можна пов’язати з теорiєю поля з вищими похiдними Кiскiса

[102]. Але скалярна модель навпаки – занижує нахил траєкторiй. Тому розгляне-

но модель iз скалярно-векторною взаємодiєю. Виявилося, що параметри нахилу

σ = 1.15÷ 1.2ҐеВ2 та натягу струни a = 0.15÷ 0.3 ҐеВ2 можна взаємно узгодити,

якщо доля векторної утримної взаємодiї ξ = 0.37 ÷ 0.8. Зокрема, доля ξ = 0.65
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пов’язує найбiльш поширенi значення σ = 1.15 ҐеВ2 i a = 0.18 ҐеВ2. Крiм цього,

значення параметру змiшування ξ впливає на параметр κ кроку мiж дочiрнiми

траєкторiями. Зокрема, κ = 3/2 при ξ = 0.37, i κ = 1 при ξ ≥ 1/2, так що вежова

структура також забезпечується.

Варто зазначити, що в межах не- i квазi-релятивiстичних моделей лiнiй-

на взаємодiя розглядається здебiльшого як скалярна. Але у багатьох релятивi-

стичних моделях, особливо тих, що ґрунтуються на рiвняннi Дiрака, переважає

скалярно-векторна лоренц-структура далекосяжної взаємодiї [22, 296, 297, 301,

374]. Зокрема, сумiш ξ = 1/2, як в [22, 298], або близькi значення ξ = 0.48÷ 0.65,

як в [296], дають змогу зменшити спiн-орбiтальне розщеплення згiдно з дослiдни-

ми даними. Запропонована фоккерiвська модель пiдтверджує скалярно-векторну

структуру утримної взаємодiїв рамках ξ = 0.65 з iнших, додаткових мiркувань.

Щоб охопити опис як легких, так i важких мезонiв, в модель введено коро-

ткосяжну взаємодiю 1-ґлюонного обмiну.

Це природньо зроблено шляхом доповнення дiї тетроде-фоккерiвським чле-

ном з константою сильної взаємодiї α = 4
3
αs. Тодi в нерелятивiстичнiй границi

модель вiдтворює корнельський потенцiал (1.2.2). Ця модифiкацiя стосується i

релятивiстичних характеристик моделi. наприклад, вона змiнює нижнi сегменти

траєкторiй Редже i понижує iнтерцепт ζ (див. (1.2.5)). У свою чергу, малий iн-

терцепт придатний для опису мезонiв, що складаються з найлегших кваркiв [27].

Зокрема, побудованi у безмасовiй границi траєкторiї Редже добре пiдходять для

опису сiм’ї легких безароматних векторних мезонiв з iзоспiном I = 1. Показано,

що вежова структура спектру виявляє (ℓ+nr)-виродження.

Представленi тут аналiтичнi та числовi результати спонукають до подаль-

шого дослiдження моделi. Узагальнення на випадок рiзних мас кваркiв є безпо-

середнiм. Важливiшою задачею є врахування спiнових ефектiв. Це передбачає,

по-перше, побудову фоккерiвської дiї для спiнових частинок з утримною взаємо-

дiєю i, по-друге, гамiльтонiзацiя i квантування такої системи. Як зразок, можна

взяти опис релятивiстичних спiнових частинок в рамках електродинамiки Вiлера-

Фейнмана [232, 233].
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РОЗДIЛ 4

МКО-КВАНТУВАННЯ IНТЕҐРАЛIВ ТИПУ
ФОККЕРА

У цьому роздiлi запропоновано процедуру квантування загальної двочастин-

кової фоккерiвської задачi в МКО-наближеннi. Рецепт ґрунтується на неявному

гамiльтоновому описi Лльози-Вiвеса [105] нелокальних систем. Припускаємо, що

система є iнварiантною щодо групи Арiстотеля [377, 378] – спiльної пiдгрупї груп

Галiлея i Пуанкаре. Цим до розгляду взято як нерелятивiстичнi часо-нелокальнi

системи, так i релятивiстичнi. Аналiз залучає також широкий клас систем, що

не є нi галiлей- нi пуанкаре-iнварiантними, таких як квазiчастинки, що взаємодi-

ють в нерухомому iзотропному матерiальному середовищi тощо. Симетрiя системи

приводить до iснування узагальнених нетериних iнтеґралiв [379], а саме енергiї,

повного моменту iмпульсу тощо; див. п. 4.1.1.

В п.4.1.3 показано, що за досить загальних умов довiльна арiстотеле-

iнварiантна система допускає коловий рух частинок з заданою сталою кутовою

швидкiстю. Цей рух взято як нульове наближення до неколових рухiв. Щоб ви-

вчати збурення до колових орбiт, в п.4.1.2 здiйснено перехiд до системи вiдлi-

ку, що рiвномiрно обертається разом iз частинками (вони у нiй нерухомi). Тодi

МКО-наближений розв’язок формулюється в термiнах малих вiдхилень вiд фi-

ксованих (i, за припущенням, рiвноважних) положень частинок. Отримано часо-

нелокальний принцип дiї для цих вiдхилень i вiдповiдну лiнiйну однорiдну систе-

му iнтеґро-диференцiйних рiвнянь руху. Симетрiйнi та динамiчнi властивостi цiєї

системи вивчаються в п. 4.1.4, 4.1.5 та додатку E. А в пiдроздiлi 4.2 гамiльтонiв

опис лiнiйної часо-нелокальної системи побудовано в термiнах характеристичних
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частот узагальнених нормальних мод такої системи та їх амплiтуд, що є канонi-

чними змiнними.

В даному випадку частоти є функцiями моменту iмпульсу, i разом з ка-

нонiчними амплiтудами вони вони становлять поправки до енергiї колового руху.

Остаточну побудову гамiльтонового опису системи завершено в пiдроздiлi 4.3 з до-

помогою теоретико-групового аналiзу та правил вiдбору фiзично допустимих мод

серед усього їх розмаїття. У додатку F запропоновано iнтеґровну часо-нелокальну

осциляторну модель, на якiй проiлюстровано правила вiдбору. В п. 4.4 дано ви-

сновки.

Результати цього роздiлу опублiкованi в статтях [16, 22, 24], матерiалах i

тезах конференцiй [48–50], та препринтi [183].

4.1. Арiстотеле-iнварiантнi двочастинковi системи типу
Фоккера

4.1.1. Iнтґрал дiї та iнтеґрали руху

Почнемо з двочастинкової дiї типу Фоккера загального вигляду [379]:

I =

2∑

a=1

∫

dta La (ta, za(ta), ża(ta))

+

∫ ∫

dt1 dt2Φ (t1, t2, z1(t1), z2(t2), ż1(t1), ż2(t2)) , (4.1.1)

де za(ta) ≡ {zai; i=1, 2, 3} ∈ E3 – позицiйнi змiннi a-ї частинки (a = 1, 2), пара-

метризованi часовими змiнними ta ∈ R. Варiацiйна задача приводить до iнтеґро-

диференцiйних рiвнянь руху:
{

∂

∂za
− d

dta

∂

∂ża

}

(La + Λa) = 0, a = 1, 2, (4.1.2)

де d /dta ≡ ∂/∂ta + ża · ∂/∂za + z̈a · ∂/∂ża, а

Λ1 =

∫ ∞

−∞
dt2 Φ, Λ2 =

∫ ∞

−∞
dt1Φ. (4.1.3)
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Вихiдна дiя Тетроде-Фоккера (або Вiлера-Фейнмана) [34–36] описує реля-

тивiстичну задачу 2-х частинок з масами ma i зарядами qa (a=1, 2) з часо-

нелокальною (електромагнетною) взаємодiєю. Система є пуанкаре-iнварiантною i,

зазвичай, вiдома у явно коварiантному виглядi [36, 334]. У тривимiрному виглядi

(4.1.1) цю дiю можна представити iнтеґрандами:

La = −ma

√

1− ż2
a(ta);

Φ = −q1q2 [1− ż1(t1) · ż2(t2)] δ
[

(t1 − t2)
2 − (z1(t1)− z2(t2))

2
]

, (4.1.4)

Часо-нелокальнi взаємодiї допускаються i в нерелятивiстичнiй динамiцi. Як

приклад, розглянемо просту галiлей-iнварiантну модель, означену такими пiдiн-

теґральними членами дiї (4.1.1):

La = 1
2
maż

2
a(ta); Φ = −1

2
κ(t1 − t2) [z1(t1)− z2(t2)]

2 , (4.1.5)

де κ(−t) = κ(t). Модель є точно розв’язною, а її динамiка розглядається в до-

датку F. У випадку κ(t) = kδ(t), k > 0 модель зводиться до двочастинкового

гармонiчного осцилятора.

У цьому роздiлi розглядається загальний випадок, коли система iнварiантна

щодо перетворень групи Арiстотеля [377, 378], тобто тобто часових i просторових

трансляцiй та iнверсiй, i просторових поворотiв. Ця група є спiльною пiдгрупою

груп Галiлея та Пуанкаре. Цим залучено як нерелятивiстичнi, так i релятивiстичнi

часо-нелокальнi системи.

Симетрiйнi властивостi дiї (4.1.1) визначає загальна структура функцiй

La(ta, za, ża) (якi будемо називати 1-фоккерiанами) та Φ(t1, t2, z1, z2, ż1, ż2) (2-

фоккерiан), i веде до iснування iнтеґралiв руху, виведених для часо-нелокальних

систем (типу Фоккера) в роботах. [31, 379].

Iнварiантнiсть щодо часових трансляцiй t→ t+ λ0 (λ0 ∈ R) дає умови:

XT
0 La ≡

∂La
∂ta

= 0, XT
0 Φ ≡

2∑

a=1

∂Φ

∂ta
= 0 (4.1.6)



196

=⇒ Φ(t1, t2, ...) = Φ(t1−t2, ...) ≡ Φ(ϑ, ...), та iнтеґрал руху енергiї:

E =

2∑

a=1

{

ża ·
∂

∂ża
− 1

}

(La + Λa) +

∫∫

� dt1 dt2
∂

∂ϑ
Φ (4.1.7)

де
∫∫

� ≡
∫ t1

−∞

∫ ∞

t2

−
∫ ∞

t1

∫ t2

−∞
. (4.1.8)

Iнварiантнiсть щодо просторових трансляцiй z → z + λ (λ ∈ R3) дає:

XTLa ≡
∂La
∂za

= 0, XTΦ ≡
2∑

a=1

∂Φ

∂za
= 0 (4.1.9)

=⇒ Φ(.., z1, z2, ..) = Φ(.., z1 − z2, ..) ≡ Φ(.., z, ..) та збережуваний iмпульс:

P =
2∑

a=1

∂

∂ża
(La + Λa)−

∫∫

� dt1 dt2
∂

∂z
Φ. (4.1.10)

Iнварiантнiсть щодо обертань z → Rz (R ∈ O(3)) дає умови:

XRLa ≡ ẋa×
∂La
∂ża

= 0, XRΦ ≡ z×
∂Φ

∂z
+

2∑

a=1

ża×
∂Φ

∂ża
= 0 (4.1.11)

=⇒ La(ża) = La(ż
2
a) ≡ La(γa), a = 1, 2, (4.1.12)

Φ(ϑ, z, ż1, ż2) = Φ(ϑ, z2, z · ż1, z · ż2, ż
2
1, ż

2
2, ż1 · ż2)

≡ Φ(ϑ, α, β1, β2, γ1, γ2, δ) (4.1.13)

(тут × позначає векторний добуток) та збережуваний момент iмпульсу:

J =

2∑

a=1

za×
∂

∂ża
(La + Λa)

− 1

2

∫∫

� dt1 dt2

{

(z1 + z2)×
∂

∂z
+ ż1×

∂

∂ż1
− ż2×

∂

∂ż2

}

Φ. (4.1.14)

Iнварiантнiсть щодо часової iнверсiї дає умову

Φ(−ϑ, ...,−β1,−β2, ...) = Φ(ϑ, ..., β1, β2, ...); (4.1.15)

iнварiантнiсть щодо просторових iнверсiй забезпечується автоматично.
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4.1.2. Опис у системi вiдлiку, що рiвномiрно обертається

Перш за все здiйснимо координатне перетворення z 7→ y, що вiдповiдає

переходу у систему вiдлiку, яка рiвномiрно обертається. Матимемо:

za(ta) = S(ta)ya(ta) ≡ Saya(ta), ża = Saua ≡ Sa(ẏa +Ω×ya), (4.1.16)

де S(t) = exp(tΩ), Ω ∈ o(3) – стала матриця, а вектор Ω – дуальний до Ω: Ωk =

−1
2
ε ij
k Ωij (k = 1, 2, 3), так що Ω×y = Ωy. Вектор Ω визначає кутову швидкiсть

обертання системи вiдлiку Ω = |Ω| i її напрямок n = Ω/Ω.

В термiнах нових змiнних i з врахуванням симетрiйних властивостей (4.1.6),

(4.1.9), (4.1.11) можна означити "хвилькованi" фоккерiани в неiнерцiйнiй системi

вiдлiку:

La(ża) = La(Saua) = La(ua) ≡ L̃a(ya, ẏa;Ω), (4.1.17)

Φ(ϑ, z1−z2, ż1, ż2) = Φ(ϑ, S1y1−S2y2, S1u1, S2u2)

= Φ(ϑ, ST2 S1y1−y2, S
T
2 S1u1,u2)

= Φ(ϑ, S(ϑ)y1−y2, S(ϑ)u1,u2)

≡ Φ̃(ϑ,y1,y2, ẏ1, ẏ2;Ω). (4.1.18)

Детальну структуру цих функцiй можна отримати з р-нь (4.1.12)-(4.1.13), де ска-

лярнi аргументи α . . . δ вираженi в термiнах неiнерцiйних змiнних:

α = z2 = (S1y1 − S2y2)
2 = (Sy1 − y2)

2

= y2 + 2
{
y⊥
1 · y⊥

2 [1− cos(Ωϑ)]− (n,y1,y2) sin(Ωϑ)
}
, (4.1.19)

βa = ża · z = (−)ā(ẏa + va) · (ya − STa Sāyā)

= (−)ā(ẏa + va) · {ya − yā cos(Ωϑ)− n(n · yā)[1− cos(Ωϑ)]

− (−)an×yā sin(Ωϑ)} , a = 1, 2; ā = 3− a, (4.1.20)

γa = ż2
a = [Sa(ẏa + va)]

2 = ẏ2
a + 2ẏa · va + v2

a, (4.1.21)

δ = ż1 · ż2 = [S1(ẏ1 + v1)] · [S2(ẏ2 + v2)] = [S(ẏ1 + v1)] · (ẏ2 + v2)

= (ẏ1 + v1) · (ẏ2 + v2) cos(Ωϑ) + (n · ẏ1)(n · ẏ2)[1− cos(Ωϑ)]

+ (n, ẏ1 + v1, ẏ2 + v2) sin(Ωϑ); (4.1.22)
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тут va ≡ Ω×ya; (n,y1,y2) ≡ n · (y1×y2); S ≡ S1S
T
2 = exp(ϑΩ).

"Хвилькованi" фоккерiани як функцiї ya, ẏa є обертово-iнварiантними, але

щодо часо-залежної реалiзацiї O(3): y → S−1(t)RS(t)y ≡ S(−t)RS(t)y. Вiдповiдна

збережна величина є тим же ж моментом iмпульсу J , що i в р-нi (4.1.14).

Iнварiантнiсть "хвилькованих" фоккерiанiв щодо часових трансляцiй дає

iнтеґрал руху:

Ẽ =
2∑

a=1

{

ẏa ·
∂

∂ẏa
− 1

}(

L̃a + Λ̃a

)

+

∫∫

� dt1 dt2
∂

∂ϑ
Φ̃, (4.1.23)

де зв’язок мiж Λ̃a i Φ̃ є подiбнi до (4.1.3). Iнтеґрал (4.1.23) пов’язаний з iнтеґралами

(4.1.7), (4.1.14) тотожнiстю:

Ẽ = E −Ω · J . (4.1.24)

Її можна перевiрити прямим вживанням р-ня (4.1.16).

4.1.3. Розв’язки у видi колових орбiт

Твердження 4.1 Якщо фоккерiани iнварiантнi щодо дiї групи Арiстотеля,

тобто виконуються рiвностi (4.1.6), (4.1.9), (4.1.11), то вiдповiднi рiвняння руху

(4.1.2) допускають розв’язки у виглядi колових орбiт з характеристиками, описа-

ними нижче.

Д о в е д е н н я. Фоккерiвськi рiiвняння колового руху (тобто рiвняння спокою

в термiнах неiнерцiйних змiнних ya) мають вигляд:

∂

∂ya

(

L̃a + Λ̃a

)
∣
∣
∣
∣ ẏ1=0

ẏ2=0

= 0, a = 1, 2, (4.1.25)

де L̃a

∣
∣
∣
ẏa=0

= L̃a(ya, 0;Ω) ≡ L(0)
a (ya;Ω),

Λ̃a

∣
∣
∣ ẏ1=0

ẏ2=0

=

∫

dtā Φ̃(t1−t2,y1,y2, 0, 0;Ω) (ā = 3− a)

=

∫

dϑ Φ̃(ϑ,y1,y2, 0, 0;Ω) ≡ Λ(0)(y1,y2;Ω),

i остання функцiя є спiльною для обидвох значень a = 1, 2. Тому рiвняння спокою
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(4.1.25) можна представити в ефективнiй лаґранжевiй формi:

∂

∂ya
L(0) ≡ ∂

∂ya

(
2∑

a=1

L(0)
a + Λ(0)

)

= 0, a = 1, 2. (4.1.26)

Детальна структура лаґранжiану L(0) випливає з р-нь (4.1.12), (4.1.13) та

(4.1.19)-(4.1.22) iз врахуванням в’язi ẏa = 0. Тодi вираз (4.1.19) для α не змiниться,

тодi як решта скалярiв (4.1.20)-(4.1.22) спростяться:

β
(0)
1 = β

(0)
2 = Ω

[
y⊥
1 · y⊥

2 sin(Ωϑ)− (n,y1,y2) cos(Ωϑ)
]
,

γ(0)a = v2
a = Ω2|y⊥

a |2, δ(0) = Ω2y⊥
1 · y⊥

2 .

Iз цими рiвностями 2-фоккерiан набуває такої загальної структури:

Φ(0) = Φ(0)(ϑ,y2, |y⊥
1 |2, |y⊥

2 |2,y⊥
1 · y⊥

2 , (n,y1,y2); Ω). (4.1.27)

Якщо врахувати симетрiю щодо часової iнверсiї (4.1.15):

Φ(0)(−ϑ, ...) = Φ(0)(ϑ, ...), (4.1.28)

то iнтеґрування цiєї функцiї за ϑ дає таку загальну структуру Λ(0):

Λ(0) =

∫

dϑΦ(0) = Λ(0)(y2, |y⊥
1 |2, |y⊥

2 |2, y⊥
1 · y⊥

2 , (n,y1,y2)
2; Ω).

Оскiльки (n,y1,y2) = ±|y1×y2|, так що (n,y1,y2)
2 = |y⊥

1 |2|y⊥
2 |2 − (y⊥

1 · y⊥
2 )

2,

тодi остаточнi структури 2-фоккерiану i, отже, ефективного лаґранжiану в р-нi

(4.1.26) можна виразити через чотири скалярнi арґументи:

Λ(0) = Λ(0)(y2, |y⊥
1 |2, |y⊥

2 |2, y⊥
1 · y⊥

2 ; Ω) ≡ Λ(0)(σ0, σ1, σ2, σ3; Ω), (4.1.29)

L(0) = L(0)(σ0, σ1, σ2, σ3; Ω) =

2∑

a=1

L(0)
a (σa; Ω) + Λ(0)(σ0 . . . σ3; Ω). (4.1.30)

Ця форма є корисною для вивчення колових розв’язкiв (4.1.26).
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Введення позначень ki ≡ ∂L(0)/∂σi (i = 0 . . . 3) зводить (4.1.26) до вигляду:

2(−)āk0y + 2kay
⊥
a + k3y

⊥
ā = 0, a = 1, 2. (4.1.31)

Скалярний добуток цих рiвнянь з n дає умову:

k0n · y = 0 =⇒ n · y = 0 =⇒ y⊥n

(тут не розглядається випадок k0 = 0, який вiдповiдає дуже спецiальному стати-

чному розв’язку).

Зауважимо, що y i, отже, σ0 є трансляцiйно iнварiантними; y⊥
a i, отже, σa,

σ3 є iнварiантними щодо трансляцiй вздовж n. Тому розв’язок р-ня (4.1.31) озна-

чений з точнiстю до довiльного вектору, паралельного до n. Ми фiксуємо його

умовою: n · ya = 0, a = 1, 2 =⇒ ya⊥n, ya = y⊥
a .

З цього мiсця позначку "⊥" бiля вектору ya упускатимемо.

Решта рiвнянь (4.1.31) набувають вигляду:

2(k0 + k1)y1 − (2k0 − k3)y2 = 0, (4.1.32)

−(2k0 − k3)y1 + 2(k0 + k2)y2 = 0; (4.1.33)

вони мають нетривiальний розв’язок y1 = R1, y2 = R2, R1||R2⊥Ω за умови:

4(k0 + k1)(k0 + k2)− (2k0 − k3)
2 = 0. (4.1.34)

Якщо обрати орт ǫ1 = R1/R1, то (4.1.32)-(4.1.33) можна звести до рiвностей:

y1 = R1ǫ1, y1 = −R2ǫ1, (4.1.35)
R2

R1
=

k3 − 2k0
2(k0 + k1)

=
2(k0 + k2)

k3 − 2k0
. (4.1.36)

В умовi (4.1.35) закладено припущення, що R2 ↑↓ R1 i, отже, R1 > 0, R2 > 0.

В iншому разi R2 < 0, але цей випадок є нефiзичним. Спiввiдношення (4.1.34) i

(4.1.36) утворюють систему рiвнянь, що визначають R1 i R2 як функцiї Ω. �

Статичний характер розв’язкiв у виглядi колових орбiт означає, що фокке-

рiани L(0)
a i Λ(0) залежать вiд сталих векторiв (4.1.35). Крiм цього, Φ(0) є функцiєю
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вiд ϑ = t1− t2. Тому iнтеґрали руху вздовж колових орбiт можна обчислити явно.

Для цього корисно обчислити анзац для "косого"iнтеґрування (4.1.8), вiрний для

довiльної функцiї f(ϑ):
∫∫

� dt1 dt2 f(ϑ) ≡
[∫ t1

−∞

∫ ∞

t2

−
∫ ∞

t1

∫ t2

−∞

]

dt′1 dt
′
2 f(ϑ

′) =

∫ ∞

−∞
dϑ′ (ϑ− ϑ′)f(ϑ′).

Крiм цього, часова зворотнiсть (4.1.28) ф-ї Φ(0) спрощує означення Ẽ(0):

Ẽ(0) = −
2∑

a=1

(

L(0)
a + Λ(0)

)

−
∫ ∞

−∞
dϑ ϑ

∂

∂ϑ
Φ(0)

= −
2∑

a=1

L(0)
a − 2Λ(0) +

∫ ∞

−∞
dϑΦ(0) = −

2∑

a=1

L(0)
a − Λ(0) = −L(0) . (4.1.37)

Обчислення моменту iмпульсу є громiздким: J (0) = nJ (0), де

J (0) = 2Ω
2∑

a=1

R2
a (La + Λa)

(0)
γa

−R1R2

∞∫

−∞

dϑ {[(2Φα − Ω2Φδ)ϑ+ Φβ1 +Φβ2] sin(Ωϑ)

+ [2Φδ + (Φβ1 + Φβ2)ϑ]Ω cos(Ωϑ)}(0); (4.1.38)

iндекси α, ..., δ позначають похiднi Φα = ∂Φ/∂α i т.д.

З (4.1.37) i (4.1.38) випливає таке спiввiдношення:

J (0) = −∂Ẽ(0)/∂Ω = ∂L(0)/∂Ω. (4.1.39)

Iнтеґрал повного iмпульсу (4.1.10) занулюється: P (0) = 0, що вiдповiдає

системi вiдлiку центра мас (ЦМ).

4.1.4. Рiвняння руху в лiнiйному наближеннi

Малi збурення ρa(ta) колових орбiт можна ввести природньо:

ya(ta) = Ra + ρa(ta), ẏa(ta) = ρ̇a(ta), a = 1, 2

а тодi пiдставити у дiю (4.1.1). Розклад фоккерiанiв (4.1.17), (4.1.18) до квадра-

тичних членiв за ρa(ta), ρ̇a(ta) дає:
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I =
∑

a

∫

dta L
(0)
a +

∫ ∫

dt1 dt2Φ
(0)

+
∑

a

∫

dta

{[

∂L̃a
∂ya

+

∫

dtā
∂Φ̃

∂ya

](0)

︸ ︷︷ ︸
‖
0

·ρa +
[

∂L̃a
∂ẏa

+

∫

dtā
∂Φ̃

∂ẏa

](0)

·ρ̇a
︸ ︷︷ ︸

повна похiдна

}

+
1

2

∑

a

∫

dta
(
Laijρ

i
aρ
j
a + 2Laîρ

i
aρ̇
j
a + Laı̂̂ρ̇

i
aρ̇

j
a

)

+
1

2

∑

a

∑

b

∫ ∫

dt1 dt2

(

Φai bjρ
i
aρ
j
b + 2Φai b̂ρ

i
aρ̇
j
b + Φaı̂ b̂ρ̇

i
aρ̇
j
b

)







I(2) (4.1.40)

з коефiцiєнтами Laij =
∂2L̃a

∂yia∂y
j
b

∣
∣
∣

(0)

, Φai b̂ =
∂2Φ̃

∂yia∂ẏ
j
b

∣
∣
∣

(0)

i т.д.

Лише члени I(2) дають внесок в рiвнянняня збуреного руху:

Laijρ
j
a(t) + La[î]ρ̇

j
a(t)− Laı̂̂ρ̈

j
a(t) +

∫

dt′ Ξaij(t− t′)ρjā(t
′) = 0; (4.1.41)

тут La[î] ≡ Laî − Lajı̂ (a = 1, 2; (−)ā = 3− a),

Laij = Laij + Λaij, Laî = . . . , (4.1.42)

Ξaij(ϑ) = Φai āj(ϑ) + (−)āΦ̇[ai ā̂](ϑ)− Φ̈aı̂ ā̂(ϑ) (4.1.43)

а Φ̇(ϑ) ≡ ∂Φ/∂ϑ. Часова зворотнiсть дає таку властивiсть ядра:

Ξaij(ϑ) = Ξaji(−ϑ) = Ξāji(ϑ) = Ξāij(−ϑ). (4.1.44)

Пiдстановка ρia(t) = eiae
− iωt приводить до системи рiвнянь:

2∑

b=1

Dai bj(ω)e
j
b = 0 (4.1.45)

з динамiчною 6×6–матрицею

D(ω) =

∥
∥
∥
∥

L1ij − iωL1[î] + ω2L1ı̂̂ Ξ̌1ij(ω)
Ξ̌2ij(−ω) L2ij − iωL2[î] + ω2L2ı̂̂

∥
∥
∥
∥
. (4.1.46)

Згiдно з (4.1.44), для поза-дiагональних матричних елементiв Ξ̌aji(ω) ≡
∫
dϑΞaji(ϑ)e

iωϑ маємо:

Ξ̌aji(ω) = Ξ̌
∗
aij(ω), Ξ̌2ij(ω) = Ξ̌1ij(−ω). (4.1.47)
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Рiвняння (4.1.45) визначає характеристичнi моди системи. Зокрема, власнi

частоти визначаються з секулярного рiвняння detD(ω) = 0.

Подальше тлумачення системи залежить вiд властивостей динамiчної ма-

трицi (4.1.46). Розглянемо загальнi наслiдки арiстотелевої iнварiантностї.

Твердження 4.2 Динамiчна матриця (4.1.46), побудована з арiстотеле-

iнварiантних фоккерiанiв, допускає такi власнi частоти ω та частинковi власнi

вектори ea:

ω1 = 0, e1 = {0, R1, 0}, e2 = {0,−R2, 0}; (4.1.48)

ω2 = ±Ω, e1 = {0, 0, R1}, e2 = {0, 0,−R2}; (4.1.49)

ω3,4 = ±Ω, e1 = {1,∓ i , 0}, e2 = {1,∓ i , 0}; (4.1.50)

ω5 = 0, e1 = {0, 0, 1}, e2 = {0, 0, 1}, (4.1.51)

де Ra (a = 1, 2) означенi р-нями (4.1.34), (4.1.36), а координатнi орти обрано так:

ǫ3 = n ⇈ Ω, ǫ1 ⇈ R1, ǫ2 = ǫ3×ǫ1.

Д о в е д е н н я див. в додатку E �

Iнтерпретацiя цих мод стає очевидною, якщо повернутися вiд неiнерцiйної

системи вiдлiку до нерухомої. Моди (4.1.48)-(4.1.49) описують коловi орбiти, але

як цiле повернутi на малий кут. Моди (4.1.50)-(4.1.51) зсувають коловi орбiти на

сталий вектор. Тому усi 5 мод (4.1.48)-(4.1.51), якi називатимемо кiнематичними,

можна компенсувати переозначенням ( шляхом повороту або трансляцiї) вихiдної

ЦМ-системи вiдлiку.

Завдяки твердженню 2, кiнематичнi моди легко вiддiлити вiд динамiчних

мод, власнi частоти яких можна отримати з рiвняння:

detD(ω)

ω4(ω2 − Ω2)3
= 0. (4.1.52)

Оскiльки D(ω) є 6×6-матирцею, то секулярне рiвняння (4.1.52) є досить

громiздким. Його можна факторизувати завдяки наступному твердженню.

Твердження 4.3. Виконуються такi тотожностi:

Daj b3(ω) = Da3 bj(ω) = 0 для довiльних a, b = 1, 2 та j = 1, 2.
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Д о в е д е н н я випливає з представлення (4.1.12), (4.1.13) для 1- and 2-

фоккерiанiв, i таких тотожностей:

∂α

∂y3a

∣
∣
∣
∣

(0)

= · · · = ∂δ

∂y3a

∣
∣
∣
∣

(0)

= 0,
∂α

∂ẏ3a

∣
∣
∣
∣

(0)

= · · · = ∂δ

∂ẏ3a

∣
∣
∣
∣

(0)

= 0,

∂2α

∂yja∂y3b

∣
∣
∣
∣
∣

(0)

= · · · = 0, · · · = ∂2δ

∂ẏja∂ẏ3b

∣
∣
∣
∣
∣

(0)

= 0, j = 1, 2,

де α, . . . δ означенi в (4.1.19)-(4.1.22), а "(0)" позначає значення маркованої вели-

чини вздовж колового руху. �

Завдяки цьому твердженню detD(ω) розпадається на два множники:

detD(ω) = detD⊥(ω) · detD‖(ω),

де D⊥(ω) = ‖Dai bj(ω)‖ (i, j = 1, 2), D‖(ω) = ‖Da3 b3(ω)‖ .

2×2–пiдматриця D‖(ω) допускає двi кiнематичнi моди (4.1.49) i (4.1.51), а 4×4-

пiдматриця D⊥(ω) – три iншi кiнематичнi моди (4.1.48), (4.1.50) та динамiчнi моди.

Частоти останнiх можна обчислити iз зведеного секулярного рiвняння:

detD⊥(ω)

ω2(ω2 − Ω2)2
= 0. (4.1.53)

Секулярнi рiвняння (4.1.52) або (4.1.53) спрощуються у випадку частинок

рiвних мас.

4.1.5. Динамiка системи частинок рiвних мас

Система частинок рiвних мас означена фоккерiанами з такими властивостя-

ми:

La(ża) = L(ża), (4.1.54)

Φ(ϑ, z1, z2, ż1, ż2) = Φ(−ϑ, z2, z1, ż2, ż1). (4.1.55)

Твердження 4.4. За фiзично правдоподiбних умов р-ня руху (4.1.25) для

однакових частинок допускають коловий рух виду:

y1 = R, y2 = −R (та ẏ1 = ẏ2 = 0) (4.1.56)
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з характеристиками, описаними нижче.

Д о в е д е н н я. З (4.1.56) та (4.1.32), (4.1.33) випливає рiвнiсть: k1 = k2,

що стає тотожнiстю за умови (4.1.56). Тодi п.ч. р-ня (4.1.34) для |R| = R(Ω)

факторизується:

(4k0 + 2k1 − k3) = 0 або/i (2k1 + k3) = 0. (4.1.57)

Хоча необхiдно справдити розв’язки обидвох рiвнянь (4.1.57), але правдоподiбно,

що лише 1-ше р-ня має фiзичний сенс: лише воно мiстить похiднi k0 = ∂L(0)/∂y2,

що очевидно пов’язанi iз взаємодiєю частинок. �

Твердження 4.5. Для системи однакових частинок, iнварiантної щодо про-

сторових iнверсiй, елементи динамiчної матрицi задовольняють р-стi:

D2i 2j(ω) = D1i 1j(ω), D2i 1j(ω) = D1i 2j(ω) (4.1.58)

Д о в е д е н н я. Якщо 1-фоккерiан iнварiантний щодо просторових iнверсiй:

L̃(−y,−ẏ) = L̃(y, ẏ), то 2-гi похiднi вiд нього – також. Отже, маємо

L2ij =
∂2L̃
∂yi∂yj

(−R, 0) = ∂2L̃
∂yi∂yj

(R, 0) = L1ij (4.1.59)

i, подiбно,
L2î = L1î, L2ı̂̂ = L1ı̂̂. (4.1.60)

2-фоккерiан для однакових частинок можна представити у виглядi:

Φ̃(ϑ,y1,y2, ẏ1, ẏ2) =
1
2
F (ϑ,y1,y2, ẏ1, ẏ2) +

1
2
F (−ϑ,y2,y1, ẏ2, ẏ1);

тут F (ϑ,x,y,u, v) – деяка функцiя (наприклад, власне Φ(ϑ,x,y,u, v)), iнва-

рiантна щодо iнверсiй: F (ϑ,−x,−y,−u,−v) = F (ϑ,x,y,u, v),

i тому її 2-гi похiднi – також. Маємо рiвнiсть

Φ2i 2j(ϑ) =
∂2F

2∂yi∂yj
(ϑ,R,−R, 0, 0) + ∂2F

2∂xi∂xj
(−ϑ,−R,R, 0, 0)

= ∂2F
2∂yi∂yj (ϑ,−R,R, 0, 0) + ∂2F

2∂xi∂xj (−ϑ,R,R, 0, 0) = Φ1i 1j(−ϑ)

i подiбнi рiвностi для iнших похiдних та фур’є-образiв:

Φ̌2i 2j(ω) = Φ̌1i 1j(−ω), . . . , Φ̌2ı̂1̂(ω) = Φ̌1ı̂ 2̂(−ω). (4.1.61)
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Тодi, вживаючи означення (4.1.42), (4.1.43), (4.1.46) та властивостi (4.1.47),

(4.1.59), (4.1.60) i (4.1.61), отримаємо рiвностi (4.1.58). �

Завдяки рiвностям (4.1.58) система р-нь (4.1.45) розпадається на двi:

Dij(ω)ε
j = 0 де Dij(ω) ≡ L1ij − iωL1[î] + ω2L1ı̂̂ + Ξ̌1ij(ω)

= D1i 1j(ω) +D1i 2j(ω), ε
j ≡ 1

2
(ej1+e

j
2); (4.1.62)

Dij(ω)e
j = 0, де Dij(ω) ≡ L1ij − iωL1[î] + ω2L1ı̂̂ − Ξ̌1ij(ω)

= D1i 1j(ω)−D1i 2j(ω), ej ≡ ej1 − ej2. (4.1.63)

Легко переконатися, що пiдсистема (4.1.62) три кiнематичнi власнi частоти

i вектори (4.1.50), (4.1.51), тодi як пiдсистема (4.1.63) – двi iншi кiнематичнi моди

(4.1.48), (4.1.49) i, принаймнi, одну динамiчну моду. Частоти останньої можна

обчислити iз зведеного секулярного рiвняння:

ω−2 detD⊥(ω) = 0, де D⊥(ω) ≡ ‖Dij(ω)‖ (i, j = 1, 2) (4.1.64)

є зведеною динамiчною матрицею.

4.2. Гамiльтонiзацiя нелокальнихлiнiйних систем

Квадратичнi члени дiї (4.1.40) можна представити у такому простому ви-

глядi:

I(2) = 1
2

∑

kl

∫ ∫

dt dt′ ρk(t)Dkl(t− t′)ρl(t′), (4.2.1)

де дiйсне матричне ядро D(t− t′) = ||Dkl(t− t′)|| (тут вжито мультиiндекс: k, l =

(a, i), (b, j) i т.д.) iнварiантне щодо часових трансляцiй та iнверсiї:

DT(t′ − t) = D(t− t′). Часо-нелокальнi лiнiйнi рiвняння руху:

∑

l

∫

dt′Dkl(t− t′)ρl(t′) = 0 (4.2.2)

допускають фундаментальну систему розв’язкiв виду: ρk(t) = ek(ω)e− iωt. Їх пiд-

становка в рiвняння (4.2.2) дає систему алгебричних рiвнянь:

∑

l

Dkl(ω)e
l(ω) = 0, (4.2.3)
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що становить задачу на власнi вектори поляризацiї ek(ω) та характеристичнi ча-

стоти ω. Останнi визначаються з секулярного рiвняння detD(ω) = 0 в термiнах ди-

намiчної матрицi: D(ω) =
∫
dtD(t)e iωt. За-через часо-нелокальнiсть задачi (4.2.2)

матричнi елементи Dkl(ω) є, загалом, неполiномiальними функцiями вiд ω. Як

наслiдок, розв’язки секулярного рiвняння утворюють, загалом, нескiнченну мно-

жину комплексних i/або дiйсних характеристичних частот. В силу симетрiйних

властивостей динамiчної матрицi:

DT(ω) = D(−ω), D†(ω) = D(ω∗) (4.2.4)

ця множина складається з квадруплетiв {±ωα,±ω∗
α, α = 1, 2, . . .} (i/або дублетiв,

якщо Imωα = 0 або Reωα = 0), а загальний розв’язок рiвнянь (4.2.2) є сумою

вiдповiдних мод з поляризацiєю ekα ≡ ek(ωα) та f kα ≡ ek(ω∗
α):

ρk(t) =
∑

α

{

Aαe
k
α e− iωαt +A∗

α

∗
ekα e iω

∗
αt +Bαf

k
α e− iω∗

αt + B∗
α

∗
f kα e iωαt

}

. (4.2.5)

Довiльнi комплекснi змiннi Aα i Bα параметризують фазовий простiр PC

системи (загалом ∞-вимiрний). Якщо Im ωα 6= 0, то вiдповiднi члени в (4.2.5)

є необмеженi, що суперечить прийнятому наближенню малих ρk. Можна обрати

Bα = 0 в (4.2.5), що дає згасаючий розв’язок. Але цей випадок не можна iнкор-

порувати в гамiльтонiв опис в рамках прийнятої схеми. Навiть бiльше, компле-

кснi частоти приводять до труднощiв фiзичної iнтерпретацiї системи [380]. Тому

розглянемо детально дiйснi моди, тобто тi, що вiдповiдають дiйсним частотам.

Комплексних та уявних мод торкнемся побiжно.

4.2.1. Дiйснi моди

Нехай Imωα = 0. Тодi загальний розв’язок (4.2.5) зводиться до такого:

ρk(t) =
∑

α

{

Aαe
k
α e− iωαt + A∗

α

∗
ekα e iωαt

}

, (4.2.6)

де пiдсумовування здiйснюється за тими α, для яких Re ωα ≥ 0 i Im ωα = 0.

У цьому мiсцi задача полягає у побудовi гамiльтонового опису для варi-

ацiйного принципу (4.2.1) на фазовому пiдпросторi PR ⊂ PC розв’язкiв (4.2.6),
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параметризованому комплексними змiнними Aα. Як дороговказ до цiєї мети обе-

рiмо гамiльтонiв формалiзма для часо-нелокальних лаґранжiанiв запропонований

Лльозою та Вiвесом [105].

Означимо часо-нелокальний лаґранжiан:

L(t) = 1
2

∑

kl

∫

dt′ ρk(t)Dkl(t− t′)ρl(t′), (4.2.7)

у термiнах якого дiя (4.2.1) набуває звичайного вигляду I(2) =
∫
dt L(t), i функцiо-

нальну похiдну:

Ek(t, t
′; [ρ]) ≡ δL(t)

δρk(t′)
= 1

2

∑

l

ρl(t)Dlk(t− t′). (4.2.8)

Тодi, згiдно з роботою [105], гамiльтонова структура на фазовому просторi часо-

нелокальної системи визначена симплектичною формою, тобто замкненою дифе-

ренцiйною 2-формою:

Ω =
∑

kl

∫

dt

∫

ds

∫

duΞ(t, s)
δEk(s, t; [ρ])

δρl(u)
δρl(u) ∧ δρk(t), (4.2.9)

де Ξ(t, s) ≡ 1
2
(sgn t− sgn s) = Θ(t)Θ(−s)−Θ(−t)Θ(s), (4.2.10)

δρk(t) позначає функцiональний диференцiал вiд ρk(t), а "∧" позначає косий до-

буток. У свою чергу, явне обчислення симплектичної форми дає спiввiдношення

дужок Пуасона (ДП) фазових змiнних (у нашому випадку – Aα).

Очевидно, що симплектична форма (4.2.9) є точною, тобто Ω = δΘ , де

Θ =
∑

k

∫

dt

∫

dsΞ(t, s)Ek(s, t; [ρ])δρ
k(t) (4.2.11)

є так звана 1-форма Лiувiля, означена з точнiстю до довiльної точної 1-форми

(тобто повного диференцiалу). Обчислення Θ (замiсть Ω) є простiшим.

Гамiльтонiан часо-нелокальної системи має формальний вираз [105]:

H =
∑

k

∫

dt

∫

ds Ξ(t, s)Ek(s, t; [ρ])ρ̇
k(t)− L(t)|t=0. (4.2.12)

При iнтеґруваннi рiвностей (4.2.11) та (4.2.12) є корисною така формула:
∫

dt

∫

ds Ξ(t, s)E(s, t)f(t) =

∞∫

−∞

ds

s∫

0

dt E(t− s, t)f(t).
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Обчислимо форму Лiувiля Θ , вживаючи (4.2.6) i (4.2.8) в (4.2.11):

Θ = 1
2

∑

kl

∞∫

−∞

ds

s∫

0

dt Dkl(s)ρ
l(t− s)δρk(t)

= 1
2

∑

kl

∑

αβ

∞∫

−∞

ds Dkl(s)

s∫

0

dt
(

Aαe
l
αe

− iωα(t−s) + A∗
α

∗
elαe

iωα(t−s)
)

×
×
(

e− iωβtekβδAβ + e iωβt
∗
ekβδA

∗
β

)

= i
2

∑

kl

∑

αβ

[Aαe
l
α, A

∗
α

∗
elα ]×

×
[

−Dlk(ωα)−Dlk(−ωβ)
ωα+ωβ

−Dlk(ωα)−Dlk(ωβ)
ωα−ωβ

Dlk(−ωα)−Dlk(−ωβ)
ωα−ωβ

Dlk(−ωα)−Dlk(ωβ)
ωα+ωβ

][

ekβδAβ
∗
ekβδA

∗
β

]

. (4.2.13)

Згiдно iз властивостями (4.2.3) i (4.2.4), усi члени суми в (4.2.13) занулюються

окрiм тих членiв, якi вiдповiдають α = β i мiстять антидiагональнi члени квадра-

тної матрицi в останнiй стрiчцi (4.2.13). Цi члени мають невизначенiсть типу 0/0,

яку можна усунути гарничним переходом:

Θ = i
2

∑

kl

∑

α

lim
λ→ω

(

A∗
α

∗
elα
Dlk(λα)−Dlk(ωα)

λα − ωα
ekαδAα

− Aαe
l
α

Dlk(−λα)−Dlk(−ωα)
λα − ωα

∗
ekαδA

∗
α

)

= i
2

∑

α

∆α(A
∗
αδAα − AαδA

∗
α), де ∆α ≡

∑

kl

∗
ekα
dDkl(ωα)

dω
elα = ∆

∗
α. (4.2.14)

Перш нiж обчислити гамiльтонiан зауважимо, що лаґранжiан (4.2.7) зану-

люється в силу рiвнянь руху (4.2.2), отже останнiй член в (4.2.12) також. Решту

суми в (4.2.12) можна обчислити як форму Лiувiля (4.2.11), (4.2.13), але з фор-

мальною замiною у нiй δAα → − iωαAα:

H =
∑

α
∆αωα|Aα|2. (4.2.15)

Якщо ∆α > 0, то можна переозначити вектори поляризацiї ekα → ẽkα =

∆
−1/2
α ekα в (4.2.6) так, що форма Лiувiля та гамiльтонiан спростяться:

Θ = i
2

∑

α
(A∗

αδAα − AαδA
∗
α), (4.2.16)

H =
∑

α
ωα|Aα|2. (4.2.17)
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Тодi з (4.2.16) отримуємо симплектичну форму: Ω = δΘ = i
∑

α δA
∗
α ∧ δAα, що

породжує такi ДП: {Aα, Aβ} = {A∗
α, A

∗
β} = 0, {Aα, A

∗
β} = − i δαβ. При квантуваннi

Aα → Âα, A∗
α → Â†

α отримаємо стандартнi оператори знищення i породження:

[Âα, Â
†
β] = δαβ; гамiльтонiан (4.2.17) набуває стандартного осциляторного вигляду

i негайно приводить до дискретного спектру E =
∑

α ωα(nα +
1
2
), nα = 0, 1, . . . .

Комплекснi змiннi Aα, A∗
α називатимемо канонiчними.

Нехай тепер {α} = {α′}∪{α′′} такi, що ∆α′ > 0 and ∆α′′ < 0. Переозначимо

вектори поляризацiї ekα → ẽkα = |∆α|−1/2ekα, а також канонiчнi змiннi Aα′′ → Cα′′ =

A∗
α′′. Це зводить форму Лiувiля (4.2.14) до канонiчної:

Θ = i
2

∑

α′

(A∗
α′δAα′−Aα′δA∗

α′)− i
2

∑

α′′

(A∗
α′′δAα′′−Aα′′δA∗

α′′)

= i
2

∑

α′

(A∗
α′δAα′−Aα′δA∗

α′) + i
2

∑

α′′

(C∗
α′′δCα′′−Cα′′δC∗

α′′).

Але гамiльтонiан у цьому випадку не є додатньо-визначеним:

H =
∑

α′

ωα′|Aα′|2 −
∑

α′′

ωα′′|Cα′′|2. (4.2.18)

Ця риса типова для систем з вищими похiдними або часово-нелокальних [380].

4.2.2. Комплекснi моди

Нехай Re ωα 6= 0, Im ωα 6= 0. Пiдставимо розв’язок (4.2.5) в (4.2.11) та

виконаємо обчислення, подiбнi до випадку рiвнянь (4.2.13)-(4.2.14). Отримаємо

внесок α-ї комплексної моди у форму Лiувiля:

Θα = i
2
{∆α(B

∗
αδAα−AαδB

∗
α) +∆

∗
α(A

∗
αδBα−BαδA

∗
α)} , (4.2.19)

з комплексними (на вiдмiну до означених в (4.2.14)) коефiцiєнтами:

∆α ≡
∑

kl

∗
fkα
dDkl(ωα)

dω
elα 6= ∆

∗
α. (4.2.20)

Тодi переозначення ekα → ẽkα = ∆
−1/2
α ekα, f

k
α → f̃ kα =

∗
∆

−1/2
α f kα в (4.2.5) зводить

(4.2.19) до вигляду:

Θα = i
2
(B∗

αδAα−AαδB
∗
α + A∗

αδBα−BαδA
∗
α) . (4.2.21)
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Подiбно можна отримати внесок α-ї моди в гамiльтонiан:

Hα = ωαB
∗
αAα + ω∗

αA
∗
αBα. (4.2.22)

Форма Лiувiля (4.2.21) не розпадається за змiнними Aα and Bα якi, отже,

не є нi канонiчними нi придатними для квантування. Властивостi гамiльтонiану

(4.2.22) у цих змiнних не є зрозумiлими. Тому замiнимо цi комплекснi змiннi на

дiйснi. Для стислостi викладу розглянемо лише одну моду, що вiдповiдає крадру-

плету характеристичних частот, а iндекс α та пiдсумовування за α упускатимемо.

Вибiр канонiчних змiнних неоднозначний. Якщо обрати:

A = (−P + i p)/
√
2, B = (q + iQ)/

√
2,

то форма Лiувiля стандартизується: Θ
md
== pδq + PδQ

(позначення “md” означає “з точнiстю до повного диференцiалу”), тодi як

H = −Reω(qP −Qp)− Imω(qp +QP ).

Гамiльтонiан такого вигляду проквантовано в [380], де показано, що його спектр

є неперервним та необмеженим як зверху, так i знизу: E ∈ R. Фiзичне значення

такої системи є сумнiвним.

4.2.3. Уявнi моди

Нехай Re ωα = 0, а Im ωα ≡ γα > 0. Внесок цiєї α-ї моди в розв’язок (4.2.5)

зводиться до таких членiв:

ρkα(t) = Aαe
k
α eγαt +Bαf

k
α e−γαt, (4.2.23)

де Aα, Bα, ekα i f kα є дiйсними. Коефiцiєнт (4.2.20) в цьому випадку виявляється

суто уявним: Re∆α = 0.

Знову упустимо iндекс α, та введемо знаковий множник η ≡ sgn Im∆ (=

±1). Тодi внески уявної моди у форму Лiувiля та гамiльтонiан є такi:

Θ = 1
2
η{BδA−AδB} md

== ηBδA
md
== −ηAδB, (4.2.24)
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H = ηγBA. (4.2.25)

З (4.2.24) видно, що A i B утворюють пару взаємно спряжених дiйсних кано-

нiчних змiнних. А саме, A є координатного типу а B – iмпульного типу, якщо

η = 1, i навпаки, якщо η = −1. При квантуваннi гамiльтонiан H виявляється

необмеженим оператором з неперервним спектром, як у попередньому випадку.

Щоб переконатися в цьому, здiйснимо канонiчне перетворення:

A = η
√

γ/2(p/γ − q), B =
√

γ/2(p/γ + q).

У цих термiнах форма Лiувiля (4.2.24) та гамiльтонiан (4.2.25) стають такими:

Θ
md
== pδq, H = 1

2
{p2 − γ2q2}.

Останнiй вираз для гамiльтонiану описує добре вiдомий нестiйкий осцилятор зi

спектром E ∈ R.

4.3. Гамiльтонiв опис та квантування (не)релятивiстичних
систем типу Фоккера

Як вихiдний пункт для переходу до гамiльтонового опису розглянемо iнте-

ґрал енергiї. Вживаючи р-ня (4.1.24) та (4.1.37)-(4.1.39) отримаємо:

E ≈ E(0)(Ω) + E(2)(Ω; ρ) = Ẽ(0)(Ω)− Ω ∂Ẽ(0)/∂Ω+ Ẽ(2)(Ω; ρ). (4.3.1)

В нульовому наближеннi рух частинок є коловим. Вiн характеризується кутовою

швидкiстю Ω = |Ω| що, у свою чергу, визначає момент iмпульсу J (0)(Ω) та енергiю

E(0)(Ω). Р-ня (4.3.1) нагадує перетворення Лежандра вiд ефективного лаґранжi-

ану L(0)(Ω) = −Ẽ(0)(Ω) до гамiльтонiану як функцiї вiд J = |J |:

H(0)(J) = E(0)(Ω)
∣
∣
∣
Ω=f(J)

; (4.3.2)

тут функцiя Ω = f(J) є оберненою до J = J (0)(Ω).

Явний вигляд поправки E(2)(Ω; ρ) = Ẽ(2)(Ω; ρ) до енергiї E(0)(Ω) тут не ва-

жливий; її можна отримати як квадратичний член ρ-розкладу iнтеґралу (4.1.23)
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або, еквiвалентно, отримати з дiї I(2) (4.1.40). Знову вживаючи пiдстановку

Ω= f(J), можна виразити член Ẽ(2)(f(J); ρ) через канонiчнi змiннi, що описують

вiдхилення вiд колового руху частинок. Оскiльки дiя I(2) є часо-нелокальною, а

Ẽ(2) не є функцiєю, а функцiоналом змiнних ρa, стандартне перетворення Лежан-

дра тут не застосовне.

Користуючись iдеями роботи [105], в пiдроздiлi 4.2 побудовано гамiльтонiан

(4.2.17) або (4.2.18) для загальної лiнiйної системи, означеної часо-нелокальним

iнтеґралом дiї. Вiн залежить вiд частот характеристичних мод та їх амплiтуд як

канонiчних змiнних.

У частковому локальному випадку Φ(ϑ, z1, ..., ż2) = δ(ϑ)Λ(z1, ..., ż2) дина-

мiчна 6×6-матриця є полiномiальною щодо ω. Вона допускає 6 мод з дiйсними

частотами, що дають додатнiй внесок в гамiльтонiан (4.2.17). 5 кiнематичних мод

(4.1.48)-(4.1.51) описують рух системи як цiлого, i лише одна мода характеризує

притаманну лише їй динамiку (ця мода вiдповiдає радiальним мiжчастинковим

осциляцiям). Щоб уникнути далi подвiйного врахування ступенiв вiльностi, при-

гнiтимо кiнематичнi моди i отримаємо:

H(2)(J ; |Ar|) = ωr(J)|Ar|2; (4.3.3)

тут ωr(J) ≡ ωr(Ω)|Ω=f(J) i Ar – частота i амплiтуда радiальних осциляцiй.

В загальному випадку часо-нелокальної (тут фоккерiвської) системи дина-

мiчна матриця не є полiномiальною i може допускати нескiнченну кiлькiсть мод

з дiйсними i/або комплексними частотами. Пiсля вiддiлення кiнематичних мод

виникає питання: як тлумачити випадок, коли кiлькiсть решти мод є бiльшою вiд

1 ?

Можлива точка зору є такою, що "надлишковii" ступенi вiльностi дiйсно

притаманнi фоккерiвськiй системi, яку буквально розглядаємо як фiзичну мо-

дель. Якщо є комплекснi частоти, то система є нестiйкою i не може утворювати

зв’язанi стани, принаймнi в МКО-наближеннi.; див. п. 4.2.2-3. Деякi моди з дiй-

сними частотами можуть давати вiд’ємний внесок в енергiю (4.2.18), що є iншим

проявом нестабiльностi [380]: спектр квантованої системи може бути дискретним,
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але необмеженим знизу. В цих випадках модель слiд вважати як фiзично супере-

чливою.

Згiдно з iншою точкою зору, "зайвi" ступенi вiльностi слiд розглядати як

математичний артефакт формалiзму Фоккера або даної моделi, i в кiнцi їх слiд

вiддiлити вiд фiзично прийнятної динамiки системи.

Можна наївно очiкувати, що двочастинкова система має 6 фiзичних ступе-

нiв вiльностi, хоч може мати й бiльше у випадку фоккерiвської динамiки. Щоб

видiлити їх серед усього (можливо, нескiнченного) розмаїття ступенiв вiльностi,

необхiднi певнi правила вiдбору. Деякi з таких можливих правил обговорюються

в роботах [64, 381], але нi одне з них не є достатнiм.

В даному випадку питання полягає ось у чому: як розпiзнати та вiддiлити

моду радiальних збуджень вiд iнших мод ? Для цього можна використати зви-

чнi фiзичнi вимоги i i певного роду принцип вiдовiдностi, якщо a) iснує деякий

параметр нелокальностi τ , такий що:

Φτ(ϑ, z1, ..., ż2)−→
τ→0

δ(ϑ)Λ(z1, ..., ż2),

тобто в границi τ → 0 система зводиться до локальної лаґранжевої системи, i b)

якщо ця локальна система допускає коловi розв’язки. Як наслiдок, усi моди дина-

мiчної матрицi зводяться до 5-ти кiнематичних та 1-ї динамiчної, що є регулярною

при τ → 0. Решта мод занулюються або розбiгаються. Якщо мода є комплекною

i синґулярною, тобто ω ∈ C, |ω| −→
τ→0

∞, вона описує в границi τ → 0 миттєвий

розпад системи, тодi як локальна лаґранжева границя фоккерiвської системи не

має цього розв’язку. Отже, така мода не задовольняє принцип вiдповiдностi, i

повинна бути вiдкинута. Якщо ω ∈ R, |ω| −→
τ→0

∞, то мода породжує в границi

τ → 0 нескiнченно великий внесок в енергiю, i також повинна бути вiдкинута.

Лише випадок ω−→
τ→0

0 не суперечить принципу вiдповiдностi. Якщо така мода не

є кiнематичною, її, iмовiрно, можна вiдкинути з iнших фiзичних вимог.

У випадку нелокального осцилятора (4.1.5), кiлька версiй якого вивчаються

в додатку F, є 6 регулярних мод i скiнченна або нескiнченна кiлькiсть синґу-

лярних мод; останнi є очевидно нефiзичними. Деякi синґулярнi моди стають при
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деякому скiнченному значеннi τ > τ0 > 0 дiйсними, але не забезпечують додатню

визначеннiсть енергiї та виявляють суперечливi iнерцiйнi властивостi системи (а

саме, Meff < 0). Цi особливi моди є швидше нефiзичними.

Якщо немає явного параметру нелокальностi, його часом можна ввести ди-

намiчно, як функцiю кутової швидкостi Ω або моменту iмпульсу J . Наприклад, в

дiї Тетроде-Фоккера [64] можна покласти τ ∼ v = RΩ, де v – швидкiсть частинки

вздовж колової орбiти радiусу R. В областi v ≪ 1 iснує лише 1 регулярна мода,

яку можна утотожнити з ωr(J). За неперервнiсю цю моду можна розпiзнати i

вiдiбрати в iстотно релятивiстичнiй областi v . 1. Iншi є комплексними синґуляр-

ними "зайвими" модами. В ультрарелятивiстичнiй областi v ≥ 0.95 деякi з них

стають дiйсними, подiбно до випадку нелокального осцилятора. Хоч на сьогоднi цi

моди не визнанi явно нефiзичними [335], тут вони не розглядаються; непертурба-

тивне вивчення задачi Тетроде-Фоккера могло б у майбутньому виявити фiзичнi

аномалiї цих розв’язкiв.

Пiсля придушення кiнематичних i вiдкидання нефiзичних мод можна отри-

мати ефективний радiально редукований гамiльтонiан:

Heff(J, |Ar|) = H(0)(J) +H(2)(J, |Ar|) = H(0)(J) + ωr(J)|Ar|2 (4.3.4)

Тепер можна вiдновити точний опис кiнематичних ступенiв вiльностей (при-

душених в МКО-наближеннi). Перш за все, вкладемо радiально редуковану си-

стему в ефективну обертово-iнварiантну 1-частинкову динамiку. Згадаємо, що

|Ar| =
√
A∗
rAr, J = |J | =

√
J 2, де J = {Ji, i = 1, 2, 3}, i накладемо на задi-

янi тут змiннi спiввiдношення дужок Пуасона:

{Ji, Jj} = εij
kJk , {Ar, A

∗
r} = − i , {Ji, Ar} = {Ji, A∗

r} = 0.

Циклiчна кутова змiнна, скажiмо φ, така що {φ, J3} = 1, доповнює систему змiн-

них на ефективному фазовому просторi Peff , dimPeff = 6.
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Гамiльтонiан Heff(J, |Ar|) є готовим до квантування: для цього змiннi замi-

нюються на оператори, а тодi – на їх власнi значення:

J → Ĵ ; Ar → Âr, A∗
r → Â†

r;

J →
√

Ĵ 2 →
√

ℓ(ℓ+ 1), ℓ = 0, 1, ...;

|Ar|2 → 1
2
(ÂrÂ

†
r + Â†

rÂr) → nr + 1
2
, nr = 0, 1, ... (4.3.5)

Згiдно з пертурбативною процедурою, маємо на увазi нерiвнiсть H(2) ≪ H(0), що

здебiльшого забезпечується умовою nr ≪ ℓ. Тодi
√

ℓ(ℓ+ 1) ≈ ℓ+ 1
2
.

Далi згадаємо, що гамiльтонiан (4.3.4) є 2-частинковою енергiєю в ЦМ-

системi вiдлiку, а J є внутрiшнiм моментом iмпульсу системи. Тому введемо змiн-

нi, що характеризують систему як цiле, наприклад повний iмпульс P = {Pi, i =
1, 2, 3} i канонiчно спряжене розташування ЦМ Q = {Qi, i = 1, 2, 3}.

Щоб вбудувати цi змiннi в гамiльтоновий опис системи, необхiдно зверну-

тися до симетрiйних властивостей системи. Це галiлей-iнварiантнiсть в нереля-

тивiстичному випадку, i пуанкаре-iнварiантнiсть у релятивiстичному. В обидвох

випадках змiннi P , Q разом з Ar, J , φ та функцiєю (4.3.4) визначають канонiчну

реалiзацiю групи симетрiї (Галiлея чи Пуанкаре), тобто повний гамiльтонiв опис

системи на двочастинковому фазовому просторi P, dimP = 12.

Наприклад, повна енергiя нерелятивiстичної системи є

H = 1
2
M−1

eff P 2 +Heff(J, |Ar|), (4.3.6)

де Meff (= m1 + m2 в локальному випадку) пов’язана з галiлей-iнварiантними

властивостями системи; див. додаток F

У релятивiстичному випадку:

H =
√

M2 + P 2, де M = Heff(J, |Ar|), (4.3.7)

тобто ефективний гамiльтонiан збiгається з повною релятивiстичною масою си-

стеми M , тодi як повний гамiльтонiан (4.3.7) та iншi ґенератори групи Пуанкаре

визначаються в термiнах M , J , P та Q через БТ-опис чи подiбнi [18, 20]; див. п.



217

1.1.7; п. 2.1.6, (2.1.56) на cтор. 111; п. 3.2.3, (3.2.21) на cтор. 168. Загальне кванту-

вання в рамках БТ- чи подiбних описiв добре вiдоме [19, 21]. Але спектр масового

оператора можна безпосередньо отримати з (4.3.4) шляхом пiдстановки (4.3.5).

Як приклад розглянемо галiлей-iнварiантну систему двох частинок, що вза-

ємодiють через локальний потенцiал U = a|z|ν , де ν > −2, aν > 0. 1– i 2-

фоккерiани є La = 1
2
maż

2
a та Φ = −δ(ϑ)a|z|ν. Для (4.3.2) i (4.3.3) маємо:

H(0) =
(ν

2
+ 1
)[

a2
(
J2

νm

)ν ] 1
ν+2

, ωr =
√
ν + 2Ω, де Ω =

[

(νa)2
Jν−2

mν

] 1
ν+2

i m = m1m2

m1+m2
. При квантуваннi (4.3.5) отримаємо спектр енергiї:

E ≈
(ν

2
+ 1
)[

a2
(
ℓ(ℓ+ 1)

νm

)ν ] 1
ν+2

{

1 +
ν√
ν + 2

2nr + 1
√

ℓ(ℓ+ 1)

}

.

Вiн збiгається з результатами, отриманими в [207] з р-ня Шрединґера в набли-

женнi ℓ≪ 1.

Кiлька точно розв’язних версiй нелокального осцилятора (4.1.5) розгляда-

ються в додатку F. Приклад релятивiстичної потенцiальної моделi типу Фоккера

розглядався у попередньому роздiлi.

4.4. Висновок

У цьому роздiлi запропонована схема гамiльтонiзацiї та квантування двоча-

стинкової системи типу Фоккера в МКО-наближеннi. Для загальностi розгляда-

ється довiльна система, iнварiантна щодо групи Арiстотеля – спiльної пiдгрупи

груп Галiлея та Пуанкаре. В такий спосiб до розгляду беруться як нерелятивiсти-

чнi, так i релятивiстичнi системи. I лише на кiнцевiй стадiї процедура звертається

до вихiдної симетрiї системи.

Доведено, що загальна двочастинкова арiстотеле-iнварiантна система допу-

скає плаский коловий рух частинок з довiльною (в принципi) кутовою швидкiстю

Ω за досить загальних фiзично змiстовних умов. Це досягається використанням

системи вiдлiку, що рiвномiрно обертається, i пошуком у цiй системi статичних
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(рiвноважних) розв’язкiв рiвнянь руху. Радiуси Ra орбiт частинок є певними (не-

явними) функцiями Ω = |Ω|. Тодi розглядаються вiдхилення вiд точок рiвноваги.

Вони вiдповiдають майже коловим орбiтам частинок [64] з погляду нерухомого

(iнерцiйного) саостерiгача.

Для збуреного руху отирмано варiацiйний принцип типу Фоккера. Вiн веде

до лiнiйної однорiдної системи iнтеґро-диференцiйних рiвнянь. Вивчено загаль-

нi властивостi цiєї системи. Шляхом теоретико-групового аналiзу показано, що

розмаїття характеристичних мод системи мiстить кiлька кiнематичних мод, що

описують рух системи як цiлого. Крiм них є принаймнi 1 мода, що вiдповiдає ра-

дiальним мiжчастинковим осциляцiям, i вважається фiзично змiстовною.Усi iншi

характеристичнi моди (якщо вони iснують) є нестiйкими або фiзично контровер-

сiйними. Запропоновано вiдповiднi правила вiдбору. Вiдповiдну динамiчну систе-

му зведено до ефективної одночастинкової задачi, переформульованої в рамки

гамiльтонового опису з допомогою процедури Лльози та Вiвеса [105]. Пiсля цього

врахування вихiдної симетрiї системи дозволяє розширити її опис до двочастинко-

вого. Якщо, наприклад, вихiдна фоккерiвська система є пуанкаре-iнварiантною,

то кiнцевий гамiльтонiв опис є типу Бакамджiана-Томаса (у миттєвiй формi дина-

мiцi), або еквiвалентний (в iншiй формi динамiцi –точковiй, фронтальнiй тощо).

Подальше квантування здiйснюється безпосередньо [19, 21].

Запропонована схема була використана для квантування потенцiальної мо-

делi типу Фоккера в попередньому роздiлi. Вона може бути корисною i в iнших

задачах атомної, ядерної та гадронної фiзики.
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РОЗДIЛ 5

ЧАСТКОВО РЕДУКОВАНА ТЕОРIЯ ПОЛЯ I
ДВОЧАСТИНКОВI РIВНЯННЯ ДIРАКА

У квантовiй теорiї поля (КТП) iснують апробованi методi опису кiлькача-

стинкових станiв, зокрема, зв’язаних станi; див. пiдроздiл 1.1. Бiльшiсть iз них

, що базуються на рiвняннях Бете-Салпiтера, Салпiтера, чи квазiпотенцiальних

(п. 1.1.2), походять iз пертурбативної КТП. Їх застосування до сильно зв’язаних

систем не є строго обґрунтованим. Iнший пiдхiд – це використання варiацiйно-

го методу в КТП (п.1.1.4). Цей пiдхiд не обов’язково є пертурбативним, але у

ньому часто використовують неконтрольованi наближення чи iґнорують важливi

фiзичнi аспекти опису, наприклад пуанкаре-iнварiантнiсть тощо.

З iншого боку, в релятивiстичнiй теорiї прямих взаємодiй (РТПВ), яка

загалом є математично простiша вiд КТП, добре опрацьованi методи аналiзу

пуанкаре-iнварiантностi, зв’язку мiж рiзними формалiзмами РТПВ тощо. Зокре-

ма, встановлення зв’язку формалiзму iнтеґралiв дiї типу Фоккера (пiдроздiл 1.3)

з коварiантною (п. 1.1.6) i тривимiрною (п. 1.1.7) гамiльтоновою механiкою дало

змогу ефективно застосовувати РТПВ в кiлька-частинковiй фiзицi. Застосуван-

ня методiв РТПВ до опису взаємодiй, що зустрiчаються в теоретичних моделях

КТП, видається перспективним напрямком.

Серед пiдходiв до релятивiстичної проблеми зв’язаних станiв недавно виник

пiдхiд, що є теоретико-польовим аналогом фоккерiвського формалiзму. Вiн ґрун-

тується на т. зв. частково редукованих (ЧР) лаґранжiанах в теорiї поля [68–75].

Цей пiдхiд передбачає такi кроки:

• вилучення з опису змiнних полiв-посередникiв взаємодiї на класичному рiв-
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нi з-допомогою коварiантної функцiї Ґрiна, та отримання нелокального ла-

ґранжевого опису;

• побудова вiдповiдного теоретико-польового гамiльтонiану та його квантува-

ння;

• виведення кiлька-частинкових хвильових рiвнянь на власнi стани i власнi

значення гамiльтонiану, та їх розв’язування.

Ця схема має свої особливостi. З погляду фiзики вона може бути ефектив-

ною для процесiв, у яких немає фiзичних бозонiв полiв-носiїв взаємодiй (або їх

взаємодiєю iз системою можна знехтувати). Прикладами таких систем є системи

нуклонiв нижче вiд порогу народження мезонiв, а також кварк-гадроннi системи.

У математичному вiдношеннi пiдхiд виявився рiзновидом нелокальної теорiї

поля: редукований лаґранжiан мiстить нелокальнi члени, що ускладнює його

гамiльтонiзацiю. В попереднiх роботах цього пiдходу нелокальнiсть усувалася

неявним застосуванням миттєвого наближення. У роботах автора цiєї дисертацiї

[9, 11, 12] запропоновано послiдовний шлях гамiльтонiзацiї частково редукованої

теорiї поля (ЧРТП). Вiн ґрунтується на узагальненнi формальної процедури

гамiльтонiзацiї нелокальної лагранжевої механiки, розвиненнi теорiї збурень та

неканонiчних перетвореннях польових змiнних. Для апробацiї методу розглянемо

перш за все реформульовану спiнорну електродинамiку.

Результати цього роздiлу опублiкованi в статтях [9, 12–15], матерiалах i те-

зах конференцiй [28, 30, 35–39], та препринтах [176–178].

5.1. Частково редукована спiнорна електродинамiка

5.1.1. Редукований лаґранжiан та гамiльтонiан

Розглянемо систему спiнорних полiв матерiї ψa(x) з масами ma (a =

1, 2, ..., N), що взаємодiють мiж собою через електромагнетне поле Aµ(x). Густина

класичного лаґранжiану, що описує таку систему, має вигляд L =
∑

aL
free
a +Lem,

де Lem означено р-ням (1.3.2, c.80), а густина лаґранжiану Lfree
a вiльних полiв ма-
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терiї та їх струм Jµ мають стандартний вигляд:

Lfree
a (x) = ψ̄a(x){ i γµ∂µ −ma}ψa(x) (5.1.1)

Jµ(x) =
∑

a
qaψ̄a(x)γµψa(x). (5.1.2)

Варiацiя дiї I =
∫
d4xL приводить до рiвнянь Максвела (1.3.4, c.80) iз стру-

мом (5.1.2) у правiй частинi. Їх розв’язок можна записати у термiнах ф-ї Ґрiна

Dµν(x− x′) р-нь Максвела:

Aµ(x) =

∫

d4x′Dµν(x− x′)Jµ(x), (5.1.3)

де знехтувано вiльним електромагнетним полемAµ
0 , як i у випадку фоккерiвського

формалiзму (пiдроздiл 1.3).

Пiдстановка розв’язку (5.1.3) у вихiдний лаґранжiан L (вiрнiше, в iнтеґрал

дiї I =
∫
d4xL) приводить до редукованого лаґранжiану

L̄ =
∑

a
Lfree
a + L̄int, (5.1.4)

де L̄int = −1
2

∫

d4x′ Jµ(x)Dµν(x− x′)Jν(x′), (5.1.5)

а ф-я Ґрiна є цiлком симетрична:

Dµν(x− x′) = Dµν(x
′ − x) та Dµν(x− x′) = Dνµ(x− x′). (5.1.6)

Вигляд редукованого лаґранжiану наводить на iдею переходу до гамiльто-

нового опису шляхом такого означення густини гамiльтонiану:

H =
∑

a
Hfree
a +Hint ≡

∑

a
ψ†
a(x){− iα ·∇+maβ}ψa(x) +Hint, (5.1.7)

де Hint = −L̄int. Цей останнiй вираз – нелокальний в часi, що є нетиповим для

гамiльтонової теорiї. Щоб уникнути цих труднощiв можна, услiд за роботами

[68–73], здiйснити квантування теорiї як в картинi Шрединґера, поклавши t=0

у виразах для польових операторiв та струмiв: ψa(x) = ψa(x, t = 0) ≡ ψa(x),

Jµ(x) = Jµ(x, t = 0) ≡ Jµ(x) i т.д. Далi (в п. 5.2.2) стане зрозумiлим, що таке
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тлумачення нелокального лаґранжiану (5.1.4), (5.1.5) є наближенням, що в пев-

ному сенсi аналогiчне до миттєвого. В результатi отримаємо

Hint = 1
2

∫

d3x′ Jµ(x)uµν(x− x′)Jν(x′), (5.1.8)

де uµν(x− x′) =

∫

dt ′Dµν(x− x′). (5.1.9)

5.1.2. Квантування, "порожнiй" вакуум та кiлькачастинковi стани

Квантування у картинi Шрединґера здiйснюється шляхом накладання ан-

тикомутацiйних спiввiдношень на дiракiвськi поля:

{ψaα(x), ψ†
bβ(y)} = δabδαβδ(x− y), a, b = 1, 2, α, β = 1, ..., 4. (5.1.10)

Далi означимо, услiд за роботами [70, 79], нетрадицiйний (“порожнiй”) ваку-

умний стан |0̃〉 умовою:

ψaα(x)|0̃〉 = 0, (5.1.11)

i запишемо нормально впорядкований гамiльтонiан

;H; =

∫

d3x ;H; (5.1.12)

де H означено в р-нях (5.1.7), (5.1.8). Нормальне впорядкування досягається вжи-

ванням антикомутацiйних спiввiдношень (5.1.10), як звичайно; але воно не тото-

жнє до звичайного нормального впорядкування за-через нетрадицiйний порожнiй

вакуум (5.1.12) та нетрадицiйне означення ψa як операторiв знищення, та ψ†
a як

операторiв породження. Позначимо цю нетрадицiйну процедуру через ;H; (за-

мiсть :H:).

З цих застережень випливає, що одно–, дво–, три–, ..., N -частинковий стани

утворюють сектори простору Фока, що є замкнутими (тобто не зв’язаними мiж

собою) щодо дiї гамiльтонiану (5.1.12). Тому кожен з цих секторiв може служити

як простiр для задачi на власнi стани гамiльтонiану (5.1.12).

Дiйсно, можна переконатися, що стан

|1〉 =
∫

d3xΨα(x)ψ
†
1α(x)|0̃〉, (5.1.13)
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де Ψ(x) – 4-компонентна функцiя, є власним станом гамiльтонiану ;H; за умови,

що Ψ(x) задовольняє р-ня:

h1(x)Ψ(x) = EΨ(x), (5.1.14)

де ha(x) ≡ − iαa ·∇+maβa, a = 1, 2, . . . (5.1.15)

Це є звичайним не залежним вiд часу 1-частинковим р-ням Дiрака, так що Ψ(x)

є дiракiвським спiнором. Тому |1〉 є станом з 1-єю вiльною частинкою 1.

Подiбно, 2-частинковий стан:

|2〉 =
∫

d3x1 d
3x2Φαβ(x1,x2)ψ

†
1α(x1)ψ

†
2β(x2)|0̃〉, (5.1.16)

(пiдсумовування за α, β = 1, ..., 4 не вказано явно). Це є власний стан ;H; [р-ня

(5.1.12)], тобто
;H; |2〉 = E|2〉 (5.1.17)

за умови, що 4×4-компонентна власна ф-я Φ(x1,x2) задовольняє хвильове р-ня,

яке буде виведено далi.

Дiя вiльночастинкових членiв ;H; на |2〉 очевидна:

;H free
а ; |2〉=

∫

d3x1 d
3x2 ψ

†
аα(x1)ψ

†
2β(x2)haαγ(xa)Φγβ(x1,x2)|0̃〉. (5.1.18)

Представимо довiльний член взаємодiї ;O; гамiльтонiану ;H; в iнтеґраль-

ному виглядi шляхом вставляння потрiбної кiлькостi δ–функцiй та їх похiдних:

;O; =

2∑

a=1

2∑

b=1

;Oab; =

2∑

a=1

2∑

b=1

∫

d3x1 d
3x2 d

3y1 d
3y1

×ψ†
aα(x1)ψ

†
bβ(x2)ψaγ(y1)ψbδ(y2)Oabαβγδ(x1,x2,y1,y2)

(тут неявне пiдсумовування за грецькими iндексами). Вживаючи антикомутацiйнi

спiввiдношення (5.1.10) та означення вакуумного (5.1.11) i 2-частинкового (5.1.16)

станiв, легко показати, що ;O11; |2〉 =;O22; |2〉 = 0, а

;O12; |2〉 =
∫

d3x1 d
3x2 d

3y1 d
3y1

×ψ†
1α(x1)ψ

†
2β(x2)O12αβγδ(x1,x2,y1,y2)Φγδ(y1,y2)|0̃〉, (5.1.19)
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i подiбно для ;O21; |2〉. Вживаючи р-ня (5.1.12), (5.1.7), (5.1.8), (5.1.2), (5.1.18) i

(5.1.19), отримаємо 2-частинкове р-ня Дiрака (1.1.1) з потенцiалом:

U12(x1,x2) = q1q2uµν(r)γ
0
1γ

µ
1 γ

0
2γ

ν
2 , де r = x1 − x2. (5.1.20)

Структура гамiльтонiану ;H; така, що легко допускає узагальнення на си-

стеми бiльш нiж двох частинок. Зокрема, тричастинковий стан

|3〉 =
∫

d3x1 d
3x2 d

3x3 Fα1α2α3
(x1,x2,x3) ψ

†
α1
(x1)ψ

†
α2
(x2)φ

†
α3
(x3)|0̃〉, (5.1.21)

що вiдповiдає системi типу |e−e−µ+〉, є точним власним станом ;H; iз власним

значенням E за умови, що 43 = 64 коефiцiєнтнi функцiї Fα1α2α3
(x1,x2,x3) задо-

вольняють тричастинкове рiвняння Дiрака:

{h1(x1) + h2(x2) + h3(x3) + U12(x1,x2) + U23(x2,x3)

+ U13(x1,x3)}F (x1,x2,x3) = EF (x1,x2,x3), (5.1.22)

де ha(x) означено в р-нi (5.1.15).

5.1.3. Проблема калiбрувальної iнварiантностi

В цьому мiсцi необхiдно вказати явний вигляд функцiї Ґрiна (5.1.6), що

залежить вiд вибору калiбрувальної умови. Якщо обрати калiбрування Кулона

∇ ·A(x) = 0, то фур’є-образ ф-ї Ґрiна буде заданий формулами [5]:

D̃00(k) =
1

k2 , D̃0j(k) = 0, D̃ij(k) =
1

k2

(

δij −
kikj

k2

)

,

а сама вона явно записана в р-нi (6.4.40, c.314) через симетричну ф-ю Ґрiна р-ня

Даламбера Dsym(x) = Dη=0(x); див. р-ня (1.3.13, c.82). Вiдповiдне ядро взаємодiї

(5.1.20) має вигляд

u00(r) =
1

4πr
, u0i = 0 uij(r) = − 1

8πr

(

δij +
xixj
r2

)

, (5.1.23)

i у формулi (5.1.9) дає потенцiал Брайта (1.1.3, c.39).

Як добре вiдомо [2], див. п. 1.1.1, рiвняння Брайта не враховує радiацiйнi

ефекти, а власнi значення E не є коректними у членах ∼ o(α4) (де α=|q1q2|/4π).
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Тут це обмеження виникло внаслiдок нехтування ефектiв запiзнення вищих, нiж

1-го порядку [див. р-ня (5.1.9)], i вживання порожнього вакууму (5.1.11).

Калiбрувальнiй умовi Лоренца (1.3.5, c.80) вiдповiдає функцiя Ґрiна

Dµν(x) = ηµνDsym(x), що дає uµν(r) = ηµν/(4πr) i приводить до потенцiалу

Единґтона-Ґанта (1.1.4, c.39). Цей потенцiал не враховує ефекти запiзнення на-

вiть найнижчого порядку, а власнi значення E вiдрiзняються вiд брайтiвських

вже у членах ∼ O(α4).

Вказана калiбрувальна неiнварiантнiсть потенцiалу (5.1.20) може бути усу-

нута врахуванням ефектiв запiзнення вищого порядку.

Це буде показано далi, при розглядi бiльш загальних взаємодiй.

5.2. Iншi частково редукованi теорiї поля

Тут пiдхiд частково редукованої КТП застосовується до узагальнень моделi

Юкави, що описують взаємодiю спiнорних полiв через скалярне, векторне, псевдо-

скалярне, псевдо-векторне (аксiальне) або антисиметричне тензорне поле. Поля-

посередники взаємодiї можуть бути стандартними (масивними чи безмасовими),

або деякими ефективними полями, що можуть виникати у фiзицi гадронiв тощо.

5.2.1. Побудова редукованих лаґранжiанiв системи взаємодiючих

полiв матерiї

Виходимо з класичного iнтеґралу дiї I =
∫
d4xL для взаємодiючої системи

фермiйонних (дiракiвських) полiв матерiї ψa(x) (a = 1, 2, ...) та бозонних полiв -

посередникiв взаємодiї Bn(x) (n = 1, 2, ...) з лаґранжевою густиною

L =
∑

a

Lfree
a +

∑

a,n

Lan + Lmed. (5.2.1)

Тут Lfree
a – лаґранжiан (5.1.1) вiльного a-го дiракiвського поля, член

Lan = −JanBn, Jan = gaψ̄a(x)Γnψa(x) (5.2.2)
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описує взаємодiю a-го поля матерiї iз n-м полем-медiатором Bn через струм Jan;

тут gan – константи взаємодiї, а Γn – матрицi чи оператори, вигляд якої визначає

тензорна структура взаємодiї: 1 – скалярна, γ5 – псевдо-скалярна, γµ – векторна,

γ5γµ – псевдо-векторна (аксiальна), σµν = 1
2i
[γµ, γν] – тензорна.

У цьому роздiлi лаґранжiан полiв-медiаторiв вважається бiлiнiйною фор-

мою: Lmed =
∑

nmBnFnmBm, що визначається самоспряженим оператором Fnm.

Тодi варiацiя дiї (1.3.1, c.79), (5.1.23) за полями Dn приводить до лiнiйних (за цими

полями) рiвнянь
∑

m FnmBm = Jn ≡∑a Jan, якi можна розв’язати за допомогою

пропаґатора (симетричної коварiантної функцiї Ґрiна):

Bn(x) =
∑

m

∫

d4x′Dnm(x− x′)Jm(x
′). (5.2.3)

У цьому розв’язку пригнiчено незалежнi вiд джерела члени, що виключає з роз-

гляду процеси з фiзичними квантами полiв Вn. Пiдстановка цих розв’язкiв в дiю

(1.3.1), (5.1.23) приводить до редукованої теорiї поля з дiєю

Ī =

∫

d4x L̄, L̄ =
∑

a

Lfree
a − U, (5.2.4)

U = 1
2

∑

nm

∫

d4x′ Jn(x)Dnm(x− x′)Jm(x
′), (5.2.5)

де редукований лаґранжiян L̄ вже не мiстить змiнних полiв-посередникiв Bn(x),

а потенцiал U описує ефективну пряму взаємодiю полiв матерiї ψa(x), нелокальну

як у просторi, так i в часi.

З огляду на часову нелокальнiсть редукованого лагранжiану (5.2.4), (5.2.5),

побудова гамiльтонового опису є нетривiальною. Використаний в п.5.1.1 перехiд

до представлення Шрединґера з метою отримання локального гамiльтонiану не

є коректним: направдi, такий перехiд можливий пiсля побудови гамiльтонового

опису, а не для цього. Тому, перш нiж квантувати теорiю, необхiдно звести її до

локального у часi вигляду. Це можна здiйснити у рамках деякої апроксимацiйної

схеми. Розвивалися двi такi схеми. В однiй iз них часова нелокальнiсь усувалася

безпосередньо в редукованому лаґранжiянi та iнтегралах руху - в рамках квазiре-

лятивiстичних наближень (з допомогою розкладiв за запiзненням, тобто оберне-
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ною швидкiстю свiтла [9, 12, 30]). Ця схема приводить до одно-, дво- чи багаточа-

стинкових хвильових рiвнянь Дiрка в координатному представленнi, зокрема до

рiвняння Брайта для електромагнетної взаємодiї. Вона коротко викладена в на-

ступному пунктi. В iншiй схемi нелокальнiсть усувається на гамiльтоновому рiвнi,

розкладами за константою взаємодiї. Ця схема буде представлена в пiдроздiлi 6.1.

5.2.2. Квазiрелятивiстичний розклад редукованого лаґранжiану та

побудова гамiльтонiану

Без втрати загальностi пропаґатор Dnm вважаємо дiагональним: Dnm(x) =

δnmDn(x), де функцiя Ґрiна Dn(x) є симетричною, тобто залежить вiд iнтервалу

x2 = t2−x2; iндекси n,m для простоти викладу упускаємо. Вживаючи пiдстановку

t′ = t+λ i розклад в ряд J(t+λ,x′) = J(t,x′)+λJ̇(t,x′)+· · · , загальну структуру

розв’язку (5.2.3) можна представити так:
∫

d4x′D
[
(t− t′)2 − r2

]
J(t′,x′) =

=

∫ ∞

−∞
dλ

∫

d3x′D(λ2 − r2)
{

J(t,x′) + λJ̇(t,x′) + 1
2
λ2J̈(t,x′) + · · ·

}

=

∫

d3x′
{

u(r)J(t,x′) + 1
2
υ(r)J̈(t,x′) + · · ·

}

,

де J̇ = ∂J/∂t, r = |r| = |x− x′|, а функцiї

u(r) =

∫ ∞

−∞
dλD(λ2 − r2) i υ(r) =

∫ ∞

−∞
dλD(λ2 − r2)λ2 (5.2.6)

пов’язанi мiж собою спiввiдношенням:

υ ′(r) = ru(r). (5.2.7)

Тодi члени взаємодiї у редукованiй дiї (5.2.4) можна представити так:

Ī int ≡ −
∫

d4xU ≈ −
∫

d4x
{

U(0) + U(1) + · · ·
}

,

де U(0) = 1
2

∫

d3x′ J(x)u(r)J(x′), (5.2.8)
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U(1) = 1
2

∫

d3x′ J̇(x)υ(r)J̇(x′) (5.2.9)

є локальними у часi потенцiалами (аргумент t упущено). Членами розкладу з

вищими похiдними U(2) i т.д. у даному наближеннi нехтуємо.

Наближений локальний лаґранжiан

L̃ =
∑

a
Lfree
a − U(0) − U(1)

(
≈ L̄

)
(5.2.10)

приводить до рiвнянь Ойлера-Лаґранжа 2-го порядку за часовими похiдними, якi

приписують фермiонним полям ψa надлишковi ступенi вiльностi. Щоб усунути

їх, похiднi в квадратичних за J̇ потенцiалах (5.2.9) вилучаються за допомогою

рiвнянь руху 0-го наближення:

J̇ → Ĵ ≡ J̇ |(iγ·∂−m)ψ=0 = g
{
(∇ψ̄ ·α)Γψ − ψ̄Γα·∇ψ + imψ̄[β,Γ]ψ

}
(5.2.11)

(тут [a, b] позначає комутатор, а iндекси полiв для простоти упущено), так що

замiсть ларанжiану (5.2.10) маємо L̂ ≡ L̃|J̇→Ĵ за рахунок Û(1) ≡ U|
(1)

J̇→Ĵ
.

Хоча така процедура є математично некоректною [382], вона приводить до

формально правильних результатiв. Щоб у цьому переконатися, слiд звернутися

до коректної процедури.

Коректним є метод подвiйного нуля [12, 382], що полягає у такiй модифiкацiї

лагранжiану (5.2.10):

L̃ → L = L̃− Z, (5.2.12)

де Z = 1
4

∫

d3x′
{

J̇(x)− Ĵ(x)
}

υ(r)
{

J̇(x)− Ĵ(x)
}

. (5.2.13)

Легко бачити, що в силу (5.2.11) член Z є подвiйним нулем на р-нях руху 0-го

наближення, i тому має таку властивiсть:

δ

∫

d3x Z

∣
∣
∣
∣
δ
∫
d3x L(0)=0

= 0,

тому не змiнює варiацiйної задачi з прийнятною точнiстю. З iншого боку, вiн

компенсує квадратичнi за часовими похiдними вiд полiв ψa члени в L̃. Тому мо-

дифiкований лаґранжiан L породжує рiвняння руху, лiнiйнi щодо ψ̇a.
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Далi слiд здiйснити перетворення польових змiнних ψa → ψa, що усуває

похiднi ψ̇a iз тих членiв L, якi описують взаємодiю. Таким чином отримаємо

L[ψ] = L̂[ψ ] =
∑

a

iψ†
aψ̇a −H[ψ ], (5.2.14)

де H[ψ] =
∑

a

Hfree
a + U(0) + Û(1) (5.2.15)

є локальним гамiльтонiаном системи. Очевидно, що його можна отримати безпо-

середньо з лаґранжiану (5.2.10) шляхом замiни (некоректної) (5.2.11) та формаль-

ного перепозначення арґументу ψ → ψ.

Новi змiннi є функцiоналами вiд старих: ψ[ψ]; їх явний вигляд залежить вiд

конкретної взаємодiї. Для векторної (електромаґнетної) взаємодiї член

Zv = 1
4

∫

d3x′ υv(r)
{

J̇0(x) +∇ · J(x)
}{

J̇0(x′) +∇′ · J(x′)
}

є подвiйним нулем завдяки закону збереження струму ∂µJµ ≡ J̇0 +∇ · J = 0, а

зв’язок мiж старими i новими змiнними такий:

ψa = (1− i qaWv)ψa ≈ e− i qaWvψa, де Wv(x) = 1
2

∫

d3x′ υv(r)∇
′ · J(x′)

В отриманому локальному гамiльтоновому описi новi змiннi є кано-

нiчними, тобто задовольняють спiввiдношення, аналогiчнi до (5.1.10). Для

вiдповiдних операторiв можна вживати позначення ψ (замiсть ψ), i означити

вакуумний (0-частинковий), 1-, 2- i 3-частинковий стани як у п. 5.1.2. Як i

у випадку електродинамiки, усi цi стани є власними станами гамiльтонiану

(5.2.15), якщо коефiцiєнтнi хвильовi ф-ї задовольняють вiдповiднi хвильовi

рiвняння. Для 2-частинкового стану отримаємо 2ЧРД (1.1.1, c.39) з потенцiалом

U(x1,x2) = U (0)(x1,x2) + U (1)(x1,x2), де U (0)(x1,x2) – статичний потенцiал iз

врахуванням лоренцової структури взаємодiї, а U (1)(x1,x2) враховує динамiчнi

ефекти запiзнення i має громiздкий вигляд. Випадки рiзних взаємодiй розглядаю-

ться в [9, 12]. Для векторної (електромагнетної) взаємодiї одержується потенцiал

Брайта (1.1.3) навiть при використаннi калiбрування Лоренца (порiвн. з п. 5.1.1).

Нижче подано узагальнення векторного (v) потенцiалу, а також потенцiали
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для скалярної (s), псевдо-скалярної (р), псевдо-векторної тобто аксiальної (а) i

тензорної (t) взаємодiй з вiдповiдними сталими зв’язку qa, ga, g̃a, q̃a i κa (a = 1, 2)

для випадку довiльних пропаґаторiв D(x) i вiдповiдних ядер взаємодiї (5.2.6).

5.2.3. Двофермiоннi потенцiали рiзних взаємодiй

U (0)
v (x1,x2) = q1q2uv(r) {1−α1 ·α2} , (5.2.16)

U (1)
v (x1,x2) = U ‖

v (x1,x2) + U⊥
v (x1,x2), (5.2.17)

U ‖
v(x1,x2) = 1

2
q1q2 {uv(r)α1 ·α2 + ru′v(r)(n ·α1)(n ·α2)} , (5.2.18)

U⊥
v (x1,x2) = 1

2
q1q2 {(α1 ·∇1)(α2 ·∇2)(α1 ·α2)υv(r)

− (α1 ·∇1)(α1 ·α2)υv(r)(α2 ·∇2)

− (α2 ·∇2)(α1 ·α2)υv(r)(α1 ·∇1)

+ (α1 ·α2)υv(r)(α1 ·∇1)(α2 ·∇2)} , (5.2.19)

U (0)
s (x1,x2) = g1g2us(r)β1β2, (5.2.20)

U (1)
s (x1,x2) = −1

2
g1g2 {υs(r)(γ1 ·∇1)(γ2 ·∇2)

+ (γ1 ·∇1)υs(r)(γ2 ·∇2)

+ (γ2 ·∇2)υs(r)(γ1 ·∇1)

+ (γ1 ·∇1)(γ2 ·∇2)υs(r)}
= 1

2
g1g2β1β2 {υs(r)h1(x1)h2(x2) + h1(x1)h2(x2)υs(r)

+ h1(x1)υs(r)h2(x2) + h2(x2)υs(r)h1(x1)} , (5.2.21)

U (0)
p (x1,x2) = g̃1g̃2up(r)β1γ

5
1β2γ

5
2 , (5.2.22)

U (1)
p (x1,x2) = 1

2
g̃1g̃2γ

5
1γ

5
2β1β2 {υp(r)h1(x1)h2(x2) + h1(x1)h2(x2)υp(r)

+ h1(x1)υp(r)h2(x2) + h2(x2)υp(r)h1(x1)} , (5.2.23)
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U (0)
a (x1,x2) = q̃1q̃2ua(r)γ

5
1γ

5
2 {1−α1 ·α2} , (5.2.24)

U (1)
a (x,y) = 1

2
q̃1q̃2γ

5
1γ

5
2 {ua(r)α1 ·α2 + ru′a(r)(n ·α1)(n ·α2)

− 2 im1β1(α2 · n)rup + 2 im2β2(α1 · n)rup
− 4m1m2β1β2υp(r)

+ (α1 ·∇1)(α2 ·∇2)(α1 ·α2)υa(r)

− (α1 ·∇1)(α1 ·α2)υa(r)(α2 ·∇2)

− (α2 ·∇2)(α1 ·α2)υa(r)(α1 ·∇1)

+ (α1 ·α2)υa(r)(α1 ·∇1)(α2 ·∇2)}, (5.2.25)

U
(0)
t (x1,x2) = 1

4
κ1κ2ut(r)β1β2σ

µν
1 σ2µν

= 1
2
κ1κ2ut(r)β2β2{α1 ·α2 + σ1 · σ2}, (5.2.26)

U
(1)
t (x1,x2) = −1

8
κ1κ2 {(α1 ·∇1)(α2 ·∇2)σ

µν
1 σ2µνυt(r)

+ (α1 ·∇1)σ
µν
1 σ2µνυt(r)(α2 ·∇2)

+ (α2 ·∇2)σ
µν
1 σ2µνυt(r)(α1 ·∇1)

+ σµν1 σ2µνυt(r)(α1 ·∇1)(α2 ·∇2)

− im1[β1, σ
µν
1 ] ((α2 ·∇2)σ2µνυt(r)

+ σ2µνυt(r)(α2 ·∇2))

− im2[β2, σ
µν
2 ] ((α1 ·∇1)σ1µνυt(r)

+ σ1µνυt(r)(α1 ·∇1))

−m1m2[β2, σ
µν
1 ][β2, σ2µν]υt(r)} ; (5.2.27)

тут r = |r| = |x1−x2|, n = r/r; αa, βa, γa – cтандартнi матрицi Дiрака, що дiють

на змiннi a-ї частинки; ha(x) означено в (5.1.15).

Замiсть пропаґатора D(x), довiльною можна еквiвалентно вважати фун-

кцiю u(r) [див. р-ня (5.2.6)], що визначає статичний потенцiал U (0)(x1,x2). Тодi

функцiю υ(r), що входить в поправку U (1)(x1,x2), можна визначити з рiвняння

(5.2.7). Така можливiсть є корисною у феноменологiчних моделях двофермiонних

систем.
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5.3. Непертурбативне тлумачення 2ЧРД

З попереднiх роздiлiв дисертацiї очевидно, що двочастинкове рiвняння Дi-

рака (2ЧРД) все частiше використовують в релятивiстичнiй задачi про зв’язанi

стани, з рiзноманiтними потенцiалами двофермiонної взаємодiї, що виводяться з

класичної [80–82, 95] та напiв-квантової [9, 12, 69, 70, 79] теорiї поля, або пiдби-

раються феноменологiчно. Як приклади варто згадати потенцiал Брайта (1.1.3)

та його узагальнення (5.2.16)-(5.2.27), iншi версiї електромагнетного потенцiалу

(простiшi [77–79] чи складнiшi [80–82]), а також рiзноманiтнi мiжкварковi [83–89]

та мiжнуклоннi [90, 91] потенцiали; див. також пiдроздiли 1.1–1.2.

Часто використовують потенцiали, що є локальними в координатному пред-

ставленнi – наприклад потенцiал Брайта або феноменологiчнi потенцiали сильної

взаємодiї [86–91] 1. Навiть у цих випадках 2ЧРД довший час розглядали лише в

рамках теорiї збурень - квазiрелятивiстичних наближень i/або розкладiв за кон-

стантою взаємодiї. Для випадку електромагнетної взаємодiї тiльки таке тлумаче-

ння рiвняння Брайта (i то лише в 1-му наближеннi) має фiзичний сенс [2]. Тим

бiльше це стосується потенцiалiв (5.2.16)-(5.2.27) з диференцiйними поправками

на запiзнення.

В задачах iз сильним зв’язком використання теорiї збурень є необґрунтова-

ним. До 2ЧРД з рiзноманiнитми локальними потенцiалами стали застосовувати

непертурбативнi методи, якi полягають у зведеннi його шляхом роздiлення змiн-

них (на радiальну i спiн-кутовi) до системи звичайних диференцiйних рiвнянь

(так звана радiальна редукцiя) з подальшим аналiтичним або чисельним iнтеґру-

ванням [9, 79, 81–83, 85–91, 96].

I одразу непертурбативний розгляд 2ЧРД виявляє притаманнi цьому рiв-

нянню патологiчнi особливостi. У багатьох фiзично цiкавих випадках радiально

редукована система має залежнi вiд енергiї нефiзичнi полюси при скiнченних вiд-

станях мiж частинками [9, 97, 98]. Така краєва задача у строгому математичному

1В рiвняннях квантово-польового походження, таких як рiвняня Бете-Салпiтера [2, 5] або квазi-потенцiальнi
[92–94], взаємодiя описується складним iнтегральним оператором в iмпульсному представленнi; див. п. 1.1.1-2.
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сенсi виявляється некоректною, або невiдповiдною її фiзичному змiстовi. Це спо-

нукало авторiв у данiй галузi до модифiкацiї краєвої задачi [85], самих рiвнянь

[87, 88], або використання залежних вiд енергiї потенцiалiв [98].

Попри значну кiлькiсть розглянутих часткових прикладiв, загальний ви-

гляд радiально зредукованого 2ЧРД, структура нефiзичних патологiй та шляхи

їх уникнення у лiтературi майже не обговорювалися.

У цьому роздiлi здiйснюється радiальна редукцiя 2ЧРД з загальним двофер-

мiонним потенцiалом, локальним у координатному представленнi. Такий потенцi-

ал, що включає усi згаданi вище приклади як частковi випадки, отримано Нiкi-

тiним та Фущичем [219] з вимоги обертової iнварiантностi рiвняння2. З фiзичних

мiркувань цей потенцiал буде обмежено до ермiтового, i явно параметризовано

48-ма дiйсними скалярними функцiями вiдстанi мiж частинками.

Радiальна редукцiя 2ЧРД з таким потенцiалом буде здiйснена за вiдомою

схемою [9, 79] (див. також [81–83, 85, 87, 89–91]), яка приводить до 2-х незв’язаних

систем з 8-ми диференцiйних рiвнянь 1-го порядку кожна. Подальша низка пере-

творень – спочатку до системи 4-х диференцiйних рiвнянь 1-го порядку, а потiм

– до пари рiвнянь 2-го порядку – дозволяє явно прослiдкувати появу нефiзичних

синґулярностей, i звести задачу до зручного для аналiзу вигляду.

Таким шляхом буде знайдено клас потенцiалiв, для яких одержана система

рiвнянь не є патологiчна, а серед них - точно розв’язуванi випадки, що є узагаль-

неннями вiдомих у лiтературi дiракiвських осциляторiв [108, 110, 292].

Для решти випадкiв пропонується псевдопертурбативний метод розв’язу-

вання 2ЧРД iз застосуванням розкладiв за 1/j (де j – квантове число повного

моменту iмпульсу системи), який є застосовний до випадку сильного зв’язку i не-

чутливий до iснування особливих точок краєвої задачi. Метод узагальнює технiку

розкладiв за 1/N [383–385] або 1/ℓ [386, 387] на випадок двох зв’язаних рiвнянь

iз нелiнiйною залежнiстю вiд спектрального параметру.

Результати точного та псевдопертурбативного аналiзу 2ЧРД застосовуються

до опису спектрiв легких мезонiв. Спочатку будується точно розв’язувана модель

2Обертова iнварiантнiсть є залишковою симетрiєю пiсля переходу у систему вiдлiку центра мас.
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iз потенцiалом, що є суперпозицiєю лiнiйного та кулонiвського членiв iз складною

спiновою структурою. Далi методом 1/j розглядається кiлька моделей iз рiзни-

ми лiнiйними потенцiалами скалярного типу i кулонiвськими – векторного типу.

Отриманi точнi та наближенi спектри аналiзуються i порiвнюються iз реальними

спектрами легких мезонiв.

5.3.1. Загальна структура потенцiалу

В системi вiдлiку центра iнерцiї 2ЧРД (1.1.1) має вигляд:

{h1(p) + h2(−p) + U(r)− E}Φ(r) = 0, (5.3.1)

де Φ(r) є 16-компонентною хвильовою функцiєю (дiракiвським 4×4-бiспiнором),

залежним вiд вiдносного радiус-вектора r, дiракiвськi гамiльтонiани вiльних ча-

стинок ha(p) з масами ma (де a = 1, 2 i p = − i∇) означенi в р-нi (1.1.2), а U(r) –

локальний потенцiал взаємодiї. Якщо скористатися 4× 4-матричним представле-

нням для Φ(r), то оператори αa та βa дiють так: α1Φ = αΦ, α2Φ = ΦαT i т.д.,

де α та β – матрицi Дiрака.

Потенцiал U(r) є мультиплiкативним оператором в координатному пред-

ставленнi, iнварiантним щодо просторових поворотiв та iнверсiй. В [219] подано

найбiльш загальний вигляд такого потенцiалу:

U(r) =
∑48

A=1
UA(r)ΓA. (5.3.2)

Вiн параметризується 48-ма довiльними (взагалi кажучи, комплексними) фун-

кцiями UA(r) вiдстанi мiж частинками r = |r| (будемо називати їх парцiальними

потенцiалами), а матрицi ΓA будуються в термiнах матриць Дiрака та одиничного

вектора n = r/r.

Далi вимагатимемо, щоб потенцiал U був ермiтовим у скалярному добутку

〈Ψ |Φ〉 =
∫

d3r Tr(Ψ †(r)Φ(r)), (5.3.3)

а, отже, рiвняння (5.3.1) – гамiльтоновим. Вимога ермiтовостi зменшує довiльнiсть

потенцiалу (5.3.2) до 48-ми дiйсних довiльних парцiальних потенцiалiв.
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Нижче запропоновано ермiтiв базис для матриць Γ, що входять у загаль-

ний потенцiал. Скористаємось для матриць Дiрака спiввiдношенням α = γ5σ,

де компоненти σi (i = 1, 2, 3) вектора σ можна розумiти або як 2×2–матрицi

Паулi, або як блок-дiагональнi 4×4-матрицi diag(σi, σi) (що не повинно привести

до непорозумiнь). Цим самим α роздiлено на два множники, один з яких дiє на

“частинково-античастинковi” ступенi вiльностi, а iнший – на власне спiновi ступе-

нi вiльностi. Назвемо цi множники дiракiвським та спiновим вiдповiдно. Подiбно

можна вчинити i з iншими матрицями Дiрака чи їх добутками. Тепер враховуючи,

що при поворотах та iнверсiях β веде себе як скаляр, γ5 – як псевдо-скаляр, n

– як вектор, σ – як псевдо-вектор, зручно побудувати шуканий базис у виглядi

добутку дiракiвського та спiнового множникiв:

Γee = {I, β1, β2, β1β2} × S, Γoo = γ51γ
5
2 × Γee, (5.3.4)

Γeo = {I, β1, i β2, i β1β2} × γ52 × T, Γoe : 1 ↔ 2, (5.3.5)

де I – одиничний оператор,

S = {S(i), i = 1, 2, 3} ≡ {I, σ1 · σ2, (σ1 · n)(σ2 · n)} (5.3.6)

– множина скалярних, а

T = {T(i), i = 1, 2, 3} ≡ {σ1 · n, σ2 · n, (n,σ1,σ2)} (5.3.7)

– псевдоскалярних спiнових множникiв. Матрицi Γ в (5.3.4)–(5.3.5) згруповано,

згiдно з класифiкацiєю Храпливого [187], у парно-парнi оператори Γee, непарно-

непарнi Γoo, парно-непарнi Γeo та непарно-парнi Γoe. Усi iншi O(3)–iнварiантнi ер-

мiтовi матрицi, побудованi у термiнах матриць Дiрака та вектору n, виражаються

через (5.3.4)–(5.3.5). Вiдповiдно, i в потенцiалi (5.3.2) можна видiлити 4 доданки

Uee, Uoo, Ueo та Uoe.

Зручно перейти вiд матричного до блок-векторного представлення хвильо-

вої функцiї, розгорнувши у вектор її “частинково-античастинковi” ступенi вiльно-
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стi:

Φ(r) =

[
Φ++(r) Φ+−(r)
Φ−+(r) Φ−−(r)

]

99K







Φ++(r)
Φ+−(r)
Φ−+(r)
Φ−−(r)






; (5.3.8)

тут Φ++(r) – 2×2-спiнорна матриця, що є велико-великою компонентою хвильової

функцiї (згiдно з термiнологiєю Храпливого [187]), а Φ+−(r), Φ−+(r) i Φ−−(r) –

вiдповiдно велико-мала, мало-велика i мало-мала компоненти Φ(r).

У цьому представленнi структуру загального потенцiалу (5.3.2) можна опи-

сати компактнiше, зiбравши 48 парцiальних потенцiалiв UA(r) у меншу кiлькiсть

матричних дiракiвських мультиплетiв – парно-парних, парно-непарних i т. д. Ко-

жен такий мультиплет мiстить парцiальнi потенцiали, що мають спiльний спiно-

вий множник:

U = Uee + Uoo + Ueo + Uoe =

3∑

i=1

(

∆
(i)S(i) +Ω

(i)T(i)

)

, (5.3.9)

де (упускаючи iндекс i) ∆ = ∆ee +∆oo, Ω = Ωee +Ωoo,

∆ee =







U11

U22 0
U33

0 U44






, ∆oo =








Υ14

0 Υ23
∗
Υ 23

∗
Υ 14 0







, (5.3.10)

Ωeo =








0 Υ12
∗
Υ 12 0 0

0 Υ34

0 ∗
Υ 34 0







, Ωoe =








Υ13 0
0 0 Υ24
∗
Υ 13 0

0
∗
Υ 24 0







; (5.3.11)

тут матричнi елементи Uαβ є дiйсними, а Υαβ = Xαβ + i Yαβ – комплексними

фунцiями вiд r (зiрочка “ ∗ ” позначає комплексне спряження), i мається на увазi,

що кожен елемент множиться на одиничний спiновий оператор I . З огляду на

структуру дiракiвських множникiв потенцiали Uee i Uoo (та iх суперпозицiї) будемо

називати власними, а Ueo i Uoe – невласними.

Щоб переконатися в еквiвалентностi представлень (5.3.2) i (5.3.9) потенцi-

алу U зауважимо, що дiракiвськi множники ∆ = ∆ee + ∆oo i Ω = Ωeo + Ωoe
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повиннi бути ермiтовими матрицями, причому власний множник ∆ – скаляром, а

невласний Ω – псевдоскаляром щодо просторової iнверсiї. Дiя перетворення iнвер-

сiї на дiракiвськi множники ∆ i Ω визначається оператором β1β2, який у даному

представленнi має вигляд:

β1β2 = diag(I,−I,−I, I) ≡







I

−I 0
−I

0 I






; (5.3.12)

тут I – одинична 2×2 матриця. Легко переконатися, що β1β2∆β1β2 = ∆,

β1β2Ωβ1β2 = −Ω. Оскiльки сума ∆ + Ω є ермiтовою 4×4-матрицею загально-

го вигляду, то ∆ є найзагальнiшою ермiтовою 4×4-матрицею скалярного типу, а

Ω – псевдо-скалярного типу. Кожна з матриць (5.3.10)–(5.3.11) мiстить по 4 дiй-

сних або 2 комплексних довiльних функцiй r, i таких квадруплетiв у виразi (5.3.9)

мiститься 4× 3 = 12, що еквiвалентно наявностi 48-ми парцiальних потенцiалiв у

(5.3.2).

Розглянемо нерелятивiстичне наближення 2ЧРД (5.3.1) з загальним потен-

цiалом (5.3.2), застосувавши перетворення Фолдi-Вайтгаузена-Храпливого [187].

У результатi отримаємо гамiльтонiан: Hnr =
∑2

a=1 βa
(
ma + p2/2ma

)
+ Uee, який

пiсля проєктування на додатньо-енергетичнi стани приводить до рiвняння Шре-

динґера з потенцiалом

Unr(r) = U
(i)
11 (r)S(i)

= U
(1)
11 (r) + U

(2)
11 (r)σ1 · σ2 + U

(3)
11 (r)(σ1 · n)(σ2 · n). (5.3.13)

Таким чином, iз 48-ми парцiальних потенцiалiв, що мiстяться у виразах (5.3.9)–

(5.3.11), у нерелятивiстичнiй границi виживає лише три.

Найцiкавiшими з фiзичного погляду є потенцiали, що допускають

теоретико-польову iнтерпретацiя взаємодiї. Зокрема, потенцiали, що вiдобража-

ють векторну структуру взаємодiї, використовуються в задачах електродинамiки,

скалярна структура з’являється в потенцiальних моделях гадронiв i т.д.
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5.3.2. Радiальна редукцiя 2ЧРД

Здiйснимо радiальну редукцiю 2ЧРД, подiбно до робiт [9, 79]. Оберiм Φ(r)

власною функцiєю квадрату j2 i компоненти j3 повного моменту iмпульсу системи

j = r × p + s = − i r × ∇ + 1
2
(σ1 + σ2) та парностi P , i представимо її у блок-

векторному виглядi:

Φ(r)=
1

r







iφ1(r)Y
A(n) + iφ2(r)Y

0(n)
φ3(r)Y

−(n) + φ4(r)Y
+(n)

φ5(r)Y
−(n) + φ6(r)Y

+(n)
iφ7(r)Y

A(n) + iφ8(r)Y
0(n)







для P = (−)j±1, (5.3.14)

(Y A,Y 0) ↔ (Y −,Y +) для P = (−)j. (5.3.15)

Тут Y A(n) є скороченим позначенням 2×2-матричної бiспiнорної гармонiки

Y
µ
ℓsj(n) (у звичних позначеннях [25, 29, 388]), що вiдповiдають повному спiновi

s = 0 та орбiтальному моменту ℓ = j; а Y 0(n), Y −(n), Y +(n) вiдповiдають

триплетовi з s = 1 та ℓ = j, j + 1, j − 1. Явний вигляд та властивостi бiспiнор-

них гармонiк подано в додатку A. Тодi для j > 0 задача на власнi стани (5.3.1)

зводиться до системи 8-ми диференцiйних р-нь 1-го порядку iз шуканими ф-ями

φ1(r) . . . φ8(r) та власним значенням енергiї E.

Представимо цю систему у матричному виглядi, означивши 8-вимiрну

вектор-функцiю Φ(r) = {φ1(r), . . . , φ8(r)}:
{

H(j)
d

dr
+V(r, E, j)

}

Φ(r) = 0. (5.3.16)

Тут 8×8-матрицi H(j) та

V(r, E, j) = G(j)/r +m+U(r, j)− EI (5.3.17)

мають властивостi: H – дiйсна, HT = −H; V† = V; I – одинична 8×8-матриця;

дiагональна матриця m = diag(m+I, m−I, −m−I, −m+I), де m± = m1 ± m2

(а I – одинична 2×2-матриця), та j- i P -залежнi матрицi H(j), G(j) є сталими

(тобто незалежними вiд r), а U(r, j) представляє потенцiал (5.3.2). Оператор у

лiвiй частинi р-ня (5.3.16) є ермiтовим щодо скалярного добутку, iндукованого
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добутком (5.3.3):

〈Ψ|Φ〉 =
∞∫

0

dr
(
Ψ

†(r)Φ(r)
)
. (5.3.18)

У випадку j = 0 компоненти φ2 = φ4 = φ6 = φ8 = 0 так що вимiрнiсть

задачi (5.3.16) зменшується з 8 до 4.

Усi згаданi вище матрицi зручно подати у блок-матричному виглядi. Для

цього бiспiнорнi гармонiки об’єднаємо у два дублети з рiзними парностями:

ô =

[
φA

φ0

]

, ê =

[
φ−

φ+

]

, (5.3.19)

так що компоненти хвильової функцiї (5.3.14)-(5.3.15) також об’єднаються у ду-

блети: [φ1, φ2], . . . , [φ7, φ8]. Тепер, враховуючи властивостi бiспiнорних гармонiк

[9, 79] та їх дублетiв у додатку А i означивши величини:

A =

√
j + 1

2j + 1
, B =

√
j

2j + 1
, C =

√

j(j + 1), (5.3.20)

та 2×2-матрицi:

σ↑ = 1
2
(I+ σ3) =

[
1 0
0 0

]

, σ↓ = 1
2
(I− σ3) =

[
0 0
0 1

]

, (5.3.21)

τ =

[
−3 0
0 1

]

, R =

[
A B
−B A

]

(R ∈ O(2)), (5.3.22)

отримаємо у цих термiнах:

G = −







0 R(j+σ↑) RT(jσ3+σ↑) 0
(j+σ↑)RT 0 0 (jσ3+σ↑)R
(jσ3+σ↑)R 0 0 (j+σ↑)RT

0 RT(jσ3+σ↑) R(j+σ↑) 0







(5.3.23)

H =







0 −Rσ3 −RT 0
σ3R

T 0 0 R

R 0 0 σ3R
T

0 −RT −Rσ3 0







для P = (−)j±1 (5.3.24)

G =







0 (j+σ↑)RT (jσ3+σ↑)R 0
R(j+σ↑)σ3 0 0 RT(jσ3+σ↑)
RT(jσ3+σ↑) 0 0 R(j+σ↑)

0 (jσ3+σ↑)R (j+σ↑)RT 0







(5.3.25)
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H =







0 −σ3RT −R 0
Rσ3 0 0 RT

RT 0 0 Rσ3
0 −R −σ3RT 0







для P = (−)j. (5.3.26)

Щоб описати потенцiал взаємодiї (5.3.9)-(5.3.11) у матричному представлен-

нi, залишається обчислити дiю спiнових операторiв на бiспiнорнi дублети. Отри-

маємо:

S = giag(S,Σ,Σ, S), T = giag(T,−T†,−T†,T) для P = (−)j±1, (5.3.27)

S = giag(Σ, S, S,Σ), T = giag(T†,−T,−T,T†) для P = (−)j, (5.3.28)

з такими 2×2-матричними блоками S, Σ, T:

i 1 2 3
S(i) I σ1 · σ2 (σ1 · n)(σ2 · n)
S(i) I τ −σ3
Σ(i) I I −Rσ3R

T

i 1 2 3
T(i) σ1 · n σ2 · n (n,σ1,σ2)
T(i) R −Rσ3 −2 iRσ↑ (5.3.29)

У випадку j = 0 в усiх 2×2-блоках, що входять в матрицi системи (5.3.16),

слiд залишити лише лiвий верхнiй елемент, поклавши у ньому j = 0.

5.3.3. Редукцiя радiальної системи до р-нь 2-го порядку

Виявляється, що rankH = 4 (2 у випадку j = 0), тобто лише 4 з 8-ми рiвнянь

(5.3.16) (2 з 4-х) є диференцiйними, решта - алгебричнi спiввiдношення. Їх можна

роздiлити з допомогою ортогонального перетворення (з групи O(8)):

Φ̄ = OΦ, H̄ = OHO
T i т.д., де O = O2O1, (5.3.30)

O1 =







I

σ3R
T 0
−RT

0 −σ3






, O2 =

1√
2







I 0 0 −I

0 −I I 0
0 I I 0
I 0 0 I







для P = (−)j±1,

O1 =







σ3R
T

I 0
−σ3

0 −RT






, O2 =

1√
2







0 I −I 0
I 0 0 −I

−I 0 0 −I

0 I I 0







для P = (−)j,
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що зберiгає скалярний добуток (5.3.18) i явно видiляє нетривiальний мiнор ма-

трицi H, а саме зводить H до незалежного вiд P канонiчного вигляду:

H̄ = 2

[
J 0

0 0

]

, J =

[
0 I

−I 0

]

, (5.3.31)

де J – симплектична (невироджена) 4×4-матриця. Iншi члени рiвнянь (5.3.16)–

(5.3.17) набувають форми:

Ḡ = 2







0 σ↑ Cσ1 0
σ↑ 0 0 0
Cσ1 0 0 0
0 0 0 0






, m̄ =







m±
0 −m∓
−m∓

m± 0







для P = ∓(−)j, (5.3.32)

Ū =









U11 Υ12 Υ13 Υ14
∗
Υ12 U22 Υ23 Υ24
∗
Υ13

∗
Υ23 U33 Υ34

∗
Υ14

∗
Υ24

∗
Υ34 U44









; (5.3.33)

де Uαβ – дiйснi, а Υαβ – комплекснi дiагональнi 2×2-блоки (лiнiйно пов’язанi з

вихiдними парцiальними потенцiалами Uαβ, Υαβ в (5.3.9)–(5.3.11)), взагалi кажучи

рiзнi для рiзних парностей. Загальна кiлькiсть дiйсних парцiальних потенцiалiв –

32 для P = (−)j±1 i 32 для P = (−)j, однак серед них лише 48 є незалежних.

Представимо 8-вимiрнi вектори та матрицi в термiнах 4-вимiрних блокiв:

Φ̄ =

[
Φ̄1

Φ̄2

]

, V̄ =

[
V̄11 V̄12

V̄21 V̄22

]

(5.3.34)

i (5.3.31) для H. В цих термiнах система (5.3.16) розчеплюється на диференцiйну

та алгебричну пiдсистеми:

2JΦ̄
′
1 + V̄11Φ̄1 + V̄12Φ̄2 = 0, (5.3.35)

V̄21Φ̄1 + V̄22Φ̄2 = 0. (5.3.36)

Виключивши Φ̄2 з (5.3.35) з допомогою (5.3.36), отримаємо систему диференцiй-

них рiвнянь для 4-вектора Φ̄1:
{

J
d

dr
+ V

⊥(r, E, j)

}

Φ̄1(r) = 0, (5.3.37)
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а для 4-вектора Φ̄2 маємо алгебричний вираз Φ̄2 = −ΛV̄21Φ̄1; тут

Λ =
[
V̄22

]−1
, V

⊥ = (V̄11 − V̄12ΛV̄21)/2. (5.3.38)

Тепер представляємо 4-вектор Φ̄1 у 2+2-блочному виглядi:

Φ̄1(r) =

[
Φ1

Φ2

]

, V
⊥ =

[
V11 V12

V21 V22

]

, Λ =

[
Λ11 Λ12

Λ21 Λ22

]

, (5.3.39)

виключаємо Φ2 i приходимо до системи диференцiйних рiвнянь 2-го порядку для

2-вектора Φ1:

L(E)Φ1 =

{(
d

dr
+ V12

)

[V22]
−1

(
d

dr
− V21

)

+ V11

}

Φ1 = 0. (5.3.40)

З означення матрицi V⊥ (5.3.39), (5.3.38) та вигляду її складових (5.3.32)–

(5.3.34) i виразу для V̄, аналогiчного до (5.3.17), випливає, що її блок V22 є дiаго-

нальним. Тому можна зробити перетворення

Ψ = Φ1

/√

V22 , L̄(E) =
√

V22L(E)
√

V22, (5.3.41)

(де квадратний корiнь з матрицi обчислюється по-елементно), що зводить систему

(5.3.40) до нормального вигляду:

L̄(E)Ψ ≡
{(

d

dr
+ F

)(
d

dr
− F†

)

+ Z

}

Ψ = 0, (5.3.42)

де F =
√

V22V12

/√

V22 (5.3.43)

та Z =
√

V22V11

√

V22 +
1

2

(

F
V′
22

V22
+

V′
22

V22
F†
)

+
1

2

V′′
22

V22
− 3

4

(
V′
22

V22

)2

.

Введемо для матрицi F її антиермiтову A та ермiтову B частини:

A = 1
2
(F− F†) = −A†, B = 1

2
(F+ F†) = B†. (5.3.44)

Якщо F ермiтова, тобто B = F, то в операторi L̄(E) вiдсутнiй член з похiдною 1-го

порядку, i р-ня (5.3.42) має матрично-двочленну форму:
{

d2

dr2
−W

}

Ψ = 0, де W = F2 + F′ − Z, (5.3.45)
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корисну для пошуку точних i наближених розв’язкiв.

Якщо ж F неермiтова, то можна здiйснити перетворення:

Ψ̃ = C−1Ψ, L̃ = C−1L̄1C, (5.3.46)

де матриця C задовольняє рiвняння C′ = −AC з формальним розв’язком:

C = Texp

(

−
∫

dr A

)

. (5.3.47)

З антиермiтовостi A випливає унiтарнiсть C, а оператор

L̃(E) =
d2

dr2
− W̃, де W̃ = C† (B2 + B′ + [A,B]− Z

)
C (5.3.48)

набуває матрично-двочленного вигляду, як i вiдповiдне рiвняння. Зауважимо, що

не в усiх випадках Т-експоненту в р-нi (5.3.47) можна обчислити явно.

Якщо замiсть Φ2 iз системи (5.3.37) виключити Φ1, прийдемо до системи для

2-вектора Φ2, яка вiдрiзняється вiд (5.3.40) замiною iндексiв 1 ↔ 2. Але оскiльки

блок V11, взагалi кажучи, не є дiагональним (на вiдмiну вiд V22), то система для

Φ2 виявляється складнiшою, нiж (5.3.40). Вона, однак, теж може бути корисною

в застосуваннях.

5.4. Непертурбативний аналiз рiвняння Брайта

Елементи матрицi V22 (5.3.41), (5.3.40), в редукованому радiальному 2ЧРД

рiвняннi (5.3.39), (5.3.44), (5.3.42) можуть мiстити нефiзичнi полюси, що значно

ускладнюють аналiз цих рiвнянь.

Типовим прикладом 2ЧРД є рiвняння Брайта (1.1.1), радiальну редукцiю

якого було ранiше здiйснено в [81, 82]. Виявилося, що синґулярностi, якi виника-

ють у цьому випадку, роблять стандартну задачу на власнi значення математично

некоректною. З фiзичного погляду непертурбативний аналiз рiвняння Брайта та-

кож вважається непослiдовним [2], оскiльки описує як фiзичнi, так i нефiзичнi

стани системи.

Iз цими застереженнями на увазi розглянемо особливостi радiально зреду-

кованого р-ня Брайта. Для простоти розглядатимемо випадок j = 0, коли стани з
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(j=0, P=−1) ≡ 0− можна асоцiювати з нерелятивiстичними синґлетними стани-

ми 1S0, а (j=0, P=+1) ≡ 0+ – з триплетними 3P0. У кожному з випадкiв P = ∓1

хвильова функцiя (5.3.14) мiстить лише 4 (а не 8) радiальнi компоненти φ1(r),

φ3(r), φ5(r), φ7(r), а редукована система 1-го порядку (5.3.37) – двi компоненти

φ̄1(r), φ̄3(r). Вона має вигляд:

d

dr
φ̄1(r) =

1

r
φ̄1(r) +

1

2

[

E +
α

r
− m2

∓
E + α/r

]

φ̄3(r) (5.4.1)

− d

dr
φ̄3(r) =

1

r
φ̄3(r) +

1

2

[

E + 3
α

r
− m2

±
E − α/r

]

φ̄1(r), P = ∓1. (5.4.2)

Очевидно, що окрiм природнього полюса r = 0, п.ч. р-ня (5.4.2) мiстить залежний

вiд енергiї полюс r = α/E, який фiзично не обумовлений, i робить краєву задачу

(з умовами в точках r = 0,∞) некоректною.

У випадку рiвних мас m1 = m2 ≡ m для станiв 0+ ∼3P0 синґулярнiсть в рiв-

няннях (5.4.1)-(5.4.2) пропадає. Отже краєва задача є добре означена, i її можна

розв’язати числово. Фiзично цей випадок вiдповiдає ортопозитронiю. Хоча точно-

го аналiтичного розв’язку системи (5.4.1)-(5.4.2) не знайдено, можна показати,

що в околi r → 0 компоненти хвильової функцiї мають асимптотику φi(r) ∼ rγ,

де γ =
√

1− 3α2/4. Отже необхiдною умовою нормовностi хвильової функцiї є

обмеження константи взаємодiї α < αc = 2/
√
3 = 1.154700538379252, подiбно

до випадку 1ЧРД з кулонiвським потенцiалом, де критична константа взаємо-

дiї αc = 1, а також часоасиметричної моделi, де для електромегнетної взаємодiї

αc = 1/2; див. (2.3.15), (2.3.23, c.133).

Вимога обмеженостi компонент φi(r) при r → ∞ веде до дискретного спе-

ктру, кiлька нижнiх рiвнiв якого отримано для рiзних значень α < αc числовим

iнтеґруванням системи (5.4.1)-(5.4.2) методом Рунґе-Кутта.

Цiкаво цi результати порiвняти з пертурбативними обчисленнями спектру.

Як зазначено в п. 1.1.1, пертурбативне тлумачення р-ня Брайта також не цiл-

ком коректне: воно полягає у наближеному зведеннi рiвняння до форми Паулi-

Шрединґера iз квазiрелятивiстичними поправками, серед яких виникає такий не-
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фiзичний член ∝ (α/r)2 [187–189]:

Hα2 =
α2

4m+r2
(3− 2σ1 · σ2 + σ1rσ2r). (5.4.3)

Вiн не виникає при бiльш послiдовному квантово-польовому тлумаченнi рiвняння

Брайта [194]. Натомiсть для електрон-позитронної (чи фермiон-антифермiонної)

системи КЕД привносить додатковий анiгiляцiйний член:

Han = 2πµ0(3 + σ1 · σ2)δ(r) (5.4.4)

(µ0 – магнетон Бора), що дає внесок зокрема у спектр парапозитронiю 1S0.

Цiкаво, що для станiв отропозитронiю 3P0 середнi вiд операторiв (5.4.3) i

(5.4.4) занулюються. Тому рiвняння Брайта (1.1.1) не потребує для цього випадку

квантово-польової корекцiї, i дає правильний пертурбативний спектр ортопози-

тронiю з точнiстю до α4:

E

m
= 2− α2

4n2
+ α4

{
11

64n4
− 1

3n3

}

, (5.4.5)

де n = 2, 3, . . . – головне квантове число.

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1,7

1,8

1,9

2,0
n=4

n=3

n=2

a

E/m

 

a

n = 2 Пертурбативнi Числовi
α [р-ня (5.4.5)] [р-ня (5.4.1)-(5.4.2)]

1/137 1.999 996 669 9532 1.999 996 669 9532
0.01 1.999 993 749 6908 1.999 993 749 6908
0.05 1.999 843 556 7220 1.999 843 5564
0.1 1.999 371 907 5521 1.999 371 886
0.5 1.982 442 220 0521 1.982 028 02
0.7 1.961 950 032 5521 1.957 997 74
0.9 1.929 085 449 2188 1.902 4531
1.0 1.906 575 520 8333 1.838 781 05
1.1 1.879 098 470 0521 1.688 2317
1.15 1.863 256 642 6595 1.436 9434
1.154 1.861 924 191 0995 1.355 170 76
1.1547 1.861 689 995 0549 1.301 3199

2/
√
3 1.861 689 814 8148 1.299 74

Рис. 5.1. Значення E/m станiв n = 2, n0+(n3P0) для n = 2, 3, 4 (m1=m2≡m).

На рис. 5.1 значки ✇, N, представляють числовий спектр для n = 2, 3, 4

вiдповiдно, а суцiльнi лiнiї – пертурбативгнi результати (5.4.5) в залежностi вiд
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константи взаємодiї α. Для α = 1/137 числовi та пертурбативнi результати узго-

джуються з точнiстю не гiрше як 14 знакiв. Однак при прямуваннi α до крити-

чного значення αc = 2/
√
3 числовi значення енергiї рiзко падають, що свiдчить

про неаналiтичну залежнiсть E(α) в околi αc.

Отриманi результати можна застосувати в атомнiй i ядернiй фiзицi, напри-

клад для опису зв’язаних станiв багатозарядних iонiв.

5.5. Точно розв’язнi моделi

Як було показано вище, будова матрицi V22 (5.3.41), (5.3.40), що входить в р-

ня (5.3.39), (5.3.44), (5.3.42) i (5.3.45), є джерелом нефiзичних синґулярностей, що

значно ускладнюють аналiз цих рiвнянь. Синґулярностi можуть зробити краєву

задачу (з умовами в точках r = 0,∞) некоректною. В цьому пiдроздiлi будемо

пiдбирати довiльнi потенцiали так, щоб 1) нефiзичнi полюси не виникали, i 2)

рiвняння було точно розв’язне.

Спочатку зауважимо, що у вiльночастинковому випадку матриця V22 є ста-

лою (незалежною вiд r). Будемо вимагати, щоб V22 була такою i в присутностi

взаємодiї. Достатнiми умовами для цього є рiвностi:

U22 = U33 = Υ23 = Υ24 = Υ34 = 0 (5.5.1)

для елементiв матрицi (5.3.35), що ведуть до досить загального потенцiалу ви-

ду (5.3.2) з 18-ма довiльними дiйсними парцiальними потенцiалами. Чотири з

них становлять парно-парну частину Uee взаємодiї, 4 iнших становлять непарно-

непарну Uoo, а 10 решта утворюють потенцiали типу Uoe i Ueo. Згiдно з обмеже-

ннями (5.5.1) обидва члени взаємодiї Uee i Uoo мiстять множник 1 − σ1 · σ2. Вiн

анулює взаємодiю триплетної частини хвильової ф-ї Φ i може дати хiба що бiдний

за структурою i сумнiвний за фiзичним змiстом спектр зв’язаних станiв. Тому

вiдкинемо цi потенцiали умовами:

U11 = U44 = Υ14 = 0

для обидвох випадкiв парностi P = −(−)j i P = (−)j.
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Наступна вимога

ReΥ12 = ReΥ13 = 0 (5.5.2)

забезпечує рiвнiсть Im F = 0 для (5.3.43), i тому F† = F (оскiльки F дiагональною,

згiдно з (5.5.1)). Цим забезпечується двочленний вигляд (5.3.45) хвильового рiв-

няння. З iншого боку, 10 парцiальних потенцiалiв, що мiстяться в едементах Υ12

i Υ13 матрицi (5.3.35) зводяться, згiдно з (5.5.2), до 6-ти потенцiалiв, що утворю-

ють члени взаємодiї типу Uoe i Ueo. Серед них член U0(r)(α1−α2) ·n з довiльною

ф-єю U0(r) є цiлком калiбрувальним, i може бути скомпенсований фазовим мно-

жником exp
{
− i
∫
dr U0(r)

}
функцiї Ψ. В результатi отримуємо такий анзац для

потенцiалу:

U = i
{
U1(r) + U2(r)γ

5
1γ

5
2

}
β1β2(α1−α2) · n+ U3(r)

(
γ51 + γ52

)
(σ1 × σ2) · n

+ i
{
U4(r)β1γ

5
1 − U5(r)β2γ

5
2

}
(σ1 − σ2 + iα1 ×α2) · n, (5.5.3)

де U1(r), . . . , U5(r) є довiльними дiйсними функцiями.

Пiсля вищевказаного спрощення матрицi W±, що входять у р-ня (5.3.45) i

вiдносяться до випадкiв парностi P = ∓(−)j вiдповiдно, мають вигляд:

W± =

[

f 2
↑± +

(
d

dr
+

2

r

)

f↑± − m∓
E

(

2f↑± +
d

dr
+

2

r

)

u± + u2±

]

σ↑

+

[

f 2
↓ ±

d

dr
f↓

]

σ↓ −
C

r

[m∓
E

(f↑± ± f↓)− u±
]

σ1 −
C2

r2
− b(E),

де функцiї f↑± = ∓(U1 + U2)− 2U3, f↓ = U2 − U1, u± = −2(U4 ± U5)

еквiвалентно представляють парцiальнi потенцiали, а функцiя енергiї

b(E) =
1

4

(

E − m2
+

E

)(

E − m2
−
E

)

обернена до E(b) =
2∑

a=1

√

m2
a + b. (5.5.4)

5.5.1. Узагальненi дiракiвськi осцилятори

Моделi I. Вибiр u = 0 i f 2 = a2r2, де a = const, веде до 4-х можливих

наборiв парцiальних потенцiалiв у п.ч. (5.5.12) (решта занулюються):

Ia). U2 = ar, Ic). U1 = −U2 = U3 = 1
2
ar,

Ib). U1 = ar, Id). U1 = −U2 = −U3 = −1
2
ar.
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Усi випадки ведуть до осциляторо-подiбних рiвнянь
{

d2

dr2
+

1

4

(

E − m2
+

E

)(

E − m2
−
E

)

− a2r2 − C2

r2
+ aD±

}

Ψ = 0, (5.5.5)

де D± є сталью 2×2-матрицею. У випадку Ia ця матриця дiагональна:

D± = diag {δ↑±, δ↓±}, (5.5.6)

Ia). δ↑± = ±3, δ↓± = ∓1 для P = ∓(−)j. (5.5.7)

Спектр енергiї можна знайти з алгебричного спiввiдношення:

b(E) = |a|(2n+ 3)− aδl±, n = j + 2nr, (5.5.8)

де nr = 0, 1, . . . є радiальне квантове число. При даних j та nr маємо 4 р-ня, що

визначають 4 додатнi значення енергiї El±:

El± =

2∑

a=1

√

m2
a + |a|(2n+ 3)− aδl±. (5.5.9)

У випадку Ib матриця D± не є дiагональна:

D± = ±
[

3 −2m∓C/E
−2m∓C/E 1

]

для P = ∓(−)j. (5.5.10)

O(2)-перетворенням вона зводиться до виду (5.5.6) з власними значеннями:

Ib). δ↑± = 2 +
√

1 + (m∓C/E)2, δ↓± = 2−
√

1 + (m∓C/E)2 (5.5.11)

для P = ∓(−)j. Система (5.5.5) розпадається на два осциляторо-подiбних рiв-

няння. Оскiльки δ в (5.5.11) залежать вiд енергiї, то спектральнi умови (5.5.8) у

цьому випадку виявляються iррацiональними рiвняннями, якi можна звести до

алгебричних рiвнянь 4-го ступеня (3-го, якщо m1 = m2) щодо E.

У випадках Ic i Id матриця D± рiвна або (5.5.6)-(5.5.7), або (5.5.10) для

P = (−)j i навпаки для протилежної парностi. Вiдповiднi власнi значення

Ic). δl+ = 2±
√

1 + (m−C/E)2, δl− = 1± 2,

Id). δl+ = 1± 2, δl− = 2±
√

1 + (m+C/E)2
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потрiбно пiдставити у спектральнi формули (5.5.8) або (5.5.9).

Якщо m1 = m2 = 0, то сталi δl± не залежать вiд E та j i р-ня (5.5.8)

спрощується до явної формули:

E2
l± = 4[|a|(2n+ 3)− aδl±].

У цьому випадку енергетичнi рiвнi El± виструнчуються у (E2, j)–площинi в па-

ралельнi прямi (т.зв. траєкторiї Редже) з коефiцiєнтом нахилу 8|a|.
Усi траєкторiї можна недвозначно маркувати трiйкою квантових чисел nr,

l, ±, однак деякi траєкторiї, що вiдповiдають рiзним числам, можуть збiгатися

(тобто вироджуватися). Приклади траєкторiй Редже для безмасових моделей Ia–

Ic показано на рис. 5.2.

0 1 2 3 4 5 6 7

0

1

2

3

a>0Ib).

E2/8a

j

0 1 2 3 4 5 6 7

0

1

2

3

a>0Ia).

E2/8a

j

0 1 2 3 4 5 6 7

0

1

2

3

a>0Ic).

E2/8a

j

0 1 2 3 4 5 6 7

0

1

2

3

E2/8a

a>0II).

E2/8a

j

Рис. 5.2. Траєкторiї Редже для
безмасових моделей I
та II.

Моделi II. Вибiр f↑ = 0 i f 2
↓ = u2 = a2r2 дає 4 набори потенцiалiв:

IIa). U1 = U4 = 1
2
ar, IIc). U1 = U5 = 1

2
ar,

IIb). U1 = −U4 = −1
2
ar, IId). U1 = −U5 = −1

2
ar

(решта – нулi). Цей вибiр веде до 4-х точно розв’язних моделей, що описуються

осциляторо-подiбним р-ням (5.5.5) з деякими матрицями D. Розглянемо тут лише
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безмасовий випадок. Усi моделi IIa–IId мають спiльний спектр при a > 0:

E2
↑+ = 4|a|(3j + 4nr + 3), E2

↑− = 4|a|(j + 4nr + 3),
E2

↓+ = 4|a|(j + 4nr + 2), E2
↓− = 4|a|(3j + 4nr + 4).

При a < 0 траєкторiї Редже переставляються: E2
l+ ↔ E2

l−. На вiдмiну вiд моделей

I, тут траєкторiї не є паралельними: два сiмейства мають нахил 4|a|, два iншi –

12|a| (див. рис. 5.2).

Моделi III. Умови f↑− = u+ = 0, f 2
↑+ = f 2

↓ = u2− = a2r2 дають чотири

розв’язнi моделi, одна з яких задається потенцiалами:

U1 = 3
4
ar, U2 = U5 = −1

4
ar, U3 = U4 = 1

4
ar.

Цi моделi (у безмасовому випадку) ведуть до послiдовностi траєкторiй Редже з

трьома рiзними нахилами: 4|a|, 8|a| i 12|a|.
Серед усiх знайдених тут моделей двi були вiдомi в лiтературi ранiше. Мо-

дель Ia еквiвалентна до моделi Сазджана з псевдо-скалярною утримною взаємо-

дiєю [25]; вона збiгається з однiєю з версiй двочастинкового дiракiвського осци-

лятора з потенцiалом (1.2.9, c.64), запропонованого в [109]; див. п. 1.2.6. Супер-

симетричнi аспекти цiєї моделi вивчено в [107, 110]. Модель Ib є iншою версiєю

дiракiвського осцилятора [108] з потенцiалом (1.2.8), узагальненого на випадок

рiзних мас спокою частинок.

Хоча знайденi моделi не мають безпосереднього фiзичного змiсту, однак

власним значенням енергiї цих моделей притаманнi деякi риси акуальних спектрiв

мезонiв, описаних в п. 1.2.3.

5.5.2. Точнi моделi спектрiв легких мезонiв

Багато особливостей спектрiв мас легких мезонiв, описаних в п. 1.2.3, хара-

ктернi для спектрiв енергiї побудованих вище моделей Ia–Id. Дiйсно, у безмасово-

му випадку траєкторiї Редже є прямi i паралельнi. Траєкторiї ↑+, що складаються

з енергетичних рiвнiв E↑+ парностi P = −(−)j, можна тлумачити як синґлетнi

траєкторiї, що вiдповiдають s = 0 , ℓ = j (i маркованi як "A"; див. п. 5.3.2). По-

дiбно, триплетнi квантовi числа s = 1, ℓ = j, j ∓ 1 можна приписати траєкторiям
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↓+, l− (маркованих як "0, ∓"). У цих термiнах спектр моделi Ia з m1 = m2 ≡ m

узгоджується з результатами в [25, 107, 109, 110]:

E2 = 8|a|(ℓ+ 2nr + 3/2) + 8a(2s− 3/2) + 4m2 .

Модель Ic вiдрiзняється лише iншим коефiцiєнтом бiля s:

E2 = 8|a|(ℓ+ 2nr + 3/2) + 8a(s− 3/2) + 4m2 .

Усi моделi Ia–Id виявляють виродженi траєкторiї. Але виродження не є ти-

пу ℓs. Щоб забезпечити ℓs–виродження, треба би мати модель, що має додатко-

ву O(3)-симетрiю з вiдповiдними збережуваними ґенераторами [282]. Повний спiн

s = 1
2
(σ1+σ2) не пiдходить на цю роль, оскiльки оскiльки навiть вiльночастинко-

вий дiракiвський гамiльтонiан не комутує з s. Нижче пропонуються узагальнення

моделей типу I, що володiють наближеним ℓs-виродженням при певних значеннях

вiльних параметрiв.

Модель IV є iнтеґровним розширенням моделi Ib з потенцiалами:

U1 = ar − κ+−κ− + 2χ

4r
, U2 = −κ+−κ−−2χ

4r
, U3 = −κ++κ−−2

4r
, (5.5.12)

де κ+, κ−, χ – довiльнi сталi. Отже разом iз параметром нахилу a i масами спокою

m1, m2 модель мiстить 6 довiльних параметрiв.

Матриця W± у хвильовому рiвняннi (5.3.45) має вигляд:

W± = a2r2 + a(2χ± 1) +
C2 + χ(χ± 1)

r2
− b(E)

− 2

(

±a− κ± ± χ− 1

2r2

)[ κ± ∓ χ −m∓C/E

−m∓C/E 0

]

. (5.5.13)

Її можна дiагоналiзувати, подiбно до випадку Ib. Тодi р-ня (5.3.45) розчеплює-

ться на два осциляторо-подiбних рiвняння з j- i E-залежним вiльним членом та

коефiцiєнтом бiля 1/r2. Спектральна умова в загальному випадку є громiздким

iррацiональним р-ням, яке годi явно розв’язати. У безмасовому випадку отрима-

ємо точнi вирази:

E2
↑± = 8|a|(k↑± + 2nr + 3

2
)∓ 8a(κ± + 1

2
), k↑± =

√

(j + 1
2
)2 + κ±(κ± − 1)− 1

2
,

E2
↓± = 8|a|(k↓± + 2nr + 3

2
)− 8a(χ+ 1

2
), k↓± =

√

(j + 1
2
)2 + χ(χ± 1)− 1

2
.
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Кулоно-подiбнi члени у потенцiалах (5.5.12) викривляють траєкторiї Ре-

дже (особливо внизу), залишаючи їх асимптотики (при j → ∞) прямолiнiйними

(оскiльки kl±
j→∞≈ j + O(1/j)). Якщо обрати κ+ = χ, κ− = −χ − 2 (де χ все

ще довiльний), траєкторiї стають асимптотично виродженими у площинi (E2, ℓ).

Отже, ця модель наближено вiдповiдає властивостi 4 (на с. 59) спектру легких

мезонiв, але значно переобтяжує їх маси.

Модель V є iншим розширенням моделi Ib з 6-ма вiльними параметрами:

U1 = ar − χ

r
, U2 = 0, U3 =

1/2

r
, U4 = −κ+ + κ−

2r
, U5 = −κ+ − κ−

2r
.

Дiагоналiзацiя матрицi Q± (тут не показаної) веде до розчепленої пари

осциляторо-подiбних р-нь i спектральних умов, подiбних до випадку IV. У без-

масовому випадку маємо спектр:

E2
l = 8|a|(kl + 2nr + 3

2
)− 8a(χ± 1

2
), де

kl =
√

C2 + (χ∓ 1
2
)2 + 2|κ|(|κ| ±

√

C2 + κ2)− 1/2
j→∞≈ j ± |κ|+ O(1/j)

(iндекс парностi "±" упущено). Траєкторiї Редже асимптотично лiнiйнi, але бра-

кує параметру, що забезпечив би ℓs-виродження.

Моделi IV i V представляють максимальнi розв’язнi розширення моделi Ib.

Iснують розширення iнших моделей сiмейства I, що вiдображають певнi риси спе-

ктроскопiї мезонiв, але точно iнтеґровнi з меншою кiлькiстю вiльних параметрiв,

нiжмоделi IV i V. Тут розглянемо один приклад, що має близький стосунок до

спектроскопiї мезонiв.

Модель VI є iнтеґровним розширенням моделi Ic з потенцiалами

U1 =
1

2

(

ar − κ + χ− 1

2r

)

, U2 = −1

2

(

ar +
κ − 3χ− 1

2r

)

,

U3 =
1

2

(

ar +
κ + χ− 1

2r

)

. (5.5.14)

Матрицю W+, тотожню до (5.5.13), можна дiагоналiзувати, як в моделi IV. Ма-

триця W− = diag {W↑−,W↓−} – дiагональна, з елементами:

Wl− = a2r2 − a{2(χ± 1) + 1}+ C2 + χ(χ+ 1)

r2
− b(E).
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У випадку a > 0 i рiвних мас m1 = m2 ≡ m отримаємо спектр мас явно:

E2
↑+ = 8a(k↑+ + 2nr + 1− κ) + 4m2, k↑+ =

√

(j+ 1
2
)2 + κ(κ− 1)− 1

2
,

E2
↓+ = 8a(k↓+ + 2nr + 1− χ) + 4m2, k↓+ =

√

(j+ 1
2
)2 + χ(χ− 1)− 1

2
,

E2
l− = 8a(kl− + 2nr ± 1− χ) + 4m2, kl− =

√

(j+ 1
2
)2 + χ(χ+1) + 1

2
. (5.5.15)

Траєкторiї Редже асимптотично лiнiйнi i, якщо κ = χ, ℓs-виродженi; рис. 5.3.

З допомогою формул (5.5.15), що мiстять 4 параметрами припасування a,

χ, κ i m, можна спробувати описати спектр легких мезонiв (π-ρ)–сiм’ї. Найкра-

ще узгодження з експериментом вiдповiдає таким значенням параметрiв: a =

0.145 GeV2, χ = 0.227, κ = 0.342 i m2 = −0.0865 GeV2; рис.5.4. Вiд’ємне зна-

чення m2 < 0 використовується в деяких осциляторних моделях типу ПРОМ

[27, 389] чи Бете-Салпiтера [318], i може бути пов’язане з тахiонними станами

кваркiв. Але в рамках даної моделi (5.5.1) уявнi маси спокою порушують ермi-

товiсть двочастинкового ермiтового гамiльтонiану. Тому тут їх слiд розглядати

лише як феноменологiчнi параметри припасування.

З рис.5.4 видно, що спостережуванi стани досить добре лягають на траєкто-

рiї Редже. Однак частина радiальних збуджень не попадає на дочiрнi траєкторiї,

особливо у їх нижнiй дiлянцi. Однiєю з причин цiєї невiдповiдностi може бути

специфiчний характер викривленостi модельних траєкторiй: траєкторiї nr↑± ма-

ють додатню кривину, тодi як nr↓± – вiд’ємну. Iнша причина – асимптотично

наближене випадкове виродження типу ℓ+ 2nr, що дає замало дочiрнiх траєкто-

рiй. Очевидно, наприклад, що станам π(1300), π2(2100) i a1(1640) бракує “своїх”

дочiрнiх траєкторй типу ↑+ i ↓+, а стани ρ(2265) чи ρ(2280) не попадатють на

траєкторiю 2↓− через її викривленiсть. З iншого боку, викривленiсть траєкторiї

0↑+ добре узгоджується iз реальними станами π0, b1(1235) i т.д.

У випадку κ = χ = 0 траєкторiї стають лiнiйними i точно ℓs-виродженими,

а формули (5.5.15) дуже спрощуються:

E2 = 8|a|(ℓ+ 2nr + 3
2
) + 4(m2 − a). (5.5.16)

З точнiстю до адитивної сталої ця формула збiгається з виразом (1.2.7, c.63), отри-



254

0

1

2

3

4

5

0 1 2 3 4 5 6 7
 

E2/8a

 

j

0

1

2

3

4

5

0 1 2 3 4 5 6 7

 

E2/8a

 

Рис. 5.3. Траєкторiї Редже з моделi VI: m1 = m2 = 0, χ = κ = 1/2.
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Рис. 5.4. Спектр π- та ρ-мезонiв i оптимальнi траєкторiї Редже з моделi VI. На-
дiйнi данi зазначенi товстим, сумнiвнi – курсивом. Тонкi горизонтальнi
лiнiї – фактичнi ширини розпадiв.



255

маним в рамках безспiнової ПРОМ [27, 284, 290]. В рамках моделi VI, заданої

парцiальними потенцiалами (5.5.14) з κ = χ = 0 простота спектру (5.5.16) забез-

печується повним потенцiалом досить нетривiального вигляду:

U =
i

2
arβ1β2(γ

5
1 − γ52)(σ1 + σ2) · n+

i

4r
β1β2(γ

5
1 + γ52)(σ1 − σ2) · n

+
1

2

(

ar +
1

2r

)

(γ51 + γ52)(σ1 × σ2) · n.

5.6. Псевдо-пертурбативний метод 1/j-розкладiв

Тут розглядається можливiсть уникнути синґулярностей 2ЧРД застосува-

нням псевдопертурбативної технiки, подiбної до розкладiв за 1/N [383–385] або

1/ℓ [386, 387]. Цi методи застосовнi у випадку сильного зв’язку, i не чутливi до

патологiй краєвої задачi. У випадку 2ЧРД, редукованого до системи радiальних

хвильових р-нь 2-го порядку, природнiм параметром розкладу є 1/j.

5.6.1. Метод 1/ℓ для рiвняння Тодорова

Розглянемо рiвняння типу Тодорова, що описує релятивiстичну систему 2-х

взаємодiючих скалярних частинок у системi вiдлiку центра мас [8, 10, 201]:

{
p2 + U(r, E)− b(E)

}
Ψ(r) = 0. (5.6.1)

Тут p = − i∇, квазiпотенцiал U(r, E) залежить вiд енерґiї системи E, а функцiя

b(E) енергiї системи E означена в (5.5.4).

Вiдповiдне радiальне рiвняння набуває вигляду
{

d2

dr2
−W (r, E, ℓ)

}

Ψ(r) = 0, (5.6.2)

де ℓ – орбiтальне квантове число, а

W (r, E, ℓ) = U(r, E) + ℓ(ℓ+ 1)/r2 − b(E). (5.6.3)

Розглянемо рух системи в околi класичної стiйкої колової орбiти. За даного

значення ℓ > 0 радiус rc = rc(ℓ) цiєї орбiти i вiдповiдна енергiя Ec = Ec(ℓ)
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задовольняють умови:

W (rc, Ec, ℓ) = 0, (5.6.4)

∂W (rc, Ec, ℓ)/∂rc = 0, (5.6.5)

∂2W (rc, Ec, ℓ)/∂r
2
c > 0; (5.6.6)

тут ∂W (rc, Ec, ℓ)/∂rc ≡ ∂W (r, E, ℓ)/∂r r=rc
E=Ec

i т.д.

Покладiмо r = rc+∆r та E = Ec+∆E, де ∆r та ∆E є малими, i розкладе-

мо функцiю W (rc + ∆r, Ec + ∆E, ℓ) у степеневий ряд за ∆r i ∆E. Тодi, згiдно з

умовами (5.6.4)–(5.6.6), головний член цього розкладу представляє потенцiал гар-

монiчного осцилятора, а iншi (малi) члени - ангармонiчнi поправки. Якщо умови

(5.6.4)–(5.6.6) виконуються для довiльних великих значень ℓ, то шляхом певного

перенормування ∆r i ∆E можна виокремити незалежну вiд ℓ задачу про гармо-

нiчний осцилятор (як нульове наближення) та ангармонiчнi збурення, що зника-

ють при ℓ → ∞. У цьому й полягає iдея методу розкладiв за 1/ℓ. Застосування

псевдо-пертурбативної технiки цього типу [383–387] до нашого випадку має двi

особливостi: рiвняння (5.6.2) представляє собою нелiнiйну спектральну задачу, i

точний розв’язок рiвнянь (5.6.4)–(5.6.5) може виявитися невiдомим або занадто

громiздким для практичних обчислень. З огляду на це пропонується модифiкацiя

методу.

Введемо параметр λ = 1/
√
ℓ, що є малим при великих ℓ. Оскiльки точний

вигляд функцiй rc(ℓ) i Ec(ℓ) взагалi кажучи невiдомий, в першу чергу визначаємо

асимптотики rc ∼ r∞(λ), bc = b(Ec) ∼ b∞(λ) при λ→ 0, якi можна знайти значно

простiше. Тодi функцiї rc(ℓ) та Ec(ℓ) можна представити у виглядi:

rc(λ) = r∞(λ)ρ(λ), bc(λ) = b∞(λ)µ(λ), (5.6.7)

ρ(λ) = 1 + λρ(1) + λ2ρ(2) + . . . , µ(λ) = 1 + λµ(1) + λ2µ(2) + . . . (5.6.8)

де коефiцiєнти розкладу ρ(n), µ(n), n = 1, 2, . . . (а тому й аналiтичнi функцiї ρ(λ)

та µ(λ)) визначаються крок за кроком з умов:

W̄ (ρ, µ, λ) = 0, ∂W̄ (ρ, µ, λ)/∂ρ = 0 (5.6.9)
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та ∂2W̄ (ρ, µ, λ)/∂ρ2 > 0; тут безрозмiрна функцiя W̄ (ρ, µ, λ) утворена шляхом

пiдстановки (5.6.7)-(5.6.8) в (5.6.3) та перенормування з метою забезпечення її

регулярностi при λ→ 0:

W̄ (ρ, µ, λ) = λ4r2∞W
[
r∞ρ, E(b∞µ), 1/λ

2
]
. (5.6.10)

Введемо безрозмiрнi змiнну r → ξ та спектральний параметр b(E) → ǫ:

r = r∞(λ)[ρ(λ) + λξ], b = b∞(λ)[µ(λ) + λ2ǫ], (5.6.11)

в термiнах яких рiвняння (5.6.2) набуває вигляду:

{
d2

dξ2
− 1

λ2
w(ξ, ǫ, λ)

}

ψ(ξ) = 0, (5.6.12)

де
ψ(ξ) = Ψ[r∞(ρ+ λξ)], (5.6.13)

w(ξ, ǫ, λ) = W̄ (ρ+ λξ, µ+ λ2ǫ, λ). (5.6.14)

Якщо ф-ї ρ(λ) та µ(λ) задовольняють умови (5.6.9), то р-ня (5.6.12) є несинґуляр-

ним при λ→ 0. Це твердження залишається вiрним, якщо в перетвореннi (5.6.11)

замiсть точних виразiв для ρ(λ) i µ(λ) взяти їх першi наближення:

ρ(λ) = 1 + λρ(1), µ(λ) = 1 + λµ(1). (5.6.15)

Дiйсно, скориставшись позначеннями

∂W̄ (0)/∂µ = limλ→0 ∂W̄/∂µ = ∂W̄/∂µ(ρ=1, µ=1, λ=0) i т.д., маємо:

1

λ2
w(ξ, ǫ, λ) =

1

λ2
W̄
[
ρ(λ) + λξ, µ(λ) + λ2ǫ, λ

]

=
1

λ2
W̄ (0) +

1

λ

{
∂W̄ (0)

∂ρ
(ρ(1) + ξ) +

∂W̄ (0)

∂µ
(µ(1) + λǫ) +

∂W̄ (0)

∂λ

}

+

+
1

2

∂2W̄ (0)

∂ρ2
(ρ(1) + ξ)2 +

1

2

∂2W̄ (0)

∂µ2
[µ(1)]2 +

1

2

∂2W̄ (0)

∂λ2
+

+
∂2W̄ (0)

∂ρ∂µ
(ρ(1) + ξ)µ(1) +

∂2W̄ (0)

∂ρ∂λ
(ρ(1) + ξ) +

∂2W̄ (0)

∂µ∂λ
µ(1) + O(λ). (5.6.16)
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Синґулярних членiв у цьому розкладi немає, якщо

W̄ (0) = 0, ∂W̄ (0)/∂ρ = 0, (5.6.17)

∂W̄ (0)

∂µ
µ(1) +

∂W̄ (0)

∂λ
= 0. (5.6.18)

Крiм цього, члени нульового порядку, лiнiйнi за ξ, випадають, якщо

∂2W̄ (0)

∂ρ2
ρ(1) +

∂2W̄ (0)

∂ρ∂µ
µ(1) +

∂2W̄ (0)

∂ρ∂λ
= 0. (5.6.19)

Зауважимо, що р-ня (5.6.17) та (5.6.18)–(5.6.19) представляють собою умови (5.6.9)

у 0-му та 1-му порядках за λ вiдповiдно. Тому умови (5.6.17) задовольняються

тотожньо, а (5.6.18)–(5.6.19) є лiнiйними рiвняннями для ρ(1) та µ(1).

У 0-му наближеннi рiвняння (5.6.12) зводяться до задачi про осцилятор:
{

d2

dξ2
+ κǫ− ν − ω2ξ2

}

ψ(ξ) = 0 (5.6.20)

де

κ = −∂W̄
(0)

∂µ
, ω2 =

1

2

∂2W̄ (0)

∂ρ2
, (5.6.21)

ν = −1

2

∂2W̄ (0)

∂ρ2
[ρ(1)]2 +

1

2

∂2W̄ (0)

∂µ2
[µ(1)]2 +

1

2

∂2W̄ (0)

∂λ2
+
∂2W̄ (0)

∂µ∂λ
µ(1), (5.6.22)

µ(1) = −∂
2W̄ (0)/∂λ

∂2W̄ (0)/∂µ
,

ρ(1) = − 1

∂2W̄ (0)/∂ρ2

{
∂2W̄ (0)

∂ρ∂µ
µ(1) +

∂2W̄ (0)

∂ρ∂λ

}

. (5.6.23)

Члени вищого порядку у розкладi (5.6.16) можна тлумачити як збурення осциля-

тора. В загальному вони залежать вiд спектрального параметру ǫ i можуть бути

врахованi з-допомогою вiдповiдної пертурбативної процедури [201]. В усьому iн-

шому процедура є близькою до описаної в [383–387].

Власнi значення 0-го наближення

ǫnr
= [ω(2nr + 1) + ν]/κ, (5.6.24)

де nr = 0, 1, . . . – радiальне квантове число, уточнюються пертурбативними по-

правками вищих порядкiв. Тодi, використовуючи 2-гу рiвнiсть (5.6.11) в (5.5.4),

отримуємо енергетичний спектр системи.
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Для прикладу розглянемо рiвняння Тодорова (2.3.26)–(2.3.29, c.135) з мiнi-

мально включеними векторним кулонiвським та скалярним лiнiйними потенцiа-

лами. Функцiя W (r,M, ℓ) у цьому разi має вигляд [10]:

W (r,M, ℓ) = (mM + ar)2 − (EM + α/r)2 + ℓ(ℓ+ 1)/r2, (5.6.25)

де M = ECM ≡ EP=0. Обчисливши асимптотики r∞(λ) та b∞(λ), отримаємо для

спектру в 0-му наближеннi формулу:

M2 = 8a
(

ℓ+ 2nr + 3/2−
√
2α
)

+ 2
(

m2
1 +m2

2 +
√
2m1m2

)

, (5.6.26)

що збiгається з результатом, отриманим в [10] з евристичних мiркувань.

5.6.2. Метод 1/j для 2ЧРД

Повернiмося до радiально зредукованого 2ЧРД у матрично-двочленному ви-

глядi (5.3.45), або заданого оператором (5.3.48). Представивши хвильому функцiю

Φ̄1 (5.3.46) та матрицю W через їх компоненти:

Φ̄1 =

[
Ψ↑
Ψ↓

]

, W =

[

W↑ Y
∗
Y W↓

]

, (5.6.27)

отримуємо пару зв’язаних рiвнянь 2-го порядку:

d2

dr2
Ψ↑(r)−W↑(r, E, j)Ψ↑(r) = Y (r, E, j)Ψ↓(r), (5.6.28)

d2

dr2
Ψ↓(r)−W↓(r, E, j)Ψ↓(r) =

∗
Y (r, E, j)Ψ↑(r). (5.6.29)

Застосуємо до неї псевдопертурбативний розклад за параметром λ = 1/
√
j.

Припустимо тичасово, що правою стороною системи (5.6.28)–(5.6.29) можна

знехтувати, так що рiвняння розчеплюються. Тодi до кожного з рiвнянь можна

застосувати схему, викладену у попередньому пiдроздiлi 6.1. Означаємо радiуси

та енерґiї колових орбiт умовами:

Wi(ri, Ei, j) = 0,
∂Wi(ri, Ei, j)

∂r
= 0, (5.6.30)
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∂2Wi(ri, Ei, j)/∂r
2 > 0, i =↑, ↓. Тодi видiляємо асимптотики цих ф-й вiд λ:

ri(λ) = ri∞(λ)ρi(λ), bi(λ) = bi∞(λ)µi(λ), (5.6.31)

ρi(λ) = 1 + λρ
(1)
i + λ2ρ

(2)
i + . . . , µ(λ) = 1 + λµ

(1)
i + λ2µ

(2)
i + . . . , (5.6.32)

i, використовуючи рiвностi

r = ri∞(λ)[ρi(λ) + λξi], b = bi∞(λ)[µi(λ) + λ2ǫi], i =↑, ↓, (5.6.33)

переформульовуємо р-ня (5.6.28) безрозмiрної змiнної ξ↑ i спектрального параме-

тру ǫ↑, тодi як р-ня (5.6.29) – в термiнах ξ↓ та ǫ↓. Нарештi здiйснюємо розклад

рiвнянь за степенями λ i розв’язуємо незалежно одне вiд одного.

Перш нiж враховувати актуальне спарювання рiвнянь (5.6.28)–(5.6.29) за-

уважимо, що змiннi ξ↑ та ξ↓ не є незалежними одна вiд одної, так само, як i

спектральнi параметри ǫ↑ and ǫ↓. Тому ми повиннi вибрати спiльнi для обидвох

рiвнянь змiннi.

Виберiм спочатку ξ = ξ↑, ǫ = ǫ↑. Система (5.6.28)–(5.6.29) зводиться до

вигляду:

ψ′′
↑(ξ)−

1

λ2
w↑(ξ, ǫ, λ)ψ↑(ξ) = y(ξ, ǫ, λ)ψ↓(ξ), (5.6.34)

ψ′′
↓(ξ)−

1

λ2
w↓(ξ, ǫ, λ)ψ↓(ξ) =

∗
y(ξ, ǫ, λ)ψ↑(ξ), (5.6.35)

де

ψi(ξ) = Ψi[r↑∞(ρ↑ + λξ)], i =↑, ↓, (5.6.36)

wi(ξ, ǫ, λ) = λ4r2↑∞Wi

[
r1∞(ρ↑ + λξ), E

(
b↑∞(µ↑ + λ2ǫ)

)
, 1/λ2

]
, (5.6.37)

y(ξ, ǫ, λ) = λ2r2↑∞Y
[
r1∞(ρ↑ + λξ), E

(
b↑∞(µ↑ + λ2ǫ)

)
, 1/λ2

]
. (5.6.38)

Функцiї (5.6.37)–(5.6.38) є реґулярними при λ→ 0. Навiть бiльше, загальна

структура функцiї w↑ є такою ж як i w в пiдроздiлi 6.1 (див р-ня (5.6.14), (5.6.16)).

Зокрема, w↑ = O(λ2). Тому рiвняння (5.6.34) є подiбним до (5.6.12) (але з правою

частиною). Воно допускає подiбний розклад за λ.

Функцiя ж w↓ (на вiдмiну вiд w↑) може мати iншу поведiнку при λ → 0.

Тут ми розглянемо три випадки.
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1). Нехай r↓∞ 6= r↑∞ i b↓∞ 6= b↑∞. Тодi w↓ = O(λ−n), n ≥ 0 (за винятком дуже

спецiальних випадкiв, якi ми тут не розглядатимемо). У цьому випадку рiвняння

(5.6.35) можна формально розв’язати вiдносно ψ↓(ξ):

ψ↓ = −
(

1− λ2

w↓

∂2

∂ξ2

)−1
λ2

w↓

∗
yψ↑ = −

∞∑

n=0

(
λ2

w↓

∂2

∂ξ2

)n
λ2

w↓

∗
yψ↑. (5.6.39)

Це представлення веде до втрати тих розв’язкiв для ψ↓, що не є аналiтичними за

λ. Однак у пертурбативних процедурах такi розв’язки вiдкидаються a priori. Пiд-

становка виразу (5.6.39) у праву частину (5.6.34) дозволяє вилучити ψ↓ з (5.6.34)

i таким чином отримати замкнуте рiвняння для ψ↑. Структура та розгляд цього

рiвняння є таким же ж як i рiвняння (5.6.12). Навiть бiльше, iз (5.6.39) очевидно,

що принаймнi 0-й та 1-й члени розкладу ψ↓ за λ зникають. Тому права частина

рiвняння (5.6.34) не дає вкладу в нижнi порядки пертурбативної процедури. В

0-му наближеннi маємо осциляторне рiвняння.

2). Нехай r↓∞ = r↑∞ i b↓∞ = b↑∞, але ρ↓ − ρ↑ = O(λ) i µ↓ − µ↑ = O(λ). Тодi

w↓ = O(λ). Оскiльки λ2/w↓ = O(λ), використання пертурбативного розкладу

(5.6.39) в рiвняннi (5.6.34) є також законним. Єдина вiдмiннiсть вiд випадку 1

полягає в тому, що права частина рiвняння (5.6.34) може давати внесок вже у

1-му порядку за λ.

В обидвох випадках, розглянених вище, ми ввели безрозмiрну змiнну ξ↑ i

отримали замкнуте рiвняння на власнi значення (яке ми називатимемо задачею

↑) для хвильової функцiї ψ↑(ξ↑) i спектрального параметру ǫ↑. Подiбно, можемо

ввести змiнну ξ↓ i сформулювати на власнi значення (яке ми називатимемо за-

дачу ↓) для хвильової функцiї ψ↓(ξ↓) i спектрального параметру ǫ↓. На перший

погляд видається, що обидвi задачi ↑ i ↓ еквiвалентнi i дають однаковий спектр (у

термiнах енерґiї E). Насправдi ж цi задачi доповнюють одна одну. Це очевидно з

рiвностей (5.6.33), що ведуть до спiввiдношення:

ǫ↓ − ǫ↑ =
1

λ2

{
b↑∞
b↓∞

µ↑ − µ↓

}

+

{
b↑∞
b↓∞

− 1

}

ǫ↑. (5.6.40)

Дiйсно, в обидвох випадках 1 i 2 |ǫ↓ − ǫ↑| → ∞ якщо λ → 0. Це означає, що
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довiльний рiвень енерґiї E, обчислений з використанням власного значення ǫ(0)↑ 0-

го наближення (осциляторної) задачi ↑ (з використанням формул (5.6.33) i (5.5.4))

не можна обчислити з допомогою будь-якого скiнченного власного значення ǫ
(0)
↓

задачi ↓, i навпаки. Поправки вищого порядку до ǫ(0)↑ (або ǫ(0)↓ ) є малими, i якiсно

не змiнюють картини. Тому рiзнi задачi породжують рiзнi гiлки енерґетичного

спектру вихiдної системи рiвнянь. У цьому вiдношеннi наступний спецiальний

випадок iстотно вiдрiзняється вiд двох попереднiх.

3). Нех. r↓∞ = r↑∞ i b↓∞ = b↑∞, але ρ↓−ρ↑ = O(λn) i µ↓−µ↑ = O(λn), n ≥ 2.

Тодi w↓ = O(λ2). Обидва рiвняння (5.6.34) i (5.6.35) мають подiбну структуру,

i можуть розглядатися на рiвних правах. У цьому випадку принагiдними спiль-

ними змiнними є ξ i ǫ, означенi рiвностями (5.6.11) i (5.6.15). У 0-му наближеннi

отримуємо зв’язану пару хвильових рiвнянь (на вiдмiну вiд випадкiв 1 i 2, де ми

мали одне р-ня). У фiзично змiстовних випадках (див. пiдроздiл 6.3) вони мають

вигляд:

{
d2 /dξ2 + κǫ− ν↑ − ω2ξ2

}
ψ↑(ξ) = χψ↓(ξ), (5.6.41)

{
d2 /dξ2 + κǫ− ν↓ − ω2ξ2

}
ψ↓(ξ) = χψ↑(ξ), (5.6.42)

де χ = limλ→0 y = const, а параметри νl, κ i ω пов’язанi iз функцiями wl

рiвностями типу (5.6.21) i (5.6.22). Рiвняння (5.6.41), (5.6.42) можна очевидно

звести до пари подiбних рiвнянь, але з новими параметрами ν̃l = {ν↑ + ν↓ ±
√

(ν↑ − ν↓)2 + 4χ2}/2 i χ̃ = 0, в результатi чого отримуємо пару розчеплених рiв-

нянь типу (5.6.20). Власнi значення ǫ, що вiдповiдають 1-му та 2-му рiвнянням,

роздiленi скiнченною сталою ν̃↑ − ν̃↓. Тому вiдповiднi стани змiшуються у вищих

наближеннях пертурбативної процедури.

5.6.3. Псевдопертурбативнi траєкторiї Редже з 2ЧРД

Точно розв’язна модель легких мезонiв, побудована у попередньому пiдроз-

дiлi, базується на суперпозицiї лiнiйного та кулонiвського двофермiонних потенцi-

алiв iз складною спiн-кутовою залежнiстю. Фiзична iнтерпретацiя такого потенцi-
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алу не є очевидною. Крiм того, вiн задається невласним оператором (див. п.5.3.1)

i, отже, зникає у нерелятивiстичнiй границi. Тому модель придатна до опису лише

легких мезонiв, що вважаються iстотно релятивiстичними.

Тут розглянемо 2ЧРД з потенцiалами, що допускають певну теоретико-

польову iнтерпретацiю взаємодiї, а в нерелятивiстичнiй границi зводяться до кор-

нельського (1.2.2, c.56). Такi моделi придатнi до опису i важких мезонiв.

З лiтератури i даної дисертацiї (див. п. 1.1.1, 5.2.3) вiдомо, що двофермiон-

нi потенцiали релятивiстичних взаємодiй є загалом нелокальними, або мiстять

диференцiйнi поправки на запiзнення. Тут обмежимося локальними частинами,

якi можна обрати по-рiзному. Для векторних взаємодiй вживають принаймнi три

загальнi потенцiали:

U (st)
v (r) = uv(r), (5.6.43)

U (EG)
v (r) = {1−α1 ·α2}uv(r), (5.6.44)

U (B)
v (r) = {1− 1

2
α1 ·α2}uv(r) + 1

2
(n ·α1)(n ·α2)ru

′
v(r), (5.6.45)

де u′ = du /dr . Потенцiал U (st)
v враховує лише статичну компоненту 4-векторного

поля-носiя взаємодiї (див. [79]). Вiн входить у 2ЧРД як добавка до енергiїE i збiга-

ється iз його нерелятивiстичною границею uv(r). В конструкцiї U (EG)
v (див.[12, 89]),

що узагальнює потенцiал Единґтона-Ґанта (1.1.4), [77, 78], врахована релятивiсти-

чна кiнематика векторної взаємодiї. В узагальненнi U (B)
v потенцiялу Брайта (1.1.3)

враховано також члени, що описують ефекти запiзнення; див. (5.2.16)-(5.2.17) i

[12].

Два рiзних скалярних потенцiалiв:

U (Y)
s (r) = β1β2us(r), (5.6.46)

U (min)
s (r) = 1

2
(β1 + β2)us(r), (5.6.47)

походять iз двох рiзних типiв спарювання скалярного поля-медiатора iз фермiон-

ними полями. Потенцiал U (Y)
s виникає iз взаємодiї Юкави (див. (5.2.19) i [12, 70]),

тодi як U
(min)
s вiдповiдає так-званому “мiнiмальному” спарюванню: в 2ЧРД вiн

з’являється як добавка до мас спокою частинок [85–88].
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У дво-фермiонних рiвняннях квантово-польового походження члени взаємо-

дiї домножуються на 2-частинковi проєкцiйнi оператори (1.1.7, c.41), побудованi в

термiнах 1-частинкових додатньо- та вiд’ємно-енергетичних проєкторiв (1.1.5). У

рiзних квантово-польових рiвняннях використовують рiзнi проєкцiйнi оператори:

Браун i Рейвенгол [197] ввели у рiвняння Брайта проєктори Λ++(p1,p2), у рiвняннi

Салпетера – Λ(−)(p1,p2) [5], а в однiй з версiй квазiпотенцiальних рiвнянь Матве-

єв, Мурадян i Тавхелiдзе використали проєктор Λ(−)(p1,p2) [93]. Цi проєктори є

нелокальними у координатному представленнi, i взагалi кажучи, порушують ер-

мiтовiсть членiв взаємодiї. Однак у статичному наближеннi (p1 = p2 = 0) вони

спрощуються (1.2.10, c.67) i породжують ще двi статичнi та ермiтовi версiї ска-

лярного потенцiалу [97]:

U (BR)
s (r) = 1

4
(1 + β1)(1 + β2)us(r), (5.6.48)

U (MMT)
s (r) = 1

2
(1 + β1β2)us(r); (5.6.49)

далi будемо їх називати (за походженням проєкторiв) потенцiалами Брауна-

Рейвенгола i Матвеєва-Мурадяна-Тавхелiдзе вiдповiдно.

Суперпозицiї скалярних та векторних потенцiалiв (5.6.43)–(5.6.49) можна

використати в 2ЧРД як потенцiальних моделях. Однак, всi вони не є точно розв’я-

зуванi, а деякi з них – математично погано означенi. Можливiсть конфайнменту iз

скалярними потенiалами (5.6.46)–(5.6.49) якiсно дослiджувалась в [97], i, з огляду

на калькулятивнi труднощi, лише 2ЧРД з лiнiйним скалярним мiнiмальним по-

тенцiалом (5.6.47), us(r) = ar, було детально дослiджено аналiтично i чисельно, i

обчислено спектри [86–88].

Тут ми вживаємо нерелятивiстичнi лiнiйну та кулонiвську потенцiальнi

функцiї у векторних та скалярних потенцiалах рiзної спiнової структури (5.6.43)–

(5.6.49) i обчислюємо спектри методом 1/j–розкладiв.

Якщо знехтувати короткосяжною векторною взаємодiєю i вжити скалярнi

потенцiали (5.6.46)–(5.6.49) iз ф-єю us(r) = ar, то псевдопертурбативний спектр

мезонiв у 0-му наближеннi задається спiльною загальною формулою:
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E2
A = ka[ℓ+ 1

2
+ κ(nr + 1

2
)] + κm+

√
2aℓ+ δ1m

2
+ − δ2m1m2 + O(1/

√
ℓ),

E2
0 = E2

A, E2
± = E2

A ± ςa, (5.6.50)

де k, κ, κ, δ1, δ2, ς – безрозмiрнi сталi, залежнi вiд обраних потенцiалiв. Тут стани

класифiкуються так, як вказано на початку п. 5.5.2, тобто шляхом ототожнення

позначок ↑ + = A, ↓ + = 0, l − = ∓, де A, 0, ∓ маркують бiспiнорнi гармонiки

(A.1). Це дозволяє виразити квантове число j через ℓ.

Чотири сiм’ї енергетичних рiвнiв Ei (i = A, 0,−,+) утворюють у площинi

(E2, ℓ) траєкторiї Редже, що є майже прямими. Дiйсно, для усiх потенцiалiв κ =

0 ÷ 2, а конституентнi маси ma (a=1,2) легких мезонiв є малими у порiвняннi з

енергетичною шкалою
√
σ =

√
ka. Тому й член κm+

√
a, що визначає кривину

траєкторiй, є малим. Параметри δ1 i δ2 визначають спiльний зсув усiх траєкторiї.

Важливiшим є обговорення параметрiв k, κ i ς , що визначають нахил траєкторiй

та їх властивостi щодо виродження.

Y). У випадку (5.6.46) k = 4, так що нахил σ = ka при a = 0.25÷ 0.3GeV2

цiлком вiдповiдає властивостi 2 на с. 59; але ς = 4 веде до j-залежностi енергiї

(а не ℓ-залежностi), тобто виродження не є ℓs-типу; тому κ = 2 дає випадкове

виродження (j + 2nr)-типу, але у площинi (E2, j), а не в (E2, ℓ). Оскiльки κ = 0,

траєкторiї – асимптотично прямi.

min). У випадку (5.6.47) k = 4 i κ = 2, так що нахил i випадкове ви-

родження траєкторiй є те саме, що й у випадку Y, а ς = 4 − 3
√
2 ≈ −0.243

забезпечує наближене ℓs-виродження, з точнiстю 6%, що вiдповiдає актуальному

ss-розщепленню для легких мезонiв [278]. Оскiльки κ = 2
√
2, то завдяки членовi

∼
√
ℓ усi траєкторiї дещо викривленi у нижнiй частинi, на вiдмiну вiд попередньо-

го випадку. Параметри δ1 = 5/4, δ2 = 2 разом з масами кваркiв ma визначають

iнтерцепт траєкторiй Ei(ℓ = 0, nr = 0), отже i маси основних станiв мезонiв. Вони

виявляються завеликими навiть при ma = 0.

Врахування векторної короткосяжної взаємодiї (один з потенцiалiв (5.6.43)–

(5.6.45) iз uv(r) = −α/r) дає паралельний зсув усiх траєкторiй Редже влiво (пони-
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жує маси мезонiв). Величина зсуву −δ3αa, де δ3 ∼ O(1), залежить вiд конкретно-

го потенцiалiв; для мiнiмального лiнiйного (5.6.47) i рiзних кулонiвських членiв

(5.6.43), (5.6.45), (5.6.45) δ3 = 2, 3, 5/2 вiдповiдно.

Для мiнiмального лiнiйного потенцiалу (5.6.47) зi статичною кулонiвською

поправкою (5.6.43) отримано оптимальних значеннях параметрiв моделi: a =

0.228 ГеВ2, α = 2.7, m1 = m2 = 0.275 GeV. Картина в цiлому подiбна на ту,

що отримана в рамках точно розв’язної моделi VI п.5.5.2 (рис. 5.4), з деякими

вiдмiнностями у вiдтвореннi радiальних збуджень (на дочiрнiх траєкторiях). Ма-

си кваркiв близькi до конституентних значень. Слiд, однак, вiдзначити занадто

велике значення для α.

BR). У випадку (5.6.48) k =
√

23−
√
17(7 +

√
17)2/128 ≈ 4.2 узго-

джується з вимогою 2 на с. 59; ς = 0 забезпечує точне ℓs-виродження; κ =
√

102 + 26
√
17(

√
17− 3)/8 ≈ 2.03 дає майже точне (ℓ+2nr)-виродження, з точнi-

стю 1.5%. Цi та iншi параметри мало вiдрiзняються вiд випадку min.

MMT). У випадку (5.6.49) k = 3
√
3 ≈ 5.196, але κ =

√
3 ≈ 1.732 не дає

випадкового виродження.

В окремих потенцiальних моделях показана можливiсть конфайнменту пiд

дiєю векторної далекосяжної взаємодiї [311, 390, 391]. Тут в рамках 1/j–розкладiв

для 2ЧРД були протестованi векторнi потенцiали (5.6.43)–(5.6.45) з ф-єю uv(r) =

ar. Статичний потенцiал (5.6.43) дає незадовiльний результат, якiсно тотожнiй i

кiлькiсно близький до випадку (5.6.49). В iнших випадках (5.6.44), (5.6.45) нахил

k > 16 бiльш як у двiчi перевищує бажаний, i рiзний для рiзних спiнових станiв

i = A, 0,−,+ (тобто траєкторiї не паралельнi).

5.7. Висновки

Виходимо iз класичної теоретико-польової моделi двох (кiлькох) фермiонних

полiв, що взаємодiють через довiльну суперпозицiю (псевдо) скалярної, векторної

i тензорної взаємодiй. За вiдсутностi (або нехтуваннi) вiльних квантiв для бозон-

них полiв-носiїв взаємодiї знайдено вирази у термiнах вiдповiдних симетричних
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функцiй Ґрiна та струмiв фермiонних джерел. В такий спосiб отримано частково

редуковану теорiю поля (ЧРТП), що описується ефективним нелокальним ла-

ґранжiаном у термiнах лише фермiонних полiв матерiї.

Шляхом квазiрелятивiстичного розкладу та низки еквiвалентних перетво-

рень редукований лаґранжiан наближено зведено до локального вигляду, що дає

змогу перейти до гамiльтонового опису i проквантувати теорiю.

Характерною рисою пiдходу є те, що гамiльтонiан редукованої теорiї має

точнi кiлька-фермiоннi стани, якщо нетрадицiйно означити т.зв. "порожнiй" ва-

куумний стан (5.1.11). Тому у данiй роботi двофермiонна задача постає як задача

на власнi стани i власнi значення енергiї. Отримано релятивiстичне хвильове рiв-

няння для системи 2-х фермiонiв з довiльною суперпозицiєю (псевдо) скалярної,

векторної та тензорної взаємодiй. Воно має вигляд 2ЧРД з двочастинковим по-

тенцiалом U = U (0) + U (1), де окрiм статичного члена U (0), що враховує лише

лоренцiвську структуру взаємодiї, мiститься член U (1), що враховує запiзнення у

1-му нетривiальному наближеннi.

Потенцiали (5.2.16)-(5.2.27) та їх суперпозицiї є досить загальними, i можуть

служити для опису рiзних систем: двонуклонних, двокваркових i мюоно-подiбних

атомних систем. Останнiй випадок (мюонiю) вiдповiдає потенцiалу Брайта. У да-

нiй роботi його отримано як UB = U
(0)
v +U

‖
v з Gv = −α/r, причому вiдтворено як

при калiбруваннi Кулона в п.5.1.2, так i Лоренца в п.5.2.2.

Випадок скалярної взаємодiї дослiджено Чiлдерсом [84]. Фактично, його р-

ня (3.7) тотожнє представленому в (5.2.20)-(5.2.21) результату U (0)
s + U

(1)
s iз суто

кулонiвською взаємодiєю Gs ∝ 1/r i Qs ∝ r. Але тут ще й знайдено загальний

вигляд потенцiалiв для довiльної суперпозицiї (псевдо) скалярної, векторної та

тензорної взаємодiй iз врахуванням членiв запiзнення.

В лiтературi часто розглядаються двофермiоннi задачi з емпiричною фор-

мою потенцiалiв. Наприклад, в [85, 88] та iн. введено скалярну утримну взає-

модiю з т.зв. мiнiмальним зв’язком: (β1 + β2)r (де є сума β-матриць замiсть

добутку, як у виразi (5.2.20) для Us). Сименог i Туровський в [90] означають

псевдо-скалярний потенцiал як α1β1 · α2β2Vp(r), на вiдмiну вiд отриманого тут



268

Up = g̃1g̃2β1γ
5
1β2γ

5
2Gp(r). Варто зазначити, що формули (5.2.16)–(5.2.27) виведено

(а не означено) на пiдставi реформульованої КТП.

Дискусiйним залишається питання – чи усi отриманi тут члени запiзнен-

ня дають внесок у 1-му нетривiальному наближеннi ? Дiйсно, поперечний член

запiзнення U⊥
v векторної взаємодiї є квадратичним щодо α-матриць. Якщо скори-

статись оцiнкою α ∼ 1/c, вжитою у данiй роботi, то цей член ∼ 1/c4 є нехтувано

малим. З iншою, поздовжньою поправкою U
‖
v потенцiал U (0)

v +U
‖
v (iз Gv = −α/r)

збiгається iз потенцiалом Брайта (1.1.3), а без U ‖
v – iз потенцiалом Единґтона-

Ґанта (1.1.4).

З iншого боку, оцiнка α ∼ 1/c пов’язана iз тим фактом, що α має лише поза-

дiагональнi елементи, i тому змiнює мiсцями малi та великi компоненти хвильової

функцiї. Те саме стосується i матриць γ, γ5 тощо. Але добутки цих матриць ще

далi рухають компоненти, i можуть повернути велику компоненту на її вихiдне

мiсце. З цього погляду добутки α-матриць слiд оцiнювати швидше як 1, нiж як

1/c2. Ця неоднозначнiсть не постає у звичнiй КТП, у якiй оператори хвильових

рiвнянь (таких, як Салпiтера тощо), що мiстять матрицi Дiрака, проєктуються на

додатньо-енергетичнi стани. Тому члени поза-дiагональних операторiв занулюю-

ться. У даному пiдходi (з "порожнiм" вакуумом) додатньо- i вiд’ємно-енергетичнi

стани змiшуються мiж собою. Тому добутки поза-дiагональних операторiв треба

придушувати “руками”, тобто iз використанням оцiнки α ∼ 1/c.

Розмаїття потенцiалiв у 2ЧРД та їх використання у задачах iз сильним

зв’язком робить актуальним розвиток непертурбативних методiв розв’язування

цього рiвняння. Тут, услiд за роботами [81–83, 86, 90] розвинуто i вдосконалено

технiку радiальної редукцiї 2ЧРД iз локальним обертово-iнварiантним потенцi-

алом загального вигляду [219]. Вiн параметризується 48-ма (дiйсними за умови

ермiтовостi) функцiями вiд r, i тут представлений у компактному матричному

виглядi. Завдяки обертовiй iнварiантностi рiвняння здiйснено його радiальну ре-

дукцiю, що приводить до системи 8-ми (4-х у випадку j = 0) пов’язаних мiж собою

звичайних диференцiйних рiвнянь 1-го порядку для радiальних компонент хви-
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льової функцiї. Матриця коефiцiєнтiв бiля похiдних є виродженою. Це дозволяє

виразити половину компонент хвильової функцiї через решту, для якої отримати

невироджену систему 4-х (2-х у випадку j = 0) рiвнянь 1-го порядку, а потiм –

2-х рiвнянь 2-го порядку. У коефiцiєнтах цих систем як правило з’являються не-

фiзичнi особливостi – полюси у деяких залежних вiд енергiї точках rE (вiдсутнi у

вихiдному потенцiалi), якi роблять звичайну краєву задачу (з умовами в точках

r = 0,∞) математично некоректною. Змiна краєвих умов (шляхом, наприклад,

перенесення їх у точки rE) може привести до вiдсутностi зв’язаних станiв для

утримних потенцiалiв.

Усi цi особливостi стосуються i рiвняння Брайта. Винятком є випадок

j = 0+, m1 = m2, що вiдповiдає парапозитронiю. Для цього випадку редукова-

не р-ня є регулярним, i може бути розв’язане числово. Отриманий тут числовий

результат показує, що залежнiсть енергiї E вiд константи взаємодiї α якiсно подi-

бна до випадку 1ЧРД з кулонiвським потенцiалом. При малих значеннях α власнi

значення енергiї, отриманi числово, дуже добре узгоджуються з пертурбативним

спектром. Але далi E(α) усе швидше монотонно спадає до E(αс) > 0, коли α

прямує до критичного значення αc. В роботi отримано значення αc = 2/
√
3 (у

випадку 1ЧРД αс = 1, для часоасиметричної моделi αс = 1
2
). Випадок великих

значень α . αc сьогоднi актуальний у зв’язку iз дослiдженням багатозарядний

iонiв.

Структура редукованої системи 2-го порядку дозволяє вказати широкий

клас потенцiалiв (параметризований 14-ма функцiями), вiльних вiд нефiзичних

особливостей. У цьому класi знайдено сiм’ю точно розв’язних моделей, що уза-

гальнюють вiдомi дiракiвськi осцилятори [108, 110, 292]. Зокрема, моделi IV i V є

6-параметричними розширеннями осциляторної моделi [108].

5-параметричну модель VI запропоновано як розв’язну потенцiальну мо-

дель легких мезонiв. Певний вибiр параметрiв веде до лiнiйних ℓs– та випадково

(ℓ+2nr)-вироджених траєкторiй Редже. Цим вiдтворено iдеалiзованi спектри ме-

зонiв (див. с. 59), отриманi ранiше в рамках ПРОМ [27, 284, 290]. Вiдповiдний
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двофермiонний потенцiал виявився неочiкувано складним.

Для адекватного опису мас легких (π-ρ)-мезонiв доводиться для мас кваркiв

покласти m2 < 0. Вибiр параметрiв у цьому випадку не дає точного виродження,

так що траєкторiї Редже є асимптотично паралельними прямими, але дещо ви-

кривленими внизу. Модель VI добре описує стани на головних траєкторiях, гiрше

– на дочiрнiх. Причиною цього мабуть є брак дочiрнiх траєкторiй при випадково-

му виродженню (ℓ+ 2nr)-типу. Бiльш принагiдне виродження (ℓ+ nr)-типу поки

не вдається отримати в рамках 2ЧРД. Хоча у нерелятивiстичнiй границi мiжквар-

ковий потенцiял моделi VI зникає, вона виявилася придатною i для опису важких

мезонiв. В роботi [111] цю модель застосовано до мезонiв, що мiстять як легкi, так

i дивнi (s) i важкi (c, b) кварки, що дало змогу авторам успiшно описати бiльше

50-ти мезонних станiв.

2ЧРД iз потенцiалами скалярного та векторного типу вважаються фiзично

змiстовнiшими кандидатами на релятивiстичнi потенцiальнi моделi. Кiлька версiй

таких потенцiалiв, локальних у координатному представленнi, вiдомi з лiтерату-

ри. Однак вiдповiднi 2ЧРД не є точно iнтеґровнi, i загалом мають згаданi вище

нефiзичнi особливостi. Щоб обiйти цi труднощi, запропоновано наближений метод

1/j-розкладiв.

Метод узагальнює технiку 1/ℓ-розкладiв, застосовних до радiального рiвня-

ння Шрединґера. У даному випадку 2ЧРД зведено до двох зв’язаних р-нь квазi-

потенцiального типу, структура яких вимагає iстотної модифiкацiї технiки. Iншi

змiни пов’язанi iз тим, що рiвняння представляють нелiнiйну спектральну зада-

чу. З фiзичного погляду метод застосовний до випадку сильного зв’язку, i нечу-

тливий, принаймнi у нижнiх порядках теорiї збурень, до крайових особливостей

задачi.

Тут метод 1/j-розкладiв застосовано до 2ЧРД iз кiлькома версiями скаляр-

ного лiнiйного та векторного кулонiвського потенцiялiв, вiдомих з лiтератури. Усi

вони дають у нерелятивiстичнiй границi корнельський потенцiaл (1.2.2), що вико-

ристовується для опису важких мезонiв. Тому цi приклади можуть претендувати
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на роль унiверсальних потенцiальних моделей.

В усiх випадках отримано аналiтичнi вирази для спектру енергiї в 0-му на-

ближеннi методу, якi описують прямi або дещо викривленi паралельнi траєкторiї

Редже. Кут їх нахилу узгоджується з параметрами нерелятивiстичної моделi для

усiх версiй скалярного лiнiйного потенцiалу. Але потенцiял Матвеєва-Мурадяна-

Тавхелiдзе (5.6.48) (запропонованого в [97] для опису легких мезонiв), як i лiнiй-

ний потенцiал Юкави (5.6.46), не дає ℓs-виродження траєкторiй. Воно наближено

забезпечується мiнiмальним лiнiйним потенцiалом (5.6.47), а точно – потенцiялом

Брауна-Рейвенгола (5.6.49). В обидвох цих випадках ℓs-виродження, а також де-

яка кривина головних траєкторiй Редже дає хороший опис орбiтально збуджених

станiв (π-ρ)-сiм’ї мезонiв. Однак випадкове виродження (ℓ+2nr)-типу приводить

до браку дочiрнiх траєкторiй (як i в моделi VI) для деяких радiальних збуджень

цiєї сiм’ї.

Моделi з векторними лiнiйними потенцiалами взагалi не забезпечують ви-

падкового виродження, дають завеликий нахил траєкторiй Редже, а деякi з них

породжують непаралельнi траєкторiї.

Спектр для мiнiмальної лiнiйної взаємодiї узгоджується з отриманими ра-

нiше числовими результатами в [86–88], де однак для легких мезонiв отримано

завищенi значення мас. В данiй роботi ця проблема усувається врахуванням ве-

кторної кулонiвської взаємодiї. Щодо лiнiйного потенцiалу Брауна-Рейвенгола, то

в строгому математичному сенсi вiн не дає зв’язаних станiв через невiдповiдну по-

ведiнку коефiцiєнтiв радiальних рiвнянь при r → ∞ [97]. Отриманий тут псевдо-

пертурбативний спектр описує квазiзв’язанi стани, якi утримуються ефективним

потенцiальним бар’єром (що зводиться до ями у нерелятивiстичнiй границi).
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РОЗДIЛ 6

НЕСТАНДАРТНI ТА НЕЛIНIЙНI МОДЕЛI
ЧРТП

В основi частково редукованої теорiї поля (ЧРТП) є редукцiя потенцiалiв

полiв-носiiв взаємодiї у класичних лаґранжiанах квантової теорiї поля. Проце-

дура редукцiї приводить до варiанту нелокальної теорiї поля, гамiльтонiзацiя та

квантування якої є нетривiальними. У попередньому роздiлi ЧРТП наближено

переформульовувалась до локальної форми шляхом квазiрелятивiстичного роз-

кладу ефективниих нелокальних лаґранжiанiв за запiзненням, гамiльтонiзацiї та

квантування у координатному просторi, та означення "порожнього" вакууму. Це

дало змогу в рамках частково редукованої спiнорної електродинамiки та подi-

бних теорiй отримати рiвняння Брайта i його узагальнення як замкнуту задачу

на зв’язанi стани 2-х дiракiвських частинок.

У цьому роздiлi буде застосовано iншу процедуру, запропоновану Лльозою

та Вiвесом [105] для гамiльтонiзацiї нелокальних гамiльтонiанiв. Процедура має

формальний характер, i вимагає знання явних розв’язкiв польових рiвнянь руху,

якi можна отримати в iмпульсному представленнi пертурбативно. В цьому ж пред-

ставленнi можна отримати гамiльтонiан та здiйснити квантування iз стандартним

означенням вакууму. Тепер 2-х, 3-х i N-частинковi стани не можуть бути власними

станами гамiльтонiану, але їх можна взяти як анзаци у квантово-польовiй версiї

варiацiйного наближення. У такий спосiб будуть отриманi 2- i 3-частинковi хви-

льовi рiвняння на зв’язанi стани.

Метод буде використано у кiлькох нестандартних та нелiнiйних моделях ЧР-

ТП, стандартний квантово-польовий опис яких є непослiдовний, або пов’язаний

iз великими труднощами.
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Результати цього роздiлу опублiкованi в статтях [11, 17–21, 23], матерiалах

i тезах конференцiй [33, 40–47], та препринтах [179–182, 185].

6.1. Варiацiйне гамiльтонове тлумачення частково
редукованих моделей типу Юкави

У цьому пiдроздiлi розглядається послiдовна процедура гамiльтонiзацiї та

квантування частково редукованих (ЧР) лаґранжiанiв, що ґрунтується на роз-

кладах за константою взаємодiї. Окрему увагу придiлено збережним величинам,

що вiдповiдають пуанкаре-iнварiантностi нелокального лаґранжiану.

Спочатку процедура iлюструється на прикладi скалярної ЧР-моделi Юкави,

для яких в 1-му наближеннi отримано варiацiйне 2-частинкове хвильове рiвнян-

ня. Тодi розглядається узагальнення моделi Юкави, в якiй функцiю Ґрiна р-ня

Кляйна-Ґордона (для поля-медiатора) замiнено на довiльне коварiантне симетри-

чне ядро, в залежностi вiд властивостей взаємодiї. Це ядро можна обрати фено-

менологiчно, або вивести з деякої ефективної КТП. Воно може виникати з деяких

нестандартних класичних теорiй поля, послiдовне квантування яких є складним

або непослiдовним. Тут будуть поданi приклади, а деякi з них будуть розвинутi

в наступних пiдроздiлах.

6.1.1. Скалярна модель Юкави у стандартному i частково

редукованому формулюваннi

У данiй моделi матерiя описується "зарядженими" (комплексними) скаляр-

ними полями φa(x) кiлькох сортiв (a = 1, 2, ...) з масами ma, що взаємодiють через

дiйсне скалярне поле χ(x). Густина лаґранжiану системи:

L =
∑

a
La + Lχ + LY (6.1.1)

(далi – просто лаґранжiан) мiстить: La – стандартнi лаґранжiани вiльних полiв

φa(x), означенi в (6.1.7), Lχ – лаґранжiан поля-медiатора χ(x), i член взаємодiї

Юкави LY = ρχ iз скалярним струмом
ρ =

∑

a
gaφ

∗
aφa. (6.1.2)
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Для моделi Юкави лаґранжiан Lχ поля-медiатора χ(x) маси м має вигляд:

Lχ = 1
2
{(∂µχ)(∂µχ)− м2χ2}. (6.1.3)

Варiацiя дiї I =
∫
d4xL(x) веде до зв’язаної системи польових рiвнянь

(�+m2
a)φa = gaφaχ, (�+m2

a)φ
∗
a = gaφ

∗
aχ, (6.1.4)

(�+ м2)χ = ρ. (6.1.5)

Рiвняння (6.1.5) можна розв’язати точно [71, 72]:

χ(x) = [Dsym ∗ ρ](x) + χ0(x) ≡
∫

d4x′Dsym(x− x′;м)ρ(x′) + χ0(x), (6.1.6)

де Dsym(x − x′;м) – симетрична ф-я Ґрiна (1.3.27, c.87) р-ня Кляйна-Ґордона

(6.1.5), а χ0(x) – однорiдний розв’язок цього р-ня. Пiдставивши розв’язок у ви-

хiдний iнтеґрал дiї i поклавши χ0 = 0 (вiдсутнiсть вiльних "хiонiв"), отримаєм

ЧР-лаґранжiан, залежний лише вiд полiв матерiї φa.

Надалi ф-ю Ґрiна Dsym(x−x′;м) замiнимо довiльним симетричним

пуанкаре-iнварiантним ядром K(x−x′) = K(x′−x). Нелокальна лаґранжева гу-

стина

L =
∑

a
La + Lint

=
∑

a

{(∂µφ∗a)(∂µφa)−m2
aφ

∗
aφa}+ 1

2

∫

d4x′ ρ(x)K(x− x′)ρ(x′), (6.1.7)

може бути корисною для опису рiзноманiтних систем частинок. Наприклад, якщо

K(x− x′) ∝ G(x− x′) є розв’язком рiвняння �2G(x− x′) = δ(x− x′), то модель

дає утримну взаємодiю кваркiв у гадронах (див. п. 3.1.5).

6.1.2. Збережнi величини

Пуанкаре-iнварiантнiсть моделi Юкави веде до iснування збережного тензо-

ру енергiї-iмпульсу T µν та тензору моменту iмпульсу Mµλσ = T µλxσ−T µσxλ. Вона

породжують вiдповiднi збережнi величини: 4-iмпульс P µ =
∫
d3x T 0µ та момент

iмпульсу Jλσ =
∫
d3xM0λσ (тут µ, ν, λ, σ = 0, ..., 3). Тензор моменту iмпульсу

можна записати так:
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T µν =
∑

a
T µνa + T µνχ + T µνY , (6.1.8)

де T µνa = {(∂µφ∗a)(∂νφa) + (∂νφ∗a)(∂
µφa)} − ηµνLa,

T µνχ = (∂µχ)(∂νχ)− ηµνLχ, T µνY = ηµνρχ.

Пiдстановка розв’язку χ = D ∗ ρ в р-ня (6.1.8) дає збережнi величини для

ЧР-моделi. Цi вирази не є задовiльнi з кiлькох причин; зокрема, не очевидно,

як їх узагальнити на випадок довiльного ядра. Тому, їх доцiльно перетворити до

iншого вигляду.

Врахування польових рiвнянь (6.1.5) дозволяє отримати рiвнiсть ∂µT µνχ =

ρ∂νχ, яка, пiсля iнтеґрування за усiм 3-простором дає
∫

d3x ∂µT
µν
χ =

d

dt

∫

d3x T 0ν
χ =

∫

d3x ρ ∂νχ. (6.1.9)

Подальше iнтеґрування за часом i вживання (6.1.6) дає резульат:

∫

d3x T 0ν
χ =

t∫

−∞

dx0
∫

d3x ρ∂νχ (6.1.10)

=
1

2





t∫

−∞

∞∫

t

−
∞∫

t

t∫

−∞



 dx0 dx′0
∫

d3x

∫

d3x′ ρ(x){∂νDsym(x− x′)}ρ(x′).

Остання рiвнiсть вiрна завдяки кососиметричностi ядра: ∂νDsym(x − x′) =

−∂ ′νDsym(x
′ − x) яка, у свою чергу, є наслiдком симетричностi Dsym(x− x′).

Обчислення iнших членiв 4-iмпульсу є безпосереднiм, зокрема
∫

d3x T 0µ
Y = η0µ

∫

d3x

∫

d4x′ ρ(x)Dsym(x− x′)ρ(x′). (6.1.11)

Тепер 4-iмпульс є лiнiйним за "хiонним" пропаґатором. Навiть бiльше, замiна

Dsym(x− x′) на K(x−x′) у р-нях (6.1.10) i (6.1.11) дає 4-iмпульс для узагальненої

моделi, означеної густиною лаґранжiану (6.1.7).

Тлумачення моменту iмпульсу є подiбним, хоч громiздкiшим [20]. Упусти-

мо деталi, i запишемо остаточнi вирази для 4-iмпульсу та моменту iмпульсу для
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узагальненої моделi:

P µ(t) =
∑

a

∫

d3x T 0µ
a (x)|x0=t − η0µ

∫

d3x

∫

d4x′ ρ(x)K(x− x′)ρ(x′)|x0=t

−
∫

d4x

∫

d4x′Ξ(x0−t, x′0−t)ρ(x){∂νK(x− x′)}ρ(x′), (6.1.12)

Jλσ(t) =
∑

a

∫

d3x T 0[λ
a (x)xσ]|x0=t −

∫

d3x

∫

d4x′ ρ(x)η0[λxσ]K(x− x′)ρ(x′)|x0=t

−
∫

d4x

∫

d4x′Ξ(x0−t, x′0−t)ρ(x){∂ [λK(x− x′)xσ]}ρ(x′). (6.1.13)

В р-нях (6.1.13) вжито позначення a[µbν] ≡ aµbν − aνbµ, а сходинкова ф-я Ξ(t, s)

означена в (4.2.10, c.208). Знову, для виведення р-ня (6.1.13) враховано кососиме-

трiю ядра ∂ [λK(x− x′)xσ] = −∂ ′[λK(x′ − x)x′σ].

6.1.3. Гамiльтонова структура нелокальноголаґранжiану

Член взаємодiї Lint у лаґранжiанi (6.1.7) є функцiоналом (а не функцiєю)

польових змiнних. Тому вiн представляє нелокальну теоретико-польову модель.

Нелокальнi польовi теорiї виникли як спроба уникнути ультрафiолетовi роз-

бiжностi [380]; їх вивчення розвинулося у самостiйну гiлку теоретичної фiзики

[392], що об’єднує рiзноманiтнi моделi частинок, методи перенормування [393, 394]

тощо. Результати формулюються переважно на мовi функцiонального iнтеґрува-

ння, а їх тлумачення не є простим.

У цьому пiдроздiлi вжито тлумачення, якомога близьке до канонiчного кван-

тування, тобто модель буде перекладено на гамiльтонову мову на класичному

рiвнi, а вже тодi проквантовано. Це дасть змогу вiддiлити труднощi, зумовленi

нелокальнiстю, вiд iнших загальних проблем квантування.

Стандартний перехiд до гамiльтонового опису непридатний через нелокаль-

нiсть моделi. Тому буде вжито процедуру, розроблену для гамiльтонiзацiї фок-

керiвських iнтеґралiв дiї [340], та узагальнену Лльозою i Вiвесом для довiльних

нелокальних лаґранжiанiв [105].

Iдея гамiльтонiзацiї нелокальних лаґранжiанiв полягає в наступному. Нехай
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лаґранжiан L(t, [q]) є функцiоналом динамiчної змiнноїq(t). Цю змiнну замiнюють

на “польову"змiну Q(t, λ) означену на 2-вимiрному (часо)×(“просторi"), а новий

лаґранжiан L(t, Q) розглядається як локальний за часовою змiнною t i нелокаль-

ний за “просторовою"змiнною λ. Цей опис доповнюється в’яззю (∂t−∂λ)Q(t, λ) =

0. Перехiд до канонiчного опису цiєї нової системи здiйснюється згiдно з дiракiв-

ським формалiзмом з в’язями [220]. Iз в’язi маємоQ(t, λ) = q(t+λ). Навiть бiльше,

гамiльтонiв потiк є дотичним до до пiдмноговиду фазового простору, означеного

вихiдними рiвняння Ойлера-Лаґранжа δ
{∫

dt′ L(t′, [q])
}
/δq(t) = 0. тому симпле-

ктичну структуру i гамiльтонiан можна отримати "pull-backвiдображенням на цей

пiдмноговид.

У випадку теорiї поля вихiднi поля φ(x) = φ(x0,x) на (1+3)-просторi Мiн-

ковського M4 замiнюються на допомiжнi змiннi (2+3)-вимiрного простору, що

разом з гамiльтоновою структурою знову редукується на M4. Теоретико-польова

модифiкацiя процедури Лльози i Вiвеса дозволяє одразу записати вирази для

форми Лiувiля та гамiльтонiану:

Θ(t) =

∫

d4x

∫

d4x′ Ξ(x0−t, x′0−t)×

×
∑

a

{

Ea(x
′, x; [φ])δ̃φa(x)+E

∗
a(x

′, x; [φ])δ̃φ∗a(x)

}

, (6.1.14)

H(t) =

∫

d4x

∫

d4x′Ξ(x0−t, x′0−t)×

×
∑

a

{

Ea(x
′, x; [φ])φ̇a(x) + E

∗
a(x

′, x; [φ])φ̇∗a(x)

}

− L(t); (6.1.15)

тут δ̃φa(x) є функцiональним зовнiшнiм диференцiалом польової змiнної [105],

φ̇a(x) =
∂φa(x)

∂x0
, Ea(x, x

′; [φ]) =
δL(x)

δφa(x′)
, E

∗
a(x, x

′; [φ]) =
δL(x)

δφ∗a(x′)
,

а L(t) =
∫
d3xL(x)|x0=t – лаґранжiан системи.

Форма Лiувiля визначає симплектичну форму: Ω = δ̃Θ , а отже, i дужки

Пуасона. Гамiльтонiан H генерує еволюцiю системи у термiнах дужок Пуасона.

Зауважимо, що гамiльтонiан (6.1.15), обчислений для лаґранжевої густини (6.1.7),

тотожнiй до енергiї E = P 0, даної р-ням (6.1.12).
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Рiвностi (6.1.14) i (6.1.15) мають лише формальне значення, допоки iнтеґру-

вання не здiйснене явно. Для цього потрiбен явний розв’язок польових рiвнянь

частково редукованої теорiї (6.1.5). Оскiльки цi рiвняння не є простi i тим бiльше

точно розв’язнi, необхiдно звернутися до апроксимацiйної схеми, описаної далi.

6.1.4. Пертурбативна схема i 1-ше наближення

Тут буде вжито формальний розклад за константою взаємодiї. Замiнимо

константи взаємодiї ga на ga
√
ε у частково редукованих рiвняннях поля (тобто у

р-нях (6.1.4) з виразами (6.1.6) у правiй частинi). Будемо шукати розв’язок у ви-

глядi φa(x) =
∑∞

n=0 ε
nφ

(n)
a (x). Прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових ступенiв

ε, отримаємо нескiнченний ланцюжок рiвнянь:

(�+m2
a)φ

(n)
a (x) = J (n)

a (x), n = 0, 1, ..., (6.1.16)

де J (0)
a (x) = 0, а J

(n)
a (n ≥ 1) – функцiонали вiд φ

(m)
a iз m ≤ n − 1. Т.ч., р-ня

(6.1.16) утворюють iєрархiю, яку можна розв’язати iтеративно, вiд n = 0.

Р-ня для φ
(0)
a є однорiдним р-ням Кляйна-Ґордона, розв’язок якого пред-

ставляє пласкi хвилi. Усi функцiї вищого порядку φ(n)a можна знайти з допомогою

функцiй Ґрiна Da(x, x
′) = D(x, x′;ma) цього рiвняння:

φ(n)a (x) =

∫

d4x′Da(x, x
′)J (n)

a (x′), (6.1.17)

Їх зручно обрати так: Da(x, x
′) = Dsym(x − x′;ma) + 1

2
sgn x′0DPJ(x − x′;ma), де

DPJ(x− x′;ma) – функцiя Паулi-Йордана [395]. Тодi розв’язки φ(n)a для усiх n ≥ 1

є дотичнi до φ(0)a в момент x0 = 0:

φ(n)a (0,x) = 0, φ̇(n)a (0,x) = 0, n ≥ 1, (6.1.18)
так що

φa(x) ≡ φa(0,x) = φ(0)a (0,x), φ̇a(x) ≡ φ̇a(0,x) = φ̇(0)a (0,x). (6.1.19)

Вживання розкладiв для φa(x) у п.ч. р-нь (6.1.14),(6.1.15) i (6.1.12) дає ряди

для форми Лiувiля Θ , гамiльтонiану H та iмпульсу P :

Θ =

∞∑

n=0

εnΘ (n), H =

∞∑

n=0

εnH(n), P =

∞∑

n=0

εnP (n). (6.1.20)
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Симплектичну форму та iншi збережнi величини можна обчислити подiбно. Пiсля

обчислення усiх коефiцiєнтiв формальних рядiв (до бажаного ступеня) параметр

ε слiд покласти рiвним 1.

Оскiльки усi величини в (6.1.20) обчислюються у спiльний момент часу, то

нехай t = 0. Це вiдповiдає картинi Шрединґера на квантовому рiвнi.

Легко показати з допомогою (6.1.19), що в 0-му наближеннi матимемо:

Θ
(0) ≡ Θ

free[φ] =
∑

a

∫

d3x
{

φ̇∗a(x)δ̃φa(x) + φ̇a(x)δ̃φ
∗
a(x)

}

, (6.1.21)

H(0) ≡ H free[φ] =
∑

a

∫

d3x
{

φ̇∗a(x)φ̇a(x) + (∇φ∗a(x)) · (∇φa(x))

+ m2
aφ

∗
a(x)φa(x)

}
, (6.1.22)

P (0) ≡ P free[φ] = −
2∑

a=1

∫

d3x
{

φ̇∗a(x)∇φa(x) + φ̇a(x)∇φ∗a(x)
}

, (6.1.23)

Зауважимо, що в цьому наближеннi форма Лiувiля i, отже, симплектична форма

мають канонiчний вигляд. Тому змiннi {φa(x), φ̇a(x)} i {φ∗a(x), φ̇∗a(x)} утворюють

канонiчно-спряженi пари, що параметризують фазовий простiр.

Поправки 1-го порядку можна записати так:

Θ
(1) ≡ Θ

nc[φ] =
1

2

∫

d4x

∫

d4x′ Ξ(x0, x′0)ρ(0)(x′)K(x′ − x)δ̃ρ(0)(x), (6.1.24)

H(1) ≡ Hnc[φ] +H int[φ] = 1
2

∫

d4x

∫

d4x′Ξ(x0, x′0)ρ(0)(x′)K(x′ − x)ρ̇(0)(x)

− 1

2

∫

d3x

∫

d4x′ ρ(0)(x′)K(x′ − x)ρ(0)(x)|x0=0, (6.1.25)

P (1) ≡ P nc[φ] = −1

2

∫

d4x

∫

d4x′ Ξ(x0, x′0)ρ(0)(x′)K(x′ − x)∇ρ(0)(x). (6.1.26)

У цьому наближеннi змiннi φa, φ̇a, φ∗a, φ̇
∗
a вже не є канонiчними – через член Θ (1) ≡

Θnc форми Лiувiля (це вказано позначкою “nc"). Члени Hnc i P nc мають те ж

походження.

Щоб обчислити Θ
(1) i H(1) явно, зручно розкласти кожне комплексне поле

у пару дiйсних полiв:

φa =
1√
2
(φa1 + iφa2), φ∗a =

1√
2
(φa1 − iφa2). (6.1.27)
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У 0-му наближеннi отримаємо:

φ(0)aα (x) =
1

(2π)3/2

∑

A=±

∫
d3k√
ka0

aAaαke
iAka·x,

a = 1, 2

α = 1, 2
, (6.1.28)

де 4-iмпульс ka означено на масовiй оболонцi a-ї частинки:

ka = (ka0,k), де ka0 =

√

m2
a + k2 (1.1.6)≡≡ Ea(k). (6.1.29)

Для стислостi позначень замiнимо подвiйний iндекс aα на єдиний a (a =

1, . . . , 4) у промiжних обчисленнях. Маємо:

Θ
free =

∑

a

∫

d3x φ̇a(x)δ̃φa(x) =
i

2

∑

a

∑

AB

∫

d3k AaAakδ̃a
B
a,−ABk, (6.1.30)

H free =
1

2

∑

a

∫

d3x
{

φ̇2a(x) + (∇φa(x))
2 +m2

aφ
2
a(x)

}

=
1

2

∑

a

∑

A

∫

d3k ka0a
A
aka

−A
ak , (6.1.31)

P free = −
∑

a

∫

d3x φ̇a(x)∇φa(x) =
1

2

∑

a

∑

A

∫

d3k kaAaka
−A
ak ; (6.1.32)

тут i далi великi латинськi лiтери A,B, C, . . . набувають значень +,−. У нових

позначеннях функцiя ρ(x), (р-ня (6.1.5)) набуває вигляду:

ρ(x) =
1

2

∑

a
gaφ

2
a(x). (6.1.33)

Розглянемо поправки 1-го порядку до Θ i H. В iмпульсному представленнi:

Θ
nc = − i

2

∑

ab

∑

ABCD

∫

d3k d3q d3u d3v SABCDab (k, q,u, v)

×[δ̃aAak]a
B
aqa

C
buaDbv, (6.1.34)

Hnc =
1

2

∑

ab

∑

ABCD

∫

d3k d3q d3u d3v SABCDab (k, q,u, v)

×Aka0aAakaBaqaCbuaDbv, (6.1.35)

H int =
1

2

∑

ab

∑

ABCD

∫

d3k d3q d3u d3v TABCDab (k, q,u, v)

×aAaka
B
aqa

C
buaDbv. (6.1.36)
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Тут

SABCDab (k, q,u, v) =
gagb

16(2π)3
δ(Ak + Bq + Cu+Dv)√

ka0qa0ub0vb0

×P
K̃(Aka +Bqa)− K̃(Cub +Dvb)

Aka0 +Bqa0 + Cub0 +Dvb0
, (6.1.37)

TABCDab (k, q,u, v) = − gagb
16(2π)3

δ(Ak + Bq + Cu+Dv)√
ka0qa0ub0vb0

×K̃(Aka +Bqa), (6.1.38)

P означає "в сенсi головного значення" , а

K̃(k) =

∫

d4x e− i k·xK(x). (6.1.39)

Поправку P nc до iмпульсу можна легко отримати шляхом пiдстановки

δ̃aAak → iAkaak у р-нi (6.1.34) для Θnc.

Як зазначено вище, польовi змiннi не є канонiчними нi в координатному, нi

в iмпульсному представленнi через член 1-го порядку Θ
nc у формi Лiувiля. Щоб

це виправити, здiйснимо таке неканонiчне перетворення змiнних a → a:

aAak = aAak + ε
∑

b

∑

BCD

∫

d3q d3u d3v
A

2
S−ABC D
ab (k, q,u, v)aBaqa

C
buaDbv + O(ε2).

Тодi в лiнiйному за ε наближеннi отримаємо:

Θ
free[a] + εΘnc[a] = Θ

free[a] + O(ε2), (6.1.40)

H = H free[a] + ε(Hnc[a] +H int[a]) = H free[a] + εH int[a] +O(ε2), (6.1.41)

P = P free[a] + εP nc[a] = P free[a] +O(ε2). (6.1.42)

Тобто у нових змiнних a форма Лiувiля стає канонiчною (принаймнi, у даному

наближеннi), гамiльтонiан спрощується, а iмпульс зводиться до вiльночастинко-

вого. Просторово-подiбнi компоненти моменту iмпульсi J ij (i, j = 1, 2, 3) також

набувають вiльночастинкового вигляду, але часо-подiбнi компоненти J0j мiстять

члени взаємодiї. Така структура канонiчних ґенераторiв групи Пуанкаре прита-

манна миттєвiй формi релятивiстичної динамiки [244], у якiй параметр еволюцiї

t є координатним часом x0 (як у даному випадку); див. також п. 1.2.8.
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6.1.5. Канонiчне квантування i двочастинковi варiацiйнi стани

Повернiмося до подвiйного iндексу aα (замiсть єдиного a, тимчасово введе-

ного пiсля р-ня (6.1.28)) та введемо новi комплекснi польовi змiннi:

ba =
a−a1+ i a−a2√

2
, b∗a =

a+a1− i a+a2√
2

, da =
a−a1− i a−a2√

2
, d∗a =

a+a1+ i a+a2√
2

. (6.1.43)

Перепишемо в цих термiнах форму Лiувiля (6.1.40) з точнiстю до повних дифе-

ренцiалiв, якi не дають внеску у симплектичну форму. Отримаємо:

Θ = i
∑

a

∫

d3k
{

b∗akδ̃bak + d∗akδ̃dak
}

. (6.1.44)

Отже {bak, b∗ak} i {dak, d∗ak} є канонiчно спряженими парами. У квантовому описi

розглядатимемо цi змiннi як оператори знищення i народження bak, b
†
ak, dak, d

†
ak,

що задовольняють стандартнi комутацiйнi спiввiдношення та стандартну умову

вакуумного стану [71, 72].

Квантовi оператори, що вiдповiдають гамiльтонiану (6.1.41) та iмпульсу

(6.1.42), стають (тут ε = 1):

H = H free + H int, (6.1.45)

Hfree =
∑

a

∫

d3k ka0{b†akbak + d†akdak} (6.1.46)

Hint = −
∑

ab

gagb
(4π)3

∫
d3k d3q d3u d3v√
ka0qa0ub0vb0

:
{

K̃(ub − vb) × (6.1.47)

×
[
δ(k+q+u−v)dakbaqdbud

†
bv + δ(k+q−u+v)dakbaqd

†
budbv

+ δ(k−q+u−v)dakd
†
aqdbud

†
bv + δ(k−q−u+v)dakd

†
aqb

†
bubbv

+ δ(k−q−u+v)b†akbaqdbud
†
bv + δ(k−q+u−v)b†akbaqb

†
bubbv

+ δ(k+q−u+v)b†akd
†
aqdbud

†
bv + δ(k+q+u−v)b†akd

†
aqb

†
bubbv

]

+ K̃(ub + vb)
[
δ(k+q+u+v)dakbaqdbubbv + δ(k+q−u−v)dakbaqb

†
bud

†
bv

+ δ(k−q+u+v)dakd
†
aqdbubbv + δ(k−q−u−v)dakd

†
aqb

†
bub

†
bv

+ δ(k−q−u−v)b†akbaqdbubbv + δ(k−q+u+v)b†akbaqb
†
bub

†
bv

+ δ(k+q−u−v)b†akd
†
aqdbubbv + δ(k+q+u+v)b†akd

†
aqb

†
bud

†
bv

]}

:
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P = P free =
∑

a

∫

d3k k
{

b†akbak + d†akdak
}

, (6.1.48)

де : : позначає нормальне впорядкування.

Розглянемо тепер двочастинкову задачу. Почнемо з анзацу “частинка 1 +

частинка 2" : |1+2〉 =
∫
d3p d3q F (p, q)b†1(p)b

†
2(q)|0〉, де F (p, q) – амплiтуда стану.

Двочастинковий сектор простору Фока не є iнварiантним щодо дiї гамiльтонiану

(6.1.45)–(6.1.47). Тому стан |1+2〉 не може бути точним власним станом H, якою б

не була ф-я F (p, q) (на вiдмiну вiд двочастинкових станiв у попередньому роздiлi).

Будемо тлумачити цю функцiю як КТП-вiдповiдник параметрiв припасування у

варiацiйному наближеннi у квантовiй механiцi.

У системi центра мас P |1+2〉 = 0, i хвильова функцiя набуває вигляду

F (p, q) = f(p)δ(p + q), що випливає з вiльночастинкової структури оператору

iмпульсу (6.1.48). Тодi, варiацiйний принцип δ〈1+2|H −E|1+2〉 = 0 веде, услiд за

роботою [71], до такого рiвняння для хвильової ф-ї f(p):

[
2∑

a=1

pa0 − E

]

f(p) =
g1g2

8(2π)3

∫
d3q f(q)√
p10p20q10q20

2∑

a=1

K̃(pa − qa), (6.1.49)

де ф-ю K̃ означено в (6.1.39), а її аргументи – 4-iмпульси pa, qa – взято на масовiй

оболонцi (6.1.29). Це є релятивiстичне рiвняння типу Салпiтера (1.1.8, c.42) для

хвильової функцiї стацiонаринх станiв двочастинкової системи.

Подiбно, з анзацом |1+
−
1〉 =

∫
d3p d3q f(p)δ(p+q)b†(p)d†(q)|0〉, можна отри-

мати хвильове рiвняння для системи “частинка + античастинка” (скажiмо, для

частинки 1 i античастинки
−
1; тут номер сорту частинок a=1 упущено):

[2p0 − E] f(p) =
g2

8(2π)3

∫
d3q f(q)

p0q0
×

×
{

2K̃(p+ − q+) + K̃(p+ − p−) + K̃(q+ − q−)
}

, (6.1.50)

де p0 = p10 = p20 (оскiльки m = m1 = m2), а p± = p±1 = p±2 = (±p0,p) є 4-

iмпульсом на верхньому (+) та нижньому (-) листi масової оболонки (в означеннi

(6.1.29) i рiвняннi (6.1.49) – на верхньому за замовчуванням). Зауважимо, що член
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2K̃(p+−q+) вiдповiдає обмiну одним квантом поля-медiатора, тодi як K̃(p+−p−)
i K̃(q+ − q−) вiдповiдають вiртуальнiй анiгiляцiї.

Розглянемо тепер нерелятивiстичну границю |p| ≪ m рiвнянь (6.1.49) i

(6.1.50). Вiзьмемо до уваги, що симетричне пуанкаре-iнварiантне ядро K(x) є

функцiєю iнтервалу x2, а тому фур’є-образ K̃(p) – функцiя вiд p2. Маємо:

K̃(p+ − q+) = K̃(p0 − q0,p− q) −→ K̃(0,p− q), (6.1.51)

K̃(p+ − p−) = K̃(2p0, 0) −→ K̃(2m, 0). (6.1.52)

Тодi рiвняння (6.1.49) зводиться до вигляду:
[
p2

2mr
− E

]

f(p) =
g1g2

4(2π)3m1m2

∫

d3q f(q)K̃(0,p− q), (6.1.53)

де mr = m1m2/(m1+m2), а E = E − (m1+m2) – нерелятивiстична енергiя. В

координатному представленнi це р-ня є звичним р-ням Шрединґера:

− 1

2mr
∆ψ(r) + U(r)ψ(r) = Eψ(r), (6.1.54)

з потенцiалом U(r) = − g1g2
4m1m2

u(r), де

u(r) =

∫
d3k

(2π)3
e− ik·xK̃(0,k) =

∫

dx0K(x). (6.1.55)

Подiбно, частинково-античастинкове рiвняння (6.1.50) дає нерелятивiстичне

р-ня Шрединґера (6.1.54) з mr = m/2 i потенцiалом

U(r) = − g2

4m2

{

u(r) + K̃(2m, 0)δ(r)
}

, (6.1.56)

що включає контактний δ-член вiртуальної анiгiляцiї.

Для моделi Юкави ядро є ф-єю Ґрiна р-ня Кляйна-Ґордона (1.3.27), i в

нерелятивiстичнiй границi дає потенцiал Юкави

UY(r;м) =
α

r
e−м r, (6.1.57)

де α = −g1g2/(16πm1m2), i константу в (6.1.56): K̃(2m, 0) = (м2 − 4m2)−1.
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Рiзнi нестандартнi польовi теорiї, що можуть приводити до труднощiв на

квантовому рiвнi, тим не менше використовуються як ефективнi теорiї поля. При-

кладами є теорiя тахiонiв [396, 397], польовi теорiї з вищими похiдними [102, 104]

та нелокальнi польовi теорiї [380, 392]. Серед їх проблем у першу чергу можна

вказати труднощi послiдовного опису вiльних квантiв. З iншого боку, якщо не-

стандартне поле вживається лише як медiатор взаємодiї (а вiльнi кванти вiдсу-

тнi), то такi теорiї можуть стосуватися фiзичних систем . Найбiльш радикальною

реалiзацiєю цiєї iдеї є теорiя вiртонiв [392], де нелокальнi польовi рiвняння не

мають розв’язкiв для вiльних квантiв , але функцiя Ґрiна i, отже вiдповiдна вза-

ємодiя не є тривiальними. Квантування вiртонної теорiї є дуже нетривiальним.

На противагу до неї, запропонована тут схема, в якiй поля-медiатори вилучаю-

ться на класичному рiвнi, видається найпростiшим способом отримати фiзично

змiстовний зиск з нестандартних польових теорiй. Продуктом цiєї схеми є коварi-

антна функцiя Ґрiна вiдповiдного польового рiвняння. У наступних пiдроздiлах

розглянемо кiлька прикладiв.

6.2. Про стани, зв’язанi тахiонним обмiном

Концепцiя тахiонiв – частинок, що рухаються швидше за свiтло – вiдома

понад пiвстолiття [398, 399]. Труднощi у квантово-польовiй теорiї тахiонiв [396,

397] дають пiдстави думати, що вiльних тахiонних квантiв у природi не iснує, i це

узгоджується з експериментом [400].

Сьогоднi тахiонне поле рiдко розглядають як новий фундаментальний вид

матерiї. Воно радше служить як ефективний опис бiльш або менш звичної матерiї

у нестабiльних або метастабiльних станах. Ефективнi тахiоннi поля виникають в

рамках квантової ґравiтацiї [401], суперсиметричної теорiї поля [402], теорiї струн

[403] тощо.

Iснує iнший погляд на тахiони, як на прихованi чи вiртуальнi об’єкти [404,

405]. Вiртуальнi тахiоннi стани (чим би вони не були) можуть вiдiгравати роль у

взаємодiї мiж брадiонами (тобто повiльнiшими за свiтло частинками) [406, 407].
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Зокрема, пiки в мезон-нуклонних диференцiйних перетинах розсiяння ефективно

тлумачаться як тахiоннi резонанси [408].

У цьому роздiлi вивчається можливiсть виникнення зв’язаних станiв части-

нок, що взаємодiють через тахiонне поле – поле Кляйна-Ґордона з уявною масою.

Оскiльки вiльних тахiонiв немає, то симетрична ф-я Ґрiна цього поля [397] є аде-

кватною для опису взаємодiї через обмiн вiртуальними тахiонами.

В п. 6.2.1 буде введено цю ф-ю Ґрiна та виведено нерелятивiстичний по-

тенцiал тахiонно-обмiнної взаємодiї. Прикладне значення цього потенцiалу також

буде обговорено. В п. 6.2.2 розглядається вiдповiдне рiвняння Шрединґера. Його

варiацiйний розв’язок буде отримано в п. 6.2.3, а числовий – в п. 6.2.4.

6.2.1. Потенцiал тахiонно-обмiнної взаємодiї

Iснують рiзнi можливостi, щоб вивести потенцiал тахiонно-обмiнної взає-

модiї. Одна можливiсть виникає iз класичної теорiї дiї на вiдстанi типу Вiлера-

Фейнмана [17, 36, 37, 42, 43, 259], у якiй електромагнетне поле замiнено на тахiон-

не; див. пiдроздiл 3.1 Друга можливiсть – це частково редукована теорiя поля, що

поєднує риси обидвох пiдходiв [11, 20, 68, 71, 72, 409]; пiдроздiл. 6.1.

В усiх випадках тахiонно-обмiнну взаємодiю брадiонiв можна виразити через

ф-ю Ґрiна тахiонного поля, тобто поля Кляйна-Ґордона з уявною масою м = iµ

[397]. Лише симетрична ф-я Ґрiна:

G̃sym(k;µ) = Dsym(k; iµ) = −P
1

k2 + µ2
, (6.2.1a)

Gsym(x;µ) =
1

4π

{

δ(x2)−Θ(−x2) µ

2
√
−x2

J1(µ
√

−x2)
}

, (6.2.1b)

де J1(x) – ф-я Бесселя 1-го роду, є пуанкаре-iнварiантною (i дiйсною), i може слу-

жити ядром iнтеґралу дiї типу Фоккера (1.3.28), або нелокального лаґранжiану

(6.1.7). Причинна структура тахiонно-обмiнної взаємодiї показана на рис. 1.2d.

Вiдповiдний статичний потенцiал, згiдно з (6.1.55), має вигляд:

U(r;µ) = ReUY(r; iµ) =
α

r
cosµr, (6.2.2)
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де α – стала зв’язку. Вiн є далекосяжним, i веде до нетривiальної задачi про

зв’язанi стани навiть у нерелятивiстичному наближеннi [23, 47].

Очевидно, що потенцiал (6.2.2) є дiйсною частиною потенцiалу Юкави

(6.1.57) з уявною масою м = iµ поля-медiатора. Можна також взяти a priori

нерелятивiстичний екранований потенцiал у плазмi, формально поклавши у ньо-

му радiус Дебая уявним: rD = i /µ. З фiзичного погляду, цей антиекранований

потенцiал може виникати у деякому метастабiльному середовищi, такому такому

як дiелектрик при вiд’ємних температурах [410]. Iншим, астрофiзичним тлумаче-

нням може бути тяжiння, “одягнене” у темну матерiю [411].

Тут буде вивчатися питання: чи може потенцiал (6.2.2) породжувати зв’язанi

стани частинок, i якщо так, то за яких умов.

6.2.2. Рiвняння Шрединґера

Припускаємо, що стала зв’язку α в (6.2.2) може бути як вiд’ємною, так i до-

датньою. В обидвох випадках потенцiал (6.2.2) є послiдовнiстю потенцiальних ям i

бар’єрiв, що переходять однi в одних при змiнi знаку α. Тому при класичному роз-

глядi зв’язанi стани частинок можливi для обидвох знакiв α : вони вiдповiдають

руховi частинок в межах тiєї чи iншої потенцiальної ями.

При квантовому розглядi глибини ям чи висоти бар’єрiв потенцiалу (6.2.2)

набувають значення з огляду на можливiсть тунелювання мiж ними. Тому зага-

лом вигляд хвильової функцiї не є очевидним. Можна очiкувати iснування зв’я-

заних станiв принаймнi для α < 0 за малих значень метамаси µ, коли потенцiал

(6.2.2) близький до кулонiвського.

Щоб розв’язати рiвняння Шрединґера (6.1.54) з потенцiалом (6.2.2) здiй-

снимо стандартну радiальну редукцiю та введемо безрозмiрнi змiннi: ρ = r/aB,

ǫ = E/ERy, η = aBµ. Тут aB = 1/(m|α|) та ERy = mα2 є аналогами радiусу Бора

та сталої Рiдберґа, mr = m1m2/(m1 +m2) – зведена маса взаємодiючих частинок

m1 та m2, а E – власне значення енергiї системи. Тодi рiвняння для радiальної
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хвильової ф-ї ψ(ρ) набувають вигляду:

{H(∓) − ǫ}ψ(ρ) = 0, (6.2.3)

де H(∓) ≡ 1

2

{

− d2

dρ2
+
ℓ(ℓ+ 1)

ρ2

}

+ u(∓)(ρ), (6.2.4)

та u(∓)(ρ) = ∓cos ηρ

ρ
≡ ∓ 1

2ρ

{
e i ηρ + e− i ηρ

}
. (6.2.5)

Оператори H(∓) та u(∓) вiдповiдають випадкам α = ∓|α| ≶ 0 якi називатиме-

мо "притяганням" та "вiдштовхуванням" . Насправдi цi назви є умовними i не

вiдображають реальних властивостей взаємодiї.

Варiацiйний розв’язок

Розв’язок рiвняння Шрединґера iз потенцiалом (6.2.2), що є суперпозицi-

єю потенцiальв Юкави з уявними показниками, невiдомий. Можна очiкувати, що

обчислення енергiї основного стану варiацiйним методом Рiтцi може бути ефе-

ктивним, за аналогiєю iз випадком звичайного потенцiалу Юкави [357].

Оскiльки потенцiал (6.2.2) на вiдстанях ρ≪ 1/η близький до кулонiвського,

то для пробної функцiї можна взяти таку:

ψ̃ℓ0 ≡
√
kψℓ0(kρ); (6.2.6)

де k – варiацiйний порометр, а функцiя ψℓ0(ρ) описує основний стан (nr = 0) радi-

ального гамiльтонiануH(−)
η=0 (6.2.4)-(6.2.5). Функцiя (6.2.6) норомована на одиницю

i має правильну поведiнку при ρ→ 0.

Скориставшись технiкою iнтеґрування гiпергеометричних функцiй [358]

отримаємо такий вираз для середньої енергiї у варiацiйному станi (6.2.6):

〈ǫ〉κ ≡
〈

−1

2

d2

dρ2
+
ℓ(ℓ+ 1)

2ρ2
+ u(ρ)

〉

κ

=
η2

8κ2
− η

4nκ
f(κ), (6.2.7)

де f(κ) =
1

(1 + iκ)2n
+

1

(1− iκ)2n
, n = ℓ+ 1, (6.2.8)

i замiсть k для зручностi вжито новий варiацiйний параметр κ = nη/(2k).

Умова мiмiнуну ∂
∂κ〈ǫ〉κ = 0 для функцiї (6.2.7) приводить до рiвностi:

η =
κ

n
{f(κ)− κf ′(κ)} (6.2.9)
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яка, разом з (6.2.7), визначає енергiю основного стану як задану параметрично (у

термiнах κ) безрозмiрної метамаси η.

Розглянемо основний S-стан, поклавши n = 1. З р-нь (6.2.7)-(6.2.9) випливає,

що 〈ǫ〉 ≤ 0 якщо κ ∈ [0,
√
2−1]. При цьому енергiя 〈ǫ〉 ∈ [−1

2
, 0] монотонно зростає

разом з безрозмiрною метамасою η ∈ [0, 1]. Оскiльки 〈ǫ〉 мажорує iстинне значення

енергiї, то зв’язаний стан з певнiстю iснує для η ∈ [0, 1]. Отже, можна оцiнити

критичне значення ηc метамаси (при якому зникають зв’язанi стани) знизу як

ηc ≥ 1.

У данiй роботi не вдалося знайти аналiтичну оцiнку для значення ηc. Варто

зауважити, що метод Сєдова [412], який дає оцiнку для критичного параметру

екранування потенцiалу Юкави, у нашому випадку незастосовний, оскiльки при-

водить до ряду з розбiжними членами.

Числовий розв’язок

В принципi, iстинне значення енергiї можна як завгодно точно визначити

числовим iнтеґруванням рiвняння Шрединґера (6.1.54) з потенцiалом (6.2.2). На

рис. 6.1а представлено залежнiсть ǫ(η), отриману варiацiйним та числовим мето-

дами, для гамiльтонiануH(−) (тобто для випадку "притягання" α < 0). Очевидно,

що варiацiйне наближення є задовiльним майже в усьому промiжку η ∈ [0, 1[, за

винятком околу η & 1 де воно стає некоректним. У той же час числовi результа-

ти даютьзв’язанi стани до значення η ≈ 2.5. Далi енергiя зв’язку стає нехтувано

малою: |ǫ|η>2.5 < 10−9, а технiчнi труднощi числового iнтеґрування швидко зро-

стають, тому критичне значення метамаси ηc визначити таким чином не вдається.

З рис. 6.1b очевидно, що залежнiсть 1/ ln |ǫ| вiд η виходить на асимптотику,

яка перетинає вiсь абсцис у точцi η ≈ 3. Вiрогiдно, що зв’язаних станiв немає

для η > ηc ≈ 3. Звичайно, це припущення вимагає бiльш строгого математичного

обґрунтування, якого тут отримати не вдалося. Варто зазначити, що точне значе-

ння для ηc у практицi не так важливе, оскiльки стани з нехтувано малою енергiєю

зв’язку можна не вважати зв’язаними.
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Рис. 6.1. a) залежнiсть енергiї основного стану вiд метамаси тахiонного посере-
дника взаємодiї (у безрозмiрних змiнних ǫ, η) для випадку "притягання"
α < 0: суцiльна крива – числовi результати, пунктир – варiацiйне набли-
ження; b) асимптотична поведiнка енергiї при 1 < η < 3.

Рис. 6.2. Те ж що на рис. 6.1, але для випадку "вiдштовхування" α > 0.

Випадок "вiдштовхування"

Варiацiйне наближення зв’язаних станiв для випадку "вiдштовхування" α >

0 також можна отримати з рiвнянь (6.2.7)-(6.2.9), якщо у них формально покласти

η < 0, а безрозмiрною метатмасою вважати |η|. У цьому випадку 〈ǫ〉 ≤ 0 при

η ∈ [0,−1]. Отже, iснування зв’язани станiв у випадку "вiдштовхування" також

доведено, хоча вжитий для цього випадку варiацiйний анзац (6.2.6) є дуже грубий.

Числовi результати на рис. 6.2a показують, що зв’язанi стани iснують при 0 <

|η| ≤ 2.7, та iмовiрно не iснують при |η| ≥ 3 (подiбно до випадку α < 0); див.

рис. 6.2b. Максимум енергiї зв’язку |ǫ|max ≈ 0.0764, що досягається при |η| ≈ 3/4
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є на порядок меншим, нiж у випадку α < 0. Така здатнiсть тахiонної взаємодiї

зв’язувати частинки матерiї як при вiд’ємнiй, так i додатнiй сталiй зв’язку (хоч i

з рiзною iнтенсивнiстю) є визначною.

6.3. Частково редукованi моделi конфайнменту

Конфайнмент очевидно пов’язаний з нелiнiйнiстю хромодинамiки. Те, що

утримнi розв’язки класичних польових рiвнянь Янґа-Мiллса до сьогоднi невiдо-

мi [375], є аргументом на користь iстотно квантової природи конфайнменту. Це

пiдтверджується компютерними симуляцiями квантової хромодинамiки (КХД) на

ґратцi [12, 13]. В аналiтичному ж вивченнi конфайнменту, зокрема в рамках ка-

лiбрувальних теорiй типу КХД, прогрес менш помiтний [13]. Тому вивчення про-

стiших теоретико-польових моделей, що iмiтують характернi риси конфайнменту,

залишається актуальним.

Тут ще раз варто згадати раннi моделi, такi як модель Кiскiса з вищими по-

хiдними [102] i пов’язану з нею дипольну модель [368]. Вони дають для “ґлюонно-

го” пропаґатора залежнiсть ∼ 1/k4, а отже й лiнiйний потенцiал взаємодiї. В цих

феноменологiчних моделях конфайнмент тлумачиться як елементарний процес,

тобто двочастинкова утримна взаємодiя виникає вже в найнижчому наближеннi

пертурбативної динамiки моделей. Тут моделi будуть переформульованi в рамки

ЧРТП, де їх утримнi властивостi виявляються вже на класичному рiвнi.

Бiльш реалiстичними є дуальна абелева модель Гiґґса та неабелевi версiї

[13], в яких вакуумний конденсат з утримними властивостями ґенерується механi-

змом порушення симетрiї. У цьому пiдходi конфайнмент є колективним ефектом,

як у фiзицi конденсованих систем.

Цi два описанi вище класи моделей представляють цiлковито рiзнi точки зо-

ру на механiзм конфайнменту. Виникає питання: чи можливий промiжний меха-

нiзм, в якому конфайнмент не зводиться до елементарного процесу, а тлумачиться

як кластерна взаємодiя, що включає скiнченне число частинок ?

Тут буде дослiджено взаємодiю, що виникає з нелiнiйних за полем-
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медiатором членiв у КТП-лаґранжiанах. Зокрема, розглядатиметься (ϕ3+ϕ4)-

узагальнення моделi Вiка-Куткоскi (тобто безмасової скалярної моделi Юкави)

[112, 113] а також модифiкованної дипольної моделi [11, 368].

Зазначимо, що представленi тут моделi не є неабелевого калiбрувального

типу. Є лише двi риси, спiльнi для моделей та КХД: безмасовiсть та нелiнiйнiсть

поля-медiатора. Обидвi риси важливi у виникненнi конфайнменту, але механiзми

цього ефекту тут i в калiбрувальних теорiях [13] – рiзнi.

6.3.1. Теорiя з вищими похiдними та дипольна модель

У моделi Кiскiса [102] лаґранжiан вiльного скалярного поле має вигляд:

Lχ =
1

2κ2
(�χ)2 ≃ 1

2κ2
(∂µ∂νχ)(∂

µ∂νχ), (6.3.1)

де κ є сталою розмiрностi маси, а ≃ позначає рiвнiсть з точнiстю до поверхневих

членiв. Якщо його включити в модель Юкави (6.1.1, c.273) замiсть стандартного

члена (6.1.3), то рiвняння для поля-медiатора буде 4-го порядку:

�2χ = −κ2ρ. (6.3.2)

Дiйснi функцiї Ґрiна Gη цього р-ня знайдено в додатку B i виписано в р-нi

(3.1.41, c.159). Тут нас цiкавить симетрична ф-я Ґрiна Gsym = G|η=0 (або пе-

ренормована Ḡsym; див. (3.3.17, c.182)). Якщо вилучити поле-медiатор з лаґран-

жiану (3.1.41) з допомогою розв’язку χ = −κ2Gsym ∗ ρ р-нь (6.3.2), отримаємо

ЧР-лаґранжiан (6.1.5) з ядром K = −κ2Gsym.

Лаґранжiан з похiдними 2-го порядку можна переформулювати в еквiвален-

тний – з похiдними 1-го порядку, але залежний вiд двох полiв [102, 380]. Замiнимо

член (6.3.1) в лаґранжiанi (6.1.1) на

Lφχ = (∂µϕ)(∂
µχ)− 1

2
κ2ϕ2, (6.3.3)

що веде до зв’язаної пари неоднорiдних рiвнянь Даламбера:

�χ = −κ2ϕ (6.3.4)

�ϕ = ρ. (6.3.5)



293

Вилучення цих полiв з моделi знову дає редукований лаґранжiан (6.1.5).

Варiацiйнi двочастинковi рiвняння (6.1.49) i (6.1.50) для цього випадку. Вони

мiстять фур’є-образ K̃(k) = −κ2G̃sym(k) ∼ 1/k4 ядра K(x) = −κ2Gsym(x), який

має сильну синґулярнiсть на свiтловому конусi k2 = 0. Подiбна проблема виникає

i в iнших хвильових рiвняннях типу Салпiтера. Регуляризацiя цiєї особливостi

обговорювалась в лiтературi, реферованiй в п. 1.2.9 на с. 75, i детальнiше в [11].

Щоб мати уявлення про властивостi взаємодiї, що описується нелокальним

членом в (6.1.5, c.274), корисно отримати статичний потенцiал взаємодiї. Для цьо-

го замiсть скалярного струму полiв матерiї (6.1.2) як джерела поля χ розглянемо

статичну систему точкових частинок, для якої:

ρ(x) = ρ(t,x) =
∑

a
ga δ(x− xa), (6.3.6)

де xa положення a-ї частинки, а ga – її скалярний заряд.

Пiдставимо струм (6.3.6) у член взаємодiї iнтеґралу дiї вiд редукованого

лаґранжiану (6.1.5):

I
(2)
int ≡

∫ ∫

d4x d4x′ ρ(x)K(x− x′)ρ(x′) (6.3.7a)

(6.3.6)

−−−→ 1

2

∑

a

∑

b

gagb

∫

dt

∫

d3x

∫

d3x ′δ(x− xa)δ(x
′ − xb)

∫

dt′K(x− x′)

≡ −
∑∑

a < b

∫

dt V (xa − xb). (6.3.7b)

У даному випадку K(x) = −κ2Ḡsym(x) отримаємо лiнiйний потенцiал:

V (xa − xb) =
κ2gagb
8π

|xa − xb|.

Розглянутi вище моделi не дають короткосяжної кулонiвської взаємодiї, що

мала б з’являтися у релятивiстичному описi мiжкваркових сил. Таку взаємодiю

легко ввести шляхом модифiкацiї лаґранжiану (6.3.1):

Lχ −→ L̃χ =
1

2κ2
(�χ− ρ)2. (6.3.8)

Еквiалентно можна змiнити юкавський член у дипольнiй моделi:

LY = ρχ → L̃Y = ρ (χ+ 1
2
ϕ). (6.3.9)
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В обох випадках ЧР-лаґранжiан буде (6.1.5) з ядром K = −κ2Gsym + Dsym, що

включає як ф-ю Ґрiна Gsym р-ня (6.3.2), так i Dsym р-ня Даламбера. У нереляти-

вiстичнiй границi вiн дає корнельський потенцiал (1.2.2) з константами α = g1g2
4π ,

a = κ2g1g2
8π

, пов’язаними iз скалярними “зарядами” ga частинок 1 i 2.

Вихiднi та модифiкованi тут моделi давали рiвняння, лiнiйнi за полями-

медiаторами, що дало змогу знайти їх точний розв’язок i перейти до ЧРТП.

Далi розглядаються нелiнiйнi модифiкацiї цих моделей, що за побудовою

видаються ближчими до нелiнiйної хромодинамiки.

6.3.2. Нелiнiйна модель типу Вiка-Куткоскi

Модель Вiка-Куткоскi [112, 113] базується на класичному лаґранжiанi

L = ∂µφ
∗∂µφ−m2φ∗φ+ gφ∗φχ+ 1

2
∂µχ∂

µχ, (6.3.10)

i є частковим випадком скалярної моделi Юкави (6.1.1) з одним полем матерiї

φa ≡ φ (a = 1; далi цей iндекс упущено) i безмасовим полем-медiатором χ: м = 0.

У квантовiй версiї ця модель є перенормовною; вона також зiграла важливу роль

при дослiдженнi властивостей рiвняння Бете-Салпiтера.

Тут запропоновано нелiнiйне узагальнення моделi Вiка-Куткоскi:

L = ∂µφ
∗∂µφ−m2φ∗φ+ gφ∗φχ− 1

4
λ(φ∗φ)2 + 1

2
∂µχ∂

µχ− V(χ), (6.3.11)

де λ > 0 – параметр самодiї, а V(χ) – довiльний потенцiал (усi iншi величини

означено так, як в моделi Юкави (6.1.1)).

Новi члени змiнюють рiвняння Ойлера-Лаґранжа (6.1.4), (6.1.5). Зокрема

рiвняння (6.1.5) стає нелiнiйним неоднорiдним рiвнянням Даламбера

�χ = ρ− V ′(χ), (6.3.12)

де ρ = gφ∗φ, а V ′(χ) ≡ dV(χ)/dχ. Його можна формально розв’язати iтерацiями

(див. [413]). У 1-му наближеннi маємо

χ = D ∗ [ρ− V ′(D ∗ ρ)], (6.3.13)
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де “ ∗ ” позначає згортку, а D ≡ Dsym – симетрична ф-я Ґрiна р-ня Даламбера.

Довiльний розв’язок однорiдного р-ня упущено як неiстотний у даному контекстi;

детальнiше див. [17].

Редукцiя поля χ у лаґранжiанi (6.3.11) з допомогою розв’язку (6.3.13) дає

ЧР-лаґранжiан, який має вигляд:

L̄ = ∂µφ
∗∂µφ−m2φ∗φ+ 1

2
ρD ∗ ρ− 1

4
λ(φ∗φ)2 − V(D ∗ ρ)

≡ Lfree + L
(2)
int + L

(>2)
int . (6.3.14)

Вiн є нелокальним, а вiдповiдна дiя I =
∫
d4x L̄ мiстить 1-, 2- та >2 -кратнi iнте-

ґрали за простором Мiнковського.

6.3.3. Квантування i тричастинкове хвильове рiвняння

Для подальшого розгляду моделi слiд обрати потенцiал V(ϕ). Покладiмо

V(ϕ) = 1
3
κϕ3 + 1

4
κϕ4, (6.3.15)

де κ i κ > 0 є константи. Тодi нелiнiйна модель Вiка-Куткоскi (6.3.11) має стiйкий

пертурбативний вакуум, i перенормiвна з розмiрних мiркувань.

ЧР-лаґранжiан (6.3.14), (6.3.15) має такi члени взаємодiї:

L
(2)
int(x) =

1

2

∫

d4x′ρ(x)D(x− x′)ρ(x′) +
λ

4
(φ∗(x)φ(x))2

≡ 1

2

∫

d4x′ρ(x)

(

D(x− x′)− λ

2g2
δ(x− x′)

)

ρ(x′), (6.3.16)

L
(3)
int(x) = −κ

3

∫∫∫

d4x′ d4x′′ d4z D(z − x)D(z − x′)D(z − x′′)×
× ρ(x)ρ(x′)ρ(x′′), (6.3.17)

L
(4)
int(x) = −κ

4

∫∫∫∫

d4x′ d4x′′ d4x′′′ d4z D(z − x)D(z − x′)D(z − x′′)D(z − x′′′)×
× ρ(x)ρ(x′)ρ(x′′)ρ(x′′′). (6.3.18)

Поряд iз членом двочастинкової (парної) взаємодiї L
(2)
int з ядром K(x − x′) =

D(x− x′) − λ
2g2δ(x − x′), тут з’явивилися тричастинковий i чотиричастинковий
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члени L
(3)
int i L(4)

int . Через їх нелокальнiсть гамiльтонiзацiя моделi є нетривiальною,

i може бути здiйснена за зразком гамiльтонiзацiї узагальненої моделi Юкави, як

в пiдроздiлi 6.1. У результатi отримаємо гамiльтонiан виду

H = Hfree +H
(2)
int +H

(3)
int +H

(4)
int , (6.3.19)

де Hfree i H(2)
int заданi формулами (6.1.46) i (6.1.47) вiдповiдно, а H(3)

int має досить

громiздкий вигляд:

H
(3)
int = − κg3

24(2π)6

∫
d3k 1 . . . d

3k 6√
k10 . . . k60

∑

η1=±...η6=±
D̃(η1k1 + η2k2)D̃(η3k3 + η4k4)×

×D̃(η5k5 + η6k6)δ(η1k1 + · · ·+ η6k6) :
η1
dk1

η2
bk2

η3
dk3

η4
bk4

η5
dk5

η6
bk6

: (6.3.20)

тут
+

d = d,
−
d = b†,

+

b = d,
−
b = d† – оператори народження i знищення части-

нок i античастинок, а фур’є-образи D̃(k) = −P/k2 симетричної ф-їҐрiна р-ня

Даламбера залежать вiд значень 4-iмпульсiв на масовiй оболонцi k = {k0,k}, де

k0 =
√

m2 + k2. Вираз (6.3.20) мiстить 26 = 64 доданкiв. Член H
(4)
int є подiбний,

але ще громiздкiший. Однак вiн не дає внеску у 3-частинкове рiвняння, яке буде

виведено далi, i тут не виписаний явно.

У варiацiйному пiдходi до КТП пробнi стани системи будуються з кiлька-

частинкових компонент [409], таких як двочастинковий вектор стану, частинково-

античастинковий тощо; див. п.6.1.5, с. 282. Тричастинкова компонента має вигляд

|3〉 = 1√
3!

∫

d3p1 d
3p2 d

3p3 F (p1,p2,p3) b
†
p1
b†p2
b†p3

|0〉, (6.3.21)

де амплiтуда F , що має визначатися варiацiйно, є цiлком симетричною щодо пе-

рестановок змiнних p1,p2,p3. У варiацiйному методi канальнi компоненти, |ψi〉,
вживаються для обчислення матричних елементiв гамiльтонiану: 〈ψi|H|ψj〉, де i, j

набувають значень 1, 1̄, 2, 1+1̄, 2̄, 3, 2+1̄, 2+2̄, . . .

Тут ми цiкавимося матричними елементами членiв взаємодiї Hint = H
(2)
int +

H
(3)
int + H

(4)
int гамiльтонiану. Зауважимо, що 〈1+1̄|H(3)

int |1+1̄〉 = 0, 〈2|H(3)
int |2〉 = 0.

Iншими словами, цiлковито двочастинковi пробнi стани, а отже i вiдповiдне хви-

льове рiвняння, не “вiдчувають” H(3)
int . Тому розглянемо тричастинковий випадок
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i обчислимо матричний елемент

〈3|Hint|3〉 =
∫

d3p′1 ...d
3p′3 d

3p 1...d
3p 3 F

∗(p′
1...p

′
3)F (p1...p3)×

×K33(p
′
1...p

′
3,p1...p3) (6.3.22)

де ядро K33 = K
(2)
33 +K

(3)
33 складається з компонент:

K
(2)
33 (p

′
1...p

′
3,p1...p3) = − 3

4(2π)3
δ(p′

1 + p′
2 + p′

3 − p1 − p2 − p3)×

× δ(p′
3 − p3)

√

p′10p
′
20p10p20

[

g2D̃(p′2 − p2)− λ/2
]

, (6.3.23)

K
(3)
33 (p

′
1...p

′
3,p1...p3) = − κg3

4(2π)6
δ(p′

1 + p′
2 + p′

3 − p1 − p2 − p3)×

×D̃(p′1 − p1)D̃(p′2 − p2)D̃(p′3 − p3)
√

p′10...p
′
30p10...p30

, (6.3.24)

а pi0 =
√

m2 + p2
i , i подiбно для p′j0. Член H(4)

int не дає внеску в K33, тобто K
(4)
33 = 0.

Ядро K33 визначає взаємодiю в релятивiстичному тричастинковому хвильо-

вому рiвняннi , що випливає з варiацiйного принципу δ 〈3|H − E|3〉 = 0:

{p10 + p20 + p30 − E}F (p1,p2,p3)

+

∫

d3p′1 d
3p′2 d

3p′3 K33(p1,p2,p3,p
′
1,p

′
2,p

′
3)F (p

′
1,p

′
2,p

′
3) = 0, (6.3.25)

де пiд ядром слiд розумiти цiлковиту симетризацiю (щодо змiнних p′
1,p

′
2,p

′
3 i

p1,p2,p3) виразiв (6.3.23) i (6.3.24).

Член K
(2)
33 ядра вiдповiдає притягальнiй взаємодiї через обмiн безмасовими

бозонами та вiдштовхувальнiй контактнiй взаємодiї мiж парами частинок, тодi як

K
(3)
33 описує кластерну тричастинкову взаємодiю.

З математичного погляду тричастинкове хвильове рiвняння (6.3.25) є iнте-

ґральним рiвнянням iз синґулярним ядром. Навiть у простiшому (скажiмо, дво-

частинковому) випадку таке рiвняння зазвичай розв’язують наближено (варiацiй-

но, пертурбативно, числово), i не просто отримати загальнi якiснi характеристики

розв’язку, або оцiнити роль окремих членiв ядра.

Щоб отримати деяке уявлення про властивостi кластерної взаємодiї, роз-

глянемо нерелятивiстичну границю рiвняння (6.3.25), у якiй ядро значно спро-
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щується, i тодi здiйснимо фур’є-пертворення у координатний простiр. У цьому

представленнi рiвняння стає звичайним р-ням Шрединґера для тричастинкової

власної функцiї Ψ(x1,x2,x3) та власної енергiї E = E − 3m:
{

1

2m
(p2

1 + p2
2 + p2

3) + V (x1,x2,x3)− E

}

Ψ(x1,x2,x3) = 0, (6.3.26)

де pa = − i∇a (a = 1, 2, 3), а потенцiал V (x1,x2,x3), подiбно до релятивiстичного

ядра K33, складається з двох частин V = V
(2)
33 + V

(3)
33 :

V
(2)
33 (x1,x2,x3) = − g2

16πm2

{
1

|x1 − x2|
+

1

|x2 − x3|
+

1

|x3 − x1|

}

+
λ

8m2
{δ(x1 − x2) + δ(x2 − x3) + δ(x3 − x1)} , (6.3.27)

V
(3)
33 (x1,x2,x3) =

2κg3

(8πm)3
U (3)(x1,x2,x3). (6.3.28)

де
U (3)(x1,x2,x3) ≡ −

∫
d3z

|z − x1||z − x2||z − x3|
. (6.3.29)

Iнтеґрал у п.ч. (6.3.29) є розбiжним, i тому рiвняння (6.3.26) може видатися без-

сенсовним. Але ґрадiєнти ∂U (3)(x1,x2,x3)/∂xa (a=1, 2, 3), що визначають сили у

класичному пiдґрунтi задачi, є добре означеними i скiнченними. Тому “функцiю”

(6.3.29) можна представити у виглядi

U (3)(x1,x2,x3) = Ũ (3)(x1,x2,x3) + U0 (6.3.30)

де Ũ (3)(x1,x2,x3) – регулярна (скiнченна) функцiя, а U0 – нескiнченна вiд’ємна

стала (незалежна вiд змiнних x1, x2, x3). Цю сталу можна об’єднати з власною

енергiєю E, так що хвильове рiвняння (6.3.26) стає перенормованим:

V
(3)
33 (x1,x2,x3) → Ṽ

(3)
33 (x1,x2,x3) =

2κg3

(8πm)3
{U (3)(x1,x2,x3)− U0}

≡ 2κg3

(8πm)3
Ũ (3)(x1,x2,x3), (6.3.31)

E → Ẽ = E − 3m− 2κg3

(8πm)3
U0 (6.3.32)

де власна енергiя Ẽ i потенцiал Ṽ (3)
33 є скiнченними.
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Щоб здiйснити це перенормування явно, необхiдна реґуляризацiя iнтеґралу

(6.3.29), що пропонується далi.

Проблема розбiжностi очiкується i в релятивiстичному випадку. Але аналiз

iнтеґрального рiвняння (6.3.25) є бiльш тонкою проблемою, що не розглядається

у данiй роботi.

6.3.4. Властивостi та обчислення 3-точкового потенцiалу

Iснують рiзнi способи реґуляризацiї функцiй, що задаються розбiжними iн-

теґралами. Перш нiж обрати той чи iнший спосiб, розглянемо формальнi власти-

востi iнтеґралу у п.ч. (6.3.29) – iнварiантнiсть щодо рiзних перетворень:

T) трансляцiйна: U (3)(x1 + λ,x2 + λ,x3 + λ) = U (3)(x1,x2,x3), де λ ∈ R3;

R) обертова: U (3)(Rx1,Rx2,Rx3) = U (3)(x1,x2,x3), де R ∈ SO(3);

P) переставна: U (3)(x2,x1,x3) = U(x1,x3,x2) = U (3)(x1,x2,x3);

S) масштабна: U (3)(λx1, λx2, λx3) = U (3)(x1,x2,x3), де λ ∈ R+.

Бажано, щоб цi властивостi були притаманнi i регуляризованiй функцiї.

Властивостi T)–P) є фундаментальними симетрiйними властивостями до-

вiльного потенцiалу взаємодiї замкнутої системи трьох тотожнiх частинок. Тому

вони повиннi бути притаманнi i реґуляризованому потенцiаловi.

Масштабна iнварiантнiсть S) є специфiчною властивiстю взаємодiї: вона на-

дає вiдповiдних властивостей ґрадiєнтам потенцiалу, що добре означенi; цi ж вла-

стивостi повиннi забезпечуватися i регуляризованим потенцiалом.

Зауважимо важливу властивiсть формального виразу U (3)(x1,x2,x3), що

випливає з iнварiантностей T)–R): вiн насправдi залежить вiд трьох скалярних

арґументiв – вiдстаней мiж точками x12, x13, x23, де xmn = |xmn|. Далi запропо-

новано представлення для функцiї (6.3.29), в якому залежнiсть вiд скалярних

арґументiв є явною. Це спростить регуляризацiю i обчислення потенцiалу U (3).

Представлення базується на добре вiдомiй формулi

1

r
=

1√
π

∫ ∞

−∞
dk e−k

2r2



300

яку застосуємо до кожного множника пiд iнтеґралом (6.3.29). Пiсля змiни порядку

iнтеґрування матимемо:

U (3)(x1,x2,x3) = − 1

π3/2

∫

d3k

∫

d3z e−k
2
1(z−x1)

2−k22(z−x2)
2−k23(z−x3)

2

= −
∫

d3k

k3
e−(k21k

2
2x

2
12+k

2
2k

2
3x

2
23+k

2
1k

2
3x

2
13)/k

2

= −
∫

dk̂

∞∫

0

dk

k
e−(k̂21 k̂

2
2x

2
12+k̂

2
2k̂

2
3x

2
23+k̂

2
1 k̂

2
3x

2
13)k

2

(6.3.33)

де k̂ = k/k. З цього представлення очевидно, що U (3)(x1,x2,x3) =

U (3)(x12, x23, x13) i, крiм цього, що внутрiшнiй iнтеґрал в останнiй стрiчцi (6.3.33)

є розбiжним бiля нижньої межi k = 0.

Але рiзниця потенцiалiв:

U (3)(x12, x23, x13)− U (3)(y12, y23, y13) = −
∫

dk̂

∞∫

0

dk

k

[

e−X
2k2− e−Y

2k2
]

, (6.3.34)

де X2 = k̂21k̂
2
2x

2
12+ k̂

2
2k̂

2
3x

2
23+ k̂

2
1k̂

2
3x

2
13, Y

2 = k̂21k̂
2
2y

2
12+ k̂

2
2k̂

2
3y

2
23+ k̂

2
1k̂

2
3y

2
13, буде скiнчен-

ною, оскiльки нескiнченнi U0 (див. (6.3.30)) з першого i другого членiв у (6.3.34)

взаємно скорочуються. Дiйсно, якщо ввести параметр обрiзання ε у внутрiшнiй

iнтеґрал у п.ч. рiвностi (6.3.34), отримаємо збiжний вираз:

∞∫

ε

dk

k

[

e−Y
2k2 − e−X

2k2
]

=





∞∫

Y ε

−
∞∫

Xε




dt

t
e−t

2

=

Xε∫

Y ε

dt

t
e−t

2 −→
ε→0

ln
X

Y
.

Далi, введемо кутовi змiннi {ϑ, ϕ} на одиничнiй сферi у k-просторi, так що

k̂1 = sinϑ cosϕ, k̂2 = sinϑ sinϕ, k̂3 = cosϑ. (6.3.35)

Тодi рiзницю потенцiалiв (6.3.34) можна представити так:

U (3)(x12, x23, x13)− U (3)(y12, y23, y13) =W (x̄12, x̄23, x̄13)−W (ȳ12, ȳ23, ȳ13), (6.3.36)

де
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W (x̄12, x̄23, x̄13) =
1

2

2π∫

0

dϕ

π∫

0

sinϑ dϑ ln
[
(x̄12 sinϑ cosϕ sinϕ)2

+ (x̄23 cosϑ sinϕ)
2 + (x̄13 cosϑ cosϕ)

2
]
, (6.3.37)

а x̄mn = xmn/a ; тут введено довiльну сталу a (розмiрностi довжини) з тим, щоб

арґумент лоґарифму був безрозмiрним. Насправдi, рiзниця потенцiалiв (6.3.36)

не залежить вiд a, хоч сама функцiя – так (6.3.37). Оскiльки ця функцiя добре

означена i скiнченна, її можна розглядати, з точнiстю до адитивної сталої, як

регуляризований потенцiал:

Ũ (3)(x1,x2,x3) =W (x̄12, x̄23, x̄13)−W0. (6.3.38)

Вибiр константи W0 – довльний; її можна усунути вiдповiдним масштабуванням

сталої a: W (x12/a, ...) =W (x12/b, ...) + 4π ln(b/a).

Це зумовлено тим, що реґуляризована функцiя (6.3.38) має таку властивiсть

щодо масштабування (замiсть iнварiантностi 3S):

S̃) Ũ (3)(λx1, λx2, λx3) = Ũ (3)(x1,x2,x3) + 4π lnλ, де λ ∈ R+.

Внутрiшнє iнтеґрування (за ϑ) в (6.3.37) можна здiйснити явно. Тодi замiна

змiнних ϕ→ s = cosϕ дає:

Ũ (3)(x1,x2,x3) = 4π ln
x13 + x23

4a
+ I(ξ, η), (6.3.39)

де

I(ξ, η) = 4

1∫

−1

ds
√

(s+ ξ)2 + η2
arctan

√

(s+ ξ)2 + η2

1− s2
, (6.3.40)

ξ =
x213 − x223
x212

, η2 =
[(x13 + x23)

2 − x212][x
2
12 − (x13 − x23)

2]

x412
, (6.3.41)

i для зручностi обрано: W0 = 4π(ln 2− 1). Зауважимо, що мiжчастинковi вiдстанi

повиннi задовольняти три нерiвностi трикутника: x13 + x23 ≥ x12, x23 + x12 ≥ x13

та x12 + x13 ≥ x23.
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Реґуляризований потенцiал (6.3.39)–(6.3.41) володiє неявною переставною

iнварiантнiстю P). Це очевидно з того факту, що довiльна перестановка частинок

еквiвалентна деякому перенумеруванню k-змiнних в iнтеґралах (6.3.33), (6.3.34)

i, як результат, iншому вибору кутових змiнних в iнтеґралi (6.3.37).

В часткових випадках, коли точки x1, x2 i x3 лежать на спiльнiй прямiй,

iнтеґрал (6.3.40) можна обчислити аналiтично:

Ũ (3)(x1,x2,x3) = 4π ln
x>
2a
, де x> = max(x12, x13, x23). (6.3.42)

Також його можна точно обчислити у випадку еквiдистантних точок x12 = x13 =

x23 = r; тодi ξ = 0 i η2 = 3 в (6.3.41), так що I в (6.3.40) є скiнченною сталою,

якою знехтуємо. Тому Ũ(r, r, r) = 4π ln(r/a).

В загальному випадку необхiдне числове iнтеґрування (6.3.40). Поведiнку

потенцiалу для часткового випадку x1 = a, x2 = −a як функцiї вiд x3 = r про-

iлюстровано на рис. 6.3. Значення потенцiалу для довiльної конфiґурацiї можна

отримати з допомогою властивостей iнварiантностi T)–P) i S̃).

~
U

z/a /aρ

0
1

2
3

1
2

3
0

5

10

Рис. 6.3. Потенцiал Ũ (3)(a,−a, r) як ф-я r = {x, y, z}; ρ =
√

x2 + y2; a = |a|.
Функцiя симетрична щодо iнверсiї z → −z та повороту навколо 0z.
Зокрема, Ũ (3) = 4πθ(|z| − a) ln 1

2
(|z|/a+ 1), якщо ρ = 0.

У випадку, коли одна з точок є далеко вiд iнших, рiвнiсть (6.3.42) дiйсна

асимптотично. Тому реґуляризований потенцiал виявляє лоґарифмiчну утримну
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поведiнку.

Детальний аналiз (нерелятивiстичного) спектру зв’язаних станiв для загаль-

ного випадку вимагає розв’язування тричастинкового рiвняння (6.3.26), що є скла-

дною задачею. Очевидно, спектр дискретний; деяке уявлення про нього можна

отримати з вiдповiдної двочастинкової задачi [207].

6.3.5. Нелiнiйне узагальнення дипольної моделi

Модель Вiка-Куткоскi (6.3.14) з нелiнiйними членами (6.3.15) веде до

квантово-польового гамiльтонiану (6.3.19), кубiчний член якого H
(3)
int (6.3.20) є

нетривiальним лише на тричастинкових пробних станах (6.3.21), (6.3.22), а дво-

частинковi стани його не вiдчувають (подiбно, H(4)
int є вiдчутним лише для 4-х

частинок). Тому кластерний потенцiал (6.3.29) може забезпечити конфайнмент у

системi не менше 3-х частинок. Отже, ця частково редукована модель в рамках ва-

рiацiйних теоретико-польових рiвнянь може мати застосування до опису барiонiв,

але не мезонiв.

Але описаним вище ЧР-моделям можна природньо зiставити моделi точко-

вих частинок. Побудуємо таку модель, у якiй як 3-, так i 2-частинковi системи

взаємодiють через логарифмiчний потенцiал. За основу вiзьмемо нелiнiйне уза-

гальнення дипольної моделi, задане лаґранжiаном:

L = ∂µφ
∗∂µφ−m2φ∗φ+ ρχ+ ∂µχ∂

µϕ− 1
3
κϕ3. (6.3.43)

Варiацiя дiї I =
∫
d4xL за полями-медiаторами χ i ϕ дає рiвняння (6.3.5) i �χ =

−κϕ2, що допускають точний розв’язок: ϕ = −D ∗ ρ, χ = −κD ∗ [D ∗ ρ]2. Їх

пiдстановка в (??) приводить до такого ЧР-лаґранжiану:

L̄ = Lfree − 1
3
κ[D ∗ ρ]3. (6.3.44)

У ньому, на вiдмiну вiд ЧР-лаґранжiану типу Юкави (6.1.7), вiдсутнiй квадрати-

чний за струмами член взаємодiї, а є лише кубiчний член, який у явному виглядi

має вираз (6.3.16). Очевидно, що в квантово-польовому описi моделi парних вза-

ємодiй немає.
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Ситуацiя змiнюється, якщо замiсть струму скалярного поля в (6.3.16) роз-

глянути струм точкових частинок. У статичному наближеннi (6.3.6) отримаєм

I
(3)
int ≡

∫

d4xL
(3)
int = (6.3.48)

(6.3.6)

−−−→−
∫

dt V

де
V =

κ

3(4π)3

∑

a

∑

b

∑

c

gagbgc Ũ
(3)(xab, xbc, xca)

=
κ

3(4π)3

{
∑

a

g3aŨ
(3)(0, 0, 0) + 3

∑∑

a < b

gagb(ga+gb) Ũ
(3)(xab, xab, 0)

+ 6
∑∑∑

a < b < c

gagbgc Ũ
(3)(xab, xbc, xca)

}

. (6.3.45)

Члени, що мiстять нескiнченнi константи Ũ (3)(0, 0, 0), вiдповiдають енергiї

самодiї – їх можна упустити. Парнi члени дають внесок у двочастинковий потен-

цiал, що має вигляд:

V (x1 − x2) =
κg1g2(g1+g2)

(4π)2
ln
x12
2a
. (6.3.46)

В тричастинковому потенцiалi поряд з парними виникає кластерний член

Ũ(x1,x2,x3), отриманий ранiше в (6.3.39)-(6.3.41):

V (x1,x2,x3) =
κ

(4π)2

{

g1g2(g1+g2) ln
x12
2a

+ g2g3(g2+g3) ln
x23
2a

+ g3g1(g3+g1) ln
x31
2a

}

+
2κg1g2g3
(4π)3

Ũ (3)(x1,x2,x3). (6.3.47)

Внаслiдок нелiнiйностi моделi очевидне порушення принципу суперпозицiї.

Лоґарифмiчний потенцiал якiсно подiбний до корнельського потенцiалу

(1.2.2). Його використання у феноменологiчних потенцiальних моделях гадронiв

має певнi переваги. Зокрема, в двочастинковiй задачi з таким потенцiалом рiзницi

мiж енергетичними рiвнями не залежать вiд маси спокою частинок, i це спосте-

рiгається експериментально [207].

Використання релятивiстичного виразу для скалярного струму точкових ча-

стинок (1.3.25, c.87) у данiй моделi приводить до потрiйного iнтеґралу дiї типу
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Фоккера (що доповнюється вiльночастинковим членом (1.3.10, c.81)):

I
(3)
int = 1

3
κ

∫ ∫ ∫

d4x ′d4x ′′d4x ′′′F (x′, x′′, x′′′)ρ(x′)ρ(x′′)ρ(x′′′) (6.3.48)

(1.3.25)
−−−→ 1

3
κ
∑

a

∑

b

∑

c

8
gagbgc

∫ ∫ ∫

dsa dsb dsc F (za, zb, zc) (6.3.49)

= κ
∑∑

a 6= b

g2agb

∫ ∫ ∫

dsa ds
′
a dsb F (za, z

′
a, zb) (6.3.49a)

+ 2κ
∑∑∑

a < b < c

gagbgc

∫ ∫ ∫

dsa dsb dsc F (za, zb, zc), (6.3.49b)

де z′a ≡ za(τ
′
a), za(τa) ∈ M4 – координати свiтових лiнiй частинок, а sa(τa) їх

власний час; див. пiдроздiл 1.3; штрихована сума упускає члени з a = b = c.

Ядро iнтеґралiв F (za, zb, zc) є згорткою 3-х ф-й Ґрiна р-ня Даламбера

(1.3.42, c.91); нагадаємо, що воно виникає i у фоккерiвськiй моделi ґравiтацiї

Владiмiрова-Туригiна [41, 99], описанiй в п. 1.3.4. Оскiльки там лише введено

вираз для F (x1, x2, x3), то варто дослiдити деякi властивостi i явний вигляд цiєї

функцiї.

Вираз (1.3.42, c.91) для F (x1, x2, x3) є формальним, якщо у згортцi

Fξηζ(x1, x2, x3) =

∫

d4z Dξ(z − x1)Dη(z − x2)Dζ(z − x3). (6.3.50)

не конкретизовано ф-ї Ґрiна (1.3.13), тобто значення параметрiв ξ, η, ζ =±. Для

цього корисно вiдзначити такi формальнi властивостi ф-ї (6.3.50):

T) трансляцiйна iнварiантнiсть:

Fξηζ(x1+λ, x2+λ, x3+λ) = Fξηζ(x1, x2, x3), де λ ∈ M4;

L) лоренц-iнварiантнiсть:

Fξηζ(Λx1,Λx2,Λx3) = Fξηζ(x1, x2, x3), де Λ ∈ SO(1, 3);

I) iнварiантнiсть щодо iнверсiї:

Fξηζ(−x1,−x2,−x3) = F−ξ−η−ζ(x1, x2, x3).

P) переставна симетрiя:

Fηξζ(x2, x1, x3) = Fζξη(x3, x1, x2) = · · · = Fξηζ(x1, x2, x3);
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Iз властивостi T) випливає, що ф-я (6.3.50) насправдi залежить лише вiд 2-х

лiнiйно-незалежних 4-векторних аргументiв; наприклад,

Fξηζ(x1, x2, x3) ≡ Fξηζ(x1−x3, x2−x3).

Крiм цього, в силу властивостей I) i P), всi можливi ф-ї Fξηζ можна виразити

через двi ф-ї F+++ (тобто ξ = η = ζ = 1) та F−++ (тобто ξ = −1, η = ζ = 1). Цi

функцiї можна обчислити з допомогою властивостi L):

F+++(u, v) =

{∞, якщо u i v просторово-подiбнi
0 в iнших випадках

F−++(u, v) =
Θ(u0)Θ(u2)Θ(−v2)Θ[−(u−v)2]

2(4π)2
√

(u · v)2 − u2v2
. (6.3.51)

Функцiя F+++ розбiжна, отже лише F−++ може бути вжита в iнтеґралах (6.3.48)-

(6.3.49).

Оскiльки ядро F (x1, x2, x3) iнтеґралу дiї (6.3.48) є цiлком симетричним за

побудовою, воно має бути iнварiантним щодо iнверсiї; див. властивiсть I). Єдиний

вибiр, що задовольняє цю властивiсть, є:

F (x1, x2, x3) =
1

6
[F−++(x1, x2, x3) + F−++(x2, x1, x3)

+ F−++(x3, x1, x2) + F−++(−x1,−x2,−x3)
+ F−++(−x2,−x1,−x3) + F−++(−x3,−x1,−x2)] (6.3.52)

Детальний аналiз фоккерiвського iнтеґралу (6.3.49) виходить за рамки да-

ної роботи. Зокрема, складна “тричастинкова” структура членiв парної взаємодiї

(6.3.49a) може вимагати їх додаткової реґуляризацiї.

6.4. Аналiз мiжкваркової взаємодiї у класичнiй
хромодинамiцi

Класична теорiя поля є вихiдним пунктом i базисом усiх фундаментальних

теорiй, включно з КТП. Вживання розв’язкiв класичних польових рiвнянь може

спростити пiдхiд i забезпечити добре наближення до задач у КТП.
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Прикладом може служити ЧР-електродинамiка [9, 74, 75], див. пiдроздiл 5.1,

в якiй для опису взаємодiї мiж дiракiвськими полями матерiї використано кла-

сичний розв’язок електромагнетного потенцiалу. Разом з варiацiйним методом у

гамiльтоновiй КТП такий пiдхiд коректно вiдтворює тонке розщеплення спектру.

У випадку неабелевої теорiї поля, такої як хромодинамiка, проблема розв’я-

зання нелiнiйних польових рiвнянь дослiджується вже десятки рокiв [375, 376].

На сьогоднi не знайдено розв’язкiв, що описують конфайнмент. Зате отрима-

но низку важливих розв’язкiв спорiднених теорiй. Серед них, наприклад, вихор

Абрикосова-Нiльсена-Олесена [375] служить пiдказкою про можливий механiзм

конфайнменту.

Багато зусиль затрачено на пошук розв’язкiв калiбрувальних польових рiв-

нянь з точковими джерелами. В лiтературi знайдено точне [376] та iтероване [367]

нелiнiйнi узагальнення потенцiалiв Льєнара-Вiхерта. Їх, однак, не можна безпо-

середньо застосувати до випадку розповсюджених джерел польового типу – на

противагу до лiнiйних теорiй, де дiє принцип суперпозицiї. Iншими словами, хро-

модинамiка точкових джерел не видається адквотною основою для квантової хро-

модинамiки (КХД).

Цей роздiл присвячено вивченню класичної ґлюонної взаємодiї мiж кварко-

вими дiракiвськими полями. Калiбрувальне поле розглядається як медiатор вза-

ємодiї мiж кварками, а ґлюонними ступенями вiльностi знехтувано (вони не є

спостережуваними безпосереньо у природi). Як i у випадку електродинамiки, тут

вжито формалiзм частково редукованої теорiї поля. Отриманий ЧР-лаґранжiан

має складну структуру, i мiстить нелокальнi iнтеґральнi члени з дво-, три- i

чотири-точковими ядрами. Деякi властивостi кластерної мiжкваркової взаємо-

дiї, представленої цими ядрами, дослiджено у статичному нерелятивiстичному

наближеннi.
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6.4.1. КХД-лаґранжiан та рiвняння поля

Густина лаґранжiану КХД є добре вiдомою [373]

LQCD = −1

4
F(a)µ ν F(a)

µ ν +
∑

q

ψ̄iq
(
i γµ (Dµ)i j −mq δij

)
ψjq (6.4.1)

де

F(a)
µ ν = ∂µA

(a)
ν − ∂ν A

(a)
µ − gs fa b cA

(b)
µ A(c)

ν , (6.4.2)

i

(Dµ)i j = δi j ∂µ + i gs t
(a)
i j A

(a)
µ . (6.4.3)

Тут gs – константа взаємодiї КХД, fa b c – структурнi константи групи SU(3), t(a)i j =

1
2 λ

(a)
i j , де λ – матрицi Ґелл-Манна; iндекси: кольоровi i, j = 1, 2, 3, ароматовi q =

d, u, s, c, b, t, ґлюоннi a, b, c = 1, ..., 8 – вживатимуться у круглих дужках (що не

сплутати з векторними iндексами). Як звично, за iндексами, що повторюються,

пiдсумовування ведеться за замовчуванням.

Зручно розбити тензор

F(a)
µ ν = F (a)

µ ν +G(a)
µ ν (6.4.4)

на вiльнопольовий ґлюонний тензор

F (a)
µ ν = ∂µA

(a)
ν − ∂ν A

(a)
µ (6.4.5)

та його неабелеву частину

G(a)
µ ν = −gs fa b cA(b)

µ A(c)
ν (6.4.6)

Пiдстановка (6.4.3) в (6.4.1) зводить лаґранжiан (6.4.1) до вигляду

LQCD = Lψ + LF + Lint1 + Lint3 + Lint4 (6.4.7)

де
Lψ =

∑

q

ψ̄jq ( i γ
µ ∂µ −mq)ψ

j
q (6.4.8)

LF = −1
4
F (a) µ ν F (a)

µ ν , (6.4.9)
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Lint1 = −J (a)µ
ψ A(a)

µ , (6.4.10)

Lint3 = −1
2
F (a) µ ν G(a)

µ ν =
1
2
gs fa b c

(

∂µA
(a)
ν − ∂νA

(a)
µ

)

Aµ
(b)A

ν
(c)

= gsfa b cA
µ
(a)A

ν
(b)∂µA

(c)
ν , (6.4.11)

Lint4 = −1
4
G(a)µ ν G(a)

µ ν = −1
4
g2s fa b c fa d eA

(b)
µ A(c)

ν Aµ
(d)A

ν
(e), (6.4.12)

а (6.4.10) описує взаємодiю ґлюонiв з кварковим струмом

J
(a)µ
ψ = gs

∑

q

ψ̄iq t
(a)
i j γ

µ ψjq . (6.4.13)

З допомогою (6.4.8), (6.4.10)-(6.4.11) i (6.4.3) отримаємо кольоровi рiвняння

Дiрака для кваркових полiв:

i γµ (Dµ)ij ψ
j
q −mqψ

i
q = 0. (6.4.14)

Варiацiя лаґранжiану (6.4.1) приводить до рiвнянь глюонного поля

∂µF (a)
µ ν = {∂λ∂λδµν − ∂ν∂

µ}A(a)
µ (x) = J (a)

ν (x) (6.4.15)

де повний струм

Jν (a)(x) = J
ν (a)
ψ (x) + Jν (a)g (x) + J

ν (a)
g2 (x), (6.4.16)

що мiстить кваркову складову (6.4.13) i ґлюоннi складовi

Jν (a)g = gs fabc
(
Aν

(c) ∂µA
µ
(b) + 2Aµ

(b) ∂µA
ν
(c) +Aµ

(c) ∂
νA(b)

µ

)
, (6.4.17)

J
ν (a)
g2 = g2s fabc fbdeA

(c)
µ A

µ
(d)A

ν
(e), (6.4.18)

зберiгається згiдно iз калiбрувальною iнварiантнiстю лаґранжiану (6.4.7):

∂µJ (a)
µ (x) = 0. (6.4.19)

6.4.2. Переформулювання

Для вивчення мiжкваркової взаємодiї зручно вжити (формальний) розв’я-

зок рiвнянь ґлюонного поля (6.4.15) для того, щоб редукувати це поле у вихiдному



310

лаґранжiанi (6.4.1), i отримати вiдповiдний ЧР-лаґранжiан. Вище була показана

користь такого переформулювання при вивченнi мiжчастинкових взаємодiй у ска-

лярнiй теорiї нелiнiйних полiв-медiаторiв [17–19].

Перш за все запишемо “ґлюонне"рiвняння (6.4.15) як iнтеґральне,

A(a)
µ (x) =

∫

d4x′ Dµν(x− x′) Jν (a)(x′), (6.4.20)

де Dµν(x−x′) є симетрична ф-я Ґрiна р-ня (6.4.15), а Jν (a)(x) – збережний струм

(6.4.16). В р-нi (6.4.20) не включено вiльнi ґлюони, оскiльки вони неiстотнi у цьому

розглядi, i не iснують у природi.

У цьому мiсцi розглядатимемо п.ч. р-ня (6.4.20) як формальний розв’язок

“ґлюонного"рiвняння (6.4.15). Якщо вставити цей вираз (6.4.20) в (6.4.7), знехту-

вати неiстотними дивергентними членами i врахувати рiвняння (6.4.15), то можна

звести густину лаґранжiану КХД (6.4.7) точно до вигляду

L = Lψ −
1

2
J
µ (a)
ψ A(a)

µ + Lint3

(

A(b)
ν

)

+ Lint4

(

A(b)
ν

)

. (6.4.21)

Формальний розв’язок (6.4.20) р-ня (6.4.15) мiстить симетричну функцiю

Ґрiна цього р-ня Dµν(x− x′), яка не є однозначно визначена через виродженiсть

оператора ∂λ∂λδµν − ∂ν∂
µ. Вибiр ф-ї Ґрiна цiлком або частково редукує калiбру-

вальну iнварiантнiсть. Хоча вибiр калiбрування не повинен впливати на спосте-

режуванi величини, доведення цього твердження є нетривiальним. З iншого боку,

вживання рiзних калiбрувань в КХД є корисною можливiстю. Зокрема, це може

виявити рiзнi аспекти конфайнменту [12].

Тут буде вжито калiбрування Лоренца ∂µAµ (a)(x) = 0. Вiдповiдна функцiя

ҐрiнаDµν(x−x′) = ηµνDsym(x−x′), деDsym(x−x′) ≡ Dη=0(x−x′) – симетрична ф-я

Ґрiна р-ня Даламбера (1.3.13). Вживання калiбрування Кулона та еквiвалентнiсть

обидвох калiбрувань буде розглядатися далi.

Вираз (6.4.20) є формальним розв’язком (6.4.15), оскiльки “ґлюоннi” компо-

ненти Jν (a)g +J
ν (a)
g2 струму Jν (a) залежать вiдAµ (a). Тут не вдалося отримати явний

замкнутий розв’язок р-ня (6.4.20) (тобто (6.4.15)) для Aµ(a) у термiнах кваркових

полiв ψiq. Тому необхiдно звернутися до наближених методiв.
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Рiвняння (6.4.20) можна розв’язати iтерацiйно щодо Aµ (a) (див. [413]). Член

1-го порядку у цiй послiдовностi – вираз (6.4.20), але з Jµ (a)ψ замiсть Jµ (a), тобто

A
µ (a)
(1) (x) =

∫

d4x′ D(x− x′) Jµ (a)ψ (x′)

Iндекс (1) в (6.4.22) вказує, що це – iтерацiйний член 1-го порядку. Зауважимо,

що ґлюонне поле виражене тут явно лише у термiнах кваркових полiв ψiq.

Вiдповiдно, у 1-му порядку лаґранжiан (6.4.21) модифiкується до виразу

L(1) = Lψ −
1

2
J
µ (a)
ψ A

(a)
(1)µ + Lint3

(

A
ν (b)
(1)

)

+ Lint4

(

A
ν (b)
(1)

)

, (6.4.22)

в якомуAν (b)
(1) має вираз (6.4.22). Переформульований лаґранжiан L(1) (i вiдповiдна

дiя) є функцiоналом лише ф-ї Ґрiна D(x − x′) i кваркових полiв ψiq, i становить

частково редуковану модель.

Тут варто згадати, що в КЕД (тобто у випадку SU(1)) неабелевi члени Lint3

i Lint4 не виникають, i L(1) вiдповiдає частково редукованому лаґранжiану КЕД

(5.1.4)–(5.1.5, c.221); див. пiдроздiл 5.1.

6.4.3. Аналiз мiжкваркових взаємодiй в редукованiй моделi i

статичнiй границi

Розглянемо кожен з членiв iнтеґралу дiї I =
∫
d4xL редукованої моделi, що

описує взаємодiю. Член, що вiдповiдає Lint1 (6.4.10) має вигляд

I
(1)
int1

= −1

2

∫

d4x J
µ (a)
ψ (x)A

(a)
(1)µ(x) = −1

2

∫

d4x d4x′ Jµ(a)ψ (x)D(x− x′)J (a)
ψ µ(x),

(6.4.23)

де кварковий струм J
µ (a)
ψ (x) дано в р-нi (6.4.13). Оскiльки J

µ (a)
ψ ∝ gs, очевидно,

що I(1)int1
вiдповiдає внеску O(g2s). Цей член описує взаємодiю кваркових струмiв

через ґлюонну функцiю Ґрiна D, що мало б у квантованiй теорiї вiдповiдати

одноґлюонному обмiну; див. рис. 6.4a.

Щоб зрозумiти фiзичний змiст взаємодiї, що вiдповiдає I(1)intn
(n = 1, 3, 4),

корисно розглянути випадок статичного джерела у нерелятивiстичнiй границi,
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подiбно до прикладу скалярної моделi в пiдроздiлi 6.3. Для статичного випадку

J
µ (a)
ψ (x) = J

µ (a)
ψ (x), тому статичною версiєю I

(1)
int1

(6.4.23) є

I
(1)
int1

= −1

2

∫

dt dt′ d3x d3x ′ Jµ (a)ψ (x)D(x− x′) J (a)
ψ µ(x

′). (6.4.24)

З (1.3.13, c.82) випливає, що
∫

dt′ D(x− x′) =
1

4π

1

|x− x′| . (6.4.25)

Тому у статичному випадку I(1)int1
(6.4.23) можна записати

I
(1)
int1

= −
∫

dtH
(1)
int1
, де H(1)

int1
=

1

2

∫

d3x d3x′ Jµ(a)ψ (x)
1

4π

1

|x− x′|J
(a)
ψ µ(x

′). (6.4.26)

З (6.4.26) очевидно, що H(1)
int1

вiдповiдає двоточковiй потенцiальнiй функцiї

V (x1,x2) =
g2s
4π

1

|x1 − x2|
=
g2s
4π

1

x12
, (6.4.27)

що є нерелятивiстичною границею 1-ґлюонної взаємодiї (в координатному пред-

ставленнi). Вона вiдображає “кулонiвський” O(g2s)-внесок до мiжкваркової взає-

модiї i залежить лише вiд вiдстанi x12 мiж точками x1 and x2.

Подiбно, компонента дiї, що вiдповiдає Lint3 (6.4.11) у 1-му порядку є

I
(1)
int3

=

∫

d4x L
(1)
int3

(x) = −gs fa b c
∫

d4x A
(a)
(1) ν(x)A

µ (b)
(1) (x) ∂µA

ν (c)
(1) (x). (6.4.28)

Цей член вiдповiдає O(g4s)-внесковi в енергiю. Тут ф-я Ґрiна D з’являється в кубi,

що вiдповiдає 3-ґлюоннiй вершиннiй взаємодiї, i походить з кубiчної залежностi

члену L
(1)
int3

вiд A(a)
µ ; див. рис. 6.4b.

У статичному випадку A(a)
(1)µ(x) =

∫
d4x′ D(x− x′) J (a)

ψ µ(x
′) стає

A
(a)
(1)µ(x) =

∫

d3x′ J (a)
ψ µ(x

′)

∫

dt′D(x− x′) =

∫
d3x′

4π

J
(a)
ψ µ(x

′)

|x− x′| , (6.4.29)

де враховано (6.4.25), i тому

∂tA
(a)
(1) ν(x) = 0, ∂kA

(a)
(1) ν(x) =

∫
d3x′

4π
J
(a)
ψ ν(x

′)
∂

∂xk
1

|x− x′| , (6.4.30)
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де k = 1, 2, 3. Отже, у статичному випадку

I
(1)
int3

= −
∫

dtH
(1)
int3

= −gs fa b c
∫

d4x A
(a)
(1) ν(x)A

k (b)
(1) (x) ∂kA

ν (c)
(1) (x). (6.4.31)

Тому, з врахуванням (6.4.29) i (6.4.30),

H
(1)
int3

= − gs
(4π)3

fa b c

∫

d3x1 d
3x2 d

3x3 J
(a)
ψ ν(x1) J

k (b)
ψ (x2) J

ν (c)
ψ (x3)×

×Uk(x1, x2, x3), (6.4.32)
де

Uk(x1,x2,x3) =
∂

∂xk3
U (3)(x1,x2,x3), (6.4.33)

а функцiя U (3)(x1,x2,x3) означена iнтеґралом (6.3.29) в п. 6.3.4. Зауважимо, що

хоча цей iнтеґрал є розбiжним, але похiднi (6.4.33) є скiнченнi.

Очевидно, що члени взаємодiї (6.4.32) вiдповiдають триточковй взаємодiї

Vk(x1,x2,x3) = − g4s
(4π)3

Uk(x1,x2,x3) = − g4s
(4π)3

∂

∂xk3
U (3)(x1,x2,x3), (6.4.34)

де k = 1, 2, 3, яка є O(g4s)-“поправка” 1-го iтерацiйного порядку до двоточкової

кулонiвської взаємодiї V (x1,x2), данiй в (6.4.27).

Нарештi, компонента дiї, що вiдповiдає Lint4, (6.4.12), у 1-му iтерацiйному

наближеннi є порядку O(g6s), 4-го ступеня щодо A(1) (тобто D):

I
(1)
int4

= −1

4
g2s fa b c fa d e

∫

d4x A
(b)
(1)µ(x)A

(c)
(1) ν(x)A

µ (d)
(1) (x)A

ν (e)
(1) (x), (6.4.35)

i вiдповiдає 4-ґлюоннiй вершиннiй взаємодiї; рис. 6.4c. У статичному випадку

I
(1)
int4

= −
∫

dt H
(1)
int4
, (6.4.36)

де, згiдно з (6.4.29),

H
(1)
int4

=
1

4
g2s fa b c fa d e

∫

d3x A
(b)
(1)µ(x)A

(c)
(1) ν(x)A

µ (d)
(1) (x)A

ν (e)
(1) (x)

=
g2s

4(4π)4
fa b c fa d e

∫

d3x1 d
3x2 d

3x3 d
3x4 J

(b)
ψ µ(x1) J

(c)
ψ ν(x2) J

µ (d)
ψ (x3) J

ν (e)
ψ (x4)

× U (4)(x1,x2,x3,x4), (6.4.37)
i де



314

U (4)(x1,x2,x3,x4) =

∫
d3x

|x− x1||x− x2||x− x3||x− x4|
. (6.4.38)

Якщо врахувати константи взаємодiї та спорiдненi множники, вiдповiдна функцiя

потенцiальної енергiї стає

Vint4(x1,x2,x3,x4) =
1

4

g6s
(4π)4

U (4)(x1,x2,x3,x4). (6.4.39)

У 1-му iтерацiйному наближеннi це є 4-точкова потенцiальна O(g6s)-поправка до

кулонiвського потенцiалу (6.4.27).

g2

x1 • /o/o/o/o/o/o/o/o • x2

a)

x1•
�[
�[
�[
�[
�[

g4

/o/o/o •x3

x2 •

B�
B�
B�
B�
B�

b)

x1•

�]
�]
�]
�]
�]
�]
�]
�]
�]
�]

g6 • x2

x3•

A�
A�
A�
A�
A�
A�
A�
A�
A�
A� • x4

c)

Рис. 6.4. Фейнманiвськi дiаграми: a) 1-ґлюонний обмiн породжує 2-точковий по-
тенцiал ∼ g2; b) 3-ґлюонний обмiн породжує 3-точковий потенцiал ∼ g4;
c) 4-ґлюонний обмiн породжує 4-точковий потенцiал ∼ g6.

Усi 2-, 3- i 4-точковий потенцiали отримано у калiбруваннi Лоренца. Далi

показано, що вибiр калiбрування Кулона веде до того ж результату.

Симетричну ф-ю Ґрiна Dµν(x−x′) р-ня (6.4.15), що вiдповiдає калiбруваль-

нiй умовi Кулона ∂kAk (a)(x) = 0, можна представити у виглядi:

D′
00(x− x′) =

δ(t− t′)

4π|x− x′| , D′
k0(x− x′) = 0,

D′
kl(x− x′) =

{
δkl −∆−1∂k∂l

}
D(x− x′), (6.4.40)

де D(x − x′) – ф-я Ґрiна р-ня Даламбера (1.3.13), а ∆ = ∂2 – лапласiан. Роз-

глянемо потенцiал A′(a)
(1)µ(x) (штрих вказує на калiбрування Кулона) породжений

статичним кварковим струмом J
(a)
ψ µ(x). Для часової компоненти маємо:
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A
′(a)
(1) 0(x) = [D′

00 ∗ J0 (a)
ψ ](x) ≡

∫

d4x′D′
00(x− x′)J0 (a)

ψ (x′)

=

∫

d3x′
∫

dt′
δ(t− t′)

4π|x− x′| J
0 (a)
ψ (x′) = A

(a)
(1) 0(x), (6.4.41)

де “∗” позначає згортку. Решту компонент представимо так:

A
′(a)
(1) k = D′

kl ∗ J l (a)ψ = D ∗ J (a)
ψ k

︸ ︷︷ ︸

A
(a)
(1) k

− (∆−1∂k∂lD) ∗ J l (a)ψ
︸ ︷︷ ︸

‖
0

. (6.4.42)

Останнiй член зникає згiдно iз законом збереження (6.4.19), який у 1-му iтера-

цiйному наближеннi зводиться до рiвностi ∂kJ
k (a)
ψ = 0. Тому векторний потенцiал

A
′(a)
(1)µ, обчислений у калiбруваннi Кулона, тотожнiй до A(a)

(1)µ в калiбруваннi Ло-

ренца. Як наслiдок, члени дiї I(1)int1
, I(1)int3

, I(1)int4
(див. р-ня (6.4.24), (6.4.28), (6.4.31))

i, отже, 2-, 3- i 4-точковi потенцiали є тими ж.

Iнтеґрали (6.4.33), (6.3.29) i (6.4.38), що визначають 3- i 4-точковi потенцiа-

ли, не вдалося явно виразити у термiнах вiдомих аналiтичних функцiй. Натомiсть

обчислення Uk(x1,x2,x3) можна звести до пiдрахунку двох 1-кратних квадратур,

а U (4)(x1,x2,x3,x4) – до подвiйної квадратури, що можна реалiзувати чисель-

но. Можна також встановити загальнi властивостi цих поправок до кулонiвського

мiжкваркового потенцiалу, i отримати аналiтичнi вирази у часткових випадках.

6.4.4. Властивостi i вирази 3- i 4-точкового потенцiалiв

Оскiльки “потенцiали” U (3)(x1,x2,x3) i U (4)(x1,x2,x3,x4) є ф-ями лише вiд-

станей xmn = |xm − xn| (як i слiд сподiватися у випадку замкненої системи), то

їх можна обчислити аналiтично для деяких часткових випадкiв. Наприклад, коли

усi вiдстанi є однаковi: x12 = x13 = x23 = r, то реґуляризована ф-я (6.3.39) стає

U (3)(r) = 4π ln(r/a), де a – довiльний масштаб. Подiбно, коли x2 = x3, тобто

x23 = 0, а x12 = x13, то U (3)(x12) = 4π ln(x12/a), так що

Uk(x1,x2,x3 = x2) ≡ ∂U (3)(x1,x2,x3)/∂x
k
3

∣
∣
∣
x3=x2

= −2π
(x1 − x2)k
|x1 − x2|2

.
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Звiдси видно, що поправка до кулонiвського потенцiалу 1-ґлюонного обмiну

(6.4.27), вiдповiдна до “кубiчного"члену взаємодiї (6.4.32)-(6.4.34), має у нереля-

тивiстичнiй границi вигляд :

Vk(x1,x2,x3 = x2) =
g4s

2(4π)2
(x1 − x2)k
|x1 − x2|2

. (6.4.43)

Подiбно, у частковому випадку x1 = x3 i x2 = x4 є лише одна вiдстань x12

мiж двома парами тотожних точок, i 4-точкову потенцiальну ф-ю U (4) (6.4.38), а

отже i Vint4 (6.4.39), можна обчислити явно:

U (4)(x12) =

∫
d3v

|v|2|v + x12|2
=

π3

x12
, Vint4(x12) =

g6s
45π

1

x12
. (6.4.44)

Хоча вирази (6.4.43) i (6.4.44) є лише сеґментами 3- i 4-точкового потенцiалiв

(6.4.34) i (6.4.39), видається, що i в загальному поведiнка цих функцiй є кулоно-

подiбна. Нагадаймо, що цi вирази є порядку O(g4s) i O(g6s) вiдповiдно.

Решта цього пункту присвячена обчисленню 3- i 4-точкового потенцiалiв для

довiльних значень їх арґументiв.

Компоненти 3-точкового потенцiалу (6.4.33) утворюють векторне поле:

U(x1,x2,x3) =
∂

∂x3
U (3)(x1,x2,x3), (6.4.45)

де функцiя U (3)(x1,x2,x3) вивчалася в п. 6.3.4. Її представлення (6.3.33) є кори-

сним i для (6.4.45), i дає формулу:

U =
∂U (3)

∂x3
= − ∂

∂x3

∫

d2k̂

∞∫

0

dk

k
e−(k̂21 k̂

2
2x

2
12+k̂

2
2k̂

2
3x

2
23+k̂

2
3 k̂

2
1x

2
31)k

2

= 2

∫

d2k̂ k̂23

(

k̂21x31 + k̂22x32

)
∞∫

0

dk k e−(k̂21 k̂
2
2x

2
12+··· )k2

≡ x31I1 + x32I2, (6.4.46)

де

In =

∫
d2k̂ k̂2nk̂

2
3

k̂21k̂
2
2x

2
12 + k̂22k̂

2
3x

2
23 + k̂21k̂

2
3x

2
13

, n = 1, 2. (6.4.47)
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Пiсля введення кутових змiнних (6.3.35) отримаємо:

I1 =

2π∫

0

dϕ cos2ϕJ, I2 =

2π∫

0

dϕ sin2ϕJ, (6.4.48)
де

J =

π∫

0

dϑ sinϑ cos2 ϑ

(x12 sinϑ cosϕ sinϕ)2 + cos2ϑ(x213 cos
2ϕ+ x223 sin

2ϕ)

=
8

x212R
2

[

1− sin 2ϕ

R
arctan

R

sin 2ϕ

]

, R =
√

(cos 2ϕ+ ξ)2 + η2, (6.4.49)

а ξ i η2 означено в (6.3.41). Врахування (6.4.49) в (6.4.48) i використання змiнної

iнтеґрування s = cos 2ϕ дає квадратури:

I1 =
8

x212

1∫

−1

ds

R2

[√

1 + s

1− s
− 1 + s

R
arctan

R√
1− s2

]

,

I2 =
8

x212

1∫

−1

ds

R2

[√

1− s

1 + s
− 1− s

R
arctan

R√
1− s2

]

. (6.4.50)

У частковому випадку x23 = 0 вирази (6.4.46)–(6.4.50) дають (6.4.43). У

загальному випадку (при довiльних x12, x13 i x23) iнтеґрали (6.4.50) можна обчи-

слити з допомогою компютера.

Поведiнку 3-точкового векторного потенцiалу як ф-ї x3 проiлюстровано на

рис. 6.5. Варто вiдзначити симетрiйнi властивостi щодо:

T) трансляцiї: U(x1 + λ,x2 + λ,x3 + λ) = U(x1,x2,x3), де λ ∈ R3;

R) обертання: U(Rx1,Rx2,Rx3) = RU (x1,x2,x3), де R ∈ SO(3);

P) часткової перестановки: U(x2,x1,x3) = U(x1,x2,x3);

S) масштабування: U(λx1, λx2, λx3) = λ−1U (x1,x2,x3), де λ ∈ R+.

Цi властивостi випливають з властивостей 3-точкового скалярного потенцiалу

(6.3.29), вказаних на с. 299. Зауважимо, що масштабне перетворення S) потен-

цiалу U вiдображає його кулоно-подiбну поведiнку.
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Рис. 6.5. Двовимiрний перетин ве-
кторного потенцiалу U(x1,x2,x3)
як функцiї x3 = r при фiксованих
x1 and x2. Стрiлки вказують напрям
векторного поля U(x1,x2; r). Воно
iнварiантне щодо поворотiв навколо
осi x1–x2. Пунктир мiж x1 i x2 вiд-
повiдає U = 0.

4-точковий скалярний потенцiал (6.4.38) можна тлумачити аналогiчно:

U (4)(x1, . . . ,x4) =

∫
d3x

|x− x1| · · · |x− x4|
=

1

π2

∫

d4k

∫

d3x e−k
2
1(x−x1)

2−···−k24(x−x4)
2

=
1√
π

∫

d3k̂

∞∫

0

dk e−X
2k2 =

∫
d3k̂√
X2

, (6.4.51)

де X2 ≡ k̂21k̂
2
2x

2
12 + k̂21k̂

2
3x

2
13 + k̂21k̂

2
4x

2
14 + k̂22k̂

2
3x

2
23 + k̂22k̂

2
4x

2
24 + k̂23k̂

2
4x

2
34,

k̂n = kn/k (n = 1, ..., 4), k =
√

k21 + · · ·+ k24, а
∫
d3k̂ позначає iнтеґрування за

одиничною гiперсферою в 4D k-просторi.

Далi введемо кутовi змiннi {χ, ϑ, ϕ} на цiй 4D гiперсферi, так що

k̂1 = sinχ sinϑ cosϕ, k̂2 = sinχ sinϑ sinϕ, k̂3 = sinχ cosϑ, k̂4 = cosχ,
∫
d3k̂ =

∫ 2π

0 dϕ
∫ π

0 sinϑ dϑ
∫ π

0 sin2 χ dχ . Використання змiнних iнтеґрування u =

cosχ, v = cosϑ, w = cos 2ϕ зводить iнтеґрал (6.4.51) до вигляду:

U (4)(x12, . . . , x34) = 4

1∫

−1

dw√
1− w2

1∫

0

dv I, (6.4.52)

де I =

1∫

0

du√
A2 + u2B2

=
1

B
ln

(√
A2 +B2 +B

A

)

,

A2 =
{

1
4
x212(1− w2)(1− v2) + 1

2
[x213 + x223 + (x213 − x223)w]v

2
}
(1− v2),

B2 = 1
2
[x214 + x224 + (x214 − x224)w](1− v2) + x234v

2 − A2.
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Цей подвiйний iнтеґрал можна обчислити на компютерi. Обчислення (6.4.52) для

часткового випадку x1 = x3 i x2 = x4 дає аналiтичний вираз (6.4.44).

На кiнець варто зазначити, що 4-потенцiал (6.4.52) має такi ж властивостi

масштабування, що й векторний 3-точковий (див. властивiсть S), що свiдчить

про його кулоно-подiбний характер. Вiн також iнварiантний щодо трансляцiй,

поворотiв та довiльних перестановок його арґументiв, як i скалярний 3-точковий

потенцiал (див. властивостi T), R) i P) на стор. 299).

6.5. Висновки

В цьому роздiлi розглядаються низка теоретико-польових моделей, таких як

модель Вiка-Куткоскi, скалярна модель Юкави, модель Кiскiса та деякi їх уза-

гальнення. Матерiя у них представлена комплексними скалярними полями, що

дає спрощений опис заряджених частинок, а взаємодiя здiйснюється через дiйсне

скалярне поле (чи поля) – стандартне (масивне чи безмасове), чи з нестандартною

динамiкою (напр. з вищими похiдними). В отриманому тут частково редуковано-

му формулюваннi моделей взаємодiя представлена симетричною функцiєю Ґрiна

поля-посередника, а бiльш загально – довiльним пуанкаре-iнварiантним ядром

iнтеґралу дiї.

ЧР-моделi служать джерелом релятивiстичних рiвнянь для зв’язаних ста-

нiв. Хоча у цiй ролi модель Вiка-Куткоскi i скалярна модель Юкави використо-

вувались ранiше, тут вони розглядаються як (часо-)нелокальнi теоретико-польовi

моделi. Основна iдея пiдроздiлу 6.1 полягає у тлумаченнi часової нелокальностi з

допомогою вiдповiдного гамiльтонового формалiзму [105]. Процедура гамiльтонi-

зацiї iстотно залежить вiд явної часової еволюцiї полiв (матерiї). Оскiльки моделi

типу Юкави (i тим бiльше їх узагальнення) не є точно розв’язними, доводиться

звертатися до певних наближень, у даному роздiлi – до розкладiв за константою

взаємодiї (на вiдмiну вiд квазiрелятивiстичних у попередньому). Далi здiйснює-

ться канонiчне квантування моделi, i з допомогою теоретико-польового варiацiй-

ного методу [10] виводяться кiлька-частинковi хвильовi рiвняння. Виявилося, що
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двочастинковi рiвняння, отриманi ранiше в рамках ЧР-моделi Юкави [71, 72], у

даному методi вiдповiдають 1-му наближення за константою взаємодiї.

Запропонований пiдхiд дозволяє в принципi розглядати вищi наближення.

Але вже у 1-му наближеннi можна отримати дво- i кiлька-частинковi варiацiй-

нi рiвняння типу Салпiтера, що описують широкий клас взаємодiй. Ядра таких

рiвнянь можна пов’язати як iз стандартними теорiями поля, так i з рiзними не-

стандартними класичними теоретико-польовими моделями.

У пiдроздiлi 6.2 як медiатор взаємодiї розглядалося тахiонне поле, тоб-

то скалярне поле з уявною масою м = iµ. ЧР-формулювання моделi є при-

роднiм, оскiльки лише симетрична функцiя Ґрiна тахiонного поля є пуанкаре-

iнварiантною. У задачi про зв’язанi стани, обумовленi тахiонною взаємодiєю, роз-

глядалася система двох рiзних частинок у нерелятивiстичнiй границi. Отриманий

тут потенцiал взаємодiї (6.2.2) виявився дiйсною частиною потенцiалу Юкави з

уявним радiусом Дебая rD = i /µ – т. зв. анти-екранованим потенцiалом, що має

й iншi прикладнi застосування. Для розв’язання рiвняння Шрединґера iз цим

потенцiялом були застосованi як варiацiйний, так i числовий методи. Варiацiй-

ним методом доведено, що зв’язанi стани iснують як для вiд’ємного, так i для

додатнього значення константи взаємодiї α, у дiапазонi метамас м = η mr|α|, де

0 < η < 1. Числовi розрахунки дають iснування зв’язаних станiв i при 1 ≤ η ≤ 2.5,

причому енергiя зв’язку основного стану швидко спадає iз зростанням метамаси

так, що |E/ERy| < 10−9 при η = 2.5. Труднощi числового iнтеґрування при η > 2.5

швидко зростають i не дають надiйних результатiв. Апроксимацiя залежностi E(µ)

в цiй областi показує подальше стрiмке спадання енерґiї зв’язку аж до нуля при

ηc3, тобто µc ≃ 3mr|α|. Отже, зв’язанi стани iснують для µ < µc або, у термiнах

уявного радiусу Дебая, для rD > aB/3. Питання про точне значення, або хоча б

точнiшу оцiнку критичного параметру ηc залишається вiдкритим.

Низка моделей присвячена опису утримних взаємодiй в гадронах. Зокрема,

ЧР-формулювання вiдомих моделей Кiскiса та дипольної приводить до двоча-

стинкових варiацiйних хвильових рiвнянь типу Салпiтера з ядром G̃(k) ∼ 1/k4,

що вiдповiдає лiнiйному статичному потенцiаловi. Тут вони не розглядаються,
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оскiльки подiбнi рiвняння iз таким ядром, зокрема iх синґулярнiсть, вивчалися в

лiтературi [313–315], див. п. 1.2.9. Натомiсть, запропоновано модифiкованi лаґран-

жiани обидвох моделей, що поряд з далекосяжною частиною ядра G̃(k) ∼ 1/k4

породжують i короткосяжний член D̃(k) ∼ 1/k2.

В пiдроздiлi 6.3 розглядалися узагальнення моделей Вiка-Куткоскi та ди-

польної, що включають нелiнiйнi поля-медiатори. Внаслiдок нелiнiйностi моде-

лi Вiка-Куткоскi її редукцiю вдалося здiйснити лише наближено. У випадку

(χ3+χ4)-нелiнiйностi в ЧР-лаґранжiанi з’являються нелокальнi члени, ядра яких

породжують 3- i 4-точковi “кластернi” потенцiали; див. (6.3.17), (6.3.18).

Користуючись методикою, викладеною в пiдроздiлi 6.1, побудовано кван-

товану версiю моделi в гамiльтоновому формулюваннi. Далi, з допомогою КТП-

версiї варiацiйного методу виведено iнтеґральне хвильове рiаняння для трича-

стинкової системи. Показано, що ядра (релятивiстичнi потенцiали) мiстять члени

однобозонного обмiну та триточковi кластернi члени. Їх нерелятивiстична гра-

ниця, отримана у координатному представленнi, мiстить парнi кулонiвськi по-

тенцiали та триточковий утримний потенцiал. Останнiй, породжений χ3-членом

гамiльтонiану, є розбiжним (i вимагає регуляризацiї) але рiзниця потенцiалiв –

скiнченна. Запропоновано регуляризацiю 3-точкового потенцiалу, яка виявляє-

ться лоґарифмiчно утримною, i залежною лише вiд мiжчастинкових вiдстаней.

Її обчислення зведено до однократної квадратури.

Тричастинкове хвильове рiвняння має складну структуру, а його аналiз ви-

ходить зо межi даної роботи. Це рiвняння виведено з допомогою 3-частинкового

пробного стану, який виявився найпростiшим варiацiйним анзацом, що виявляє

утримнi властивостi моделi. Iншими словами, мезони, як двочастинковi системи,

не описуються в рамках нелiнiйної моделi Вiка-Куткоскi. Причина мабуть полягає

у тому, що завдяки нормальному впорядкуванню гамiльтонiану кластернi члени

не дають вкладу в двочастинкову взаємодiю. Цей недолiк усунено в нелiнiйнiй мо-

дифiкацiї дипольної моделi, часткову редукцiю якої здiйснено точно, i побудовано

фоккерiвський аналог моделi. Тут кластернi члени породжують логарифмiчний

двоточковий потенцiал, що поряд з описаним вище триточковим забезпечують
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конфайнмент як у три- так в двочастинкових системах.

Способи обчисленнь, набутi в рамках порiвняно простих нелiнiйних

теоретико-польових моделей, застосовано в пiдроздiлi 6.4 до бiльш реалiстичної

нелiнiйної теорiї – хромодинамiки: там отримано вирази для членiв взаємодiї,

що вiдповiдають неабелевим членам (6.4.11) i and (6.4.12) хромодинамiчної дiї.

У першому iтерацiйному наближеннi (6.4.22) вони виявляються виразами, що

включають добутки 3-х i 4-х одноґлюонних функцiй Ґрiна – у вiдповiдностi до

3- i 4-ґлюонних вершин на рис. 6.4. Цi неабелевi члени у нерелятивiстичнiй гра-

ницi мiстять 3- i 4-точковi статичнi потенцiали (6.4.34) i (6.4.39), залежнi лише

вiд вiдстаней мiж точками. Триточковий потенцiал виявився ґрадiєнтом кластер-

ного потенцiалу, отриманого в рамках нелiнiйної моделi Вiка-Куткоскi (6.3.17);

4-точковий має подiбну структуру, i обидва є кулоно-подiбними. Разом з взає-

модiєю одноґлюонного обмiну, вони можуть служити як короткосяжнi внески у

потенцiальнi моделi барiонiв, тетракваркiв тощо. Вiдповiднi релятивiстичнi рiвня-

ння, що описують системи кiлькох зв’язаних кваркiв, можна вивести варiацiйним

методом з квантованої версiя теорiї, що базується на ЧР-лаґранжiанi.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiї розвинуто альтернативний чи комплементарний до КТП пiдхiд, що

на основi класичного чи ефективного теоретико-польового опису взаємодiй дозво-

ляє будувати квантовий релятивiстичний опис системи двох чи скiнченного числа

частинок, зокрема формулювати i розв’язувати задачу про зв’язанi стани. Осно-

вою пiдходу є iнтеґрали дiї типу Фоккера або частково редукованi нелокальнi

лаґранжiани, отриманi шляхом редукцiї поля-посередника взаємодiї у вихiдно-

му локальному описi системи. Головною методичною проблемою, розв’язаною у

дисертацiї, є конструктивна побудова гамiльтонових описiв систем, заданих фок-

керiвськими iнтеґралами i нелокальними ЧР-лаґранжiанами, та їх квантування.

Розвинутi загальнi методи застосовано до опису двочастинкових i тричастинкових

систем, що представляють фiзичний iнтерес, зокрема кваркових моделей мезонiв

та барiонiв.

1. Запропонований клас часо-асиметричних двочастинкових iнтеґралiв дiї ти-

пу Фоккера (тобто таких, що мiстять запiзнену чи випередну ф-ю Ґрiна

р-ня Даламбера) є так само широким, як i клас нерелятивiстичних (тоб-

то галiлей-iнварiантних) двочастинкових лаґранжiанiв. Побудований явно

коварiантний канонiчний опис iз в’язями та тривимiрний гамiльтонiв опис

таких систем дозволяє дослiджувати їх класичну динамiку у квадратурах

та будувати сепарабельний квантовий опис.

2. Поаналiзовано динамiку часо-асиметричних релятивiстичних систем двох

частинок, що взаємодiють через релятивiстичнi поля: безмасове поле до-

вiльного цiлого спiну, ґравiтацiйне поле, та векторне поле ефективних теорiй

конфайнменту з вищими похiдними. Детальний аналiз випадкiв векторної

та скалярної взаємодiй виявив як фiзично змiстовнi розв’язки, так i нефiзи-
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чнi, що вiдповiдають вiд’ємнiй масi однiєї чи двох частинок. Запропоновано

критерiї вiдбору фiзичних розв’язкiв – iснування нерелятивiстичної i/або

вiльночастинкової границь.

3. Здiйснено квантування часо-асиметричних систем iз взаємодiєю, що пере-

носиться безмасовими полями довiльного спiну (та загальнiшої лоренцової

стуктури) методом динамiчної алгебри. Енергетичний спектр для систем

iз векторною i скалярною взаємодiями тотожнi до результатiв, отриманих

ранiше в рамках квазiпотенцiального пiдходу. Спектри систем з тензорною

взаємодiєю вищих спiнiв та вiдповiднi значення критичних констант взаємо-

дiї отримано вперше. Для скалярної, векторної та тензорної (ґравiтацiйної)

взаємодiй отримано точно iнтеґровнi рiвняння квазiпотенцiального типу, що

коректно враховують спiн частинок з точнiстю до α4, i можуть служити

основою для вищих наближень.

4. Запропоновано метод побудови гамiльтонового опису та квантування двоча-

стинкових iнтеґралiв дiї типу Фоккера у наближеннi майже колових орбiт

(МКО). Метод застосовний як до нерелятивiстичних, так i релятивiстичних

фоккерiвських систем, i загалом – до довiльних часо-нелокальних систем

двох частинок, iнварiантних щодо групи Арiстотеля. В загальному доведено

iснування колових орбiт, а для їх збурень сформульовано теоретико-груповi

критерiї вiдбору фiзичних мод.

5. Запропонований лаґранжiв та гамiльтонiв опис точкової частинки з кольо-

ром в неабелевому полi може служити моделлю ґенерацiї динамiчної маси

кваркiв. В лiтературi [100, 101] опис застосовано до випадку калiбрувальної

групи Лоренца для опису частинки у полi дiона.

6. На основi ефективної теорiї поля Кiскiса та її пiзнiшої неабелевої версiї

побудовано кваркову модель мезонiв типу Фоккера. Iнтеґрал дiї мiстить

пуанкаре-iнварiантну функцiю Ґрiна рiвняння 4-го порядку, що у стати-

чнiй границi дає лiнiйний потенцiал. Аналiз та квантування моделi роз-

робленими в дисертацiї методами здiйснено як у часо-асиметричнiй, так i
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часо-симетричнiй версiях. Отриманi спектри мезонiв описуються асимпто-

тично лiнiйними траєкторiями Редже, нахил та iнтерцепт яких залежить вiд

взаємодiї. Модель з майже рiвними скалярним i векторним далекосяжними

внесками та короткосяжним одноґлюонним внеском у взаємодiю найкраще

узгоджується з експериментом, i дає унiверсальний опис важких та легких

мезонiв. Для спектру останнiх вперше отримано випадкове виродження типу

ℓ+ nr (а не ℓ+ 2nr, як iнших моделях).

7. Редукцiя поля-посередника в системi взаємодiючих полiв матерiї (скаляр-

них чи дiракiвських) приводить до частково редукованого лаґранжiану з

нелокальним членом, що описує ефективну взаємодiю струмiв матерiї через

функцiю Ґрiна поля-посередника або феноменологiчне ядро. Фiзично такий

опис є узагальненням фоккерiвського опису систем точкових частинок на

випадок польових систем, а математично – рiзновидом нелокальної теорiї

поля. Тому стандартнi методи квантування таких систем є незастосовними.

8. Для системи дiракiвських полiв iз часо-нелокальною взаємодiєю, заданої

частково редукованим лаґранжiаном, побудовано її квазiрелятивiстичний

гамiльтонiв опис. Нестандартне квантування дiракiвських полiв забезпечує

iнварiантнiсть N -частинкових секторiв простору Фока щодо дiї гамiльтонi-

ану. Це дозволило отримати замкненi хвильовi рiвняння на двочастинковi

(i тричастинковi) власнi стани гамiльтонiану. Вони мають вигляд 2ЧРД (i

3ЧРД) в координатному представленнi з потенцiалами рiзної лоренцiвської

структури (з заданою статичною границею) i диференцiйними квазiреляти-

вiстичними поправками. Для випадку електромагнетної взаємодiї у рiзних

калiбруваннях отримано вiдомий потенцiал Брайта з вищими диференцiй-

ними поправками магнетного типу. Випадок скалярної взаємодiї також узго-

джується з вiдомими результатами iнших пiдходiв, а решта представлених

випадкiв є новими.

9. Запропоноване блок-матричне представлення радiально редукованого 2ЧРД

з загальним потенцiалом дозволяє зводити його до 2×2– матрично-двочлен-
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ного рiвняння 2-го порядку, а в ньому – ефективно виявляти фiзичнi та

нефiзичнi синґулярностi системи, i цим – математичну коректнiсть крайо-

вої задачi. По-перше, це дало змогу виявити клас непатологiчних потен-

цiалiв, а в ньому – знайти сiм’ю нових точно iнтеґровних випадкiв типу

дiракiвських осциляторiв. По-друге виявилося, що обмеження загалом па-

тологiчного рiвняння Брайта на стани ортопозитронiю є регулярним. Зав-

дяки цьому здiйснено компютерне обчислення спектру ортопозитронiю при

довiльних значеннях константи взаємодiї α, та знайдено для неї критичне

значення αc = 2/
√
3, в околi якого енергiя рiзко падає. По-третє, на ба-

зi матрично-двочленного рiвняння розвинуто псевдо-пертурбативний метод

1/j–розкладiв – квантовий аналог МКО-наближення, що застосовний i до

розв’язування патологiчних 2ЧРД.

10. Як застосування блок-матричного представлення 2ЧРД, обчислено точнi

i псевдо-пертурбативнi спектри 2ЧРД з корнельським потенцiалом рiзної

лоренц-структури. Знайдено кiлька потенцiалiв, що вiдтворюють властиво-

стi траєкторiй Редже. Один з них в лiтературi [111] застосовано до опису

бiльше 50-ти легких та важких мезонних станiв.

11. Запропоновано пертурбативну гамiльтонiзацiю та квантування частково ре-

дукованого лаґранжiану системи скалярних полiв iз часо-нелокальною вза-

ємодiєю. Виведенi варiацiйнi хвильовi рiвняння в iмпульсному представлен-

нi для системи 2-х частинок (античастинок) мають структуру iнтеґраль-

них рiвнянь типу Салпiтера з ядром взаємодiї, вираженим через пропаґатор

поля-медiатора, або заданим феноменологiчно.

12. Запропоновано можливий механiзм виникнення утримної кластерної взає-

модiї в деяких нелiнiйних моделях системи скалярних полiв, що описуються

регуляризованим статичним тричастинковим потенцiалом логарифмiчного

росту. Показано, що iз ним пов’язанi кластернi поправки до мiжкваркових

взаємодiй кулонiвського типу у класичнiй хромодинамiцi.
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[34] Tetrode H. Über der wirkungzusammenhang der welt. Eine erweiterung der

klassischen dynamik // Z. Phys. 1922. Vol. 10. P. 317–328.

[35] Fokker A. D. Ein invarianter variationsatz für die bewegung mehrerer elektrischer

massenteilchen // Z. Phys. 1929. Vol. 28, no. 5-6. P. 386–393.

[36] Wheeler J. A., Feynman R. P. Interaction with the absorber as the mechanism

of radiation // Rev. Mod. Phys. 1945. Vol. 17, no. 2-3. P. 157–181.

[37] Wheeler J. A., Feynman R. P. Classical electrodynamics in terms of direct

interparticle action // Rev. Mod. Phys. 1949. Vol. 21, no. 3. P. 425–433.



330

[38] Ramond P. Action-at-a-distance theories and dual models // Phys. Rev. D. 1973.

Vol. 7, no. 2. P. 449–458.

[39] Третяк В. I. Iнтеґрали дiї типу Фоккера та форми релятивiстичної лаґран-

жевої динамiки : Дисертацiя на здобуття наук. ст. доктора фiз.-мат. наук /

В. I. Третяк ; Львiвський державний ун-т iм. I. Франка. Львiв, 1996.

[40] Turygin A. Y. Equations of motion in second approximation of direct gravi-

tational interaction theory // Problems of theory of gravitation and elementary

particles, V. 13. Moscow : Energoatomizdat, 1982. С. 80–85.

[41] Vladimirov Y. S., Turygin A. Y. Theory of direct interparticle interaction.

Moscow : Energoatomizdat, 1986.

[42] Hoyle F., Narilikar J. V. Action at a distance in physics and cosmology. New

York : Freemen, 1974.

[43] Hoyle F., Narilikar J. V. Cosmology and action-at-a-distance electrodynamics //

Rev. Mod. Phys. 1995. Vol. 67, no. 1. P. 113–155.

[44] Rivacoba A. Fokker-action principle for a system of particles interacting through

a linear potential // Nuovo Cimento B. 1984. Vol. 84, no. 1. P. 35–42.

[45] Weiss J. Is there action-at-a-distance linear confinement ? // J. Math. Phys.

1986. Vol. 27, no. 4. P. 1015–1022.

[46] Louis-Martinez D. J. Relativistic action at a distance and fields // Found. Phys.

2012. Vol. 42, no. 2. P. 215–223.

[47] Louis-Martinez D. J. Relativistic non-instantaneous action-at-a-distance

interactions // Phys. Lett. B. 2006. Vol. 632, no. 5-6. P. 733–739.

[48] Canonical formalism for path-dependent Lagrangians. Coupling constant
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[336] Bauer G., Deckert D.-A., Dürr D. On the existence of dynamics in

Wheeler–Feynman electromagnetism // Z. Angew. Math. Phys. 2013. Vol. 64,

no. 4. P. 1087–1124.



354

[337] Декерт Д.-А., Дюр Д., Фона Н. Уравнения с запаздывающим аргументом

типа Уилера-Фейнмана // Современная математика. Фундаментальные

направления. 2013. Т. 47. С. 46–59.

[338] Жданов В. И., Пирагас К. А. К проблеме двух тел в теории прямого грави-

тационного взаимодействия (II) // Acta Phys. Pol. B. 1972. Т. 3, № 5. С. 599–

619.

[339] Woodcock H. W., Havas P. Approximately relativistic Lagrangians for classical

interacting point particles // Phys. Rev. D. 1972. Vol. 6, no. 12. P. 3422–3444.

[340] Hamiltonian formalism for path-dependent Lagrangians / X. Jaén, R. Jáuregui,
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ДОДАТКИ

A. Матричне представлення та властивостi бiспiнорних
гармонiк

Бiспiнорнi гармонiки в 2×2-матричному представленнi:

Y
A(n) =

1√
2
Y µ
j (n)

[
0 −1
1 0

]

,

Y
0(n) =

1
√

2j(j+1)
×

×





−
√

(j−µ+1)(j+µ)Y µ−1
j µY µ

j

µY µ
j

√

(j+µ+1)(j−µ)Y µ+1
j



 ,

Y
−(n) =

1
√

2(j+1)(2j+3)
×

×





√

(j−µ+1)(j−µ+2)Y µ−1
j+1 −

√

(j+µ+1)(j−µ+1)Y µ
j+1

−
√

(j+µ+1)(j−µ+1)Y µ
j+1

√

(j+µ+1)(j+µ+2)Y µ+1
j+1



 ,

Y
+(n) =

1
√

2j(2j−1)
×

×





√

(j+µ−1)(j+µ)Y µ−1
j−1

√

(j+µ)(j−µ) Y µ
j−1

√

(j+µ)(j−µ) Y µ
j−1

√

(j−µ−1)(j−µ) Y µ+1
j−1



 , (A.1)

де Y µ
ℓ (n) (µ = −ℓ, ..., ℓ) – сферичнi гармонiки.

Основнi властивостi бiспiнорних гармонiк:

〈i|k〉 =
∫

dn Tr(Y †
i Yk) = δi k,
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j2Y = j(j + 1)Y , j = 0, 1, ...,
j3Y = µY , µ = −j, ..., j,
ℓ2Y i = ℓ(ℓ+ 1)Y i, ℓ =

{
j, i = A, 0,
j ± 1, i = ∓,

s2Y i = s(s+ 1)Y i, s =

{
0, i = A,
1, i = 0,∓,

PY A,0 = (−)jY A,0, PY ∓ = (−)j+1Y ∓,
[
Y A
]T

= −Y A,
[
Y 0,∓]T = Y 0,∓.

(A.2)

Дiя спiнових операторiв на бiспiнорнi дублети (5.3.19, c.239):

σ1 · σ2ô = τ ô, σ1 · σ2ê = ê,
σ1rô = RTê, σ1rê = Rô,
σ2rô = −σ3RTê, σ2rê = −Rσ3ô,

σ1rσ2rô = −σ3ê, σ1rσ2rê = −Rσ3R
Tô,

(n,σ1,σ2)ô = −2 i σ↑RTê, (n,σ1,σ2)ê = 2 iRσ↑ê

(A.3)

B. Функцiя Ґрiна рiвняння 4-го порядку

Упустимо в р-нi 4-го порядку (3.1.40) чи (6.3.2) неiстотнi iндекси i множники:

�2A(x) = J(x) (B.1)

та еквiвалентно зведемо його до пари р-нь Даламбера (як в (6.3.4)-(6.3.5)):

�A(x) = B(x),

�B(x) = J(x).
(B.2)

Тодi A(x) запишеться через згортку ф-ї Ґрiна р-ня Даламбера (1.3.13):

A = Dη ∗B = Dη ∗Dη′ ∗ J, (B.3)

де η i η′ можуть незалежно приймати значення +1, –1, або 0.

Оскiльки згортка узагальнених ф-й не завжди добре означена [414], необхi-

дно справдити усi комбiнацiї η = ±1, η′ = ±1; iншi випадки з η = 0 i/або η′ = 0

зводяться до попереднiх в силу рiвностi D0 = 1
2
(D+ +D−) ≡ Dsym.

Представимо (B.3) у явному виглядi:

A(x) =

∫

d4y

∫

d4z Dη(y)Dη′(z)J(x− y − z). (B.4)
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Iз врахуванням (1.3.12) i (1.3.20) отримаємо:

A(x) =
1

(4π)2

∫

d3y

∫

d33 z
J(x0 − η|y| − η′|z|, x− y − z)

|y| |z| , (B.5)

або, у термiнах нових змiнних, u = y + z, v = y − z

A(x) =
1

32π2

∫

d3u

∫

d3v
J(x0 − 1

2
η|u + v| − 1

2
η′|u− v|, x− u)

|u+ v| |u− v| . (B.6)

Обчислимо iнтеґрал за d3v у п.ч. р-ня (B.6). Перехiд вiд декартових коор-

динат v1, v2, v3 для v до елiпсоїдальних σ ≥ 1 ≥ τ ≥ −1, 0 ≤ ϕ < 2π:

v1 = |u|
√

(σ2−1)(1− τ 2) cosϕ, v2 = |u|
√

(σ2−1)(1− τ 2) sinϕ, v3 = |u|στ , дає

A(x) =
1

8π

∫

d3u |u|
∞∫

1

dσ

1∫

−1

dτ

2π∫

0

dϕJ

(

x0 − η|u| ×
{
σ, η′ = η

τ, η′ = −η

}

, x− u

)

.

Якщо η′ = −η, то цей iнтеґрал розбiгається через множник
∫∞
1 dσ . У випадку

η′ = η вiн має вигляд: A(x) = 1
2

∫
d3u |u|

∫∞
1 dσ J(x0 − η|u|σ, x − u).

Вживаючи замiну σ → u0 = η|u|σ, отримаємо остаточний вираз для A(x):

A(x) = 1
2

∫

d4u Θ(ηu0)Θ(u2)J(x− u), (B.7)

що дає запiзнену та випередну ф-ї Ґрiна рiвняння (B.1):

Gη(x) =
1

8π
Θ(ηx0)Θ(x2), η = ±1. (B.8)

Часо-симетрична ф-я Ґрiна будується за лiнiйнiстю:

G0(x) = 1
2
[G+(x) +G−(x)] =

1

16π
Θ(x2) ≡ Gsym(x). (B.9)

Цей вираз разом з (B.8) об’єднано в (3.1.41).

Зауважимо, що в [414] отримано iнший, комплексний фундаментальний

розв’язок р-ня (B.1): Gc(x) =
± i

(4π)2
ln(x2 ± i 0). Його дiйсна частина з точнi-

стю до сталої тотожня до ф-ї Ґрiна (B.9): ReGc(x) =
1

16π
(Θ(x2) − 1), подiбно

до зв’язку фейнманiвського пропаґатора i симетричної ф-ї Ґрiна у стандартному

випадку.
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C. Неперервнi дроби у часо-асиметричнiй потенцiальнiй
моделi

Неперервний дрiб в рiвняннi (3.2.36) означено так:

n

K
k=1

(ak/bk) = b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +. . .
+
an
bn

(C.1)

де його елементи ak i bk мають вигляд:

ak = − µ2k(k + 2δ)(k + 2ℓ+ 1)(k + 2ℓ+ 2δ + 1)

4(k + ℓ+ δ)(k + ℓ+ δ + 1)

×
(

1 +
ν2

(k + ℓ+ δ + 1/2)2

)

bk = (k + ℓ+ 1)(k + ℓ+ 2δ + 1)

+ µν

(

1 +
(ℓ+ δ + 1/2)(ℓ− δ + 1/2)

(k + ℓ+ δ + 1/2)(k + ℓ+ δ + 3/2)

)

. (C.2)

Вираз (C.1) збiжний в границi n→ ∞ за умови Ворпiцького [372]
∣
∣
∣
∣

ak
bk−1bk

∣
∣
∣
∣
<

1

4
(C.3)

Врахування короткосяжної взаємодiї в операторi (3.2.46) зводиться до замi-

ни елементiв ak i bk в секулярному рiвняннi (3.2.36) на такi:

ak = − µ2k(k + 2δ)(k + 2ℓ+ 1)(k + 2ℓ+ 2δ + 1)

4(k + ℓ+ δ)(k + ℓ+ δ + 1)

×
(

1 +
(ν + α)2

(k + ℓ+ δ + 1/2)2

)

,

bk = (k + ℓ+ 1)(k + ℓ+ 2δ + 1) + 2αν

+ µ

(

ν − α +
(ν + α)(ℓ+ δ + 1/2)(ℓ− δ + 1/2)

(k + ℓ+ δ + 1/2)(k + ℓ+ δ + 3/2)

)

. (C.4)

D. Обчислення D⊥ i λ = ωr/Ω в ЧС-моделi

Зручно означити безрозмiрну редуковану динамiчну 2×2-матрицю

D̄ ≡ 1

aΩ
D⊥ =

m

a
ΩC+K− Ξ = fΩ(φ)C+K−Ξ (D.1)
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де:

C =

[
Γ3 + λΓ − i λΓ3v2

i λΓ3v2 Γ + λΓ3

]

, (D.2)

K =

φ∫

0

dϕK0 −
1

f ′(ϕ)
K1

∣
∣
∣
∣
ϕ=φ

+
1

f ′(ϕ)

d

dϕ

1

f ′(ϕ)
K2

∣
∣
∣
∣
ϕ=φ

, (D.3)

Ξ =

φ∫

0

dϕΞ0 −
1

f ′(ϕ)
Ξ1

∣
∣
∣
∣
ϕ=φ

+
1

f ′(ϕ)

d

dϕ

1

f ′(ϕ)
Ξ2

∣
∣
∣
∣
ϕ=φ

. (D.4)

Матриця C походить з вiльночастинкового члену дiї (1.3.10). Функцiя fΩ(φ) та

компоненти iнших матриць K i Ξ залежать вiд взаємодiї у моделi.

Для векторної моделi (Рiвакоби-Вейсса) функцiя f (v)
Ω (φ) означена в (3.3.8),

а матрицi у п.ч. р-нь (D.3) i (D.4) мають вигляд:

K
(v)
0 = 0, (D.5)

K
(v)
1 = 2

[
1+v2c(3+2c) 0

0 2v2s2

]

− 2 i λv2(1 + c)

[
0 1
−1 0

]

, (D.6)

K
(v)
2 = −4v2(1 + v2c)

[
(1+c)2 0

0 s2

]

, (D.7)

Ξ
(v)
0 = (1 + λ2)

[
cC sS
−sS cC

]

− 2 i λ

[
sS −cC
cC sS

]

, (D.8)

Ξ
(v)
1 = −2

[
c(1+v2(2+3c))C s(1+v2(1+3c))S
−s(1+v2(1+3c))S (1+v2(c2−2s2))C

]

− 2 i λv2
[

2s(1+c)S (s2−c(1+c))C
(c(1+c)−s2)C 2scS

]

, (D.9)

Ξ
(v)
2 = 4v2(1 + v2c)

[
(1+c)2C s(1+c)S
−s(1+c)S −s2C

]

, (D.10)

де s ≡ sinϕ, c ≡ cosϕ, S ≡ sin(λϕ), C ≡ cos(λϕ).

Для скалярної утримної взаємодiї функцiя f (s)
Ω (φ) означена в (3.3.18), а ма-

трицi у п.ч. р-нь (D.3) i (D.4) мають вигляд:

K
(s)
0 =

[
Γ2 0
0 1

]

+− i λ(Γ2 + 1)

[
0 1
−1 0

]

+ λ2
[
1 0
0 1

]

, (D.11)

K
(s)
1 = 2

[
1−v2(3+2c) 0

0 1− v2

]

− 2 i λv2(1 + c)

[
0 1
−1 0

]

, (D.12)



365

K
(s)
2 = −4v2(1− v2)

[
(1+c)2 0

0 s2

]

, (D.13)

Ξ
(s)
0 = Γ2v2C

[
1 − i λ
i λ λ2

]

(D.14)

Ξ
(s)
1 = −2

[
(c(1−3v2)−2v2)C i (1−2v2)sS
− i (1−2v2)sS (1−v2)cC

]

− 2 i λv2
[

0 (1+c)C
−(1+c)C −2sS

]

(D.15)

Ξ
(s)
2 = 4v2(1− v2)

[
(1+c)2C s(1+c)S
−s(1+c)S −s2C

]

. (D.16)

Для скалярно-векторної суперпозицiї безрозмiрна динамiчна матриця:

D̄(ξ) = (1− ξ)D̄(s) + ξD̄(v), (D.17)

де ξ – параметр змiшування. Тодi вiдносну частоту λ можна знайти чисельно як

додатнiй корiнь зведеного секулярного рiвняння det D̄(λ) = 0; рис. D.1.

Зауважимо, що lim
v→0

ωr/Ω =
√
3, як i повинно бути для нереятивiстичної

задачi з лiнiйним потенцiалом U = ar [22].
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Рис. D.1. Вiдносна частота λ = ωr/Ω як функцiя кута φ i швидкостi v колового

руху частинок для рiзних значень параметра змiшування ξ.
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E. Д о в е д е н н я твердження 4.2

Домножимо л.ч. р-нь (4.1.9), (4.1.11) на S−1
a ≡ STa ≡ ST(ta) i виразимо їх в

термiнах неiнерцiйних хмiнних. Отримаємо рiвностi:

X̃T
aiL̃a =

{
∂

∂yia
+ ε l

ik Ω
k ∂

∂ẏla

}

L̃a = 0, (E.1)

X̃R
aiL̃a = ε l

ik

{

yka
∂

∂yla
+ ẏka

∂

∂ẏla
+ Ωkε n

lm y
m
a

∂

∂ẏna

}

L̃a = 0, (E.2)

X̃T
aiΦ̃(ϑ) =

{
∂

∂yia
+ ε l

ik Ω
k ∂

∂ẏla

}

Φ̃(ϑ)

+ [S(−1)a(ϑ)] ji

{
∂

∂yjā
+ ε l

jkΩ
k ∂

∂ẏlā

}

Φ̃(ϑ) = 0, (E.3)

X̃R
aiΦ̃(ϑ) = ε l

ik

{

yka
∂

∂yla
+ ẏka

∂

∂ẏla
+ Ωkε n

lm y
m
a

∂

∂ẏna

}

Φ̃(ϑ) + [S(−1)a(ϑ)] ji ×

×ε l
jk

{

ykā
∂

∂ylā
+ ẏkā

∂

∂ẏlā
+ Ωkε n

lm y
m
a

∂

∂ẏnā

}

Φ̃(ϑ) = 0; (E.4)

тут аргументи ya, ẏa ф-й L̃a та Φ̃ упущенi для простоти позначень.

Умови симетрiї (E.1)–(E.2) 1-фоккерiанiв мають кориснi наслiдки:

[

X̃α
aiL̃a

](0)

= 0,

[
∂

∂yja
X̃α
aiL̃a

](0)

= 0,

[
∂

∂ẏja
X̃α
aiL̃a

](0)

= 0,

де α = T,R позначають просторовi трансляцiї та повороти, а позначка "(0)"

означає "вздовж колової орбiти", тобто з врахуванням умов y1 = R1, y2 = R2,

ẏa = 0. Цi рiвностi пов’язують величини Lai, Laij i т.д. мiж собою:

Lai + ε l
ik Ω

kLal̂ = 0, (E.5)

Laij + ε l
ik Ω

kLal̂j = 0, (E.6)

Laî + ε l
ik Ω

kLal̂̂ = 0, (E.7)

ε l
ik {ykaLal + Ωkε n

lm y
m
a Lan̂} = 0, (E.8)

ε l
ik {ykaLalj + Ωkε n

lm y
m
a Lan̂j}+ ε l

ij Lal + ε l
ik ε

n
lj ΩkLan̂ = 0, (E.9)

ε l
ik {ykaLal̂ + Ωkε n

lm y
m
a Lan̂̂}+ ε l

ij Lal̂ = 0. (E.10)
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Для 2-фоккерiану важливими є такi наслiдки умов (E.3), (E.4):

∞∫

−∞

dϑ
[

X̃α
aiΦ̃(ϑ)

](0)

= 0,

∞∫

−∞

dϑ

[
∂

∂yja
X̃α
aiΦ̃(ϑ)

](0)

= 0,

∞∫

−∞

dϑ

[
∂

∂ẏja
X̃α
aiΦ̃(ϑ)

](0)

= 0.

Вони пов’язують величини Λai = Φ̌ai(0), Λaij = Φ̌aij(0), . . . та Φ̌aiāj(±Ω) i т.д.

Запишемо явний вигляд матрицi S(ϑ):

S j
i (ϑ) = cos(Ωϑ)δji + {1− cos(Ωϑ)}ninj − sin(Ωϑ)nkε j

ki ,

врахуємо рiвнiсть S−1(ϑ) = ST(ϑ) = S(−ϑ) i парнiсть фур’є-образу Φ̌(ω) фоккерi-

ану Φ̃(ϑ) та його похiдних Φ̌ai(ω) i т.д. як ф-й вiд ω. Отримаємо рiвностi:

Λai + ε l
ik Ω

kΛal̂ + nin
m{Λān + ε l

nkΩ
kΛāl̂}

+ Prni {Φ̌ān(Ω) + ε l
nkΩ

kΦ̌āl̂(Ω)} = 0, (E.11)

Λaij + ε l
ik Ω

kΛal̂j + nin
n{Λān aj + ε l

nkΩ
kΛāl̂ aj}

+ Prni {Φ̌ān aj(Ω) + ε l
nkΩ

kΦ̌āl̂ aj(Ω)} = 0, (E.12)

Λaî + ε l
ik Ω

kΛal̂̂ + nin
n{Λān â + ε l

nkΩ
kΛāl̂ â}

+ Prni {Φ̌ān â(Ω) + ε l
nkΩ

kΦ̌āl̂ â(Ω)} = 0, (E.13)

ε l
ik {zkaΛal + Ωkε n

lm z
m
a Λan̂}+ nin

qε l
qk {zkaΛāl + Ωkε n

lm z
m
a Λān̂}

+ Prqi ε
l

qk {zkaΦ̌āl(Ω) + Ωkε n
lm z

m
a Φ̌ān̂(Ω)} = 0, (E.14)

ε l
ik {zkaΛalj +Ωkε n

lm z
m
a Λan̂j}+ nin

qε l
qk {zkaΛāl aj +Ωkε n

lm z
m
a Λān̂ aj}

+ Prqi ε
l

qk {zkaΦ̌āl aj(Ω) + Ωkε n
lm z

m
a Φ̌ān̂ aj(Ω)}

+ ε l
ij Λal + ε l

ik ε
n

lj ΩkΛan̂ = 0, (E.15)

ε l
ik {zkaΛal̂ +Ωkε n

lm z
m
a Λan̂̂}+ nin

qε l
qk {zkaΛāl â + Ωkε n

lm z
m
a Λān̂ â}

+ Prqi ε
l

qk {zkaΦ̌āl â(Ω) + Ωkε n
lm z

m
a Φ̌ān̂ â(Ω)}+ ε l

ij Λal̂ = 0, (E.16)

де Prki ≡ δki − nin
k. Разом з (E.5)-(E.10) та р-нями руху Lai = 0 вони приводять

до таких спiввiдношень для елементiв динамiчної матрицi D(0) та D(Ω):

Lai3 + Λai ā3 = 0, (E.17)

RaLai2 − RāΛai ā2 = 0, (E.18)
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Ra(Lai3 + Ω2Laı̂3̂)−Rā(Φ̌ai ā3(Ω) + Ω2Φ̌aı̂ ā3̂(Ω)) = 0, (E.19)

RaLa[i3̂] −RāΦ̌[ai ā3̂](Ω) = 0, a = 1, 2, i = 1, 2, 3, (E.20)

Laij − Ωε k
3j La[ik̂] +Ω2Laı̂̂ + Φ̌ai āj(Ω)

− Ωε k
3j Φ̌[ai āk̂](Ω) + Ω2Φ̌aı̂ ā̂(Ω) = 0, j = 1, 2. (E.21)

Спiввiдношення (E.17) забезпечують iснування власних частот i векторiв (4.1.51),

спiввiдношення (E.18) – вiдповiдно (4.1.48), спiввiдношення (E.19)-(E.20) – вiдпо-

вiдно (4.1.49), а спiвiдношення (E.21) – вiдповiдно (4.1.50). �

F. Динамiка часо-нелокального осцилятора

Динамiка двочастинкової нелокальної осциляторної моделi (4.1.5) описує-

ться такими рiвняннями руху:

maz̈a(ta) = −
∫ ∞

−∞
dtā κ(t12)[za(ta)− zā(tā)], t12 = t1− t2;

a = 1, 2;

ā = 3−a. (F.1)

Галiлей-iнварiантнiсть системи веде до таких iнтеґралiв руху:

E =
1

2

2∑

a=1

{

maż
2
a +

∫ ∞

−∞
dta κ(t12)[z1 − z2]

2

}

− 1

2

∫∫

� dt1 dt2 κ̇(t12)[z1 − z2]
2, (F.2)

P =
2∑

a=1

maża +

∫∫

� dt1 dt2 κ(t12)[z1 − z2], (F.3)

J =

2∑

a=1

maza × ża −
∫∫

� dt1 dt2 κ(t12) z1 × z2. (F.4)

K =

2∑

a=1

ma(za − taża) +

∫∫

� dt1 dt2 κ(t12)[t1z2 − t2z1]. (F.5)

Останнiй – iнтеґрал руху центра мас K – вiдповiдає перетворенням Галiлея x →
x− tλ (λ ∈ R3), якi служать пiдказкою для розв’язку рiвнянь (F.1):

za(ta) = z0 + taV , a = 1, 2. (F.6)
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Iнтеґрали руху (F.2)-(F.5) набувають таких значень на розв’язковi (F.6):

E = 1
2
Meff V

2, P =Meff V , J =Meff z0 × V , K =Meff z0, (F.7)

де введена ефективна маса системи як цiлого:

Meff =
2∑

a=1

ma −
∫ ∞

−∞
dθ κ(θ)θ2. (F.8)

У локальному випадку κ(θ) = kδ(θ) останнiй iнтеґрал в (F.8) занулюється, так

що Meff = m1+m2. В iншому разi, якщо носiй функцiї κ(θ) достатньо протяжний,

це може привести до Meff < 0. У цьому разi повна енергiя також вiд’ємна, повний

iмпульс протилежний до швидкостi частинок, так що фiзичнi властивостi системи

неочiкувано незвичнi.

Оскiльки рiвняння руху (F.1) лiнiйнi, будемо шукати фундаментальну систе-

му розв’язкiв za(t) = ea(ω)e
− iωt. У вихiднiй iнерцiйнiй системi вiдлiку динамiчна

матриця є iзотропною:

Daibj(ω) = Dab(ω)δij, Dab = [maω
2 − κ(0)]δab + κ(ω)δāb, (F.9)

де κ(ω) =

∫ ∞

−∞
dt κ(t)e iωt.

Тому кожна мода є тричi вироджена, а частоти задовольняють секулярне р-ня:

|D(ω)| ≡ det ‖Dab(ω)‖ = [m1ω
2 − κ(0)][m2ω

2 − κ(0)]− κ2(ω) = 0. (F.10)

Подальший аналiз системи здiйснюється згiдно з пiдроздiлом 4.2.

Якщо Imω = 0, частковий розв’язок р-ня (F.1), що вiдповiдає данiй модi,

тобто кореню ω р-ня (F.10), є:

za(t) = ea(ω)
{
Ae− iωt +A∗e iωt

}
, (F.11)

де A = (Ai, i = 1, 2, 3) є комплекснi канонiчнi амплiтуди, {Ai, A
∗
j} = − i δij, а

e = (e1, e2) є нормованим дiйсним власним вектором матрицi ‖Dab(ω)‖.
Iнтеґрали руху на розв’язку (F.11) є такi:

E = η ω|A|2, J = i ηA×A∗, P = K = 0, (F.12)
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де η = sgn∆ (= ±1), ∆ =
∑

ab
ea(ω)[dDab(ω)/dω ]eb(ω). (F.13)

Пiсля квантування отримаємо осциляторо-подiбний спектр енергiї:

E = η ω {n1 + n2 + n3 + 3/2} , ni = 0, 1, . . . ; i = 1, 2, 3. (F.14)

Вiн обмежений знизу за умови η = 1; iнакше система не має скiнченного вакууму,

i тому нестiйка.

Комплексну амплiтуду A можна розчепити на два дiйснi вектори, якi ви-

значають площину руху (F.11). Згiдно з обертовою симетрiєю можна покласти

A3 = 0 i ввести круговi амплiтуди: A± = (A1 ± iA2)/
√
2. У цих термiнах:

E = η ω
{
|A+|2+ |A−|2

}
, J1,2 = 0, J ≡ |J | = |J3| =

∣
∣|A+|2− |A−|2

∣
∣ . (F.15)

Утотожнення Ar ≡ A−, якщо |A+| > |A−|, або Ar ≡ A+ в iншому разi, дає

радiальну форму (4.3.4) для енерґiї (F.12), (F.14):

E = η ω
{
J + 2|Ar|2

}
→ E = η ω {ℓ+ 2nr + 3/2} , ℓ = 0, 1, . . . ;

nr = 0, 1, . . .
(F.16)

Секулярне р-ня (F.10) має очевидний корiнь ω0 = 0, що вiдповiдає розв’язку

(F.6), а не (F.11). Якщо р-ня (F.10) допускає комплекснi коренi, то маємо розв’язок

виду (4.2.5) або (4.2.23) (якщо Reω = 0), але така мода нестiйка, а її внесок в

енерґiю – необмежений: E ∈ R.

Щоб краще зрозумiти особливостi нелокальної осциляторної моделi, кон-

кретизуємо функцiю жорсткостi κ(t) у 2-фоккерiанi (4.1.5). Розглянемо три τ -

параметричнi послiдовностi виду:

κ(t) = kfτ(t), k > 0, fτ(t)−→
τ→0

δ(t),
∫∞
−∞dt fτ (t) = 1. (F.17)

Обмежимося випадком рiвних мас m1 = m2 ≡ m, так що секулярне р-ня розпа-

дається на два рiвняння:

mω2 − k ± kgτ (ω) = 0, де gτ (ω) ≡
∫∞
−∞dt fτ(t)e

iωt. (F.18)

Згiдно з (F.17) осцилятор зводиться до локального у границi τ → 0.

Приклад 1). fτ(t) =
1

2τ
e−|t|/τ , gτ (ω) =

1

1 + τ 2ω2
. (F.19)
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Крiм ω0 = 0 секулярне р-ня (F.18) має три коренi:

ω̄2
1,2 =

1
2
{τ̄ 2 − 1±

√

(τ̄ 2 − 1)2 + 8τ̄ 2}/τ̄ 2 ≷ 0, ω̄2
3 = 1− 1/τ̄ 2, (F.20)

де τ̄ ≡ τ
√

k/m, ω̄ = ω
√

m/k.

Лише 1-ша мода є регулярною, тобто вона має локальну границю: ω2
1 −→
τ→0

2k
m

i

ω2
1 −→
τ→∞

k
m . Частоти ω2,3 є уявними i синґулярними при τ → 0: ω2

2,3 ∼ −1/τ 2.

В областi τ̄ > 1 частота ω3 стає дiйсною, але її внесок в енергiю E3 < 0, i

Meff = 2(m− kτ 2) < 0. Тому фiзичне значення цiєї особливої моди є сумнiвним.

Приклад 2). fτ (t) =
1

2
√
πτ

e−
t2

4τ2 , gτ (ω) = e−τ
2ω2

. (F.21)

Секулярне рiвняння ω̄2 = 1+W
(
±τ̄ 2 exp(−τ̄ 2)

)
/τ̄ 2 можна розв’язати аналiтично,

в термiнах W-функцiї Ламберта [415], неявно означеної трансцендентним рiвнян-

ням W eW = z. Як ф-я комплексної змiнної, W (z) є ∞-значною, подiбно до log z.

Лише одне значення розв’язку ω2 є дiйсним та регулярним; його поведiнка подiбна

до поведiнки ω2
1 прикладу (F.19). Iншi значення є комплексними та синґулярними:

їх поведiнка при τ̄ → 0 i τ̄ → ∞ є такою:

ω̄2 ∼ (2 ln τ̄ − ln |2 ln τ̄ |+ inπ) /τ̄ 2, n = 0, 1, . . . . (F.22)

Серед них гiлка, що вiдповiдає n = 0, є аналогiчною до ω̄3 прикладу (F.19):

ω̄2 ∼ 1 − 1/τ̄ 2 при τ̄ → 1, так що вона є цiлком уявною при τ̄ < 1 i дiйсною

при τ̄ > 1, але породжує патологiї E < 0, Meff = 2(m− kτ 2) < 0.

Приклад 3). fτ (t) = τδ(t2 − τ 2), gτ (ω) = cos τω. (F.23)

Цей приклад iмiтує причиннi властивостi електромагнетної взаємодiї Тетроде-

Фоккера (4.1.4). Одновимiрний прототип цiєї моделi розглядався в роботi [381].

Секулярнi рiвняння (F.18) можна спростити до вигляду:

ω̃ = ±τ̃ cos τ̃ ω̃, ω̃ = ±τ̃ sin τ̃ ω̃, (F.24)

де τ̃ ≡ τ̄ /
√
2 = τ

√

1
2
k/m, ω̃ ≡ ω̄/

√
2 = ω

√

1
2
m/k.
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Окрiм регулярного розв’язку з якiсною поведiнкою як у попереднiх прикладах,

рiвняння (F.24) допускають нескiнченну послiдовнiсть додаткових дiйсних пар

(додатнього та вiд’ємного) коренiв. Перший з’являється при τ̃ > 1, вiн аналогi-

чний до ±ω3 в р-нi (F.20); iншi з’являються при зростаннi τ̃ , так що їх сумарну

кiлькiсть можна оцiнити при великому τ̃ як N ∼ 4τ̃ /π. Усi додатковi дiйснi коренi

є особливими, принаймнi у тому, що Meff = 2m− kτ 2 < 0. Окрiм цього, iснує ∞-

на послiдовнiсть комплексних частот типу (F.22), що є синґулярними при τ̄ → 0;

див. також [381].

У пiдсумку усi поданi приклади виявляють 4 типи мод (розв’язкiв):

0) одна (але тричi вироджена) нульова мода ω0 = 0, що описує рух за iнерцiєю

(F.6); вона iснує для всiх τ ≥ 0, але при τ > τ0 (для деякого скiнченного

τ0 > 0) стає особливою у тому, що Meff < 0;

1) одна (тричi вироджена) дiйсна мода, що описує рух (F.11); вона є регуляр-

ною у локальнiй границi τ → 0 та iснує для усiх τ ≥ 0;

2) скiнченна або нескiнченна послiдовнiсть уявних або комплексних мод, си-

нґулярних при τ → 0; при деяких скiнченних τ0 > 0 вони переходять в

особливi моди 3-го типу;

3) скiнченна або нескiнченна послiдовнiсть додаткових дiйсних мод, що не iсну-

ють при 0 ≤ τ < τ0, але з’являються при зростаннi τ ; вони особливi у тому,

що Meff < 0 i, можливо, E < 0.
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G. Апробацiя результатiв дисертацiї

Результати дисертацiї доповiдались i опублiкованi в матерiалах таких конферен-

цiй, нарад та семiнарiв: Науковий семiнар “Проблеми релятивiстичної квантової

механiки системи частинок”, присвячений 90-рiччю з дня народження професора

Зенона Храпливого (Україна, Львiв, 19 квiтня 1994; доповiдач) [141], X Мiжна-

родна конференцiя “Адрони–94” (Україна, Ужгород, 7–11 серпня 1994; доповiд-

ач) [25], Мiжнародна конференцiя “Симетрiя в нелiнiйнiй математичнiй фiзицi”

(Україна, Київ, 3–8 липня 1995; доповiдач) [2], III Мiжнародна конференцiя “Си-

метрiя в нелiнiйнiй математичнiй фiзицi” (Україна, Київ, 12–18 липня 1999; до-

повiдач) [26], XXXII Симпозiум з математичної фiзики; спец. сесiя: “Симетрiї в

нелiнiйних системах” (Польща, Торунь, 6–10 червня 2000; спiвавтор) [8], “Рiздвянi

дискусiї 2001” на кафедрi теоретичної фiзики ЛНУ iм. I. Франка (Україна, Львiв,

3–4 сiчня 2001; доповiдач) [27], XVIII Европейська конференцiя з проблем кiлькох

частинок у фiзицi (Словенiя, Блед, 8–14 вересня 2002; доповiдач) [28–31], “Рiздвя-

нi дискусiї 2003” на кафедрi теоретичної фiзики ЛНУ iм. I. Франка (Україна,

Львiв, 3–4 сiчня 2003; доповiдач) [149], XVII Мiжнародна конференцiя з проблем

кiлькох частинок у фiзицi (США, Пiвнiчна Каролiна, Дюрам, 5–10 червня 2003;

доповiдач) [32–34] Наукова конференцiя “Сучаснi проблеми квантової теорiї” при-

свячена 100-рiччю вiд дня народження Зiновiя Храпливого (Україна, Тернопiль,

15-16 березня 2004; доповiдач) [35], VI Мiжнародна конференцiя “Симетрiя в не-

лiнiйнiй математичнiй фiзицi” (Україна, Київ, 20–26 червня 2005; доповiдач) [13],

“Рiздвянi дискусiї 2006” на кафедрi теоретичної фiзики ЛНУ iм. I. Франка (Украї-

на, Львiв, 4–5 сiчня 2006; доповiдач) [36], II Мiжнародна конференцiя з квантової

електродинамiки та статистичної фiзики (Україна, Харкiв, 19–23 вересня 2006;

доповiдач) [37], VII Мiжнародна конференцiя “Симетрiя в нелiнiйнiй математи-

чнiй фiзицi” (Україна, Київ, 24–30 червня 2007; доповiдач) [15], “Рiздвянi дискусiї

2008” на кафедрi теоретичної фiзики ЛНУ iм. I. Франка (Україна, Львiв, 4–5 сiчня

2008; доповiдач) [38], Меморiальнi читання на пошану Романа Пантелеймонови-

ча Ґайди. IФКС НАН України та Наукове товариство iм. Шевченка (Україна,
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Львiв, 9–10 жовтня 2008; органiзатор i доповiдач) [16], Всеукраїнський семiнар з

теоретичної та математичної фiзики. До 80-рiччя професора А.В.Свiдзинського

(Україна, Луцьк, 27 лютого - 01 березня 2009; доповiдач) [39], 5-та мiжнародна

конференцiя РНAOПM – 2010 (Україна, Луцьк, Шацькi озера, 1–5 червня 2010;

доповiдач) [41], X Всеукраїнська школа-семiнар i конкурс молодих вчених у галузi

статистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини (Україна, Львiв, 3–4 червня

2010; спiвавтор) [40], 3rd Workshop on Current Problems in Physics (Ukraine, Lviv,

July 5–9, 2010; доповiдач) [42], 21th European Conference on Few-Body Problems

in Physics (Spain, Salamanca, August 29 – September 3, 2010; спiвавтор) [19], III

Мiжнародна конференцiя з квантової електродинамiки та статистичної фiзики

(Україна, Харкiв, 29 серпня – 2 вересня 2011; спiвавтор) [43], Наукова конфе-

ренцiя “Новi напрямки у фiзицi та астрофiзицi” присвячена 65-рiччю проф. I.О.

Вакарчука. ЛНУ iм. I. Франка (Україна, Львiв, 15–16 березня 2012; доповiдач)

[44], Конференцiя фiзичної комiсiї НТШ “50 рокiв концепцiї тахiонiв” (Україна,

Львiв, 20 березня 2012; спiвавтор) [47], Всеукраїнська наукова конференцiя “Акту-

альнi проблеми теоретичної, експериментальної та прикладної фiзики” (Україна,

Тернопiль, 20–11 вересня 2012; доповiдач) [45], “Рiздвянi дискусiї 2013” на кафедрi

теоретичної фiзики ЛНУ iм. I. Франка (Україна, Львiв, 3–4 сiчня 2013; доповiдач)

[46], 6th Workshop on Current Problems in Physics (Poland Zielona Góra, September

23-25, 2013; доповiдач) [166], 7th Workshop on Current Problems in Physics (Ukraine,

Lviv, July 8-9, 2014; доповiдач) [48], “Рiздвянi дискусiї 2015” присвяченi 110-рiччю

вiд дня народження професора В. С. Мiлянчука” на кафедрi теоретичної фiзики

ЛНУ iм. I. Франка (Україна, Львiв, 12-13 сiчня 2015; доповiдач) [49], 8th Workshop

on Current Problems in Physics (Poland Zielona Góra, October 19-22 2015; доповiд-

ач) [50], Звiтна конференцiя за проектами конкурсу Ф64 при Державному фондi

фундаментальних дослiджень (Україна, Київ, 26 сiчня 2016; доповiдач).

Окремi результати неодноразово доповiдалися на семiнарах Iнституту фiзики конденсо-

ваних систем НАН України, вiддiлу теорiї релятивiстичних систем та вiддiлу компютерного

моделювання багаточастинкових систем цього iнституту, а також на iнших наукових зустрiчах.
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