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Узагальненi рiвняння процесiв переносу iонiв та молекул

розчинiв електролiтiв крiзь мембраннi структури. I. Враху-

вання електромагнiтних процесiв

I.Й.Куриляк, М.В.Токарчук

Анотацiя. Одержано узагальненi рiвняння переносу iонiв та моле-
кул pозчину електpолiту кpiзь звоpотноосмотичну мембpану, pушiй-
ною силою яких є гpадiєнти концентpацiй частинок, темпеpатуpи,
piзниця зовнiшнього i осмотичного тискiв та дiелектpичнi властивос-
тi вихiдного pозчину, мембpани, фiльтpату. Методом неpiвноважного
статистичного опеpатоpа Д.Зубаpєва отpиманi узагальненi piвняння
переносу для iонiв та молекул для системи “вихiдний pозчин елек-
тролiту - мембpана - фiльтpат” для дифузiйної та в’язкої моделей.
Враховано електромагнiтнi процеси переносу шляхом усереднення
мiкроскопiчних рiвнянь Максвелла для “вихiдний pозчин електролi-
ту - мембpана - фiльтpат”.
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Abstract. We obtained the generalized transport equations for ions and
molecules of electrolyte solution through reverse osmotic membrane, the
driving forces for which are gradients of temperature, concentration, dif-
ference of the external and osmotic pressures and dielectric properties
of solution, membrane and filtrate. Using the method of nonequilibri-
um statistical operator of D. N. Zubarev we obtained the generalized
transport equations for the ions and molecules of the system “solution of
electrolyte–membrane–filtrate” in the cases of diffusive and viscous mo-
tion. The electromagnetic transfer processes are taken into consideration
by means of averaging of Maxwell microscopic equations for the system
mentioned above.
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1 Препринт

1. Вступ

Мембранний зворотноосмотичний процес роздiлення розчинiв елек-
тролiтiв може вивчатися як дифузiйний процес, рушiйною силою
якого є грандiєнти концентрацiї, температури, рiзниця зовнiшнього
та осмотичних тискiв та дiелектричних функцiй вихiдного розчину
електролiту, мембрани, фiльтрату. Всi цi фактори в рамках мiкро-
скопiчного пiдходу на основi статистичних методiв взаємопов’яза-
нi i вибiр оптимального режиму роздiлення вихiдного розчину на
компоненти значною мiрою залежить вiд їх самоузгодженостi. Опис
дифузiйних процесiв переносу частинок розчину електролiту крiзь
зворотноосмотичну мембрану на основi узагальнених рiвнянь дифу-
зiї для трифазної системи “вихiдний розчин електролiту -мембрана
- фiльтрат” був запропонований нами у роботах [1,2] i узагальне-
ний на гiдродинамiчну модель у [3]. При цьому мембрана розгляда-
лась як iнерцiйне, дифузiйне середовище. Як показують теоретичнi
дослiдження пористих середовищ, заповнених електролiтом, рiзна
геометрiя останнiх, призводить до змiни їх характеристик, зокрема
електропровiдностi. В реальностi мембрани полiмернi чи склоподiбнi
є мiкропористими матерiалами, через якi однi iони розчину дифун-
дують, а iншi - нi. В результатi спостерiгається селективна елект-
ропровiднiсть iонiв [4], яка приводить до винекнення приповерхне-
вих електричних полiв, внутрiмембранних електромагнiтних полiв,
що iндукують iоннi та дипольнi струми в мембранному середовищi.
Тобто, на процеси роздiлення розчинiв електролiтiв через мембран-
нi структури, зокрема селективну iонну електропровiднiсть суттєво
впливають електромагнiтнi процеси, якi саме i створюються роздi-
ленням iонiв розчину на компоненти. Важливо вiдзначити цiлий ряд
робiт [5-8], у яких дослiджуються коефiцiєнти електропровiдностi iо-
нiв при проникненнi розчинiв у пористе середовище, зокрема роботу
[7], де враховуються електромагнiтнi поля i їх вплив на процеси пере-
носу iонiв у порах. Тут одержанi макроскопiчнi рiвняння переносу,
узгодженi з усередненими рiвняннями Максвелла для електромаг-
нiтного поля з врахуванням пористостi середовища. Подiбний пiдхiд
макроскопiчного опису електродифузiї водних розчинiв у пористих
середовищах з використанням методiв нерiвноважної термодинамiки
i континуальних представлень був запропонований у [9].

У цiй роботi ми узагальнимо дифузiйну модель [1] та розгляне-
мо в’язку модель зворотноосмотичних процесiв, врахувавши вплив
власного електромагнiтного поля, створюваного iонами при дифузiї
через мембраннi структури.
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2. Електро-магнiтодинамiчний стан системи вихiд-

ний розчин-мембрана-фiльтрат

При розглядi процесiв переносу в системi вихiдний розчин-мембра-
на-фiльтрат доцiльно виходити з того, що у початковий момент часу
система знаходиться у рiвноважному станi i являє собою трифазну
систему з об’ємом V . Нехай вихiдним розчином є пiдсистема iонiв
сорту a, b i молекул розчинника сорту α з дипольним моментом dα

в об’ємi V1(z < 0). Будемо припускати, що на поверхнi пористої мем-
брани має мiсце фiзична i хiмiчна абсорбцiя iонiв електролiту та
молекул води, а також присутнi iонiзованi частинки мембрани. Цi
зарядженi частинки формують нерухомий “внутрiшнiй i зовнiшнiй
шар Гельмгольца”, який є настiльки тонким (≤ 10 Å), що у межах
наведеного пiдходу не розглядається як окрема фаза, а у виглядi вiд-
повiдних граничних умов на поверхнi мембрани Sw. Адсорбований
на поверхнi заряд компенсується надлишком вiльних iонiв у при-
леглому об’ємi електролiту. Цей екрануючий приповерхневий шар
ще називають “дифузiйним”. Разом з поверхневим шаром Гельмголь-
ца вiн формує подвiйний електричний шар, у якому спостерiгається
просторовий розподiл надлишку заряду, мембрана ж сама по собi i
електролiт в об’ємi є електронейтральними. Вважаємо, що речовина
мембрани є дiелектриком, i займає об’єм V2(0 ≤ z ≤ h). Фiльтрат за-
ймає об’єм V3(z > h). Отже повний макроскопiчний об’єм становить
V = V1 + V2 + V3.

Рiвноважний стан такої системи при постiйнiй температурi i на-
ступним розподiлом середньої концентрацiї розчиненої речовини –
n

a(b)
1 > n

a(b)
2 > n

a(b)
3 – визначається зовнiшнiм тиском на вихiд-

ний розчин, скомпенсованим рiзницею осмотичних тискiв по обидвi
сторони мембрани. Вiн повнiстю описується рiвноважною функцiєю
розподiлу iонiв та молекул при постiйному зовнiшньому тиску:

ρ0(x
N ; ∆P ) = Ξ−1(∆P ) × (2.1)

× exp







−β(H − ∆PV1 −
∑

k

3
∑

l=1

∫

Vl

drlµk(rl)n̂
k(rl))







,

де

Ξ(∆p) =

∫

dΓN exp







−β(H − ∆PV1 −
∑

k

3
∑

l=1

∫

Vl

drlµk(rl)n̂
k(rl))







(2.2)
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– велика статистична сума при зовнiшньому тиску ∆P , у якiй не-
однорiднiсть системи “вихiдний розчин електролiту - мембрана - фi-

льтрат” враховується доданком
∑

k

3
∑

l=1

∫

Vl

drlµk(rl)n̂
k(rl) з локальним

розподiлом хiмiчного потенцiалу µk(rl) кожної компоненти; H – гамi-

льтонiан системи [1], n̂k(rl) =
Nk
∑

j=1

δ(rl − rj) – мiкроскопiчна густина

числа частинок сорту k(a, α) у фазi l(1, 2, 3), Nk – число частинок
сорту k, β = (kБT )−1; T – рiвноважна температура. При цьому умо-
ва рiвноважного стану системи – вiдсутнiсть прямого осмосу при
n

a(b)
1 > n

a(b)
2 > n

a(b)
3 – має вигляд:

∆P −
∑

k

(

∏k

3
−
∏k

1

)

= 0 , (2.3)

де
∏k

l – макроскопiчний осмотичний тиск компоненти k у фазi l.
Якщо порушити умову (2.3), прикладаючи зовнiшнiй тиск ∆P ′ >

∆P

∆P ′ − lim
t→∞

∑

k

(

∏k

3
(t) −

∏k

1
(t)

)

> 0 ,

(2.4)

∆P ′ + lim
t→∞

∑

k

∏k

1
(t) > lim

t→∞

∑

k

∏k

3
(t)

так, щоб вiдбувався процес дифузiї молекул розчинника у протилеж-
ному до процесу прямого осмосу напрямку (з об’єму V1 через мем-
брану в об’єм V3) – процес зворотного осмосу, то матимемо пpоцес
переносу молекул розчинника через мембрану у область з меншою
концентрацiєю розчинених речовин (iонiв). При цьому змiнюються
густини потокiв iонiв, молекул, їх густини енергiї та дiелектричнi
властивостi у кожнiй фазi. Роздiлення зарядiв викликає появу iон-
них струмiв в системi “водний розчин електролiту - мембрана - фi-
льтрат”, якi у свою чергу породжують електромагнiтнi поля, що за
законами рiвнянь Максвелла додатково поляризують систему в цi-
лому. Виникаючi електричне та магнiтне поля впливають як на рух
iонiв, так i молекул води, i очевидно, цей вплив в областi пористої
мембрани буде суттєвим i специфiчним для провiдностi iонiв, дипо-
лiв, а отже i iонної селективностi. В результатi змiни у часi густини
заряду iонiв та їх потокiв у вiдповiдних фазах виникають електро-
магнiтнi поля, якi задовiльняють усередненим рiвнянням Максвелла
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i в нашому випадку для напруженостей та iндукцiй електричного та
магнiтного полiв мають наступний вигляд:

∇ · 〈B(rl)〉
t = 0,

∇ · 〈D(rl)〉
t =

∑

a

zae〈n̂a(rl)〉
t +

∑

α

dα · ∇〈n̂α(rl)〉
t,

∇× 〈E(rl)〉
t = − ∂

∂t
〈B(rl)〉t,

∇× 〈H(rl)〉
t = ∂

∂t
〈D(rl)〉

t +
∑

a

zae
ma

〈p̂a(rl)〉
t +

∑

α

1
mα

dα · ∇〈p̂α(rl)〉
t,

(2.5)
при l = s(1)- для “фази вихiдного розчину електролiту”, l = m(2);
- для фази “мембрани”, з граничними умовами на межi роздiлення
двох фаз

n1 · (〈B(rm)〉t − 〈B(rs)〉
t) = 0,

n1 · (〈D(rm)〉t − 〈D(rs)〉
t) = Q1(Sw1; t),

n1 × (〈E(rm)〉t − 〈E(rs)〉
t) = 0,

n1 × (〈H(rm)〉t − 〈H(rs)〉
t) =

∑

a

Qa(Sw1; t)va(Sw1; t),

(2.6)

при zs = zm = 0, iндекси s i m позначають вiдповiдно фази “ви-
хiдного розчину” та “мембрани”, де Qa(Sw1; t) - поверхневий заряд
iонiв сорту a на межi фаз вихiдний розчин - мембрана, Q1(Sw1; t) =
∑

a

Qa(Sw1; t) - повний поверхневий заряд. Причому iз закону збере-

ження заряду випливає:

n1 ·
zae

ma

〈p̂a(rs)〉
t =

∂

∂t
Qa(Sw1; t),

де va(r; t) = 〈p̂a(r)〉t

ma〈n̂a(r)〉t - середня швидкiсть iонiв сорту a, p̂a(r) =
Na
∑

j=1

pjδ(r − rj) - мiкроскопiчна густина iмпульсiв числа iонiв сорту

a; n1 - одиничний вектор направлений перпендикулярно до площи-
ни роздiлення фаз “вихiдний розчин - мембрана”. Граничнi умови
на поверхнi Sw1, отримуються за допомогою iнтегрування рiвнянь
Максвелла по iнфiнiтезимальному об’єму, що оточує малу дiлянку
Sw1. Усередненi рiвняння Максвелла (2.5) для фази “фiльтрату” от-
римуємо при l = h(3) з граничними умовами на межi двох фаз:
“мембрана - фiльтрат”:
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n2 · (〈B(rh)〉t − 〈B(rm)〉t) = 0,

n2 · (〈D(rh)〉t − 〈D(rm)〉t) = Q1(Sw2; t),
n2 × (〈E(rh)〉t − 〈E(rm)〉t) = 0,

n2 × (〈H(rh)〉t − 〈H(rm)〉t) =
∑

a

Qa(Sw2; t)va(Sw2; t),

(2.7)

при zh = zm = −L, iндекси h i m позначають вiдповiдно фази “фi-
льтрату” та “мембрани”, L - товщина мембрани, де Qa(Sw2; t) - по-
верхневий заряд iонiв сорту a на межi фаз “мембрана - фiльтрат”,
поверхня Sw2; Q1(Sw2; t) =

∑

a

Qa(Sw2; t) - повний поверхневий заряд.

Iз закону збереження заряду випливає:

n2 ·
zae

ma

〈p̂a(rh)〉t =
∂

∂t
Qa(Sw2; t),

де n2 - одиничний вектор напрямлений перпендикулярно до площини
роздiлення фаз “мембрана - фiльтрат”.

Таким чином, у дифузiйнiй моделi мембрани вважається, що кож-
на компонента вихiдного розчину електролiту знаходиться пiд висо-
ким тиском ∆P = (P̃ − π) > 0 (P̃ – робочий, π – осмотичний тиск) i
вiдповiдно до законiв дифузiї, електро-магнiтогiдродинамiчних влас-
тивостей поширюється через поверхню в область мембрани, утворю-
ючи потоки розчинника й розчинених речовин. Величини цих пото-
кiв визначаються вказаними вище рушiйними силами i характером
усiх мiжiонних, iон-молекулярних та мiжмолекулярних взаємодiй у
мiжфазнiй областi. Останнє зауваження передбачає врахування мiк-
роскопiчної структури мембрани, пористостi, її взаємодiї з розчином.

Середнi значення 〈. . .〉t =
∫

dΓN . . . ρ(xN ; t) у (2.5)-(2.7) визнача-
ються нерiвноважною функцiєю розподiлу iонiв i молекул ρ(xN ; t) у
системi “вихiдний розчин - мембрана - фiльтрат”. ρ(xN ; t) задовiль-
няє рiвняння Лiувiлля

∂

∂t
ρ(xN ; t) + iLNρ(xN ; t) = 0 , (2.8)

з умовою нормування
∫

dΓNρ(xN ; t) = 1, де iLN – оператор Лiувiля
iонно-молекулярної системи “вихiдний розчин - мембрана - фiльт-
рат”:

iLN =
∑

a

Na
∑

j=1

pj

ma

∂

∂rj

+
∑

α

Nα
∑

f=1

(

pf

mα

∂

∂rf

+ (wf · d̂f )
∂

∂d̂f

)

−
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(2.9)

−
∑

a

Na
∑

j=1

∑

k

Nk
∑

i=1

∂

∂rj

Φ̃ak(rj , ri)
∂

∂pj

−

−
∑

α

Nα
∑

f=1

∑

k

Nk
∑

i=1

(

∂

∂rf

Φ̃αk(rf , ri)
∂

∂pf

+

+

(

d̂f

∂

∂df

Φαk(rf , ri)

)

∂

∂Jfwf

)

.

pj , pf – поступальнi iмпульси iонiв i молекул, ma, mα – їх маси, wf

– кутова швидкiсть i Jf – тензор iнерцiї молекул сорту α, означений
вiдносно центра їх мас, d̂f =

df

|df |
– одиничний вектор, що описує

просторовi орiєнтацiї молекул; Φ̃ak(rj , ri) (k = b, α, s) – парнi потен-
цiали взаємодiї iонiв сорту a з iонами iнших сортiв, молекулами α та
з молекулами s мембрани; Φ̃αk(rf , ri) (k = b, α′, s) – парнi потенцiа-
ли взаємодiї молекул α з iонами a, молекулами α′ та молекулами s

мембрани. Парнi потенцiали взаємодiї Φ̃kk′ (rj , ri) складаються з да-
лекодiючої частини Φkk′ (rj , ri) потенцiальної енергiї мiжчастинкової
взаємодiї та ϕk,k′ (rj , ri) – короткодiючої частини. У випадку iонно-
дипольної моделi розчину Φkk′ (rj , ri) може бути записана у виглядi:

Φkk′ (rj , ri) = Q̂k(∇j)Q̂k′(∇i)
1

|rj − ri|
,

Q̂k(∇j) =

{

zae k = a, b

df
∂

∂rf
, k = α, s

za – валентнiсть iонiв сорту a, e – заряд електрона. Короткодiюча
частина потенцiальної енергiї мiжчастинкової взаємодiї ϕk,k′ (rj , ri)
може бути змодельована потенцiалом Ленарда-Джонса

ϕkk′ (rj , ri) = ϕ
(0)
kk′

{

(

σkk′

|rji|

)12

−

(

σkk′

|rji|

)6
}

,

ϕ
(0)
kk′ – глибина потенцiальної ями, σkk′ – вiдстань максимального

зближення частинок сортiв k i k′.
Середнi значення у системах рiвнянь Максвелла для трифазної

системи “водний розчин електролiту - мембрана - фiльтрат” розра-
ховуються за допомогою нерiвноважного статистичного оператора
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ρ(xN ; ∆P ′; t) з вибраним набором параметрiв скороченого опису не-
рiвноважних процесiв, якими, як правило, вибираються спостережу-
вальнi величини. Використавши метод нерiвноважного статистично-
го оператора Д.Зубарєва [10], розв’язок рiвняння Лiувiлля (2.8), мо-
жемо записати в загальному виглядi:

ρ(xN ; ∆P ′; t) = ρq(x
N ; ∆P ′; t) − (2.10)

−

t
∫

−∞

eε(t′−t)T (t, t′)(1 − Pq(t
′))iLNρq(x

N ; ∆P ′; t′)dt′ ,

де

T (t, t′) = exp







t
∫

t′

(1 − Pq(t
′′))iLNdt′′







(2.11)

– опеартор еволюцiї у часi з врахуванням проектування, Pq(t) – уза-
гальнений проекцiйний оператор Кавасакi-Гантона, структура якого
визначається квазiрiвноважною функцiєю розподiлу ρq(x

N ; ∆P ′; t),
що знаходиться iз екстремуму iнформацiйної ентропiї при фiксова-
них значеннях параметрiв скороченого опису нерiвноважних проце-
сiв 〈x̂(r)〉t i збереженнi умови нормування

∫

dΓNρq(x
N ; t) = 1. Ми

розглянемо двi моделi опису процесiв переносу розчинiв електролi-
тiв крiзь мембраннi структури: дифузiйну та в’язку з врахуванням
електромагнiтних процесiв у системi “водний розчин електролiту -
мембрана - фiльтрат”.

2.1. Дифузiйна модель процесiв переносу розчинiв електро-

лiтiв крiзь мембраннi структури

У дифузiйнiй моделi опису процесiв переносу розчинiв електролi-
тiв крiзь мембраннi структури [1] параметрами скороченого опи-
су є середнi значення густин числа iонiв та молекул 〈x̂(r)〉t =
{〈n̂a(r)〉t, 〈n̂α(r)〉t}, i в цьому випадку квазiрiвноважна функцiя роз-
подiлу ρq(x

N ; ∆P ′; t), що знаходиться iз екстремуму iнформацiй-
ної ентропiї при фiксованих значеннях параметрiв скороченого опи-
су нерiвноважних процесiв 〈x̂(r)〉t i збереженнi умови нормування
∫

dΓNρq(x
N ; t) = 1 має вигляд:

ρq(x
N ; ∆P ′; t) = exp{−Φ(t) −

3
∑

l=1

∫

Vl

drlβ(H − V1∆P ′ −

−
∑

a

νa(rl; t)n̂a(rl) −
∑

α

να(rl; t)n̂α(rl))}, (2.12)
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де Φ(t) – функцiонал Масьє-Планка

Φ(t) = ln

∫

dΓN exp{−

3
∑

l=1

∫

Vl

drlβ(H − V1∆P ′ −

−
∑

a

νa(rl; t)n̂a(rl) −
∑

α

να(rl; t)n̂α(rl))}. (2.13)

Термодинамiчнi параметри νa(rl; t), να(rl; t), визначаються з умов
самоузгоджень:

〈n̂a(r)〉t = 〈n̂a(r)〉tq , 〈n̂α(r)〉t = 〈n̂α(r)〉tq , (2.14)

причому β – обернена температура, а νa(r; t) = µa(r; t)+zaeφa(r; t)+
β−1 ln ca(r; t) - локальний електрохiмiчний потенцiал iонiв сорту a;
φa(r; t) - локальний електричний потенцiал iонiв, який визначає ло-
кальне електричне поле iонiв: 〈Ea(rl)〉

t = −∇ · φa(rl; t) у кожнiй
фазi; µa(r; t), ca(r; t) - локальний хiмiчний потенцiал та концент-
рацiя iонiв сорту a у вiдповiднiй фазi; να(rl; t) = µα(rl; t) − dα ·
〈Eα(rl)〉

t + β−1 ln cα(r; t) - дипольнохiмiчний потенцiал молекул сор-
ту α, 〈Eα(rl)〉

t - нерiвновноважне електричне поле створюване ди-
польними молекулами, µα(rl; t) - локальний хiмiчний потенцiал та
cα(r; t) - середня концентрацiя молекул сорту α у вiдповiднiй фазi.
Пiдставивши ρq(x

N ; ∆P ′; t) (2.12) у (2.10), одержимо нерiвноважний
статистичний оператор для опису дифузiйних процесiв:

ρ(xN ; ∆P ′; t) = ρq(x
N ; ∆P ′; t) −

∑

a

3
∑

l=1

∫

dr′l

t
∫

−∞

eε(t′−t)T (t, t′)Ia
n(r′l; t

′)βνa(r′l; t
′))ρq(x

N ; t′)dt′ − (2.15)

∑

α

3
∑

l=1

∫

dr′l

t
∫

−∞

eε(t′−t)T (t, t′)Iα
n (r′l; t

′)βνα(r′l; t
′))ρq(x

N ; t′)dt′,

де Ia
n(r′l; t

′), Iα
n (r′l; t

′) – узагальненi потоки частинок сорту a та α у
фазi l i мають наступну структуру:

Ia
n(r′l; t) = (1 − P(t))iLN n̂a(rl),

Iα
n (r′l; t) = (1 − P(t))iLN n̂α(rl). (2.16)

У їх структуру входить проекцiйний оператор Морi, який дiє на ди-
намiчнi змiннi:

P(t)Â(r) = 〈Â〉tq + +
∑

k

∑

l

∫

drl

δ〈Â(r)〉t

δ〈n̂k(rl)〉t
(

n̂k(rl) − 〈n̂k(rl)〉
t
)

(2.17)
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i має наступнi властивостi P(t) · P(t) = P(t), P(t)(1 − P(t)) = 0.
P(t) · x̂(r) = x̂(r).

За допомогою нерiвноважного статистичного оператора (2.15) ми
одержуємо систему рiвнянь для опису електро-магнiтнодифузiйний
процесiв переносу iонiв та молекул розчину електролiту крiзь мемб-
раннi структури:

d

dt
〈n̂a(rl)〉

t = −
∑

b

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t)∇ · Dab(rl, rl′ ; t, t
′)(2.18)

(β∇′ · µb(rl′ ; t
′) − zbeβ〈Eb(rl′ )〉

t′ + c−1
b (rl′ ; t

′)∇′ · cb(rl′ ; t
′))dt′ −

∑

α′

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t)∇ · Daα′(rl, rl′ ; t, t
′)

β∇′ · {µα′(rl′ ; t
′) − dα′ · 〈Eα′(rl′ )〉

t′ + β−1 ln cα′(rl′ ; t
′)}dt′,

d

dt
〈n̂α(rl)〉

t = −
∑

b

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t)∇ · Dαb(rl, rl′ ; t, t
′)(2.19)

(β∇′ · µb(rl′ ; t
′) − zbeβ〈Eb(rl′ )〉

t′ + c−1
b (rl′ ; t

′)∇′ · cb(rl′ ; t
′))dt′ −

∑

α′

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t)∇ · Dαα′(rl, rl′ ; t, t
′)

β∇′ · {µα′(rl′ ; t
′) − dα′ · 〈Eα′(rl′ )〉

t′ + β−1 ln cα′(rl′ ; t
′)}dt′,

∇ · 〈B(rl)〉
t = 0, (2.20)

∇ · 〈D(rl)〉
t =

∑

a

zae〈n̂a(rl)〉
t
q +

∑

α

dα · ∇〈n̂α(rl)〉
t
q +

∑

ab

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t)zaeWab(rl, rl′ ; t, t
′)(beta∇′ · µb(rl′ ; t

′) −(2.21)

zbeβ〈Eb(rl′ )〉
t′ + c−1

b (rl′ ; t
′)∇′ · cb(rl′ ; t

′))dt′ +

∑

aα′

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t)zaeWaα′(rl, rl′ ; t, t
′)
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β∇′ · {µα′(rl′ ; t
′) − dα′ · 〈Eα′(rl′ )〉

t′ + β−1 ln cα′(rl′ ; t
′)}dt′ +

∑

αb

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t)dα · ∇Wαb(rl, rl′ ; t, t
′)(β∇′ · µb(rl′ ; t

′) −

zbeβ〈Eb(rl′ )〉
t′ + c−1

b (rl′ ; t
′)∇′ · cb(rl′ ; t

′))dt′ +

∑

αα′

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t)dα · ∇Wαα′(rl, rl′ ; t, t
′)

β∇′ · {µα′(rl′ ; t
′) − dα′ · 〈Eα′(rl′ )〉

t′ + β−1 ln cα′(rl′ ; t
′)}dt′,

∇× 〈E(rl)〉
t = −

∂

∂t
〈B(rl)〉

t, (2.22)

∇× 〈H(rl)〉
t =

∂

∂t
〈D(rl)〉

t + (2.23)

∑

ab

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t){zaeDab(rl, rl′ ; t, t
′)(β∇′ · µb(rl′ ; t

′)

+c−1
b (rl′ ; t

′)∇′ · cb(rl′ ; t
′)) − σab(rl, rl′ ; t, t

′)β〈Eb(rl′ )〉
t′}dt′ +

∑

aα′

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t){zaeDaα′(rl, rl′ ; t, t
′)β∇′ · (µα′ (rl′ ; t

′) +

β−1 ln cα′(rl′ ; t
′)) − σaα′(rl, rl′ ; t, t

′)∇′ · 〈Eα′(rl′)〉
t′}dt′ +

∑

αb

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t){dα · ∇Dαb(rl, rl′ ; t, t
′)(β∇′ · µb(rl′ ; t

′)

+c−1
b (rl′ ; t

′)∇′ · cb(rl′ ; t
′)) − σαb(rl, rl′ ; t, t

′)β〈Eb(rl′ )〉
t′}dt′ +

∑

αα′

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

dt′eε(t′−t){dα · ∇Dαα′(rl, rl′ ; t, t
′)

β∇′(µα′(rl′ ; t
′) + β−1 ln cα′(rl′ ; t

′)) − σαα′(rl, rl′ ; t, t
′)〈Eα′(rl′)〉

t′},

де

Dab(rl, rl′ ; t, t
′) =

〈(1 − P(t))m−1
a p̂a(rl)T (t, t′)(1 − P(t′))m−1

b p̂b(rl′ )〉
t′

q (2.24)
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- узагальненi коефiцiєнти дифузiї для iонiв сортiв a, b;

Daα(rl, rl′ ; t, t
′) =

〈(1 − P(t))m−1
a p̂a(rl)T (t, t′)(1 − P(t′))m−1

α p̂α(rl′ )〉
t′

q (2.25)

- узагальненi взаємнi коефiцiєнти дифузiї для iонiв сортiв a i молекул
сортiв α;

Dαα′(rl, rl′ ; t, t
′) =

〈(1 − P(t))m−1
α p̂α(rl)T (t, t′)(1 − P(t′))m−1

α′ p̂α′(rl′ )〉
t′

q (2.26)

- узагальненi взаємнi коефiцiєнти дифузiї для молекул сортiв α, α′;

σab(rl, rl′ ; t, t
′) = zaeDab(rl, rl′ ; t, t

′)zbe (2.27)

- узагальненi коефiцiєнти електропровiдностi для iонiв сортiв a, b.

σaα′(rl, rl′ ; t, t
′) = zaeDaα′(rl, rl′ ; t, t

′) · dα′ (2.28)

- узагальненi коефiцiєнти iон-дипольної провiдностi для iонiв сортiв
a та молекул сортiв α′.

σαα′ (rl, rl′ ; t, t
′) = dα · Dαα′(rl, rl′ ; t, t

′) · dα′ (2.29)

- узагальненi коефiцiєнти диполь-дипольної провiдностi для дипо-
льних модекул сортiв α та α′. Wab(rl, rl′ ; t, t

′), Waα′(rl, rl′ ; t, t
′) ,

Wαα′(rl, rl′ ; t, t
′)- узагальненi ядра переносу, якi мають наступну

структуру:

Wab(rl, rl′ ; t, t
′) = 〈n̂a(rl)T (t, t′)(1 − P(t′))m−1

b p̂b(rl′ )〉
t′

q , (2.30)

Waα′(rl, rl′ ; t, t
′) = 〈n̂a(rl)T (t, t′)(1 − P(t′))m−1

α′ p̂α′(rl′)〉
t′

q . (2.31)

Wαα′(rl, rl′ ; t, t
′) = 〈n̂α(rl)T (t, t′)(1 − P(t′))m−1

α′ p̂α′(rl′ )〉
t′

q . (2.32)

Як бачимо, в узагальнених дифузiйних рiвняннях для iонiв та
молекул (2.18), (2.19) є вклад вiд нерiвноважних електричних полiв
iонiв та дипольних молекул у кожнiй фазi, якi породжуються згiд-
но рiвнянь Максвелла (2.20)-(2.23) процесами взаємодифузiї, елек-
тропровiдностi iонiв σab(rl, rl′ ; t, t

′) взаємодифузiї iонiв та молекул.
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Тобто, формування електричних та магнiтних полiв у фазах є на-
слiдком нелокальних, немаркiвських дифузiйних процесiв, зв’язаних
iз градiєнтами нерiвноважних електрохiмiчних потенцiалiв iонiв та
дипольнохiмiчних потенцiалiв молекул. В одержанiй системi рiвнянь
переносу (2.18)-(2.23) для опису електро-магнiтодифузiйних проце-
сiв не враховується одна iз характерних рис розчинiв електролiтiв,
яка зв’язана iз орiєнтацiними рухами самих молекул розчинника, що
зумовлюють обертову дифузiю та в’язкiсть розчину. Вони можуть
суттєво впливати на процеси переносу як iонiв, так i самих молекул
у приповерхневих областях розчин- мембрана (може спостерiгати-
ся впорядкування дипольних молекул) та у пористому середовищi
мембрани.

2.2. В’язка модель процесiв переносу розчинiв електролiтiв

крiзь мембраннi структури

Для опису такого електро-магнiтогiдродинамiчого стану процесiв
зворотного осмосу параметрами скороченого опису можуть бути ви-
бранi середнi значення густин числа iонiв i молекул 〈n̂k(rl)〉

t,(k =
(a, α)), їх вiдповiднi густини iмпульсiв 〈p̂a(r)〉t, 〈p̂α(r)〉t, оберталь-
ний момент кiлькостi руху 〈ŝα(r)〉t. Тут

p̂a(r) =

Na
∑

j=1

pjδ(r − rj) , p̂α(r) =

Nα
∑

f=1

pfδ(r − rf ) ; (2.33)

– густини поступального iмпульсу iонiв та молекул, ŝα(r) – густина
обертального моменту кiлькостi руху молекул

ŝα(r) =

Nα
∑

f=1

Jfwfδ(r − rf ). (2.34)

При заданих параметрах скороченого опису електро -
магнiтогiдродинамiчного стану iонно-молекулярної систе-
ми вихiдний розчин - мембрана - фiльтрат 〈x̂(r)〉t =
{〈n̂a(r)〉t, 〈n̂α(r)〉t, 〈p̂a(r)〉t, 〈p̂α(r)〉t, 〈ŝα(r)〉t}, квазiрiвноважний
статистичний оператор має наступну структуру

ρq(x
N ; ∆P ′; t) = exp{−Φ(t) −

3
∑

l=1

∫

Vl

drlβ(H − V1∆P ′ −

∑

a

va(rl; t)p̂a(rl) −
∑

α

vα(rl; t)p̂α(rl) (2.35)
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−
∑

a

νa(rl; t)n̂a(rl) −
∑

α

να(rl; t)n̂α(rl)

−
∑

α

wα(rl; t)ŝα(r))},

де Φ(t) – функцiонал Масьє-Планка

Φ(t) = ln

∫

dΓN exp{−

3
∑

l=1

∫

Vl

drlβ(H − V1∆P ′ −

∑

a

va(rl; t)p̂a(rl) −
∑

α

vα(rl; t)p̂α(rl)− (2.36)

∑

a

νa(rl; t)n̂a(rl) −
∑

α

να(rl; t)n̂α(rl)−

∑

α

wα(rl; t)ŝα(r))}

wα(rl; t) – середня кутова швидкiсть молекул α. Термодинамiчнi па-
раметри νa(rl; t), να(rl; t), va(r; t), vα(rl; t), wα(r; t) визначаються з
умов самоузгоджень:

〈n̂a(r)〉t = 〈n̂a(r)〉tq , 〈p̂a(r)〉t = 〈p̂(ra)〉tq,

〈n̂α(r)〉t = 〈n̂α(r)〉tq , 〈p̂α(r)〉t = 〈p̂(rα)〉tq,

〈ŝα(r)〉t = 〈ŝα(r)〉tq ,

Пiдставивши (2.35) у (2.10) для нерiвноважного статистичного
оператора, отримаємо:

ρ(xN ; ∆P ′; t) = ρq(x
N ; ∆P ′; t) −

−
∑

a

3
∑

l=1

∫

dr′l

t
∫

−∞

eε(t′−t)T (t, t′)Ia
p (r′l; t

′)βva(r′l; t
′))ρq(x

N ; t′)dt′ −(2.37)

∑

α

3
∑

l=1

∫

dr′l

t
∫

−∞

eε(t′−t)T (t, t′)Iα
p (r′l; t

′)βvα(r′l; t
′))ρq(x

N ; t′)dt′ −

3
∑

l=1

∑

α

∫

dr′l

t
∫

−∞

eε(t′−t)T (t, t′)Iα
s (r′l; t

′)wα(r′l; t
′)βρq(x

N ; t′)dt′,

де Ia
p (r′l; t

′), Iα
p (r′l; t

′) – узагальненi потоки iмпульсiв частинок сорту
a та α у фазi l, Iα

s (r′l; t) – узагальнений потiк моменту кiлькостi руху
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молекул сорту α у фазi l. Цi узагальненi потоки мають наступну
структуру:

Ia
p (r′l; t) = (1 − P(t))iLN p̂a(rl),

Iα
p (r′l; t) = (1 − P(t))iLN p̂α(rl), (2.38)

Iα
s (r′l; t) = (1 − P(t))iLN ŝα(rl).

У їх структуру входить проекцiйний оператор Морi, який дiє на ди-
намiчнi змiннi:

P(t)Â(r) = 〈Â〉tq +
∑

k

∑

l

∫

drl

δ〈Â(r)〉t

δ〈p̂k(rl)〉t
(

p̂k(rl) − 〈p̂k(rl)〉
t)+

∑

k

∑

l

∫

drl

δ〈Â(r)〉t

δ〈n̂k(rl)〉t
(

n̂k(rl) − 〈n̂k(rl)〉
t)+ (2.39)

∑

l

∑

α

∫

drl

δ〈Â(r)〉t

δ〈ŝα(rl)〉t
(

ŝα(rl) − 〈ŝα(rl)〉
t)

i має наступнi властивостi P(t) · P(t) = P(t), P(t)(1 − P(t)) = 0.
P(t) · x̂(r) = x̂(r), де x̂(r) = {p̂k(r), n̂k(r), ŝα(r)}, де k = (a, α). За
допомогою нерiвноважного статистичного оператора (2.35) одержу-
ються узагальненi рiвняння переносу для середнiх значень 〈p̂k(r)〉t,
〈n̂k(r)〉t, 〈ŝα(r)〉t, якi запишемо у матричнiй формi:

d

dt
〈x̃(rl)〉

t = 〈 ˙̃x(rl)〉
t
q (2.40)

+

3
∑

l′=1

∫

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t)ϕ(rl, rl′ ; t, t
′)〈F̃ (rl′ )〉

t′dt′ = 0,

де x̃(rl) – вектор-стовпчик, а x̃(+)(rl′ ) – вектор-стрiчка, якi перемно-
жуються за правилом скалярного добутку:

x̃(rl) = col(ñ(rl), p̃(rl), s̃(rl)), (2.41)

x̃(+)(rl′ ) = (ñ(+)(rl′), p̃
(+)(rl′ ), s̃

(+)(rl′ )),

де ñ(rl), p̃(rl), s̃(rl), – вектор-стовпчики, а ñ(+)(rl′ ),p̃(+)(rl), s̃(+)(rl′ ),
– вектор-стрiчки, вiдповiдно. Для випадку трисортної системи пози-
тивно i негативно заряджених iонiв та молекул α

ñ(rl) = col(n̂+(rl), n̂
−(rl), n̂

α(rl)) i s̃(rl) = ŝα(rl).
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При бiльшiй кiлькостi компонент iонiв та молекул в електролiтi це
необхiдно врахувати як у ñ(rl)(ñ

(+)(rl′ )), так i у p̃(rl)(p̃
(+)(rl′ )), s̃(rl)

; F̃ (rl′ ; t
′) = col(βν̃(r; t′), βν̃(rl; t

′), βṽ(r′l; t
′), βw̃(r′l; t

′)) - вiдповiдно
вектор-стовпчик. ϕ̃(rl, rl′ ; t, t

′) – матриця ядер переносу, якi опису-
ють дисипативнi процеси взаємної дифузiї, в’язкостi iонiв, трансля-
цiйної та обертової в’язкостi молекул електролiту в процесi зворот-
ного осмосу системи “вихiдний розчин - мембрана - фiльтрат” i має
наступну структуру:

ϕ̃(rl, rl′ ; t, t
′) =

=

3
∑

l′′=1

∫

drl′′ 〈Ĩ(rl; t)T (t, t′) · Ĩ(+)(rl′′ ; t
′)〉t

′

q =

=





0̃ 0̃ 0̃
0̃ ϕ̃IpIp

ϕ̃IpIs

0̃ ϕ̃IsIp
ϕ̃IsIs





(rl,rl′ ;t,t
′) ,

(2.42)

де Ĩ(rl; t) – вектор-стовпчик, а Ĩ(rl′ ; t
′) – вектор-стрiчка узагальнених

потокiв:

Ĩ(rl; t) = col(0̃, Ĩp(rl; t), Ĩs(rl; t)), (2.43)

Ĩ(+)(rl; t
′) = (0̃(+), Ĩp(rl; t

′), Ĩ(+)
s (rl; t

′)).

Структура вектор-стовпчикiв Ĩp(rl; t), Ĩs(rl; t) i вектор-стрiчок

Ĩ
(+)
p (rl; t

′), Ĩ
(+)
s (rl; t

′) залежить вiд кiлькостi сортiв iонiв та молекул
розчину. Зокрема, ϕ̃IpIp

- матриця ядер переносу, якi визначають ко-
ефiцiєнти трансляцiйної в’язкостi iонiв та молекул, а ϕ̃IsIs

- матриця
ядер переносу, якi визначають коефiцiєнти обертової в’язкостi моле-
кул. Вiдповiдно ядра переносу, якi є елементами матриць ϕ̃IpIs

, ϕ̃IsIp

описують дисипативнi кореляцiї мiж обертовими рухами молекул та
трансляцiйними рухами iонiв та молекул. Система рiвнянь перено-
су (2.40) доповнюється системою рiвнянь Максвелла усереднених за
допомогою нерiвноважного статистичного оператора (2.35):

∇ · 〈B(rl)〉
t = 0, (2.44)

∇ · 〈D(rl)〉
t =

∑

a

zae〈n̂a(rl)〉
t
q +

∑

α

dα · ∇〈n̂α(rl)〉
t
q −

∑

abα

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t){zae∇ · Dab(rl, rl′ ; t, t
′) +
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dα · ∇∇ · Dαb(rl, rl′ ; t, t
′)} · βvb(r

′
l; t

′)dt′ −

∑

aαα′

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t){zae∇ · Daα′(rl, rl′ ; t, t
′) + (2.45)

dα · ∇∇ · Dαα′(rl, rl′ ; t, t
′)} · βvα′(r′l; t

′)dt′ +

∑

aαα′

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t){zae∇ · Maα′(rl, rl′ ; t, t
′) +

dα · ∇∇ · Mαα′(rl, rl′ ; t, t
′)} · βwα′(r′l; t

′)dt′

∇× 〈E(rl)〉
t = −

∂

∂t
〈B(rl)〉

t, (2.46)

∇× 〈H(rl)〉
t =

∂

∂t
〈D(rl)〉

t −

∑

abα

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t){zaeD
ab
pIp

(rl, rl′ ; t, t
′) + (2.47)

dα · ∇Dαb
pIp

(rl, rl′ ; t, t
′)}βvb(r

′
l; t

′)dt′ −

∑

aαα′

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t){zaeD
aα′

pIp
(rl, rl′ ; t, t

′) +

dα · ∇Dαα′

pIp
(rl, rl′ ; t, t

′)}βvα′(r′l; t
′)dt′ +

∑

aαα′

3
∑

l′=1

∫

Vl′

drl′

t
∫

−∞

eε(t′−t){zaeM
aα′

pIs
(rl, rl′ ; t, t

′) +

dα · ∇Mαα′

pIs
(rl, rl′ ; t, t

′)}βwα′(r′l; t
′)dt′,

де

Maα′(rl, rl′ ; t, t
′) = 〈(1 − P(t))m−1

a p̂a(rl)T (t, t′)(1 − P(t′))ŝα(rl′ )〉
t′

q

Mαα′(rl, rl′ ; t, t
′) = 〈(1 − P(t))m−1

α p̂α(rl)T (t, t′)(1 − P(t′))ŝα(rl′)〉
t′

q
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- часовi кореляцiйнi функцiї, якi описують дисипативнi кореляцiї
мiж густинами трансляцiйних iмпульсiв iонiв та молекул i обер-
товими iмпульсами молекул розчину. Узагальненi ядра переносу
Dab

pIp
(rl, rl′ ; t, t

′), Dαb
pIp

(rl, rl′ ; t, t
′), Daα′

pIp
(rl, rl′ ; t, t

′), Dαα′

pIp
(rl, rl′ ; t, t

′) є
перехресними часовими кореляцiйними функцiями, якi у просторово
однорiдному випадку в границi, коли t прямує до ∞ дають нульовий
вклад. Вони описують дисипативнi кореляцiї мiж густинами iмпу-
льсiв i узагальненими тензорами в’язких напружень( зокрема, для
iонiв Ia

p (r′l; t)=- ∂
∂r′

l

πa(r′l; t)) для iонiв та молекул розчину i мають по-

дiбну структуру, зокрема:

Dab
pIp

(rl, rl′ ; t, t
′) = 〈(1 − P(t))m−1

a p̂a(rl)T (t, t′)(1 − P(t′))iLN p̂b(rl′)〉
t′

q

Узагальненi ядра переносу Maα′

pIs
(rl, rl′ ; t, t

′), Mαα′

pIs
(rl, rl′ ; t, t

′) є теж
перехресними часовими кореляцiйними функцiями, якi у просторово
однорiдному випадку в границi, коли t прямує до ∞ дають нульовий
вклад. Вони мають структуру подiбну до DpIp

:

Maα′

pIs
(rl, rl′ ; t, t

′) = 〈(1−P(t))m−1
a p̂a(rl)T (t, t′)(1−P(t′))iLN ŝα′(rl′ )〉

t′

q

i описують дисипативнi кореляцiї мiж густинами iмпульсiв iонiв та
молекул i узагальненим обертовим моментом кiлькостi руху моле-
кул розчинника Iα

s (r′l; t) = − ∂
∂r′

l

: πα
s (r′l; t). Ми одержали систему

узагальнених рiвнянь переносу для iонiв та молекул розчину елект-
ролiту в системi “вихiдний розчин електролiту - мембрана - фiльт-
рат”, яка описує в’язкi процеси через ядра переносу (2.42), електро-
магнiтодифузiйнi процеси через рiвняння Максвелла (2.44) - (2.47).
Як i у випадку дифузiйної моделi, у в’язкiй моделi рiвняння пере-
носу є незамкнутими, сильно неоднорiдними та враховують ефек-
ти пам’ятi. В обидвох моделях ми врахували, насамперед, найбiльш
важливi ефекти пов’язанi iз електропровiднiстю iонiв та електромаг-
нiтними полями в системi “вихiдний розчин електролiту - мембрана
- фiльтрат”. Порiвнюючи цi моделi, можемо сказати, що в’язка мо-
дель бiльш детальнiше описує електромагнiтнi процеси з точки зору
дифузiйно-в’язких дисипативних кореляцiй iонних та молекулярних
потокiв крiзь мембраннi структури, якi розглядаються як iнерцiй-
нi, дiелектричнi пористi системи. Важливо зазначити, що у нашому
пiдходi явно розкритi дисипативнi (немаркiвськi) вклади у рiвнян-
нях Максвелла, якi пов’язанi з часовими кореляцiйними функцiями
потокiв iонiв та молекул у трифазнiй системi.

У наступних роботах слабонерiвноважнi процеси в системi “вихiд-
ний розчин електролiту - мембрана -фiльтрат” дослiджуватимуться
з використанням запропонованих дифузiйної та в’язкої моделей.
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