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1 Препринт

1. Вступ

Дана робота присвячена дослiдженню надплинностi нейтронної ма-
терiї на основi 4–фермiонного гамiльтонiану, одержаного нами у пра-
цi [1]. Iдея використовувати 4–фермiонний гамiльтонiан взаємодiї (в
термiнах операторiв народження та знищення частинок) у фiзицi
високих енергiй належить Намбу [2]. Моделi такого типу складають
альтернативу до теоретико–польової σ–моделi квантової адроноди-
намiки [3], за допомогою якої за останнi 8 рокiв вдалося не тiльки
якiсно, але i кiлькiсно описати низку ядерних процесiв за участю
багатьох частинок. Тому в данiй роботi, зосереджуючись лише на
явищi надплинностi, ми прагнемо порiвняти результати, якi одер-
жуються на основi нашої моделi, iз вiдомими результатми для iнших
моделей (див. огляд в [4]). Оскiльки бiльшiсть робiт по надплиннос-
тi ядерної матерiї виконано в наближеннi Бардiна–Купера–Шрiфера
(БКШ), тут ми також обмежимось даним наближенням. Хоча в лi-
тературi [4] вже було вiдзначено, що дане наближення приводить до
завищених оцiнок енергетичного спектру надплинного стану i, тому,
виникає необхiднiсть у врахуваннi поляризацiйних ефектiв, однак
без впевненостi в адекватностi нашої моделi поглиблене вивчення
надплинностi, а разом з тим та iнших явищ втрачає сенс.

Актуальнiсть дослiдження надплинностi нейтронної матерiї зу-
мовлена працею Мiгдала [5], де явище надплинностi розглядалося в
контекстi фiзики нейтронних зiрок — макроскопiчних об’єктiв. Хоча
нейтроннi зiрки складаються не лише з одних нейтронiв та й умо-
ви для iснування надплинного стану створюються не у всiх шарах
зiрки, однак з’явилась додаткова експериментальна перспектива для
перевiрки ядерних моделей.

Теоретичне дослiдження надплинностi ядерної матерiї розпоча-
лось пiсля створення теорiї БКШ надпровiдностi металiв (теорiї над-
плинностi електронного газу в металах) [6], а також працi Бора i
Моттельсона [7], де описано механiзм утворення куперiвських пар
нуклонiв. Якщо в основi надплинностi електронного газу лежить
електрон–фононна взаємодiя, то надплиннiсть ядерної матерiї обу-
мовлюється конкуренцiєю мiж силами притягання, якi виникають
внаслiдок обмiну скалярними σ мезонами мiж нуклонами, та сила-
ми вiдштовхування, яким вiдповiдає обмiн векторними ω та ρ ме-
зонами. Згiдно з висновками теорiї БКШ, iснування надплинного
стану вимагає, щоб притягання переважало над вiдштовхуванням
мiж фермiонами (нуклонами). Однак перевага притягання над вiд-
штовхуванням мiж нуклонами спостерiгається у досить вузькому дi-
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апазонi густин матерiї. Як було продемонстровано, зокрема, у нашiй
працi [1], зазначена залежнiсть вiд густини зумовлюється релятвiст-
ськми ефектами. Цей факт дає фiзичну пiдставу для оцiнки iмпульса
обрiзання, що характеризує надплинну область для релятивiстських
моделей у формалiзмi БКШ [8].

2. Формалiзм

У наших дослiдженнях надплинностi ми стартуємо з гамiльтонiану
взаємодiючих нейтронiв з працi [1], в якому збережено лише члени,
що вiдповiдають за куперiвськi пари:

Ĥ = Ĥ0 + Ŵ , (1)

де
Ĥ0 =

∑

p,σ

cp0â+
p,σap,σ, p0 =

√

m2c2 + p2, (2)

— гамiльтонiан вiльних нейтронiв. Iндекс σ = ± вiдповiдає двом
проекцiям спiна на вiсь z, а саме ±~/2.

Взаємодiя в моделi надплинностi запишеться так:

Ŵ =
1

V

∑

p1,p2

Wp1,p2
â+
p2,+â

+
−p2,−â−p1,−âp1,+; (3)

Wp1,p2
=

1

2

[

Γp1

(

p2 − p1

~

)

+ Γp2

(

p2 − p1

~

)]

. (4)

Тут пiдсумовування за iмпульсами здiйснюється в iнтервалi, обмеже-
ним iмпульсом обрiзання (який характеризує область надплинностi).
Значення iмпульсу обрiзання, тобто pc, буде встановлено згодом.

Величина Γp(k) у випадку iзотропної матерiї є:

Γp(k) =
g2
ω

k2 − [(kp)/p0]2 + µ2
ω

+
g2
ρ/4

k2 − [(kp)/p0]2 + µ2
ρ

−

−
g2
σ(mc/p

0)2

k2 − [(kp)/p0]2 + µ2
σ

, (5)

де g2
i (i = ω, ρ, σ) — константи взаємодiї вiдповiдних мезонiв з ну-

клонами; µi — характеристики мезонiв, що пов’язанi з їх масами mi

спiввiдношенням µi = mic/~; c — швiдкiсть свiтла.
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В областi надплинностi ми знехтуємо залежнiстю матричних еле-
ментiв вiд величини k2 (= [(p1 − p2)/~]2), тодi одержуємо:

Wp1,p2
= C2

ω +
1

4
C2
ρ −

1

2
C2
σ

m2c2

(p0
1
)2

−
1

2
C2
σ

m2c2

(p0
2
)2
, (6)

де p0
1,2 =

√

m2c2 + p2
1,2; C

2
i ≡ g2

i /µ
2
i (i = σ, ω, ρ) — параметри, що

характеризують носiї взаємодiї мiж нуклонами. Значення параметрiв
C2
i для даної моделi знайдено у роботi [1]. Тут лише вiдзначимо, що

вони задовольняють нерiвностi: C2
σ > C2

ω > C2
ρ , C

2
σ > C2

ω + C2
ρ/4.

Для подальших дослiджень перетворимо гамiльтонiан з матрич-
ним елементом (6):

Ĥ ′ = e−ŜĤeŜ ; (7)

Ŝ =
1

2V

∑

p1,p2

C2
σ

m2c

(p0
1p

0
2)

2
(p0

2 − p0
1)â

+
p2,+â

+
−p2,−â−p1,−âp1,+. (8)

Таке перетворення є канонiчним, оскiльки оператор Ŝ — антиермi-
товий, тобто Ŝ† = −Ŝ.

У лiнiйному наближеннi за взаємодiєю, яким ми обмежимось:

Ĥ ′ = Ĥ0 + Ŵ + [Ĥ0, Ŝ] ≡ Ĥ0 + Ŵ ′. (9)

Так як для фермiївських операторiв має мiсце рiвнiсть:

[a+

p,±ap,±, â
+

p2,+â
+

−p2,−â−p1,−âp1,+] =

= (δp,±p2
− δp,±p1

)â+
p2,+â

+
−p2,−â−p1,−âp1,+, (10)

то пiсля канонiчного перетворення взаємодiя набуває вигляду

Ŵ ′ =
1

V

∑

p1,p2

W ′
p1,p2

â+
p2,+â

+
−p2,−â−p1,−âp1,+; (11)

W ′
p1,p2

= C2
ω +

1

4
C2
ρ − C2

σ

m2c2

p0
1p

0
2

. (12)

У статистичних дослiдженнях надплинностi, де число частинок
не є фiксованим, використовуємо гамiльтонiан:

Ĥ =
∑

p,σ

εpâ
+
p,σap,σ + Ŵ ′, εp = cp0 − µ, (13)

µ — хiмiчний потенцiал нейтронiв.
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Надалi ми застосовуємо формалiзм, розвинений Боголюбовим в
теорiї надпровiдностi [9]. Альтернативний пiдхiд дослiдження явищ
надплинностi та надпровiдностi був розвинений Горьковим на базi
кореляцiйних функцiй [10].

Дослiдження надплинностi безпосередньо на основi гамiльтонiа-
ну (13) є складним. Тому використовуємо модельний гамiльтонiан,
одержаний з нього:

Ĥм =
∑

p,σ

εpâ
+
p,σap,σ +

1

V

∑

p1,p2

W ′
p1,p2

(λ∗
p2
â−p1,−âp1,+ +

+λp1
â+
p2,+â

+
−p2,− − λ∗

p2
λp1

), (14)

де величина λp визначається рiвнянням

λp = 〈â−p,−âp,+〉 =
Tr [â−p,−âp,+ exp (−Ĥм/T )]

Tr exp (−Ĥм/T )
. (15)

Тут T — температура системи (в енергетичних одиницях).
Як було показано в працях Боголюбова (див. [9]), правомiрнiсть

використання такого модельного гамiльтонiану обумовлюється збi-
гом результатiв, одержаних на його основi, i результатiв з вихiдним
гамiльтонiаном (13) у термодинамiчнiй межi.

Введемо величини:

∆V ≡
1

V

∑

p

λp, ∆S ≡
1

V

∑

p

mc

p0
λp; (16)

∆p ≡ C2
σ∆S

mc

p0
−

(

C2
ω +

1

4
C2
ρ

)

∆V. (17)

Величина ∆p, як побачимо далi, вiдiграє роль енергетичної щiлини
в спектрi надплинної матерiї i має змiст енергiї зв’язку куперiвської
пари нейтронiв.

Тодi оператор (14) перепишеться так:

Ĥм = Λ +
∑

p,σ

εpâ
+
p,σap,σ −

−
∑

p

(∆pâ
+

p,+â
+

−p,− + ∆∗
pâ−p,−âp,+), (18)

де стала Λ має вигляд:

Λ ≡ −
1

V

∑

p1,p2

W ′
p1,p2

λ∗
p2
λp1
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= V

[

C2
σ|∆S|

2 −

(

C2
ω +

1

4
C2
ρ

)

|∆V|2
]

. (19)

Через вiдмiннiсть симетрiйних властивостей основного та над-
плинного стану перехiд з першого у другий стан вiдбувається шля-
хом фазового переходу другого роду iз спонтанним порушенням си-
метрiї. Тому цей факт повинен бути вiдображеним у формалiзмi.

Неважко бачити, що вихiдний гамiльтонiан (13) є iнварiантом вiд-
носно ґрадiєнтних перетворень першого роду (глобальних калiбру-
вальних перетворень):

âp,σ → eiαâp,σ, â+
p,σ → e−iαâ+

p,σ. (20)

Така iнварiантнiсть приводить до збереження повного числа части-
нок у системi. Правила вiдбору, продиктованi даним законом збе-
реження, анулюють середнє вiд операторiв â−p,−âp,+, обчислене з
(13), що вiрно в основному станi. Те саме нульове значення сере-
днього одержується, якщо, взагалi кажучи, ненульову комплексну
величину λp, обчислену на основi гамiльтонiану (14), додатково усе-
реднити за фазою, оскiльки λp демонструє виродження, пов’язане
iз довiльнiстю фази. Це виродження можна зняти за допомогою на-
кладання в’язi, що фiксує фазу i яка замiнює закон збереження чис-
ла частинок у надплинному станi. Зрозумiло, що фiксування певно-
го значення фази не впливає на значення енергiї, оскiльки остання
є калiбрувально–iнварiантною (спостережуваною) величиною. При
обчисленнях же на основi (13) гамiльтонiан слiд доповнити дода-
тковим (калiбрувальним) членом, який порушує закон збереження
числа частинок, як показано в [9]. Середнi, якi обчислюються з га-
мiльтонiаном, що мiстить додатковий калiбрувальний член, названо
Боголюбовим квазiсереднiми.

Згiдно iз Боголюбовим здiйснимо перехiд вiд операторiв нейтро-
нiв до операторiв квазiчастинок [9, 10]:

âp,+ = upb̂p,+ + vpb̂
+
−p,−, (21)

â−p,− = upb̂−p,− − vpb̂
+
p,+. (22)

Для того, щоб це перетворення було канонiчним, будемо вимагати
виконання умови |up|

2 + |vp|
2 = 1.

У термiнах операторiв квазiчастинок b̂p,σ, b̂+p,σ гамiльтонiан пе-
репишеться так:

Ĥм = K +
∑

p

[

εp(|up|
2 − |vp|

2) + ∆∗
pupvp + ∆pu

∗
pv

∗
p

]

×
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×
(

b̂+
p,+bp,+ + b̂+−p,−b−p,−

)

+

+
∑

p

[

2εpu
∗
pvp + ∆∗

pv
2
p − ∆p(u

∗
p)

2
]

b̂+
p,+b̂

+
−p,− +

+
∑

p

[

2εpupv
∗
p + ∆p(v

∗
p)

2 − ∆∗
pu

2
p

]

b̂−p,−b̂p,+; (23)

K ≡ Λ +
∑

p

[

2εp|vp|
2 − ∆∗

pupvp − ∆pu
∗
pv

∗
p

]

. (24)

Щоб дiагоналiзувати гамiльтонiан, покладемо:

2εpu
∗
pvp + ∆∗

pv
2
p − ∆p(u

∗
p)

2 = 0, (25)

2εpupv
∗
p + ∆p(v

∗
p)

2 − ∆∗
pu

2
p = 0. (26)

Подамо комплекснi величини у виглядi:

up = |up|eiφ, vp = |vp|eiψ , ∆p = |∆p|eiξ.

Тодi з рiвнянь (25), (26) випливає, що

φ+ ψ − ξ = 0.

Дана умова пов’язує фази комплексних величин, але не визначає їх,
що є наслiдком виродження. Усунемо зазначену свободу за допомо-
гою накладання додаткової (калiбрувальної) умови:

ξ = 0, φ = −ψ.

Тодi з (25), (26) одержуємо:

2εp|up||vp| = ∆p(|up|
2 − |vp|

2). (27)

Пам’ятаючи, що |up|
2 + |vp|

2 = 1, знаходимо:

|up|
2 =

1

2



1 +
εp

√

ε2p + ∆2
p



 , (28)

|vp|
2 =

1

2



1 −
εp

√

ε2p + ∆2
p



 . (29)

Пiсля пiдстановки знайдених розв’язкiв в модельний гамiльтонi-
ан, приходимо до виразу:

Ĥм = K +
∑

p

√

ε2p + ∆2
p

(

b̂+
p,+bp,+ + b̂+−p,−b−p,−

)

; (30)
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K ≡ Λ −
∑

p

[√

ε2p + ∆2
p − εp

]

. (31)

Тепер знайдемо рiвняння для параметрiв ∆V, ∆S, якi виражаю-
ться через середнє λp.

Спочатку виразимо величину λp через середнє вiд операторiв
квазiчастинок:

λp ≡ 〈â−p,−âp,+〉 = |up||vp|
〈

1 − b̂+
p,+bp,+ − b̂+−p,−b−p,−

〉

. (32)

Оскiльки температурний розподiл квазiчастинок визначається
формулою

〈

b̂+
p,σbp,σ

〉

=
1

exp
(√

ε2p + ∆2
p/T

)

+ 1
, (33)

то вiдразу одержуємо

λp =
1

2

∆p
√

ε2p + ∆2
p

tanh

√

ε2p + ∆2
p

2T
. (34)

Далi розглядаємо випадок T = 0, коли

λp =
1

2

∆p
√

ε2p + ∆2
p

. (35)

Використовуючи вирази (16), (17), знаходимо систему рiвнянь:

∆V =
1

2V

∑

p

C2
σ∆Smc/p

0 − (C2
ω + C2

ρ/4)∆V
√

ε2p + [C2
σ∆Smc/p

0 − (C2
ω + C2

ρ/4)∆V]2
, (36)

∆S =
1

2V

∑

p

(mc/p0)(C2
σ∆Smc/p

0 − (C2
ω + C2

ρ/4)∆V)
√

ε2p + [C2
σ∆Smc/p

0 − (C2
ω + C2

ρ/4)∆V]2
. (37)

Одержанi рiвняння (внаслiдок врахування релятивiстських ефектiв)
узагальнюють рiвняння для енергетичної щiлини в теорiї БКШ. На-
далi на їх основi дослiдимо енергетичний спектр системи у надплин-
ному станi.
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3. Результати та їх обговорення

Тепер дослiдимо значення енергiї зв’язку куперiвської пари нукло-
нiв. При цьому ми скористаємося значеннями параметрiв C2

i , знай-
дених у роботi [1]:

C2
σ/~c [фм2] C2

ω/~c [фм2] C2
ρ/~c [фм2]

51.962 47.269 8.614

~c = 197.35 МеВ · фм.
Вони пiдiбранi так, щоб вiдтворити рiвноважнi властивостi яде-

рної матерiї, а саме, густину ρ0, енергiю зв’язку ε = E/A−mc2, зна-
чення iзотермiчної стисливостi K симетричної ядерної матерiї при
T = 0, симетричну енергiю a:

ρ0 [фм−3] ε [МеВ] a [МеВ] K−1 [МеВ]
0.16 −15.5 34 294.4

Перейдемо в рiвняннях (36), (37) до термодинамiчної межi, що
означає замiну пiдсумовування iнтеґруванням:

1

V

∑

p

(.....) =

∫

(.....)
d3p

(2π~)3
=

1

2π2~3

pc
∫

0

(.....)p2dp,

де pc — iмпульс обрiзання, який у випадку релятивiстських мо-
делей, як показано в роботi [8], визначається з умови занулення
пiдiнтеґральних виразiв. Оскiльки числовi оцiнки показують, що
pc/~ ≈ 1.5 фм−1, то величина mc/p0 вiдхиляється на промiжку
p ∈ (0, pc) вiд 1 не бiльше нiж на 4%. Тому з хорошою точнiстю
можна покласти ∆ = ∆V ≈ ∆S. Тодi система рiвнянь для ∆V, ∆S
зводиться до одного:

1 =
1

4π2~3

pc
∫

0

C2
σmc/p

0 − C2
ω − C2

ρ/4
√

ε2p + ∆2[C2
σmc/p

0 − C2
ω − C2

ρ/4]2
, (38)

а вираз для енергетичної щiлини набуває вигляду

∆p = ∆

(

C2
σ

mc

p0
− C2

ω −
1

4
C2
ρ

)

. (39)

Оскiльки µi > 3 фм−1 (i = σ, ω, ρ) згiдно з ескпериментальними
даними, i беручи до увачи, що µi > pc/~, тепер одержуємо пiдставу
для зробленої замiни матричного елемента (4) на (6).
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Зробимо зауваження вiдносно хiмiчного потенцiалу. При прове-

деннi числових розрахункiв ми покладаємо µ = c
√

m2c2 + p2

F, де pF
— iмпульс Фермi. Оскiльки εpF

= 0, то представляє значний iнте-
рес дослiдити залежнiсть енергетичної щiлини на поверхнi Фермi,
тобто ∆F ≡ ∆pF

, вiд густини ρ, яка пов’язана з iмпульсом Фермi
спiввiдношенням:

pF = ~

(

6π2ρ

γ

)1/3

,

де γ = 2 — коефiцiєнт спiнового виродження.
Результат числових розрахункiв подано на рис. 1, де максималь-

не значення енергетичної щiлини для нейтронної матерiї становить
1.902 МеВ при ρ = 0.025 фм−3. Для порiвняння на рис. 2 з [4] наве-
дено типовi теоретичнi залежностi енергетичної щiлини вiд густини
для рiзних конфiгурацiй в пiдходi БКШ. Видно, що для типових
залежностей для нейтронної матерiї максимум енергетичної щiли-
ни сягає близько 3 МеВ. По-перше, з цього приводу слiд сказати,
що в запропонованiй нами моделi не прослiдковується чiтка вiдмiн-
нiсть мiж потенцiалами взаємодiї для чистої нейтронної та протонної
матерiй. З огляду на це максимум на рис. 1 приймає промiжне зна-
чення мiж максимумами для енергетичної щiлини для нейтронної
i протонної матерiй на рис. 2. Iншi ж характеристики (положення
максимума, iнтервал iснування енергетичної щiлини (надплинного
стану)) на цих двох рисунках фактично збiгаються. Тому, вважа-
ємо, що одержано адекватний результат. Полiпшити збiжнiсть мо-
жна, якщо в гамiльтонiан нашої моделi включити члени мезонної
самодiї, якi враховано при одержаннi рис. 2 i якi не було враховано
при одержаннi рис. 1. По-друге, вiдзначимо, що i 3 МеВ i 1.902 МеВ
максимуму — нереалiстично завищенi значення енергiї зв’язку, що
пов’язано iз застосуванням наближення БКШ. У зв’язку з цим, по-
дальше дослiдження надплинностi ядерної матерiї полягає у виходi
за межi наближення БКШ, у врахуваннi поляризацiйних ефектiв в
середовищi [4].
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Рис. 1. Залежнiсть енергетичної щiлини вiд густини нейтронiв.
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