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О. Забуранний

Анотацiя. При змiнi температури чи пiд дiєю зовнiшнiх параме-
трiв кристалiчнi поверхнi можуть зазнавати фазових переходiв. В
препринтi оглянуто роботи що стосуються дискретних граткових
моделей поверхнi, якi можуть описувати переходи мiж гладкими,
шорсткими, реконструйованими та невпорядкованою гладкою фаза-
ми. Особливу увагу присвячено методовi трансфер-матрицi за до-
помогою якого можна звести дослiдження температурної поведiн-
ки граткових дискретних SOS моделей до вивчення основного стану
квантових одновимiрних систем. Спiвставлено параметри порядку
для поверхневих фаз i фаз квантових спiнових систем; встановлено
залежнiсть мiж асимптотичною поведiнкою кореляцiйних функцiй
висота-висота та спiнових кореляцiйних функцiй.

Discrete lattice surface models and their quantum spin coun-

terparts

O. Zaburannyi

Abstract. At the change of temperature or under the action of external
parameters crystalline surfaces can undergo phase transitions. In present
paper the works considering the discrete lattice models are examined.
The advantage of discrete lattice models is a possibility to describe the
flat, rough, reconstructed and disordered flat phases. The special atten-
tion is devoted to the transfer-matrix method which permits to reduce
the study of temperature behavior of SOS models to the ground-state
problem of one-dimensional quantum systems. The order parameters for
the surface and quantum spin chains phases are compared; a correspon-
dence between the asymptotic of height-height correlations functions and
spin correlation functions is set.
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1 Препринт

1. Вступ

Зазвичай поверхня кристалiчної речовини має перiодичну структу-
ру, що тiсно пов’язана з об’ємним геометричним впорядкуванням.
Однак, iснують випадки, коли поверхня може зазнавати фазових пе-
реходiв при незмiннiй об’ємнiй структурi гратки. Фазовi переходи на
поверхнi можуть викликатися змiною температури, тиску чи введен-
ням адсорбату. Типи фазових переходiв також можуть бути рiзними.
Це може бути поява нової симетрiї на поверхнi кристалу (утворен-
ня реконструйованих низькотемпературних фаз, чи невпорядкова-
ної гладкої фази), змiна однiєї симетрiї - iншою (переходи мiж рi-
зними реконструйованими фазами), перетворення гладкої поверхнi,
що вiдповiдає певнiй кристалiчнiй площинi на шорстку (roghening,
шорсткування), коли товщина поверхнi стає макроскопiчною вели-
чиною i зникає орiєнтацiя поверхнi вздовж кристалiчної площини.
На сьогоднiшнiй день фазовi переходи на поверхнi виявленi у бага-
тьох сполуках. Найповнiше фазовi переходи на поверхнi вивченi у
металах. Експериментально встановлено, що у важких шляхетних
металах (наприклад Au [1], [2], [3]; Pt [4]) iснує низькотемператур-
на реконструйована фаза [1x2] - порядок якої полягає в подвоєннi
перiоду гратки на площини в напрямi (001), гладка фаза i шорстка
фаза, тодi як в деяких напiв-шляхетних i легких шляхетних мета-
лах (Cu, Ag, Ni, Pd) - iснує лише перехiд вiд гладкої до шорсткої
фази [5], [6], [7], [8]. Фазовi переходи реконструкцiї також спостерi-
гаються на поверхнi тонких плiвок iнертних газiв (Ar, Kr, Xe) на
графiтнiй пiдкладцi [9], [10].

Реконструкцiя i шорсткування присутнi у поведiнцi площин (100)
кристалiв типу CsCl [11], але тут подвоєння перiоду гратки при ре-
конструкцiї виникає в обидвох напрямах поверхнi. Реконструйована
фаза володiє симетрiєю [2x2]. Ще складнiшi структури утворюються
на (110) поверхнях напiвпровiдникiв типу III-V [12], [13].

Фазовi переходи на поверхнi виявленi в набагато ширшому кла-
сi сполук, однак ми звертаємо увагу тенденцiйно лише на тi, в яких
присутня i шорскування i реконструкцiя (принаймнi як збурення яке
може i не привести до утворення стiйкої реконструйованої фази).
Справа в тому, що саме в таких сполуках може виникати невпо-
рядкована гладка фаза, яка є в останнi роки предметом особливо
iнтенсивних дослiджень.

Для опису перерахованих сполук добре пiдходять дискретнi мо-
делi ’тверде тiло на твердому тiлi’ (solid on solid) [14]. SOS моделi є
класичними, моделями в яких поверхня описується набором дискре-
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Рис. 1. Поверхня 110 об’ємоцентрованої гратки. Свiтлi i темнi атоми
належать до двох пiдграток якi зсунутi одна вiдносно одної на пiв
перiоду.

тних висот hi,j , означених на двовимiрнiй гратцi. Взаємодiя вводи-
ться так, щоб стабiлiзувати гладку поверхню - збiльшується з рiзни-
цею висот, що вiдповiдають двом вузлам. Загальною рисою моделей
SOS є те, що при низьких температурах поверхня залишається глад-
кою, при збiльшеннi температури появляються термодинамiчнi вiд-
хилення - тераси i западини. При малих температурах форма терас
є простою, оскiльки складнiсть форми збiльшує їх енергiю, але при
збiльшеннi температури, коли вiдхилення починають взаємодiяти, їх
форма ускладнюється. Врештi при певнiй критичнiй температурi Tc

вiдбувається фазовий перехiд шорсткування.
Найпростiшою серед SOS моделей є BCSOS модель (рис. 1), в

якiй рiзниця мiж висотами на сусiднiх вузлах може мати значення
± 1

2 . Ця модель може бути використана для вивчення шосткування
(100) поверхнi об’ємоцентрованої гратки чи (110) поверхнi гранецен-
трованої гратки. Взаємодiя може бути введена мiж найближчими, чи
дальшими нiж найближчi сусiди. гамiльтонiан для BCSOS моделi iз
взаємодiєю найближчих сусiдiв (K2x, K2y)

H =
∑

i,j

[

K2x (hi,j − hi+2,j)
2 +K2y (hi,j − hi,j+1)

2
]

(1.1)

допускає точний розв’язок. В 1977 роцi ван Бейєрен [15] вказав на
еквiвалентнiсть BCSOS моделi шестивершиннiй моделi, що дозволяє
знайти температуру шорсткування

e−K2x/Tc + e−K2y/Tc = 1 (1.2)

(в шестивершиннiй моделi це температура фазового переходу мiж
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антисегнетоелектричною i невпорядкованими фазами [17]). Перехiд
мiж гладкою i шорсткими фазами є переходом типу Костерлiца-
Таулеса. Крiм описаного тут найпростiшого сценарiю SOS моделi мо-
жуть зазнавати кiлькох фазових переходiв, використовуватись для
опису взаємовпливу адсорбцiї i шорсткування чи реконструкцiї [16].

Реалiзацiя саме такого переходу додатково пiдiгрiває iнтерес до
фазових переходiв на поверхнi, оскiльки перехiд Костерлiца-Таулеса
є дуже мяким фазовим переходу - вiльна енергiя f i всi її похiднi
не мають сингулярностей при T = Tc (f ∼ e−α/

√
T−Tc) [17]. Хоча

точний розв’язок допускає лише BCSOS модель iншi моделi (RSOS -
де рiзниця висот - 0,±1, DGSOS - де взаємодiя пропорцiйна квадрату
рiзницi висот [14] також вказують на те, що перехiд вiд гладкої до
шорсткої фази є переходом безмежного порядку Костерлiца-Таулеса.

Новим поштовхом у вивченнi фазових переходiв з температурою
на поверхнi кристалiв було спiвставлення RSOS моделей кванто-
вим спiновим одновимiрним системам. Основною iдеєю є добре вi-
дома [18] еквiвалентнiсть мiж класичною термодинамiчною задачею
в D вимiрах i пошуком основного стану для вiдповiдного гамiльто-
нiану в D− 1 вимiрi. В 1989 роцi ден Нiйс i Ромелс [20] представили
роботу, де встановлюється вiдповiднiсть мiж RSOS моделлю (прида-
тною для опису поверхнi (100) простої кубiчної гратки) i квантовим
спiновим ланцюжком зi спiном 1. Показано, що термодинамiка SOS
моделi з обмеженням рiзницi висот мiж сусiднiми вузлами не пере-
вищує S - вiдповiдає пошуку основного стану для спiн-S квантового
ланцюжка. Iншим значним аспектом роботи [20] є те, що передба-
чено виникнення невпорядкованої гладкої фази (DOF) i важливiсть
взаємодiї мiж дальшими нiж найближчi вузли в утвореннi реконст-
руйованої i невпорядкованої гладкої фаз.

Iдея роботи [20], але прикладена до BCSOS моделi, обговорення
DOF фази є основним напрямком цього препринту.

2. Метод трансфер-матрицi

В цьому роздiлi ми коротко нагадаємо метод трансфер-матрицi для
класичних систем, якi описуються набором дискретних значень σn,m

на двовимiрнiй гратцi. Кожна величина σn,m може мати p значень.
Припустимо, що гамiльтонiан можна розбити на двi частини, що
описують взаємодiю мiж вузлами в горизонтальному i вертикаль-
ному напрямах (рис. 2). Взаємодiї вздовж рядкiв входять в додан-
ки Hx, кожен з яких залежить вiд значень змiнних σ на рядку n:
Hx(σn,1, σn,2, ...σn,M ) ≡ Hx({σn}). Взаємодiї мiж двома сусiднiми
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Рис. 2. Взаємодiї у двовимiрнiй моделi, що допускають застосування
методу трансфер-матрцi .

рядками входять в доданки Hy({σn} , {σn+1}) якi залежать вiд зна-
чень σ на двох сусiднiх рядках n та n+ 1.

H =

N+1
∑

n=1

[Hx({σn}) +Hy({σn} , {σn+1})] (2.1)

Статистична сума вiдповiдно, запишеться

Z =
∑

σ1,1

∑

σ1,2

. . .
∑

σN,M

e−β
∑N+1

n=1
[Hx({σn})+Hy({σn},{σn+1})] (2.2)

згрупуємо сумування за конфiгурацiями по рядках

Z =
∑

{σ1}

∑

{σ2}
. . .

∑

{σN}
T

{σ1}
{σ2} T

{σ2}
{σ3} . . . T

{σN}
{σN+1} (2.3)

де T ≡ T
{σn}
{σn+1} = e−β[Hx({σn})+Hy({σn},{σn+1})]. Величина T залежить

вiд 2M змiнних σn,m означених на двох сусiднiх рядках - всього (pM×
pM ) можливих значень. Якщо ми розглядатимемо T як матрицю
i покладемо перiодичнi граничнi умови {σN+1} = {σ1}, то кожне
сумування по спiльних iндексах в (2.3) є перемножуванням матриць,
а останнє за конфiгурацiями {σ1} - взяттям слiду, тому

Z = SpTN = Sp(T xT y)N , (2.4)

де T x = e−βHx({σn}) — дiагональна частина трансфер-матрицi, яка
залежить вiд енергiї конфiгурацiї на рядку n, T y = e−βHx({σn},{σn+1})

- позадiагональна частина, що залежить вiд енергiї взаємодiї мiж
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рядками при рiзних конфiгурацiях. При обчисленнi трансфер-мат-
рицi ключовими моментами є обчислення T y. Слiд зауважити, що
матрицi T x та T y не комутують.

Суть зведення класичної моделi в двох вимiрах, до квантової в од-
ному полягає в тому, що ми повиннi вмiти знайти оператор трансфер-
матрицi T̂ матричне представлення якого в певному просторi буде
рiвне T . Матриця T залежить вiд конфiгурацiї двох сусiднiх рядкiв.
Кожнiй з конфiгурацiй {σn} ми спiвставляємо вектор простору |i〉,
на якому буде означений оператор T̂ . Матричний елемент T̂i,j пови-
нен бути рiвний матричному елементовi T при конфiгурацiях сусiдiх
рядкiв, що вiдповiдають станам |i〉 та |j〉.

Запишемо вiльну енергiю на один рядок в термодинамiчнiй гра-
ницi N → ∞

f = − lim
N→∞

1

Nβ
lnSpTN = − lim

N→∞

1

Nβ
ln

M
∑

j=1

ΛN
j = −

1

β
ln Λmax(β),(2.5)

де Λj - власнi значення матрицi T а Λmax(β) - найбiльше з них, яке
залежить вiд температури. Якщо ввести гамiльтонiан який рiвний
логарифму трансфер-матрицi класичної моделi,

Ĥ = − ln T̂ , (2.6)

то вiльна енергiя (2.5) буде енергiєю основного стану (2.6) f =
−frac1βEGS. Отже, для дослiдження поведiнки в класичнiй моделi,
нам потрiбно дослiдити поведiнку при нульовiй температурi кванто-
вої моделi (2.6).

3. Трансфер-матриця для BCSOS

У випадку SOS моделей ми будемо шукати гамiльтонiан у спiнор-
ному просторi. Це буде гамiльтонiан одновимiрної спiнової системи.
Величина спiну буде залежати вiд обмеження, яке ми накладаємо на
рiзницю висот мiж сусiднiми висотами SOS моделi. В цьому роздiлi
ми детально розглянемо BCSOS модель, а далi покажемо як метод
дiє для iнших SOS моделей.

Подiлимо поверхню на рядки так, як показано на рис. 3 (штри-
хована лiнiя). Це є найзручнiший, але не єдиний можливий подiл на
рядки для обчислення трансфер-матрицi. Трансфер-матриця буде
залежати вiд конфiгурацiй двох сусiднiх рядкiв {hj} i

{

h′j
}

. Ком-
поненту спiну спiвставимо рiзницi висот sz

j = hj+1 − hj. T x — дi-
агональна частина записується лише через рiзницi висот в одному,
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Рис. 3. BCSOS модель з взаємодiями K2x, K3x, K4x, K2y. Подiл на
рядки показаний пунктирною лiнiєю. Штрих-пунктирнiй, штрихова-
нiй i подвiйнiй штрихованiй лiнiям вiдповiдають дiї операторiв T x,
T y

odd i T y
even вiдповiдно.

нештрихованому рядку hj

T x =
∏

j

e−βK2xδ(|hj−1−hj+1|−1). (3.1)

Для того, щоб знайти позадiагональну компоненту T y будемо шука-
ти такий оператор, який дiючи на нештрихований рядок дасть нам
суму усiх допустимих конфiгурацiй штрихованого рядка з потрiбни-
ми больцманiвськими множниками. Очевидно, отримати допустимi
конфiгурацiї h′j можна пiдiймаючи чи опускаючи певнi висоти в hj

на одиницю, але пильнуючи, щоб не порушувалися умови, що рiзницi
сусiднiх висот не можуть перевищувати 1

2 .
Введемо оператор пiднiмання i опускання висоти на вузлi j

e±iUj | . . . hj . . .〉 = | . . . hj ± 1 . . .〉; (3.2)

i проекцiйний оператор, який забезпечує виконання BCSOS умови

Pj,j+1| . . . hj, hj+1, . . .〉 (3.3)

=

{

| . . . hj , hj+1, . . .〉, якщо |hj − hj+1| = 1
2 ,

0, якщо |hj − hj+1| >
1
2 .

Розглянемо дiю оператора

T y
odd =

∏

j=odd

Pj−1,jPj,j+1

(

1 + e−βK2yeiUj + e−βK2ye−iUj
)

,

T y
even =

∏

j=even

Pj−1,jPj,j+1

(

1 + e−βK2yeiUj + e−βK2ye−iUj
)

. (3.4)
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В результатi дiї кожного множника в (3.4) на певний стан |{hj}〉 ми
отримаємо суму трьох станiв: тотожного, з пiднятим i опущеним ву-
злом на одиницю. Проекцiйнi оператори забезпечеть вiдсутнiсть в
сумi двох останнiх доданкiв, якщо вони суперечать умовi BCSOS.
Також бачимо, що в операторi T y

odd введенi потрiбнi больцманiвськi
множники. Справдi, енергiя взаємодiї мiж двома вузлами з висота-
ми hj i h′j що вiдрiзняється на одиницю рiвна K2y. Пiсля того, як
ми подiємо на певний стан |hj〉 оператором T y

odd ми отримаємо суму,
в яку входять усi дозволенi стани з висотами, що вiдрiзняються вiд
висот |hj〉 на одиницю на всiх непарних вузлах, кожен доданок буде
домножений на вiдповiдний больцманiвський множник. Проекцiйнi
оператори P залишать в сумi лише тi стани |h′j〉 висоти на непарних
вузлах в яких не вiдрiзняються вiд висот на парних вузлах |hj〉 на
1
2 (рис. 3, штрих-пунктирнi лiнiї). Якщо пiсля дiї оператором T y

odd

ми подiємо T y
even то отримаємо вже суму з усiма допустимими ста-

нами |h′j〉, такими, що висоти вiдрiзняються вiд |hj〉 на одиницю.
Проекцiйнi оператори в T y

even вiдберуть тiльки тi парнi висоти в |h′j〉

якi вiдрiзняються вiд непарних в |h′j〉 на 1
2 . Таким чином проекцiйнi

оператори в T y
odd i T y

even запезпечують виконання BCSOS умови мiж
станами |hj〉 та |h′j〉 i всерединi рядку |h′j〉 вiдповiдно (рис. 3, подвiйнi
штрих-пунктирнi лiнiї). Трансфер-матрицю остаточно запишемо як
T = T xT y

evenT
y
odd

Для того, щоб виразити трансфер-матрицю через оператори спi-
ну вважатимемо стани |hj〉, |h′j〉 векторами в спiнорному просто-
рi. Означимо sz

j = hj+1 − hj , тодi кожному стану |hj〉 ми може-
мо спiвставити стан |sz

j 〉. Дiагональна частина трансфер-матрицi
(3.1) виражена через спiновi оператори матиме вигляд T x =
∏

j e−βK2x(sz
j−1+sz

j )2 . Порiвнявши дiю операторiв (3.2), (3.3) з дiєю
операторiв sz

j , s
+
j , s−j (див. табл. 1) отримаємо таке спiнорне пред-

ставлення Pj−1,jPj,j+1eiUj = s+j−1s
−
j . Приймаючи до уваги, що проек-

|j − 1, j, j + 1〉 Pj−1,jPj,j+1e
iUj Pj−1,jPj,j+1e

−iUj |sz
j−1

sz
j
〉 s

+

j−1
s
−

j
s
−

j−1
s
+

j

|0, 1

2
, 1〉 0 0 | ↑↑〉 0 0

|0, 1

2
, 0〉 0 |0,− 1

2
, 0〉 | ↑↓〉 0 | ↓↑〉

|0,− 1

2
, 0〉 |0, 1

2
, 0〉 0 | ↓↑〉 | ↑↓〉 0

|0,− 1

2
,−1〉 0 0 | ↓↓〉 0 0

Табл. 1. Порiвняння дiї операторiв P , U в просторi висот hj i дiї
спiнових операторiв s±.

цiйнi оператори i оператори пiднiмання (опускання) висоти на рiзних
вузлах комутують можемо записати повну трансфер-матрицю через
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спiновi оператори

T =
∏

j

e−βK2x(sz
j−1+sz

j )2
∏

j=even

[

1 + e−βK2y(s+j−1s
−
j + s−j−1s

+
j )

]

×
∏

j=odd

[

1 + e−βK2y(s+j−1s
−
j + s−j−1s

+
j )

]

. (3.5)

Для того, щоб знайти гамiльтонiан квантової системи нам потрiбно
обчислити логарифм трансфер-матрицi (3.5), що точно зробити не-
можливо через те, що добутки в позадiагональнiй частинi трансфер-
матрицi не комутують.

4. Наближення сильної анiзотропiї. Пiдхiд одного

перекиду

Оператор трансфер-матрицi є оператором спiнiв в одному вимiрi, от-
же гамiльтонiан буде описувати спiнову, квантову одновимiрну си-
стему. Однак, некомутативнiсть множникiв в операторi T змушує
нас застосовувати наближенi пiдходи при обчисленнi гамiльтонiану
квантового вiдповiдника моделi поверхнi. Припустимо, що взаємодiя
вздовж осi у нашiй моделi є достатньо сильною так, що βK2y � 1,
Це означає, що e−βK2y є малою величиною i ми можемо переписати
вираз (3.5) у виглядi

T =
∏

j

e−Jz(sz
j−1sz

j + 1
4 )

∏

j

e
J
2 (s+

j−1
s−

j
+s−

j−1
s+

j
) (4.1)

де J
2 = e−βK2y , Jz = 2βK2x. Якщо ми припустимо, що взаємо-

дiя вздовж осi x є слабкою 2βK2x � 1, то ми можемо знехтувати
некомутативнiстю операторiв в експонентi i переписати остаточно
трансфер-матрицю в наближеннi сильної анiзотропiї

T = e
∑

j
−Jz(sz

j−1sz
j + 1

4 )+ J
2 (s+

j−1
s−

j
+s−

j−1
s+

j
)

(4.2)

звiдки з точнiстю до неважливих доданкiв отримаємо гамiльтонiан
квантової спiнової моделi

H =
∑

j

−Jzs
z
j−1s

z
j +

J

2
(s+j−1s

−
j + s−j−1s

+
j ), (4.3)

що є гамiльтонiаном спiн- 1
2 XXZ моделi. Вiдомо [19], що XXZ ла-

нцюжок при нульовiй температурi зазнає фазового переходу в точцi
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Рис. 4. Вiдношення критичної температупи шосткування отриманої
в наближеннi сильної анiзотропiї до точного результату залежно вiд
ступеня неоднорiдностi гратки (K2y/K2x) для BCSOS моделi.

Jz = J . Звiдси ми можемо знайти критичну температуру переходу
вiд гладкої до шорсткої фази

βK2x = e−βK2y . (4.4)

Описаний метод трансфер-матрицi може бути застосований до скла-
днiших SOS моделей. Для даної BCSOS моделi iснує точний розв’я-
зок (1.2), що дозволяє оцiнити точнiсть наближення сильної анiзо-
тропiї (рис. 4). Якщо ми цiкавимся лише температурою фазового
переходу, то навiть для iзотропної гратки (J2x = J2y) наближення
сильної анiзотропiї є прийнятним.

Розглянемо тепер пiдхiд одного перекиду, який дозволяє суттєво
спростити обчислення трансфер-матрицi у наближеннi сильної анiзо-
тропiї. Повернемся до питання про вигляд позадiагональної частини
трансфер-матрицi T y. Приймаючи до уваги, що βK2y � 1 будемо
шукати такий оператор T y, що T y|hj〉 є сумою усiх станiв, що вiдрi-
зняється вiд |hj〉 висотою лише на одному вузлi

T y|hj〉 = |hj〉 + e−βK2y

∑

k

|hj ± δj,k〉. (4.5)

Усiма iншими доданками, ми можемо знехтувати, оскiльки больцма-
нiвськi множники будуть пропорцiйнi квадратовi e−βK2y . Шуканий
оператор має вигляд T y = 1 + e

J
2

∑

j Pj−1,jPj,j+1(eiUj + e−iUj ). В
спiновому представленнi, це вiдовiдає сумi одиничного операторiв i
операторiв перекиду спiну T y = 1 + e

J
2

∑

j(s
−
j−1s

+
j + s+j−1s

−
j ). Маючи

T y i нехтуючи некомутативнiстю T y та T x, що вiдповiдає наближен-
ню βK2y � 1, βK2x � 1, знову отримуємо гамiльтонiан (4.3).

ICMP–05–20U 10

Формально здiйснити перехiд вiд трансфер-матрицi (3.5) до га-
мiльтонiану (4.3) можна в границi низьких температур β � 1. Ос-
кiльки нам потрiбно знайти температуру фазового переходу, яка
спiвмiрна з одиницею, ми мусимо приймати наближення сильної ан-
iзотропiї. Для детально розглянутого тут випадку BCSOS моделi iс-
нує точний розв’язок, тому вкладенi обчислення служать для пе-
ревiрки прийнятностi наближення сильної анiзотропiї i узгодження
формулювання пiдходу одного перекиду з наближенням сильної ан-
iзотропiї.

5. Взаємодiя дальших нiж найближчi сусiди

Розглянемо BCSOS модель (1.1) з додатковою взаємодiєю вздовж осi
x K4x

H =
∑

i,j

[

K2x (hi,j − hi+2,j)
2

+K2y (hi,j − hi,j+1)
2
]

+
∑

i,j

K4x (hi,j − hi+4,j)
2
; (5.1)

Приймаємо, що K4x є додатнiм, iнакше поверхня (110) буде неста-
бiльною. K2x може мати як вiд’ємний так i додатнiй знак. Основний
стан буде гладким при K2x > 0. При K2x < 0 основний стан поверхнi
буде реконструйованим, коли висоти вздовж осi x будуть чергувати-
ся з перiодом 4: (0, 1, 2, 1, 0, ...). При K2x < −8K4x поверхня (110)
стає нестабiльною.

Додатковий множник в гамiльтонiанi (5.1) не приводить до сут-
тєвих ускладнень при обчисленнi трансфер-матрицi. Оскiльки вза-
ємодiя K4x стосується лише одного рядка, в нашому подiлi гратки,
то змiниться лише дiагональна частина трансфер-матрицi

T x =
∏

j

e−βK2x(sz
j−1−sz

j )2+K4(s
z
j−2+sz

j−1+sz
j +sz

j+1)2 . (5.2)

В наближеннi сильної анiзотропiї гамiльтонiан квантового вiдповiд-
ника буде мати вигляд

H = −
∑

j

J

2
(s+j−1s

−
j + s−j−1s

+
j )

+
∑

j

(

Jzs
z
j−1s

z
j + J2s

z
js

z
j+2 +

J2

2
sz

js
z
j+3

)

, (5.3)
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Рис. 5. RSOS модель з взаємодiями K, K2x, L2x, K3y, L4y, Q. Подiл
на рядки показаний пунктирною лiнiєю.

де J = 2e−βK2y , Jz = 2βK2x+ 3
2βK4, J2 = βK4. Ми отримали однови-

мiрну спiнову модель з взаємодiєю дальших нiж найближчi сусiди. В
описаному пiдходi можна врахувати i iншi взаємодiї (рис. 1). Так, ми
можемо ввести взаємодiю вздовж рядка ∼ (hi,j−hi+3,j)

2, що приведе
до перенормування коефiцiєнтiв при sz

js
z
j+1, s

z
js

z
j+2 в гамiльтонiанi.

Можна врахувати взаємодiю ∼ (hi+1,j − hi,j±2)
2, що в наближеннi

сильної анiзотропiї перенормує доданки sz
js

z
j+1.

6. RSOS модель

Моделi RSOS можить використовуватися для опису поверхнi (100)
простого кубiчного кристалу. В цих моделях рiзниця мiж висотами
найближчих вузлiв обмежена певним числом, в найпростiшому ви-
падку, який ми i будемо розглядати далi - одиницею. Найзагальнiший
гамiльтонiан має вигляд [20]

H =
∑

i,j

[

Kδ(|hi,j − hi+1,j | − 1) +Kδ(|hi,j − hi,j+(−1)i | − 1)

+K2xδ(|hi,j − hi+2,j | − 1) + L2xδ(|hi,j − hi+2,j | − 2)

+K2yδ(|hi,j − hi,j+1| − 1) + L2yδ(|hi,j − hi,j+1| − 2)

+Qδ(|hi−1,j − hi+1,j | − 1)δ(|hi,j − hi,j+1| − 1)] , (6.1)

де δ - символ Кронекера. Взаємодiї зображенi на рис. 5. Стан кван-
тового гамiльтонiану i трансфер-матрицю визначимо на зигзаго-
подiмному рядку. Вiдразу можемо записати дiагональну частину
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трансфер-матрицi

T x =
∏

j

e−βKδ(|hj−hj+1|−1)+K2xδ(|hj−hj+2|−1)+L2xδ(|hj−hj+2|−2), (6.2)

де iндекс рядка i опущений. Cпiновi стани sz
j визначимо аналогiчно

як в BCSOS моделi, тому ми можемо записати (6.2) через спiн-1
оператори

T x =
∏

j

e−β[(K+K2x)(sz
j
2sz

j+1
2)+

L2x
2 sz

j sz
j+1−(2K2x−L2x

2 )(sz
j sz

j+1)2]. (6.3)

Для того, щоб знайти позадiагональну частину трансфер-матрицi
перейдемо до наближенням сильної анiзотропiї. В цьому випадку,
нам потрiбно знайти такий оператор, яким дiючи на стан |hj〉 ми от-
римаємо суму усiх допустимих станiв |h′j〉 що не вiдрiзняються або
вiдрiзняються вiд |hj〉 висотою тiльки на одному вузлi. Таким опе-
ратором буде

T y =
∏

j=even

T y
j ×

∏

j

e−βKδ(|hj−hj+1|−1) ×
∏

j=odd

T y
j ,

T y
j = P (hj−1,j)P (hj,j+1)

{

1 + e−βL2y(e2iuj + e−2iuj )

+e−βK2y
[

1 + (e−βQ − 1)δ(|hj−1 − hj+1| − 1)
]

(eiuj + e−iuj )
}

(6.4)

де оператори u i P аналогiчнi до (3.3) з тiєю рiзницею, що проекцiйнi
оператори рiвнi одиницi у випадку |hj −hj+1| ≤ 1. Множники з взає-
модiєю K в експонентi враховують взаємодiю мiж парними вузлами
в |hj〉 i непарними в |h′j〉 чого у випадку BCSOS моделi не потрiбно
було робити, оскiльки рiзницi найближчих висот в нiй завжди 1

2 .
Нехтуючи некомутативнiстю операторiв в показниках експонен-

ти, що вiдповiдає наближенню βK � 1, βK2x � 1, βL2x � 1,
βK2y � 1, βL2y � 1 отримаємо гамiльтонiан одновимiрної спiно-
вої системи H = lnT yT x

H =
∑

j

{

−
J

2
(s+j s

−
j+1 + s−j s

+
j+1) −

JL

2
[(s+j s

−
j+1)

2 + (s−j s
+
j+1)

2]

−
JQ

2
[sz

js
z
j+1(s

+
j s

−
j+1 + s−j s

+
j+1) + (s+j s

−
j+1 + s−j s

+
j+1)s

z
js

z
j+1]

+Jzs
z
js

z
j+1 + ∆(sz

js
z
j+1)

2 +Dsz
j
2
}

, (6.5)

де J = e−β(K2y+Q), JL = 2e−βL2y , JQ = eβQ − 1, Jz = 1
2L2x, ∆ =

−2K2x + 1
2L2x, D = 2K + 2K2x. Вiн вiдповiдає одновимiрнiй спiн-1

моделi з взаємодiями найближчих сусiдiв.
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Детельний аналiз фазової дiаграми отриманої спiнової моделi ви-
ходить поза межi цiєї оглядової роботи i може бути знайдений у
вже згадуванiй працi ден Нiйса i Ромелса [20]. Ми тут наголосимо
на важливих деталях. В моделi, залежно вiд знакiв взаємодiй K,
Lx

1 , Lx
2 можуть iснувати три впорядкованi фази, що вiдповiдають

гладким фазам поверхнi (гладкiй RSOS, BCSOS i реконструйованiй
BCSOS фазi). В системi iснує також RSOS i BCSOS невпорядкова-
нi шорсткi фази, в яких на великих вiдстанях кореляцiйнi функцiї
G(r) = 〈(hi−hi+r)

2〉 ∼ ln r. Iснує також невпорядкована гладка фаза
(DOF) в якiй температурою зруйнований позицiйний прядок сходи-
нок поверхнi догори-донизу, але залишається впорядкованою почер-
говiсть сходинок, що виражається вiдмiнним вiд нуля параметром
порядку ψ = 〈eiπhi(hi −hi+1)〉. Всi описанi фази мають вiдповiдники
на спiновiй мовi. Гладкi фази вiдповiдають феро- або антиферомаг-
нiтним основним станам спiн-1 ланцюжка. Шорсткi фази - магнiтно
невпорядкованому основному становi i невпорядкована гладка фаза
- становi валентних зв’язкiв (VBS). Детальнiше природа невпоряд-
кованої гладкої фази буде обговорена на прикладi BCSOS моделi.

7. Обговорення фазової дiаграми BCSOS моделi,

реконструйована i DOF фази

Повернемося до розгляду BCSOS моделi з взаємодiєю K4x (5.1). Де-
талi побудови фазової спiнової дiаграми основного стану можна зна-
йти в роботi [21]. Тут ми розглянемо лише якiсну поведiнку поверхнi
при змiнi температури (рис. 6). Основний стан поверхнi, залежно вiд
знаку K2x є гладким [1x1] або гладким реконструйованим [1x2]. При
збiльшеннi температури вiдбувається перехiд до шорсткої фази, мо-
жливо, з переходом через посередню DOF фазу. В деяких випадках,
основний стан вiдомий точно, i характеристики поверхнi можуть бу-
ти знайденi детально. Цi точки - це класичнi стани Нiєля, що вiд-
повiдають нулю температури (або K2y → ∞); стан iдеально диме-
ризованого стану, що вiдповiдає ланцюжковi Маджумдара-Ґоша [19]
(ця точка вiдсутня на рис. 6, оскiльки в нашiй моделi є взаємодiї
sz

js
z
j+3); i стан що вiдповiдає XY ланцюжковi (K2x = 0,K4x = 0 або

T → ∞). В перерахованих випадках вiдомий точний вигляд кореля-
цiйних функцiй спiнової системи.

Кореляцiйну функцiю висота-висота, можна представити через
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Рис. 6. Якiсна фазова дiаграма для BCSOS моделi. По осях вiдкла-
дена анiзотропiя i температура. Суцiльна крива вiдповiдає переходу
Костерлiца-Таулеса, штрихована - фазовим переходам першого роду
мiж двома гладкими фазами, крапкована - Iзинговiй критичнiй пове-
дiнцi. Штрих-пунктирна лiнiя вiдображає криву фазових переходiв
другого роду з постiйно змiнними критичними показниками.

двоспiновi кореляцiйнi функцiї

G(n) = 〈(h0 − hn)2〉 =

n
∑

j,k=1

〈sz
js

z
k〉0, (7.1)

за умови трансляцiйної iнварiантностi спiнових кореляцiйних функ-
цiй отримаємо

G(n) = n
1

4
+ 2

n
∑

j=1

(n− j)〈sz
0s

z
j 〉0. (7.2)

Загалом, нам невiдомi точнi вирази для спiнових кореляцiйних фун-
кцiй, але для визначення асимптотичної поведiнки limn→∞G(n) нам
потрiбно знати лише асимтотичну поведiнку кореляцiйних функцiй
〈sz

0s
z
j 〉0. Крiм того, усi доданки пропорцiйнi n фазах де сумарне на-

магнiчення рiвне нулю (а саме такими є всi фази якi нас цiкавлять)
при обчисленнi G(n) при великих n прямують до сталої. Остаточно
вираз для асимтотичної поведiнки кореляцiйної функцiї при великих
n буде мати вигляд

G(n) ∼ −

n
∑

j=1

j〈sz
0s

z
j 〉0 (7.3)

Параметром порядку спiнової моделi в фазi [1x1] є ’шахоподiб-
не намагнiчення’ P1 = ( 1

N

∑

j(−1)j〈sz
j 〉0)

2, а в фазi [1x2] компонента
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димерного оператора P2 = ( 1
N

∑

j(−1)j〈sz
js

z
j+1〉0)

2. Обидва стани ма-
ють далекий порядок - двоспiновi кореляцiйнi функцiї експоненцiй-
но спадають на далеких вiдстанях до певного скiнченого значення.
З (7.3) видно, що в гладких фазах G(n) < const. В iдеально впоряд-
кованих станах [1x1] i [1x2] спiновi кореляцiйнi функцiї вiдомi i ми
можемо знайти G(n) точно - G(n) = 1

8 (1 − (−1)n) для фази [1x1] та
G(4n) = 0, G(4n+ 1, 3) = 1

4 , G(4n+ 2) = 1 для фази [1x2].
В фазi спiнової рiдини вiдсутнє впорядкування, а спiновi коре-

ляцiйнi функцiї мають вигляд [22] 〈sz
0s

z
j 〉0 = − 1

4π2ηj2 + (1)j A
j1/η + ...,

що дозволяє за допомогою (7.3) знайти асимптотику кореляцiйної
функцiї G(n) ∼ ln(n). У випадку XX ланцюжка, кореляцiйнi фун-
кцiї вiдомi точно - 〈sz

0s
z
2j+1〉0 = − 1

π2(2j+1)2 , 〈sz
0s

z
2j〉0 = 0, звiдки

G(2n) =
γ+2 ln 2+Γ(n)+n

Γ′(n)

Γ(n)

π2 , де γ - стала Ейлера, Γ - ґамма-функцiя.
Невпорядкована гладка фаза вiдповiдає димеризованiй фазi -

кореляцiйнi функцiї спадають до нуля експоненцiйно, але далекий
порядок iснує, i виражається у вiдмiнностi вiд нуля z компонен-
ти димеризацiйного оператора. Експоненцiйне спадання кореляцiй-
ної функцiї дозволяє знайти асимптотику кореляцiйних функцiй
G(n) < const, а у випадку iдеальної димеризацiї ми можемо знай-
ти точний вираз для G(n)

〈sz
js

z
k〉0 =

1

4
δj,k −

1

8
[δj,k+1 + δj,k−1 − (−1)j(δj,k−1 − δj,k+1)]

G(n) =
1

8
(1 − (−1)n)

Слiд зауважити, що нiєлiвськi стани [1x1] i [1x2] є дво- i чотири-
кратно виродженими, а димеризований стан двократно виродженим.
Ми обмежились розглядом тiльки одного з вироджених станiв, ос-
кiльки iншi тривiально отримуються просторовою трансляцiєю.

Параметри порядку для спiнових систем, потрiбно пов’язати з
певними величинами означеними на мовi поверхнi. Основною проб-
лемою, є те, що при отриманнi спiнової моделi ми припустили прос-
торову неоднорiднiсть, i будь-яка величина, що визначена на спiно-
вих операторах буде враховувати iснування чи вiдсутнiсть впоряд-
кування лише в одному напрямi. Розглянемо детальнiше iдеальний
димеризований стан.

|Ψ〉 = |12〉|34〉...|N − 1N〉, (7.4)

де |ij〉 = 1√
2
(| ↑↓〉 − | ↓↑〉). Якщо ми розпишемо добуток сигглетiв

(7.4), то отримаємо 2
N
2 доданкiв, кожен з яких буде мати вигляд
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такого типу

(↑↓)(↑↓)(↓↑)(↓↑)(↓↑)(↑↓)... (7.5)

Видно, що в конфiгурацiї зустрiчаються два спiни орiєнтованi вниз,
що вiдповiдає на поверхнi сходинцi вниз. Далi ми маємо антифе-
ромагнiтно впорядкований вiдрiзок, i два спiни орiєнтованi вверх,
що вiдповiдає сходинцi вверх. Оскiльки кожен з доданкiв типу (7.5)
складається з добуткiв синглетiв на сусiднiх вузлах, то це означає,
що завжди пiсля двох сусiднiх спiнiв орiєнтованих вниз (сходинки
вниз) ми будемо мати два спiни орiєнтованi вверх (сходинку вверх) i
навпаки. Отже, поверхня залишається гладкою, але в цiй фазi втра-
чений порядок сходинок в площинi.

Розглянемо оператор Stepj = 2(sz
j−1s

z
j + 1

4 ) [23], який вiдмiнний
вiд нуля тодi, коли на вузлах (j − 1, j) спiни орiєнтованi як ↑↑ або
↓↓, на мовi поверхнi, це означає, що на вузлi j є сходинка догори або
донизу. Кореляцiйна функцiя сходинка-сходинка в димеризованому
станi (7.4) рiвна

〈Ψ|StepjStepj+n|Ψ〉 =







1
2 якщо n = 0
1
4 якщо n ≥ 2 i парне,
0 iнакше

(7.6)

що означає, що вiдстань мiж сходинкам є завжди парна. В робо-
тi [23] методом точної дiагоналiзацiї порахована кореляцiйна функ-
цiя сходинка-сходинка для системи, що перебуває в DOF фазi, але
не допускає точного розвязку. Показано, що 〈Ψ|StepjStepj+n|Ψ〉 на
великих вiддалях спадає до нуля, але має осциляцiйний характер з
перiодом π - сходинки волiють розмiщуватися одна вiдносно одної на
парнiй вiддалi.

Мiж сходинками ми маємо вiдрiзки нiєлiвського впорядкування.
Якщо ми подiлимо гратку на якiй визначена на двi пiдгратки (з
парними i непарними вузлами), то вiдрiзки з максимумами, що вiд-
повiдають однiй з них будуть зустрiчатися частiше. Iншими словами
вузли однiєї з пiдграток переважають серед локальних максимумiв.
Це спостереження пiдказує, як побудувати параметр порядку на по-
верхнi який би виокремив DOF фазу.

PDOF = 〈
1

N

∑

r

eiGrOr〉,

Or =
1

16

4
∏

i=1

[∆hr,i + 1] (7.7)
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де G - вектор оберненої гратки. Оператор Or вiдмiнний вiд нуля
тiльки тодi, коли на вузлi r маємо локальний максимум поверхнi.
Якщо PDOF вiдмiнне вiд нуля, то це вказує на переважання вузлiв
певної пiдгратки на верхньому шарi поверхнi (рис. 1). В роботi [23],
[24] обчислення методом Монте-Карло пiдтверджують, що в DOF
фазi PDOF вiдмiнне вiд нуля. Властивостi всiх фаз пiдсумованi в
таблицi 2.

гладка [1x1] гладка [1x2] шорстка DOF
виродження 2 4 1 2

щiлина 6= 0 6= 0 0 6= 0
limn→∞G(n) const const ln r const

P1 6= 0 0 0 0
P2 0 6= 0 0 0

PDOF 6= 0 6= 0 6= 0 0

Табл. 2. Характеристики фаз що представленi на фазовiй дiаграмi
(рис. 6) для BCSOS моделi (5.1).

8. Висновки

Кристалiчнi поверхнi виявляють багату поведiнку i становлять iнте-
рес з огляду на широке промислове зацiкавлення. Експерименталь-
но пiдтверджено iснування всiх описаних в цьому роздiлi сценарiїв -
реконструкцiї, прерафенiнгу i шорсткування, хоча експерименталь-
не дослiдження двох останнiх переходiв стикається з труднощами
з огляду на безмежний порядок шорсткування i неунiверсальнiсть
прерафенiнгу. З другого боку саме цi два типи фазових переходiв
пiдтримують постiйний академiчний iнтерес до дискретних моделей
поверхнi.

Аналогiя SOS моделей з квантовими спiновими одновимiрними
системами дозволяє використати результати теорiї низьковимiрно-
го магнетизму у вивченнi поверхневих фазових переходiв. Саме ця
аналогiя дозволяє описати невпорядковану гладку фазу, побудувати
для неї параметр порядку i з’ясувати рiзну роль далеких взаємодiй
у утвореннi невпорядкованої гладкої фази у BCSOS i RSOS моделях.

В межах описаного пiдходу є можливiсть суттєво розширити клас
вивчених явищ на поверхнi. Можна врахувати структурну неодно-
рiднiсть поверхнi, що приведе до неоднорiдностi zz взаємодiй у спi-
новiй моделi. Такi неоднорiдностi виявлено в металах Wo, Mo [25]

ICMP–05–20U 18

i напiвпровiдниках. Iншим перспективним напрямком є врахування
фононних ступенiв вiльностей поверхнi.
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