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Узагальнений координатно-частотний розподiл: дробове

представлення

Ю.М. Козловський

Анотацiя. В роботi запропоновано узагальнений координатно-час-
тотний розподiл, частковими випадками якого є функцiя невизна-
ченостi та розподiл Вiгнера. Дослiджено основнi властивостi уза-
гальненого розподiлу, зокрема знайдено умову нормування, крос-
кореляцiйне представлення та обернене перетворення. Шляхом ана-
лiтичних розрахункiв отримано вираз для узагальненого розподiлу
гаусового сигналу. Запропоновано схему вiдновлення розподiлу iн-
тенсивностi сигналу за узагальненим розподiлом. Вперше введено
дробове представлення узагальненого розподiлу та показано, що та-
кому перетворенню вiдповiдає поворот на iнформацiйнiй дiаграмi.
Приведено чисельнi розрахунки узагальненого розподiлу гаусового
сигналу при рiзних значеннях узагальнеого параметра та параметра
дробового фур’є-перетворення.

Generalized coordinate-frequency distribution: fractional re-

prezentation

Yu.М. Kozlovskii

Abstract. Generalized coordinate-frequency distribution is proposed
and it is shown that Wigner distribution function and ambiguity func-
tion are only particular cases of generalized distribution. Main proper-
ties of generalized distribution such as normalization condition, cross-
correlation representation and inverse transform are investigated. Gene-
ralized gaussian distribution is analytically obtained. The scheme of sig-
nal intensity distribution reconstruction by generalized distribution is
proposed. Fractional representation of generalized distribution was car-
ried out. The results of numerical calculations of gaussian signal dist-
ribution in the fractional Fourier transform domain are presented.
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1. Вступ

На сьогоднiшнiй день системи формування зображень представля-
ють собою значний iнтерес для спецiалiстiв, що працюють в галузi
оптичної обробки iнформацiї. Виявлення нових властивостей та за-
кономiрностей в iснуючих, а також теоретичне обгрунтування побу-
дови принципово нових оптичних систем такого класу є однiєю з най-
бiльш актуальних проблем сучасної оптики. Добре вiдомо, що для
опису оптичних систем необхiдно використовувати вiдомостi з рiз-
них галузей математики, зокрема таких роздiлiв як лiнiйна алгебра,
функцiональний аналiз та iнтегральнi перетворення. Серед вiдомих
iнтегральних перетворень, якi використовуються в оптицi, перетво-
рення Фур’є знайшло широке застосування в рiзноманiтних галузях
науки i технiки. В оптичних системах формування зображень пере-
творення Фур’є вiдiграє фундаментальну роль, так як воно дозволяє
аналiтично пов’язати вхiдне та вихiдне зображення. Крiм теорiї фор-
мування оптичних зображень перетворення Фур’є з успiхом застосо-
вується i в iнших областях оптики, таких як оптична обробка iнфор-
мацiї, оптична фiльтрацiя, голографiя та iншi. В 1993-1994 рр., А.
Ломан, Д. Мендловiк та Х. Озактас почали активно використовувати
дробове фур’є-перетворення в оптицi, як узагальнення до звичайно-
го перетворення Фур’є. Це дозволило розвинути iснуючi концепцiї
та виявити новi можливостi опису формування зображень в оптич-
них системах. В бiльшостi робiт, що були присвяченi дослiдженню
властивостей дробового фур’є-перетворення використовувався апа-
рат лiнiйних iнтегральних перетворень, а також функцiя розподiлу
Вiгнера [1]. На основi методологiї дробового фур’є-перетворення бу-
ли сформульованi новi принципи та методи обробки оптичних зобра-
жень [2]. На даний час iнтенсивно розвиваються дослiдження умов
реалiзацiї дробового фур’є-перетворення в оптичних системах, проте
практичне використання цього перетворення в реальних оптичних
системах знаходиться на початковiй стадiї [3–5]. Поряд iз узагаль-
ненням перетворення Фур’є можна здiйснити узагальнення функцiї
розподiлу Вiгнера з використанням деякого додаткового параметра.
Змiна цього параметра приводить до побудови множини узагальне-
них розподiлiв, якi в часткових випадках переходять в добре вiдомi
розподiли Вiгнера та Вейля [6].
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2. Координатно-частотнi характеристики двох сиг-

налiв

В рядi робiт Чоунтасiса з спiвавторами [6]- [8] введено узагальнену
функцiю Вiгнера, яка пов’язана з використанням звичайної функ-
цiї розподiлу Вiгнера. З огляду на широкi можливостi використання
функцiї невизначеностi в теорiї оптичної обробки iнформацiї в данiй
роботi пропонується метод побудови узагальненого координатно-час-
тотного розподiлу з використанням функцiї Вейля (невизначеностi).
Розглянемо детально властивiсть репрезентативностi розподiлiв, яка
полягає в вiдновленнi вхiдного сигналу за розподiлом. Нехай задано
два сигнали з координатами x1 та x2 та просторовими частотами ω1

та ω2 вiдповiдно. Нас цiкавить як пов’язанi мiж собою координат-
на та частотна структура цих сигналiв. Тобто необхiдно встановити
спiввiдношення мiж чотирьма змiнними x1, x2, ω1 та ω2. В роботi [9]
показано, що замiсть вказаних вище координат можна використати
чотири узагальненi координати сигналiв

x =
x1 + x2

2
, ω =

ω1 + ω2

2
,

x0 = x1 − x2, ω0 = ω1 − ω2. (1)

Очевидно, що при такiй замiнi змiнних нiяка iнформацiя не втра-
чається i не додається. Ми можемо виразити також вихiднi коор-
динати через узагальненi

x1 =
2x + x0

2
, ω1 =

2ω + ω2

2
,

x2 =
2x − x0

2
, ω2 =

2ω − ω2

2
. (2)

Розглянемо детально фiзичний змiст координат (1), причому ма-
ємо справу з двома парами взамоспряжених координат (x, ω) та
(x0, ω0), кожна з яких має свої особливостi.

2.1. Функцiя невизначеностi та “швидка рiзниця”

Координати “швидкої рiзницi”(x0, ω0), це координати, якi тотожно
перетворюються в нуль коли f1(x) = f2(x), тобто коли сигнали iден-
тичнi за всiма координатами. У випадку коли обидва сигнали зсунутi
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по координатi чи по частотi вiдповiднi координати “швидкої рiзни-
цi” стають вiдмiнними вiд нуля та вказують цi зсуви. В координатах
“швидкої рiзницi” (x0, ω0) задається функцiя невизначеностi [12]

координатне представлення

Af
1

f∗

2
(x0; ω0) =

∫

f1

(

x +
x0

2

)

f∗

2

(

x − x0

2

)

exp (−iω0x)dx. (3)

Перевага використання функцiї невизначеностi полягає в тому,
що при f1(x) = f2(x) розподiл (3) переписується наступним чином

Aff∗(0; ω0) =

∫

f (x) f∗ (x) exp (−iω0x)dx, (4)

звiдки безпосередньо вiдновлюється розподiл iнтенсивностi вхiд-
ного сигналу

|f(x)|2 =

∫

Aff∗(0; ω0) exp (iω0x)dω0. (5)

Таким чином використання функцiї невизначеностi дозволяє пов-
нiстю вiдновити розподiл вхiдного сигналу.

2.2. Розподiл Вiгнера та “повiльнi середнi”

Розподiл Вiгнера є одним з найбiльш вживаних координатно-час-
тотних розподiлiв, якi використовуються у просторово-частотному
аналiзi [1,2]. На вiдмiну вiд функцiї невизначеностi розподiл Вiгнера
задається в координатах (x, ω) тобто “повiльних середнiх”, це коорди-
нати, якi iдентичнi по частотi ω та координатi x коли f1(x) = f2(x).
За означенням розподiл Вiгнера в координатному представленнi за-
писується наступним чином

Wf
1
f∗

2
(x; ω) =

∫

f1

(

x +
x0

2

)

f∗

2

(

x − x0

2

)

exp (−iωx0)dx0. (6)

Легко бачити, що при виконаннi умови f1(x) = f2(x) розподiл
iнтенсивностi вхiдного сигналу вiдновлюється за маргiнальним роз-
подiлом, а саме

|f(x)|2 =

∫

Wff∗(x; ω)dω. (7)

В подальших розрахунках будемо використовувати схему вiднов-
лення (5), оскiльки саме вона є простiшою в планi математичної ре-
алiзацiї.
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3. Дробове фур’є-перетворення

Апарат фур’є-перетворення вже довгi роки з успiхом застосовується
при аналiзi процесiв, що вiдбуваються в оптичних системах обробки
iнформацiї. Методологiя фур’є оптики дозволяє працювати не лише
з сигналом f(x), а й з його фур’є-образом

F (ω) =

∞
∫

−∞

f(x) exp(−iωx)dx = F̂ [f(x)], (8)

що в багатьох випадках має принциповi переваги. З розвитком
теорiї оптичних систем апарат звичайного фур’є-перетворення по-
требував подальшого розвитку, оскiльки збiльшувався клас систем,
який не мiг бути описаний з його допомогою. В зв’язку з цим в оп-
тицi все частiше використовувалося дробове фур’є-перетворення як
узагальнення звичайного фур’є-перетворення з параметром порядку
ϕ.

Принципово новим моментом використання дробового фур’є-пе-
ретворення був той факт, що поряд з вiдомими значеннями функцiї
f(x) та її фур’є-образу F (ω) став можливий аналiз перерозподiлу
мiж вхiдним сигналом та його фур’є-образом, шляхом змiни пара-
метра ϕ.

Дробове фур’є-перетворення вперше запропоновано для задач
квантової механiки [10]. За означенням Ломана дробове фур’є-пере-
творення оптичного сигналу f(x) записується в формi iнтегрального
перетворення [1]

up(x) =
i exp (iϕ)

sinϕ
×

∫

f(x1) exp

(

i
k

2d0tgϕ
[x2 + x2

1]

)

exp

(

−i
kxx1

d0 sin ϕ

)

dx1, (9)

де k = 2π/λ - хвильове число, ϕ = pπ/2, p - порядок дробового фур’є-
перетворення, d0 - лiнiйна константа. При p = 1 дане перетворення
вироджується в повне фур’є-перетворення.

3.1. Розподiл дробового фур’є-перетворення

Фундаментальною властивiстю дробового фур’є-перетворення є по-
ворот розподiлу вхiдного сигналу на iнформацiйнiй дiаграмi [1, 4].
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Про фундаментальнiсть цього факту свiдчить наявнiсть такого по-
вороту як у випадку використання функцiї розподiлу Вiгнера [1], так
i у випадку використання функцiї невизначеностi [4]. Тобто незалеж-
но вiд вибору форми розподiлу на iнформацiйнiй дiаграмi вiдбува-
ється поворот розподiлу вхiдного сигналу на кут пропорцiйний до
параметра дробового фур’є-перетворення ϕ, а саме

Au
p
u∗

p
(x0; ω0) =

Aff∗

(

q cosϕ x0
d0

k
sin ϕ ω0;

k

d0
sinϕ x0 + cosϕ ω0

)

. (10)

На основi формули (10) приходимо до важливого висновку, що
дробовому фур’є-перетворенню вiдповiдає лiнiйне перетворення на
iнформацiйнiй дiаграмi спряжених рiзнецевих координат (x0; ω0)
розподiлу вхiдного сигналу f(x), яке описується матрицею

Tϕ =









cosϕ −d0

k
sin ϕ

k

d0
sin ϕ cosϕ









. (11)

Дана матриця описує поворот у вiд’ємному напрямi (за годин-
никовою стрiлкою) розподiлу вхiдного сигналу на кут ϕ = pπ/2,
пропорцiйний параметру p.
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Рис. 1. Поворот розподiлу прямокутного iмпульсу при дробовому
фур’є-перетвореннi - злiва - p = 0, справа - p = 0, 5.

На рис. 1 показанi розподiл прямокутного iмпульсу (злiва) i, вiд-
повiдно, розрахований розподiл дробового фур’є-перетворення пря-
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мокутного iмпульсу (справа). Як видно, на iнформацiйнiй дiаграмi
розподiл вихiдного сигналу повертається i одночасно деформуєть-
ся [4].

4. Узагальнений координатно-частотний розподiл

4.1. Методи узагальнення розподiлiв

Розподiл Вiгнера та функцiя невизначеностi знайшли широке за-
стосування в просторово-частотному аналiзi та зокрема в оптичних
системах обробки iнформацiї. Вибiр того чи iншого розподiлу зале-
жить вiд сформульованих завдань. Хоча використання функцiї неви-
значеностi передбачає суттєво простiшi розрахунки при вiдновленнi
розподiлу iнтенсивностi вхiдного сигналу, бiльшiсть авторiв в сво-
їх роботах все ж використовують розподiл Вiгнера. Логiчним кро-
ком в цьому напрямку була робота Чоунтасiса з спiвавторами [6] в
якiй введено узагальнену функцiю Вiгнера. Вищезгадана робота [6]
є виконана в рамках квантової механiки, що ставить пiд питання
можливiсть її використання в класичних системах в тому виглядi в
якому вона є отримана в роботi. Тому виникає запитання вiдносно
побудови класичного аналiзу. З iншого боку, як було показано в попе-
редньому параграфi у випадку використання функцiї невизначеностi
вiдновлення миттєвої енергiї (iнтенсивностi) сигналу є суттєво прос-
тiшим, тому доцiльно запропонувати спосiб вiдновлення розподiлу
iнтенсивностi сигналу на основi використання узагальненої функцiї
невизначеностi. Особливiсть використання такого пiдходу полягає в
тому, що вiдновлений розподiл iнтенсивностi сигналу реєструється
експериментально в оптичних системах. Загальна iдея роботи поля-
гає в тому, щоб побудувати деякий координатно-частотний розподiл
на основi функцiї невизначеностi, який дозволив би використовува-
ти узагальнене ядро i частковими випадками якого були би розпо-
дiл Вiгнера та функцiя невизначеностi. Розглянемо шлях побудови
узагальненого координатно-частотного розподiлу. В роботах [13–16]
було детально дослiджено властивостi оператора U(x, p, π). Чоунта-
сiсом [6] було запропоновано використання узагальненого оператора,
з метою отримання узагальненої функцiї розподiлу Вiгнера, яка сут-
тєво розширює можливостi просторово-частотного аналiзу.

U(x, p, θ) = D(2x, 2p)V (θ), (12)

де
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D(x, p) = exp(ipx̂ − ixp̂) (13)

- оператор змiщення. V (θ) - оператор дробового фур’є-перетво-
рення, θ - параметр, який може змiнюватися вiд нуля до π. Якщо
обчислити шпур такого оператора в граничних випадках ми отри-
муємо при θ = π - розподiл Вiгнера, при θ = 0 - функцiю невиз-
наченостi. Один з часткових результатiв отриманих в данiй роботi
записується наступним чином

Wθ(x; p) =
2

π

∫ ∫

dαdβW̃ (α, β)

×Tr[U(x − α, p − β; θ)] exp[i(2αp − 2βx)]. (14)

Використовуючи цi результати ми спробуємо ввести узагальне-
ний координатно-частотний розподiл, на основi функцiї невизначе-
ностi,який в порiвняннi з узагальненим розподiлом Вiгнера буде ма-
ти ряд переваг.

4.2. Введення узагальненого координатно-частотного роз-

подiлу

В рядi попереднiх робiт [6,7] знайдено представлення узагальненого
розподiлу (14) з використанням в пiдiнтегральному виразi розподiлу
Вiгнера. Взявши до уваги результати робiт [6–8, 13, 16] та виконав-
ши ряд математичних перетворень отримаємо вираз для узагаль-
неного кооординатно-частотного розподiлу на основi функцiї невиз-
наченостi A(x0; ω0) iз (3)

A(t)
f1f∗

2

(x; p) = Ct

∫ ∫

dx0dω0Af1f∗

2
(x0; ω0)

exp {i [2x0p − 2ω0x]} exp

{

−i
(x − x0)

2 + (p − ω0)
2

tan(θ 2)

}

. (15)

Константа Ct та параметр узагальненого розподiлу визначаються
спiввiдношеннями

Ct =
2

π

1

1 − exp iθ
, t =

θ

π
. (16)

Використовуючи означення функцiї невизначеностi (3) отриму-
ємо явний вигляд узагальненого координатно-частотного розподiлу
двох сигналiв f1(x) та f2(x)
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A(t)
f1f∗

2

(x; p) = Ct

∫ ∫

dx0dω0

exp {i [2x0p − 2ω0x]} exp

{

−i
(x − x0)

2 + (p − ω0)
2

tan(θ 2)

}

∫

f1

(

z +
x0

2

)

f∗

2

(

z − x0

2

)

exp (−iω0z)dz. (17)

Вираз (17) є узагальненям звичайного координатно-частотного
розподiлу. Його граничними випадками є функцiя невизначеностi
(3) при значеннi параметра t = 0 та розподiл Вiгнера (6) при зна-
ченнi параметра t = 1. Таким чином, на альтернативу двом вiдомим
розподiлам (3) та (6) ми отримуємо цiлу множину розподiлiв кожно-
му з яких вiдповiдає певному значенню параметра t. Введення уза-
гальненого координатно-частотного розподiлу (17) вирiшує двi важ-
ливi проблеми. Перша з них це проблема вибору форми представ-
лення. Зникає необхiднiсть обирати той чи iнший розподiл з яким
краще працювати при вирiшеннi конкретної задачi. Друга перевага
використання узагальненого розподiлу (17) полягає в тому, що поряд
з вiдомими граничними випадками (розподiл Вiгнера при t = 1 та
функцiя невизначеностi при t = 0) з’являється цiла множина нових
розподiлiв при t 6= 0, якi потребують детального дослiдження. З
огляду на широке застосування граничних випадкiв для опису рiзних
фiзичних систем, є всi пiдстави стверджувати, що в множинi роз-
подiлiв t 6= 0 також знайдуться розподiли, якi матимуть визначену
фiзичну iнтерпретацiю.

4.3. Властивостi узагальненого координатно-частотного

розподiлу

Для подальшого дослiдження узагальненого координатно-частотно-
го розподiлу необхiдно дослiдити основнi його властивостi, зокрема,
з’ясувати факт наявностi оберненого перетворення та знайти умову
нормування.

4.3.1. Обернене перетворення

Знаходження оберненого перетворення до узагальненого координат-
но- частотного розподiлу представляє особливий iнтерес при вiднов-
леннi розподiлу iнтенсивностi сигналу. Задача полягає в тому, щоб
виразити функцiю невизначеностi Aff∗(x0; ω0) через узагальнений
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розподiл A(t)
ff∗(x; p). Для цього необхiдно розглянути комплексно-

спряжене ядро та скористатись властивостями дельта-функцiї Дi-
рака. В результатi ми отримуємо наступний вираз

Af1f∗

2
(x

′

0; ω
′

0) =

∫ ∫

dxdpA(t)
f1f∗

2

(x; p)

exp
{

−i
[

2x
′

0p − 2ω
′

0x
]}

exp

{

i
(x − x

′

0)
2 + (p − ω

′

0)
2

tan(θ 2)

}

. (18)

Таким чином формула (18) встановлює зворотнiй зв’язок мiж
функцiєю невизначеностi Af1f∗

2
(x0; ω0) та узагальненим координат-

но-частотним розподiлом A(t)
f1f∗

2

(x; p). Це вiдкриває можливiсть вiд-
новлення розподiлу iнтенсивностi сигналу за узагальненим розподi-
лом, що не було встановлено при використаннi узагальненого розпо-
дiлу Вiгнера.

4.3.2. Крос-кореляцiйне представлення узагальненого коор-

динатно-частотного розподiлу

Iнодi зручно працювати не з функцiю невизначеностi в чистому ви-
глядi, а з так званою крос-кореляцiйною функцiєю. Тому введемо
позначення крос-кореляцiйної функцiї сигналiв f1(z) та f2(z)

F (z, x0) = f1

(

z +
x0

2

)

f∗

2

(

z − x0

2

)

, (19)

та для простоти математичних перетворень використаємо наступ-
нi позначення

τ = − 1

tan(θ/2)
, θ = [0.. − π]. (20)

Оскiльки F (z, x0) не залежить вiд ω0 за цiєю змiнною виконає-
мо iнтегрування. Отже вираз для узагальненого розподiлу (17) ми
можемо переписати в наступному виглядi

A(t)
f1f∗

2

(x; p) = Ct

∫ ∫

dx0dz

× exp
{

i
[

2x0p + τ2(x − x0)
2
]}

F (z, x0)I(x, p, z), (21)
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де

I(x, p, z) = exp
{

iτ2p2
}

×
∫

dω0 exp
{

−i
[

z + 2x + 2τ2p
]}

exp
{

iτ2ω2
0

}

. (22)

Вираз такого типу є фур’є-перетворенням функцiї Френеля [11],
тому пiсля нескладних перетворень вираз (22) можна переписати в
явному виглядi

I(x, p, z) =

√
πi

τ
exp {−ip [z + 2x]} exp

{

−i
1

4τ2
[z + 2x]

}

. (23)

Пiдставивши отриманий результат в формулу (21) отримуємо на-
ступний загальний вираз, що описує узагальнений координатно- час-
тотний розподiл в крос-кореляцiйному представленi

A(t)
f1f∗

2

(x; p) = Ct

√
πi

τ

∫ ∫

dx0dzF (z, x0)

× exp
{

i
[

2x0p + τ2(x − x0)
2
]}

× exp {−ip [z + 2x]} exp

{

−i
1

4τ2
[z + 2x]2

}

. (24)

Представлення (24) є вигiдним для використання у випадку коли
важко порахувати аналiтично явний вигляд узагальненого розподi-
лу. В загальному випадку перевага цього представлення полягає в
зведеннi загальної формули (17) до двохкратного iнтегралу, що сут-
тєво спрощує як аналiтичнi так i чисельнi обрахунки.

4.3.3. Умова нормування

Умову нормування узагальненого координатно-частотного розподi-
лу будемо вибирати таким чином, щоб повна енергiя система була
рiвна одиницi. Якщо спiльну функцiю координати та частоти проiн-
тегрувати як за координатою так i за частотою ми повиннi отримати
iмовiрнiсть знаходження системи в одному iз станiв, яка рiвна оди-
ницi. Виконавши iнтегрування виразу (24) за p отримуємо наступний
результат
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A(t)
f1f∗

2

(x) = Ct

√
πi

τ

∫ ∫

dx0dzF (z, x0) exp
{

iτ2
[

x − x2
0

]}

× exp

{

−i
1

4τ2
[z + 2x]

2

}

δ(z + 2x − 2x0). (25)

Якщо проiнтегрувати вираз (25) за координатою x то отримуємо
наступну умову нормування для узагальненого координатно-частот-
ного розподiлу

A(t)
ff∗ = Ct

√
πi

τ

∫ ∫

dx0dzF (z, x0) exp

{

−iτ2 z2

4

}

exp

{

−i
x2

0

τ2

}

. (26)

Формули (25) та (26) можна детально дослiдити шляхом iнтег-
рування за однiєю iз змiнних x0 чи z.

5. Узагальнений координатно-частотний розподiл:

дробове представлення

Використання узагальненого координатно-частотного розподiлу
представляє особливий iнтерес при поєднаннi його з концепцiєю дро-
бового фур’є-перетворення. Вивчення дробового представлення уза-
гальненого координатно-частотного розподiлу представляє iнтерес з
точки зору вiдновлення вхiдного сигналу. Як i дробове фур’є-пере-
творення узагальнений координатно-частотний розподiл характери-
зується поворотом вхiдного сигналу на iнформацiйнiй дiаграмi спря-
жених координат (x, p) пропорцiйно до параметра t. Таким чином
концепцiї узагальненого розподiлу та дробового фур’є-перетворення
можуть бути успiшно поєднанi. Добре вiдомо, що дробовому перетво-
ренню вiдповiдає поворот на iнформацiйнiй дiаграмi, що описується
формулою (10). Взявши до уваги той факт, що в пiдiнтегральному
виразi формули (15) маємо функцiю невизначеностi отримуємо на-
ступну формулу

A(t)
upu∗

p

(x; p) = Ct

∫ ∫

dx0dω0

exp {i [2x0p − 2ω0x]} exp

{

−i
(x − x0)

2 + (p − ω0)
2

tan(θ 2)

}

Af1f∗

2

(

cosϕ x0 −
d0

k
sin ϕ ω0;

k

d0
sin ϕ x0 + cosϕ ω0

)

. (27)
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Здiйснимо замiну змiнних

x
′

0 = x0 cosφ − ω0 sin φ,

ω
′

0 = x0 sin φ + ω0 cosφ. (28)

Зворотнiй перехiд до змiнних (x0, ω0) здiйснюється наступним чи-
ном

x0 = x
′

0 cosφ + ω
′

0 sin φ,

ω0 = ω
′

0 cosφ − x
′

0 sin φ. (29)

Такий перехiд вiд змiнних (x0, ω0) до (x
′

0, ω
′

0) характеризується
якобiаном переходу рiвним одиницi, а узагальнений розподiл пiсля
низки математичних перетворень в дробовому представленнi опису-
ється наступною формулою

A(t)
upu∗

p

(x; p) = Ct

∫ ∫

dx0dω0

exp {i [2x0(x sin φ + p cosφ) − 2ω0(x cos φ − p sinφ)]}

exp

{

−i
(x cosφ − p sinφ − x0)

2 + (x sin φ + p cosφ − ω0)
2

tan(θ/2)

}

∫

f1

(

z +
x0

2

)

f∗

2

(

z − x0

2

)

exp (−iω0z)dz. (30)

Формула (30) описує узагальнений координатно-частотний роз-
подiл в дробовому представленнi. З даної форми представлення лег-
ко бачити, що у випадку використання узагальненого розподiлу в
процесi дробового фур’є-перетворення вiдбувається поворот на iн-
формайiцнiй дiаграмi спряжених координат (x, p) не лише за пара-
метром розподiлу t, а й за параметром дробового перетворення ϕ, а
саме

A(t)
upu∗

p

(x; p) = A(t)
f1f∗

2

(x cos φ − p sinφ; x sin φ + p cosφ) . (31)

Таким чином легко бачити, що узагальнений розподiл в дробово-
му представленнi характеризується двома параметрами: за формою
представлення розподiлу t, та параметром дробового фур’є-перетво-
рення ϕ, кожен з яких вiдповiдає повороту на iнформацiйнiй дiаграмi
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спряжених координат (x, p). Отже ми маємо справу з узагальненим
поворотом, який залежить вiд спiввiдношення параметрiв t та ϕ. Па-
раметр t дозволяє нам вибрати форму представлення розподiлу чи
власне розподiл з яким вигiднiше працювати. При t = 0 ми перехо-
димо до функцiї невизначеностi, При t = 1 ми отримуємо розподiл
Вiгнера. Мiж цими двома граничними випадками є цiла множина
розподiлiв кожен з яких вiдповiдає певному значенню t з промiжку
t = (0..1). Детальне вивчення властивостей цих розподiлiв є предме-
том подальшого дослiдження.

6. Розрахунок узагальненого координатно-частот-

ного розподiлу Гауса

Розрахуємо узагальнений координатно-частотний розподiл у випад-
ку гаусового сигналу, який записується як

g(x) = exp

(

− 1

2σ2
x2

)

. (32)

В граничному випадку t = 0, ϕ = 0 (функцiя невизначеностi)
розподiл гаусового сигналу записується наступним чином

Agg∗(x0; ω0) =
σ

2
√

π
exp

(

−1

4

[

x2
0

σ2
+ ω2

0σ
2

])

. (33)

Узагальнений розподiл гаусового сигналу отримуємо шляхом пiд-
становки в формулу (17) явного вигляду функцiї гауса (32). Такий
узагальнений розподiл має наступний вигляд

A(t)
gg∗ (x; p) =

= Ct exp

(

−i
x2

tan(θ/2)

)

exp

(

−i
p2

tan(θ/2)

)

E(x, p), (34)

де

E(x, p) = Ex0
(x, p)Eω0

(x, p), (35)

Ex0
(x, p) =

∫

dx0 exp

(

−1

4

x2
0

σ2

)

× exp

(

2x0i

[

2x0p +
2x0x

tan(θ/2)
− x2

0

tan(θ/2)

]

− x2
0

tan(θ/2)

)

, (36)
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Eω0
(x, p) =

∫

dω0 exp

(

−1

4
x2

0σ
2

)

× exp

(

2x0i

[

−2ω0x +
2ω0p

tan(θ/2)
− ω2

0

tan(θ/2)

]

− x2
0

tan(θ/2)

)

.(37)

Пiсля нескладних математичних перетворень отримуємо узагаль-
нений розподiл гаусового сигналу

A(t)
gg∗(x; p) = Ct exp

(

−i
p2 + x2

tan(θ/2)

)

Ex0
(x, p)Eω0

(x, p). (38)

Легко бачити, що в граничному випадку t = 0 ми аналiтично
отримуємо вiдомий результат (33). Детальне дослiдження узагаль-
неного гаусового розподiлу подано в наступному роздiлi.

7. Чисельнi результати розрахунку узагальненого

координатно-частотного розподiлу Гауса

Перед початком аналiзу зробимо невелику ремарку вiдносно методiв
обчислення. Їх можливо проводити двома незалежними способами.
Першим спосiб полягає в безпосередньому обчисленi узагальненого
роподiлу за формулою (17) для визначеної функцiї. Другий спосiб
полягає в аналiтичному обчисленi узагальненого розподiлу для цiєї
функцiї (якщо це можливо). В загальному випадку обидва пiдходи
повиннi давати тi ж результати. У випадку розподiлу Гауса змiннi
роздiляються i ми отримуємо аналiтичнi результати. З точки зору
правильностi вибору методiв чисельного розрахунку доцiльно порiв-
няти чисельнi та аналiтичнi результати. У випадку Гауса вони збi-
гаються з великою точнiстю, тому ми не будемо зупинятися на їх
порiвняннi.

Тепер повернемося до аналiзу отриманих чисельних результатiв.
На рис. 2 приведений вигляд узагальненого розподiлу Гауса при
рiзних значеннях параметра узагальненого розподiлу t. Параметр
t фактично вказує на форму представлення розподiлу в граничних
випадках це розподiл Вiгнера при t = 1 (рис. 2f) та функцiя неви-
значеностi при t = 0 (рис. 2a). Як видно з рисунку (рис. 2) мiж цими
двома граничними випадками iснує множина розподiлiв t = [0..1]
(рис. 2b-2e), якi по-сутi є новими та потребують детального дослi-
дження. Слiд вiдмiтити той факт, що перехiд вiд функцiї невизначе-
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ностi до розподiлу Вiгнера формується як поворот на iнформацiйнiй
дiаграмi спряжених координат (x,p).

На рис. 3 представленi данi розрахунку узагальненого Гаусового
розподiлу в площинi x = 0, що дозволяє нам дослiдити формуван-
ня уявної частини. Звiдси видно, що в граничних випадках уявна
частина рiвна нулевi, що добре вiдомо з класичної теорiї.

Рисунки 4-6 демонструють поворот узагальненого розподiлу при
дробовому фур’є-перетвореннi. Фактично формування повороту роз-
подiлу вiдбувається за рахунок комплексного впливу двох парамет-
рiв t та ϕ. На рисунках 7- 8 представленi данi в площинi x = 0.
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Рис. 2. Узагальнений розподiл Гауса при рiзних значеннях параметра
узагальненого розподiлу t (дiйсна частина). Випадок а) вiдповiдає
значенню t = 0; b) - t = 0, 25; c) - t = 0, 5; d) - t = 0, 75; e) - t = 0, 85;
f) - t = 1.
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Рис. 3. Узагальнений розподiл Гауса в площинi x = 0 при рiзних зна-
ченнях параметра узагальненого розподiлу t, суцiльна лiнiя - дiйсна

частина, штрихована лiнiя - уявна частина.
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Рис. 4. Узагальнений розподiл Гауса в фрактальному представленi
(дiйсна частина) при рiзних значеннях параметра дробового фур’є-
перетворення a) - ϕ = 00; b) - ϕ = 450; c) - ϕ = 900, t = 0.01 - злiва

та t = 0.25 - справа.
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Рис. 5. Узагальнений розподiл Гауса в фрактальному представленi
(дiйсна частина) при рiзних значеннях параметра дробового фур’є-
перетворення a) - ϕ = 00; b) - ϕ = 450; c) - ϕ = 900, t = 0.5 - злiва та
t = 0.75 - справа.
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Рис. 6. Узагальнений розподiл Гауса в фрактальному представленi
(дiйсна частина) при рiзних значеннях параметра дробового фур’є-
перетворення a) - ϕ = 00; b) - ϕ = 450; c) - ϕ = 900, t = 0.85 - злiва

та t = 0.99 - справа.
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Рис. 7. Узагальнений розподiл Гауса в фрактальному представленi
у площинi x = 0 при рiзних значеннях параметра дробового фур’є-
перетворення a) - ϕ = 00; b) - ϕ = 450; c) - ϕ = 900, t = 0.01 - злiва та
t = 0.5 - справа, суцiльна лiнiя - дiйсна частина, штрихована лiнiя -
уявна частина.
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Рис. 8. Узагальнений розподiл Гауса в фрактальному представленi
у площинi x = 0 при рiзних значеннях параметра дробового фур’є-
перетворення ϕ, t = 0.75 - злiва та t = 0.99 - справа, суцiльна лiнiя -
дiйсна частина, штрихована лiнiя - уявна частина.
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8. Вiдновлення зображень за узагальненим коор-

динатно-частотним розподiлом

Основною властивiстю будь-якого координатно-частотного розполi-
лу є його репрезентативнiсть, тобто можливiсть вiдновлення розпо-
дiлу iнтенсивностi сигналу за розподiлом. Такi властивостi є добре
вiдомими для функцiї невизначеностi та розподiлу Вiгнера. У випад-
ку використання узагальненого розподiлу пропонується вiдновлення
розподiлу iнтенсивностi сигналу наступним чином. Згiдно означення
оберненого перетворення (18) ми отримуємо рiвнiсть в якiй з одного
боку є функцiя невизначеностi, а з iншого боку певну залежнiсть вiд
узагальненого розподiлу. Отже з функцiї невизначеностi при x0 = 0
ми отримуємо наступний перерiз

Aff∗(0; ω
′

0) = Ct

∫ ∫

dxdpA(t)
ff∗(x; p)

× exp
{

i2ω
′

0x
}

exp

{

i
x2 + (p − ω

′

0)
2

tan(θ 2)

}

. (39)

Виконавши обернене фур’є-перетворення [4, 12] отримуємо на-
ступну схему вiдновлення розподiлу iнтенсивностi сигналу за уза-
гальненим розподiлом

|f(z)|2 = Ct

∫ ∫ ∫

dxdpdω0A(t)
ff∗(x; p)

× exp {iω0z} exp {i2ω0x} exp

{

i
x2 + (p − ω0)

2

tan(θ 2)

}

. (40)

Таким чином, використання узагальненого координатно-частот-
ного розподiлу передбачає вiдновлення розподiлу iнтенсивностi сиг-
налу за розподiлом. Детальний аналiз механiзму вiдновлення iнтен-
сивностi сигналу є предметом подальших дослiджень.

9. Висновки

Як логiчне продовження дослiдження властивостей дробового фу-
р’є- перетворення в роботi представлено узагальнений координатно-
частотний розподiл та його дробове представлення. Показано, що
граничними випадками такого розподiлу є функцiя невизначеностi
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та розподiл Вiгнера. Дослiджено область мiж цими двома гранич-
ними випадками та встановлено неперервний зв’язок мiж функцiєю
невизначеностi та розподiлом Вiгнера, як поворот на iнформацiйнiй
дiаграмi спряжених координат. В роботi введено дробове представ-
лення узагальненого розподiлу та запропоновано розглядати його як
унiверсальну форму просторово-частотного розподiлу координати та
частоти. Теоретичнi та аналiтичнi результати пiдтвердженi чисель-
ними розрахунками у випадку розподiлу Гауса. Основною перевагою
використання узагальненого розподiлу в порiвняннi з iншими подiб-
ними узагальненями є можливiсть вiдновлення розподiлу iнтенсив-
ностi сигналу за розподiлом.

Подяка Автор висловлює щиру подяку професору Козловському
М. П., доктору фiз.-мат. наук Шовгенюку М. В. та кандидату фiз.-
мат. наук Крохмальському Т. Є. за цiннi поради та плiднi науковi
дискусiї пiд час виконання цiєї роботи. Окрема подяка Нацiональ-
нiй академiї наук України за надання гранту, в рамках фiнансової
пiдтримки якого була здiйснена ця робота.
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