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Анотацiя. Розглядається регулярнозмiнний спiн-1/2 ланцюжок
Iзинга-Гайзенберга з XYZ анiзотропною взаємодiєю Гайзенберга. Ме-
тодом декорацiйно-iтерацiйного перетворення отримано точнi ре-
зультати для вiльної енергiї, намагнiченостей iзингiвської i гайзен-
бергiвської пiдграток, а також для ряду спiнових кореляцiй. Проде-
монстровано роль XY анiзотропiї у взаємодiї Гайзенберга для про-
цесу намагнiчення.

Thermodynamics of a regularly alternating spin-1/2 Ising-
Heisenberg chain with XYZ anisotropy

B.M. Lisnii

Abstract. A regularly alternating spin-1/2 Ising-Heisenberg chain with
the XYZ anisotropic Heisenberg interaction is considered. By means of
the decoration-iteration transformation exact results for the free energy,
magnetizations of the Ising and Heisenberg sublattices as well as for a
number of spin correlations are obtained. The role of the XY anisotropy
in the Heisenberg interaction is demonstrated for the magnetization pro-
cess.
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Вступ

Значний iнтерес до дослiдження регулярнозмiнних ланцюжкiв Iзин-
га-Гайзенберга зумовлений можливiстю отримати точнi результати
для їх фiзичних характеристик. Перший приклад такого ланцюжка
з iзотропною взаємодiєю Гайзенберга приведено у роботi [1]. Випа-
док анiзотропної взаємодiї Гайзенберга в цьому ланцюжку недав-
но розглянуто у роботi [2]. Якщо ж у регулярнозмiнному спiновому
ланцюжку є вузли, оточенi взаємодiєю Iзинга, то отримати точнi
результати для його фiзичних характеристик дозволяє декорацiйно-
iтерацiйне перетворення [3–5]. Цим перетворенням такий ланцюжок
зводиться до класичного ланцюжка Iзинга з температурозалежни-
ми взаємодiєю найближчих сусiдiв i полем [5], точнi результати для
фiзичних характеристик якого вже вiдомi (див., наприклад, [6]). Iн-
шим важливим аргументом на користь дослiдження регулярнозмiн-
них ланцюжкiв Iзинга-Гайзенберга є те, що вони можуть моделювати
певнi магнiтнi матерiали [7].

Точнi результати для термодинамiчних характеристик регуляр-
нозмiнного ланцюжка Iзинга-Гайзенберга, в примiтивнiй комiрцi яко-
го послiдовно розташованi один iзингiвський i два гайзенбергiвськi
атоми (рис. 1), знайдено декорацiйно-iтерацiйним перетворенням у
роботi [5]. При цьому розглядалась XXZ анiзотропна гайзенбергiвсь-
ка взаємодiя, яка для двох гайзенбергiвських атомiв k-ої примiтивної
комiрки має такий вигляд:

J [∆(Ŝx
k,1Ŝ

x
k,2 + Ŝy

k,1Ŝ
y
k,2) + Ŝz

k,1Ŝ
z
k,2].

Коли параметр анiзотропiї ∆ у цiй взаємодiї рiвний нулю, то такий
ланцюжок є звичайним iзингiвським ланцюжком, а коли вiн суттєво
великий, то матимемо систему невзаємодiючих пар вузлiв з iзотроп-
ною XY взаємодiєю мiж вузлами пари. Але у моделi з роботи [5] ми нi
за яких умов не зможемо отримати регулярнозмiнний анiзотропний
XY ланцюжок, у якому анiзотропна XY взаємодiя регулярно змiню-
валася б вздовж ланцюжка. Тому у ланцюжку такої структури, як у
роботi [5], цiкаво розглянути найзагальнiший випадок гайзенбергiв-
ської взаємодiї, коли вона має XYZ анiзотропiю. Точний розв’язок
для такої загальної моделi становить самостiйний iнтерес. Крiм то-
го така модель вже дозволяє при певних наборах констант взаємодiї
отримати регулярнозмiнний анiзотропний XY ланцюжок, для точ-
ного розв’язку якого можна застосувати i iнший пiдхiд, який базу-
ється на фермiонiзацiї Йордана-Вiгнера i використаннi неперервних
дробiв [8]. Таким чином, аналiзуючи результати для регулярнозмiн-
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Рис. 1. Фрагмент регулярнозмiнного спiн-1/2 ланцюжка Iзинга-
Гайзенберга. Чорнi кружечки позначають iзингiвськi атоми зi спiном
µ̂z

k, а свiтлi кружечки позначають гайзенбергiвськi атоми зi спiном
Ŝk,i. Показано спiни k-ої примiтивної комiрки: µ̂z

k, Ŝk,1, Ŝk,2.

ного ланцюжка Iзинга-Гайзенберга з XYZ анiзотропною гайзенбер-
гiвською взаємодiєю, можна буде спiвставити два методи: метод з
використанням декорацiйно-iтерацiйної процедури [5] i метод з ви-
користанням неперервних дробiв [8]. Нарештi, можна також очiкува-
ти, що точнi результати для такої моделi будуть також кориснi для
аналiзу властивостей реальних систем: експериментальнi данi для
процесу намагнiчення можуть залежати вiд напряму прикладеного
зовнiшнього магнiтного поля, що свiдчить про анiзотропiю обмiнної
взаємодiї.

Отже, у данiй роботi декорацiйно-iтерацiйним перетворенням
знайдемо точнi результати для термодинамiчних характеристик ре-
гулярнозмiнного спiн-1/2 ланцюжка Iзинга-Гайзенберга, який за
структурою є таким же як ланцюжок у роботi [5], але на вiдмiну
вiд нього має XYZ анiзотропну гайзенбергiвську взаємодiю. План
статтi такий: у роздiлi 1 розглядається модель i отримується для неї
вiльна енергiя; у роздiлi 2 розраховуються намагнiченостi iзингiвсь-
кої i гайзенбергiвської пiдграток та спiновi кореляцiї; у останньому
роздiлi 3 даються висновки з проведених дослiджень.

1. Модель. Вiльна енергiя

Розглянемо регулярнозмiнний спiн-1/2 ланцюжок Iзинга-Гайзенбер-
га у зовнiшньому магнiтному полi. Ланцюжок складається з N при-
мiтивних комiрок. А примiтивна комiрка мiстить послiдовно розта-
шованi один iзингiвський i два гайзенбергiвськi атоми (рис. 1). Пов-
ний гамiльтонiан системи має такий вигляд:

Ĥ =

N
∑

k=1

Ĥk,
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Ĥk = J1Ŝ
x
k,1Ŝ

x
k,2 + J2Ŝ

y
k,1Ŝ

y
k,2 + J3Ŝ

z
k,1Ŝ

z
k,2 + JI(µ̂

z
kŜz

k,1 + Ŝz
k,2µ̂

z
k+1) −

−
ha

2
(µ̂z

k + µ̂z
k+1) − hb(Ŝz

k,1 + Ŝz
k,2), (1.1)

де µ̂z
k i Ŝα

k,i (α = x, y, z; i = 1, 2) означають компоненти стандартних
спiн-1/2 операторiв, якi описують атоми Iзинга i Гайзенберга, вiдпо-
вiдно, що знаходяться в k-iй примiтивнiй комiрцi (рис. 1). Параметри
J1, J2, J3 описують XYZ анiзотропну взаємодiю мiж двома сусiднiми
гайзенбергiвськими атомами; параметр JI описує взаємодiю iзингiв-
ських атомiв з найближчими до них гайзенбергiвськими атомами; ha

i hb магнiтнi поля, якi дiють на iзингiвськi i гайзенбергiвськi атоми,
вiдповiдно. Повний гамiльтонiан ланцюжка є сумою гамiльтонiанiв
Ĥk, що вiдповiдають примiтивним комiркам. При цьому кожен Ĥk

також вiдповiдає парi iзингiвських атомiв (µ̂z
k i µ̂z

k+1), розташованих
у сусiднiх примiтивних комiрках. А щодо структури гамiльтонiана
Ĥk, то вiн описує всi взаємодiї атомiв Гайзенберга k-ої примiтивної
комiрки з найближчими сусiдами.

Використовуючи комутативнiсть гамiльтонiанiв Ĥk ([Ĥk, Ĥj ] =

0 при k 6= j) статистичну суму системи Z = Sp exp(−βĤ) можна
частково факторизувати, тобто

Z = Sp{µ̂z}

N
∏

k=1

Sp
Ŝk,1,Ŝk,2

exp(−βĤk). (1.2)

У цiй формулi β = (kBT )−1, kB є константа Больцмана, а T є абсо-
лютна температура. Sp{µ̂z} означає слiд по станах iзингiвських спi-
нiв, а Sp

Ŝk,1,Ŝk,2
означає слiд по станах гайзенбергiвських спiнiв k-

ої комiрки. Переходимо до матричного представлення Ĥk в базисi,
збудованому на власних функцiях операторiв Ŝz

k,i, знаходимо власнi

значення матрицi Ĥk i отримуємо

Sp
Ŝk,1,Ŝk,2

exp(−βĤk) = 2 exp

(

βha(µ̂
z
k + µ̂z

k+1)

2

)

×

×

{

exp

(

−
βJ3

4

)

ch

(

β

√

(J1−J2)2

16
+

(JI(µ̂z
k+µ̂z

k+1)−2hb)2

4

)

+

+exp

(

βJ3

4

)

ch



β

√

(J1+J2)2

16
+

J2
I (µ̂z

k−µ̂z
k+1)

2

4











. (1.3)

Частково факторизована статистична сума (1.2) має структуру,
яка дозволяє використати iтерацiйно-декорацiйне перетворення [3–



4 Препринт

5]:

Sp
Ŝk,1,Ŝk,2

exp(−βĤk)=A exp[βRµ̂z
kµ̂z

k+1 + βh0(µ̂
z
k+µ̂z

k+1)/2]. (1.4)

Щоб знайти невiдомi параметри перетворення A, R i h0 використо-
вуємо наявнi ступенi вiльностi iзингiвських спiнiв µ̂z

k i µ̂z
k+1, кожен з

яких може набувати значень ± 1
2 . Таким чином для цих параметрiв

отримуємо наступнi вирази:

A=(A1A2A
2
3)

1

4 , βR= ln

(

A1A2

A2
3

)

, βh0=βha − ln

(

A1

A2

)

, (1.5)

де

A1,2 = 2 exp

(

−
βJ3

4

)

ch

(

β

√

(J1 − J2)2

16
+

(JI ± 2hb)2

4

)

+

+ 2 exp

(

βJ3

4

)

ch

(

β
J1 + J2

4

)

,

A3 = 2 exp

(

−
βJ3

4

)

ch

(

β

√

(J1 − J2)2

16
+ h2

b

)

+

+ 2 exp

(

βJ3

4

)

ch

(

β

√

(J1 + J2)2

16
+

J2
I

4

)

.

Слiд вiдзначити, що структура виразiв (1.5) така ж як у роботi [5], i у
частковому випадку J1 = J2 6= J3 коефiцiєнти A1, A2, A3 спiвпадають
з вiдповiдними коефiцiєнтами роботи [5].

Iтерацiйно-декорацiйне перетворення здiйснює вiдображення ви-
хiдного iзинг-гайзенбергiвського ланцюжка (1.1) на спiн-1/2 iзингiв-
ський ланцюжок з ефективною взаємодiєю R у зовнiшньому ефек-
тивному магнiтному полi h0 (див. (1.4)). Пiсля цього перетворення
задача обчислення статистичної суми iзинг-гайзенбергiвського лан-
цюжка Z (1.2) зводиться до обчислення статистичної суми iзингiв-
ського ланцюжка ZI:

Z(β, J1, J2, J3, JI, ha, hb)=A(β, J1, J2, J3, JI, hb)
NZI(βR, βh0), (1.6)

де

ZI = Sp{µ̂z}

N
∏

k=1

exp[βRµ̂z
kµ̂z

k+1 + βh0(µ̂
z
k + µ̂z

k+1)/2].
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Для статистичної суми iзингiвського ланцюжка маємо [6]:

ZI = λN
1 + λN

2 ,

де власнi значення матрицi переносу

λ1,2=exp

[

βR

4

]

ch

[

βh0

2

]

±

√

exp

[

βR

2

]

sh2

[

βh0

2

]

+exp

[

−
βR

2

]

.

Скориставшись цим результатом для ZI отримуємо в термодинамiч-
нiй границi вiльну енергiю, що припадає на одну примiтивну комiрку
(3 атоми):

f ≡ lim
N→∞

−kBT lnZ

N
= −

1

β
lnA −

1

β
lnλ1. (1.7)

Ентропiю s i теплоємнiсть c, що припадають на примiтивну комiрку,
можна розраховувати на основi вiдомих термодинамiчних спiввiдно-
шень, якi зручно використовувати у такiй формi:

s = kBβ2

(

∂f

∂β

)

ha,hb

, c = −β

(

∂s

∂β

)

ha,hb

.

2. Намагнiченiсть. Спiновi кореляцiї

Як вiдзначалось у роботi [5], дифференцiюванням вiльної енергiї
f по магнiтних полях ha i hb, вiдповiдно, можна отримати намаг-
нiченостi iзингiвської i гайзенбергiвської пiдграток. Також у робо-
тi [5] для обчислення середнiх значень операторних конструкцiй типу
f1(µ̂

z
i , ..., µ̂

z
j ) i f2(Ŝ

α
k,1, Ŝ

γ
k,2, µ̂

z
k, µ̂z

k+1), iндекси α, γ = x, y, z позначають
компоненти операторiв спiна, приводять такi спiввiдношення:

〈f1(µ̂
z
i , ..., µ̂

z
j )〉 = 〈f1(µ̂

z
i , ..., µ̂

z
j )〉I,

〈f2(Ŝ
α
k,1, Ŝ

γ
k,2, µ̂

z
k, µ̂z

k+1)〉 =

=

〈

Sp
Ŝk,1,Ŝk,2

f2(Ŝ
α
k,1, Ŝ

γ
k,2, µ̂

z
k, µ̂z

k+1) exp(−βĤk)

Sp
Ŝk,1,Ŝk,2

exp(−βĤk)

〉

. (2.1)

Їх легко отримати на основi формул (1.2) i (1.4). У цих спiввiдношен-
нях символи 〈...〉 i 〈...〉I означають стандартне усереднення в моделi
Iзинга-Гайзенберга i усереднення в еквiвалентнiй їй моделi Iзинга,
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вiдповiдно. Також розрахунок намагнiченостей i кореляцiй найближ-
чих сусiдiв можна проводити шляхом диференцiювання статистичної
суми (1.6).

Намагнiченiсть iзингiвської пiдгратки mz
a ≡ 1

2 〈µ̂
z
k + µ̂z

k+1〉 i коре-
ляцiйну функцiю qzz

ii (n) ≡ 〈µ̂z
kµ̂z

k+n〉 можна отримати використавши
перше спiввiдношення (2.1) i добре вiдомi точнi результати для лан-
цюжка Iзинга [6]:

mz
a =

1

2
〈µ̂z

k + µ̂z
k+1〉I =

sh
(

βh0

2

)

2

√

sh2
(

βh0

2

)

+ e−βR

,

qzz
ii (n) = 〈µ̂z

kµ̂z
k+n〉I =

sh2
(

βh0

2

)

+
(

λ2

λ1

)n

e−βR

4
(

sh2
(

βh0

2

)

+ e−βR

) .

Намагнiченiсть гайзенбергiвської пiдгратки mz
b ≡ 1

2 〈Ŝ
z
k,1 + Ŝz

k,2〉
знаходимо диференцiюванням статистичної суми (1.6):

mz
b = lim

N→∞

1

2NβZ

∂Z

∂hb
=

=
1

2

(

A1b

A1
−

A2b

A2
+ 2

A3b

A3

)

− 2mz
a

(

A1b

A1
+

A2b

A2

)

+

+ 2qzz
ii (1)

(

A1b

A1
−

A2b

A2
− 2

A3b

A3

)

,

де

A1b,2b =
(JI ± 2hb)e

−
βJ3

4

√

(J1−J2)2+4(JI ± 2hb)2
sh

(

β

4

√

(J1−J2)2+4(JI±2hb)2
)

,

A3b =
2hbe

−
βJ3

4

√

(J1−J2)2 + 16h2
b

sh

(

β

4

√

(J1−J2)2 + 16h2
b

)

.

Слiд вiдзначити, що у випадку J1 = J2 6= J3 результат для mz
b спiв-

падає з вiдповiдним результатом роботи [5]. Таким же чином розра-
ховуємо кореляцiйнi функцiї найближчих сусiдiв:

qαα
hh ≡ 〈Ŝα

k,1Ŝ
α
k,2〉, α = x, y, z, qzz

ih ≡
1

2
〈µ̂z

kŜz
k,1 + Ŝz

k,2µ̂
z
k+1〉.
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Формули для цих кореляцiйних функцiй мають таку структуру:

qαα
hh = lim

N→∞
−

1

NβZ

∂Z

∂Ji(α)
=

= −
1

β

(

1

A

∂A

∂Ji(α)
+ qzz

ii (1)
∂(βR)

∂Ji(α)
+ mz

a

∂(βh0)

∂Ji(α)

)

,

qzz
ih = lim

N→∞
−

1

2NβZ

∂Z

∂JI
= −

1

2β

(

1

A

∂A

∂JI
+

1

λ1

∂λ1

∂JI

)

,

де в iндексах фiгурує функцiя i(α): i(x) = 1, i(y) = 2, i(z) = 3.
Розрахунок похiдних, що мiстяться в цих формулах, є простим, але
громiздким.

Проiлюструємо ефект, зумовлений XY анiзотропiєю взаємодiї
Гайзенберга (рис. 2). Наявнiсть XY анiзотропiї у взаємодiї Гайзен-
берга суттєво змiнює характер залежностi намагнiченостей mz

a i mz
b

вiд зовнiшнього магнiтного поля h ≡ ha = hb при низькiй температу-
рi — зникає платоподiбна поведiнка (див. рис. 2a i рис. 2b). Вкажемо
також на появу iнтервалу значень для поля h, в якому намагнiче-
нiсть mz

a є протилежно-орiєнтованою до поля h (рис. 2b), що зумов-
лено тим, що ефективне поле h0 = h−β−1 ln(A1/A2) (1.5), яке дiє на
спiни Iзинга, може бути протилежно-орiєнтованим до поля h.
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Рис. 2. Залежнiсть намагнiченостей mz
a, mz

b i m = (mz
a + 2mz

b)/3
вiд зовнiшнього магнiтного поля h ≡ ha = hb при низькiй темпера-
турi kBT/J3 = 0.01. Залежностi побудовано для таких параметрiв:
J1/J3 = J2/J3 = JI/J3 = 1 [5] (a); J1/J3 = −J2/J3 = JI/J3 = 1 (b).
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3. Завершальнi зауваження

Пiдсумуємо результати роботи. Методом декорацiйно-iтерацiйного
перетворення отримано точнi результати для термодинамiчних ха-
рактеристик регулярнозмiнного спiн-1/2 ланцюжка Iзинга-Гайзен-
берга з XYZ анiзотропною гайзенбергiвською взаємодiєю, а саме для:
вiльної енергiї, намагнiченостей iзингiвської i гайзенбергiвської пiд-
граток, ряду спiнових кореляцiй. При переходi в цих результатах вiд
XYZ анiзотропної до XXZ анiзотропної гайзенбергiвської взаємодiї
вони спiвпадають з вiдповiдними результатами роботи [5].

Проiлюстровано прояв змiни анiзотропiї у взаємодiї Гайзенбер-
га — вiд XXZ до XYZ — на процес намагнiчення при низьких темпе-
ратурах (див. рис. 2).

Отримана вiльна енергiя (1.7) при певних значеннях констант
взаємодiї може, на вiдмiну вiд вiльної енергiї для моделi роботи [5],
вiдповiдати регулярнозмiнному XY анiзотропному ланцюжку Iзин-
га, який точно розв’язаний iншим методом — з використанням пе-
ретворення Йогдана-Вiгнера i неперервних дробiв [8]. Обговорення
застосування фермiонiзацiї Йогдана-Вiгнера до декорованих спiно-
вих ланцюжкiв проводитиметься у наступнiй статтi.

Автор вдячний д. ф.-м. н. О.В. Держку за те, що вiн привернув
увагу автора до розгляду даної проблеми, а також за його кориснi
поради i зауваження до роботи.
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