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Ланцюжок гiдродинамiчних рiвнянь переносу для системи
твердих кульок

Гуменюк Й.А., Токарчук М.В.

Анотацiя. Виходячи з ланцюжка рiвнянь ББГКI для системи твер-
дих кульок у зовнiшньому потенцiальному полi виведено загальнi
рiвняння переносу гiдродинамiчного типу для багаточастинкової ло-
кальної i двочастинкової нелокальної величин. Подано явнi вирази
для внескiв до їхнiх потокiв та джерел. За їх допомогою отримано
рiвняння переносу для потокiв iмпульсу й енергiї, котрi дещо вiд-
рiзняються вiд результатiв для гладкого потенцiала, отриманих ра-
нiше. В одержаних нових рiвняннях переносу здiйснено перехiд до
представлення у локальнiй рухомiй системi вiдлiку. Обговорюється
аналогiя запропонованої схеми з моментним методом Ґреда.

Hierarchy of hydrodynamic transport equations for a hard-
sphere system

Humenyuk Y.A., Tokarchuk M.V.

Abstract. Starting from the BBGKY hierarchy for a hard-sphere sys-
tem in an external potential field, general transport equations of the
hydrodynamic type for many-particle local and two-particle nonlocal hy-
drodynamic densities are derived. Explicit expressions for contributions
to their fluxes and sources are given. Transport equations for the mo-
mentum and energy fluxes are obtained which differ from the smooth-
potential results previously obtained. Transition to the local frame of
reference in the obtained new transport equations is made. Analogy of
the proposed scheme to the Grad moment method is discussed.
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2 Препринт

1. Вступ

Першопочатково засади кiнетичної теорiї формулювалися для роз-
рiдженого газу, для якого поняття двочастинкового зiткнення добре
визначено, а зiткнення, у яких одночасно беруть участь 3 i бiльше
частинок, є дуже рiдкiсними подiями i ними можна знехтувати. Не-
вдовзi пiсля робiт Максвела, Больцман отримав своє кiнетичне рiв-
няння для одночастинкової функцiї розподiлу [1–4]. Значно пiзнiшi
намагання розвинути кiнетичну теорiю для густих систем з притя-
ганням i скiнченним характерним часом зiткнення мiж частинками
зустрiлися з проблемою як врахувати зiткнення вищої нiж друга
кратности.

Як у рiвноважнiй, так i в нерiвноважнiй статистичнiй механiцi
система твердих кульок вважається найпростiшою модельною сис-
темою, а результати для неї в багатьох випадках є тестовими i слу-
жать нульовим наближенням для подальших розрахункiв. В цьому
вiдношеннi доволi успiшною слiд вважати кiнетичну теорiю Енскога
— узагальнення рiвняння Больцмана на вищi густини для системи
твердих кульок [5]. Тут завдяки миттєвому характеру зiткнень мiж
частинками, можна розглядати лише парнi зiткнення та їх послi-
довностi, а одночаснi 3- i вищечастинковi теж можна вiдкинути [6].
Характерно, що при розв’язуваннi кiнетичного рiвняння Енскога чи
його варiантiв i пошуку нормальних розв’язкiв переважно застосову-
ють вiдомий метод Чепмена-Енскога, сформульований для рiвняння
Больцмана.

Ґред запропонував альтернативний метод розв’язування кiнетич-
ного рiвняння Больцмана [3, 7, 8]. Iдея полягає в тому, щоби до пер-
ших п’яти моментiв одночастинкової функцiї розподiлу, якi перетво-
рюють у нуль iнтеґрал зiткнень Больцмана (адитивнi iнварiанти) i
вiдповiдають густинам маси, iмпульсу й енергiї, долучити наступнi
моменти i таким способом розширити набiр гiдродинамiчних змi-
нних, за допомогою яких описується система. У результатi нескiн-
ченна кiлькiсть рiвнянь для моментiв (якi для розрiдженого газу є
повiльними змiнними) утворює систему рiвнянь переносу Ґреда, яку
певним способом обривають щоби замкнути.

В деяких роботах зроблено спробу застосувати моментний метод
Ґреда до кiнетичного рiвняння Енскога для системи твердих кульок.
В роботi [9] розглянуто 13-ти i 5-ти моментнi наближення й проана-
лiзовано їхнi лiнеаризованi варiанти. Дослiджено розв’язки рiвнянь
для моментiв у формi плоских гармонiчних хвиль i отримано дис-
персiйне спiввiдношення для звуку.
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Автори роботи [10] використовують метод Ґреда для двовимiр-
ної системи твердих дискiв, не обмежуючись лiнiйним наближенням.
При цьому розширена система рiвнянь переносу має другий порядок
за ґрадiєнтами. Її застосовують до одновимiрної задачi теплопровiд-
ности i питання про нерiвноважний тиск. Тут же дано детальний
огляд попереднiх робiт. В роботi [11] за допомогою цих рiвнянь ви-
вчають явища передачi тепла мiж нерiвноважною i рiвноважною 2D
системами твердих дискiв, роздiлених пористою перегородкою.

Проте рiвняння, що долучаються до рiвнянь для збережуваних
величин, записують лише для кiнетичних внескiв до потокiв iмпу-
льсу й енегрiї, залишивши внески вiд взаємодiї твердих кульок в
рамках наближення звичайної гiдродинамiки. На нашу гадку це i є
слабким мiсцем цих робiт.

У нашому попередньому препринтi [12] розвинуто загальний пiд-
хiд до виведення гiдродинамiчних рiвнянь переносу для газу чи рi-
дини з плавним потенцiалом взаємодiї. Одержанi результати засто-
совано до потокiв iмпульсу й енергiї i таким чином здiйснено перше
розширення рiвнянь звичайної гiдродинамiки. Думка перенести цi
результати на випадок системи твердих кульок має крiм суто теоре-
тичної ще двi причини.

Перше те, що отримане нами рiвняння переносу для потоку iмпу-
льсу має досить простий вигляд i не мiстить в потоцi й джерелi чле-
нiв, якi б визначалися через тричастинкову функцiю розподiлу [12].
Тому виникає гiпотеза, що якiсно такий же результат мусить бу-
ти i для потенцiала твердих кульок, бо його можна розглядати як
границю послiдовности плавних потенцiалiв, що все ближче пiдхо-
дять до нескiнченно високої стiнки твердої кульки, i iнтенсивнiсть
далекодiї яких поступово зменшується до 0, а характерний радiус
дiї — до дiаметра твердої кульки. Ми покажемо, що ця гiпотеза не
пiдтверджується. Друга причина пов’язана властиво зi згадуваними
вже роботами про застосування методу Ґреда i його узагальненням
для повних вищих потокiв (а не тiльки їхнiх кiнетичних внескiв, як
це зроблено в [9–11]) як для твердих кульок, так i для iнших густих
систем з плавним потенцiалом взаємодiї.

Як i в попередньому препринтi тут здiйснено виведення загаль-
них рiвнянь переносу для системи твердих кульок виходячи з лан-
цюжка рiвнянь ББГКI та представлення макроскопiчних густин че-
рез частинковi функцiї розподiлу. Спочатку ми викладаємо суть iдеї
розширення гiдродинамiчного опису (§2). Потiм наводимо необхiд-
нi вiдомостi стосовно вигляду ланцюжка у випадку вiдштовхування
твердих кульок (§3).
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Далi подано виведення загальних рiвнянь переносу для довiль-
них локальної багаточастинкової (§4) та нелокальної двочастинкової
густин (§5). Їхнє застосування до розширення рiвнянь звичайної гi-
дродинамiки для твердих кульок i виведення рiвнянь переносу для
потокiв iмпульсу та енергiї наведено в (§6). У §7 здiйснено перехiд в
отриманих рiвняннях до локальної рухомої системи координат для
розширеного набору гiдродинамiчних параметрiв.

Завершують виклад прикiнцевi висновки i перелiк джерел.

2. Iдея розширення рiвнянь гiдродинамiки

У гiдродинамiцi характернi просторовi масштаби, на яких помiтно
змiнюються величини, що описують газ чи рiдину (найчастiше — це
густини збережуваних величин), набагато бiльшi за мiжмолекулярнi
вiдстанi чи радiус взаємодiї частинок. Тому дискретнiсть атомiв чи
молекул нехтується i система вважається неперервною.

Густини маси, iмпульсу та енергiї задовольняють рiвняння пере-
носу, якi для густини a(r, t) довiльної адитивної величини A мають
такий загальний вигляд [13–15]:

∂ta(r, t) + ∇ · Ja(r, t) = sa(r, t), (1)

де Ja — густина потоку через одиничну площадку, а sa — iнтенсив-
нiсть джерел i стокiв у одиницi об’єму, якi стосуються величини A.
Записане рiвняння виражає баланс густини a(r, t) в кожнiй точцi r

в момент часу t.
Зокрема, система рiвнянь типу (1) для густин маси ρ(r, t), iмпу-

льсу p(r, t) й енергiї e(r, t) є незамкнутою, оскiльки потоки Jp(r, t)
i Je(r, t) є невiдомими функцiями. Вiдповiдно, треба запропонувати
певний спосiб замикання.

Iдея розширення полягає в тому, аби записати рiвняння переносу
для самих невiдомих функцiй — потокiв Ja та джерел sa — подiбнi
до рiвняння для густин (1):

∂tJa + ∇ · JJa
= sJa

, (2)

∂tsa + ∇ · Jsa
= ssa

. (3)

Тим самим, ми розширюємо набiр змiнних {a}, за допомогою яких
описуємо систему, додаючи до нього ще набiр {Ja, sa}. Однак, збiль-
шується кiлькiсть рiвнянь, якi треба розв’язувати, i кiлькiсть невiдо-
мих функцiй, на якi переноситься проблема замикання. Повторюючи
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такi дiї i далi, ми в результатi приходимо до ланцюжка рiвнянь пе-
реносу гiдродинамiчного типу. Для больцманiвського газу описане
розширення зводиться до долучення в набiр адитивних iнварiантiв
вищих моментiв одночастинкової функцiї розподiлу, що й було за-
пропоновано Ґредом [7, 8].

Як вже було зазначено нами ранiше [12], дана схема на рiвнi ви-
хiдної iдеї про розширення набору змiнних опису пов’язана також iз
методом узагальнених колективних мод [16, 17], у якому в ролi змi-
нних розширення вибрано вищi часовi похiднi густин збережуваних
величин.

Опис за допомогою набору {a} надалi будемо називати першим

рiвнем гiдродинамiчного опису, за допомогою {a,Ja, sa} — другим

рiвнем i т.д. Також, набiр змiнних, що долучається на наступно-
му рiвнi опису до вже наявного, називатимемо розширенням: набiр
{Ja, sa} — 1-ше розширення; далi йде 2-ге i т.д.

Як вже згадано у вступi, нами отримано ланцюжок рiвнянь пере-
носу (принаймнi, рiвняння першого розширення) для системи з глад-
ким (диференцiйовним) потенцiалом взаємодiї мiж частинками [12].
Тепер наша мета — перенести цi результати на випадок системи твер-
дих кульок i застосувати до потокiв iмпульсу та енергiї. Для цього
будемо базуватися на методi функцiй розподiлу, використовуючи вiд-
повiдний ланцюжок рiвнянь ББГКI.

3. Функцiї розподiлу i макроскопiчнi густини

Розглядатимемо систему N твердих кульок з масою m та дiаметром
σ, яка перебуває в деякому об’ємi у присутностi зовнiшнього поля
з потенцiалом U(r). Функцiю Гамiльтона можна подати у такому
виглядi:

H(x1, . . . , xN ) = H0(vN ) + φhs
N (rN ) + UN(rN ), (4)

де кiнетична частина H0 гамiльтонiана i потенцiальна енергiя UN

частинок у полi зовнiшнiх сил рiвнi:

H0(vN ) =

N
∑

i=1

H0
i (vi) =

N
∑

i=1

1
2mv

2
i , UN(rN ) =

N
∑

i=1

U(ri). (5)

Твердi кульки не взаємодiють мiж собою на вiдстанi, проте не мо-
жуть перекриватися. Цьому формально вiдповiдає нескiнченне зна-
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чення N -частинкового потенцiала взаємодiї

φhs
N (r1, . . . , rN ) =

{

∞, якщо min |ri − rj | < σ, i, j = 1 ÷N,
0, якщо протилежне,

(6)
який можна також представити як суму парних внескiв:

φhs
N (rN ) = 1

2

N
∑

i,j=1(j 6=i)

φhs(rij), φhs(rij) =

{

∞, rij < σ,
0, rij > σ,

(7)

де rij = |ri − rj |.
Як прийнято у кiнетичнiй теорiї, ми вибираємо залежнiсть фун-

кцiй не вiд канонiчних змiнних {ri,pi}, а вiд просторових координат
i швидкостей xi ≡ {ri,vi}. Вживаємо, також, скороченi позначення:

rN ≡ {r1, . . . , rN}, vN ≡ {v1, . . . ,vN}, xN ≡ {x1, . . . , xN}.

Зауважмо, що функцiї H0 i UN подаються як суми одночастинкових
внескiв, а внесок φhs

N формально забезпечує умову взаємної непро-
никности твердих кульок.

3.1. Рiвняння Лiувiля i частинковi функцiї розподiлу

N -частинкова функцiя розподiлу ̺(xN , t) є функцiєю фазових ко-
ординат xN , а вiд часу залежить параметрично. Вона задовольняє
замкнуте рiвняння Лiувiля

∂t̺(x
N , t) = L̺(xN , t) (8)

й умову нормування на одиницю:
∫

dxN̺(xN , t) = 1. (9)

Для системи з плавним мiжчастинковим потенцiалом оператор Лi-
увiля L означується через дужки Пуасона з функцiєю Гамiльтона
(див. напр. [2, 3, 18, 19]). Проте, у випадку твердих кульок H(xN )
мiстить “потенцiал” φhs

N (rN ), який не є диференцiйовним саме в тiй
областi конфiґурацiй, у якiй вiдбувається взаємодiя, тобто, при кон-
тактi кульок.

Серед рiзних способiв обiйти цю труднiсть, найпослiдовнiшим
можна вважати запропонований у роботi [6], який базується на фор-
мальних властивостях оператора еволюцiї системи eLt, а не на по-
будовi оператора Лiувiля через функцiю Гамiльтона. Головний тут
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висновок цiєї роботи той, що змiна ̺(xN , t) системи твердих кульок
задається для t > 0 i t < 0 псевдо-лiувiлевими операторами L− та
L+, вiдповiдно:

L∓
df
= L0 + T∓ + LU ≡

N
∑

i=1

L0
i +

N
∑

i=1

N
∑

j>i

T∓(ij) +

N
∑

i=1

LU
i . (10)

Порiвняно з плавним потенцiалом, змiн зазнає́ лише частина, що
вiдповiдає взаємодiї твердих куль. Явний вигляд операторiв T− (для
t > 0) подаємо в наступному пiдпараграфi.

Далi ми означимо частинковi функцiї розподiлу. Спочатку за-
уважмо, що для системи однакових частинок ̺(x1, . . . , xN , t) симет-
рична вiдносно перестановки довiльних двох своїх арґументiв xi, xj :

̺(. . . , xi, . . . , xj , . . . , t) = Pxixj
̺(. . . , xi, . . . , xj , . . . , t), (11)

де введено позначення для операцiї перестановки координат мiж со-
бою:

Pxixj
̺(. . . , xi, . . . , xj , . . . , t)

df
= ̺(. . . , xj , . . . , xi, . . . , t). (12)

Ця властивiсть зумовлює такi ж симетрiйнi властивостi приведених
s-частинкових функцiй розподiлу fs, що вводяться за допомогою
спiввiдношень [19]

fs(x
s, t)

df
=

N !

(N − s)!

∫

dxs+1 . . . dxN ̺(x1, . . . , xN , t), (13)

котрi трохи вiдрiзняються вiд введених Боголюбовим [20,21].
Одночастинкова функцiя розподiлу f1(r1,v1, t), описує розподiл

частинок по швидкостях в данiй точцi простору r1 в момент часу t.
Двочастинкова — f2(r1,v1, r2,v2, t) — визначає густину ймовiрности
одночасного розташування двох кульок в точках r1 та r2 зi швидко-
стями v1 i v2, вiдповiдно, в момент часу t. Умови нормування для
них
∫

dx1f1(r1,v1, t) = N,

∫

dx1dx2f2(x1, x2, t) = N(N − 1) (14)

задають вiдповiдно кiлькостi частинок та впорядкованих пар части-
нок у системi.

Врештi, s-частинкова функцiя розподiлу fs(x
s, t) описує густи-

ну iмовiрности конфiґурацiї s частинок з фазовими координатами
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x1, . . . , xs. Вона симетрична вiдносно перестановки будь-яких двох
фазових змiнних мiж собою:

fs(. . . , xi, . . . , xj , . . . , t) = Pxixj
fs(. . . , xi, . . . , xj , . . . , t). (15)

Умова нормування
∫

dxsfs(x
s, t) =

N !

(N − s)!
(16)

характеризує кiлькiсть всеможливих впорядкованих комбiнацiй
(j1, j2, . . . , js) з s частинок, якi можна утворити з N частинок.

3.2. Ланцюжок ББГКI для системи твердих кульок

Як вiдомо, у випадку гладких мiжчастинкових потенцiалiв функцiї
fs(x

s, t) задовольняють ланцюжок рiвнянь ББГКI [20, 21] (див. та-
кож [2,3,19]). Аналогiчний ланцюжок можна записати i для твердих
кульок, ввiвши певнi змiни, що враховують умову взаємної непро-
никности i миттєвий характер взаємодiй [6, 22–24]:

∂tf1(x1) = [L0
1 + LU

1 ]f1(x1) +

∫

dx2 T−(12)f2(x1, x2), (17)

∂tf2(x1, x2) = [L0
1 + LU

1 + L0
2 + LU

2 + T−(12)]f2(x1, x2) + (18)

+

∫

dx3 [T−(13) + T−(23)]f3(x1, x2, x3),

. . .

∂tfs(x
s) =

[

s
∑

i=1

(L0
i + LU

i ) +

s
∑

i=1

s
∑

j>i

T−(ij)
]

fs(x
s) + (19)

+

s
∑

i=1

∫

dxs+1 T−(i, s+ 1)fs+1(x
s+1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

де

L0
i = − vi · ∇i, (20)

LU
i = − FU

i · ∂ i, (21)

тут ∇i ≡ ∂/∂ri, ∂ i ≡ ∂/∂vi, а FU
i ≡ FU(ri) = − 1

m∇iU(ri) — сила, з
якою зовнiшнє поле дiє на одиничну масу.

Замiсть диференцiальних операторiв, що походили б вiд гладкого
потенцiала мiжчастинкової взаємодiї, у ланцюжку стоять так званi
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T -оператори парних зiткнень, котрi вiдповiдають вiдштовхуванню
твердих кульок [6, 22, 24]:

T−(ij)
df
= σ2

∫

dσ̂ vijσθ(vijσ)
[

δ(rij − σ ) bij(σ̂) − δ(rij + σ )
]

, (22)

де σ̂ — одиничний вектор з напрямком вiд центра частинки i до
центра частинки j, σ = σσ̂, vijσ = (vi − vj)· σ̂, θ(x) — сходинкова
функцiя Хевiсайда, рiвна 1 при x > 0 i нулю при x < 0, δ(x) —
δ-функцiя Дiрака, bij(σ̂) ≡ bijσ̂ — оператор пiдстановки швидкостей,
який дiє на довiльну функцiю F за правилом:

bijσ̂ F (.,vi,vj , .) = F (., [bijσ̂ vi], [b
ij
σ̂ vj ], .) = F (.,v′i,v

′
j , .),

залишаючи незмiнними iншi швидкостi, вiд яких залежить F , а
(

v′i
v′j

)

≡ bijσ̂

(

vi

vj

)

df
=

(

vi − vij · σ̂σ̂
vj + vij · σ̂σ̂

)

(23)

мають сенс швидкостей твердих кульок i та j пiсля зiткнення, vij ≡
vi − vj . Зауважмо ще:

v′ij ≡ v′i − v′j = vij − 2vij · σ̂σ̂ i v′ij · σ̂ = −vij · σ̂ = −vijσ . (24)

Друге спiввiдношення означає iнверсiю нормальної складової вiднос-
ної швидкости vij при зiткненнi.

Варто вiдмiтити двi важливi властивостi оператора bijσ̂ :

b1) bij(−σ̂) = bijσ̂ i b2) bji
σ̂ = bijσ̂ . (25)

Другу властивiсть вiдразу видно, якщо спiввiдношення (23) записати
у симетричнiй формi вiдносно iндексiв:

bijσ̂

(

vi

vj

)

=

(

vi − vij · σ̂σ̂
vj − vji · σ̂σ̂

)

. (26)

Оператор T−(ij) можна також записати у безiнтеґральнiй формi,
провiвши iнтеґрування по кутових змiнних, що задаються одинич-
ним вектором σ̂. Використавши тотожнiсть для δ-функцiї

δ(3)(rij ∓ σ ) = σ−2 δ(1)(rij − σ) δ(2)(r̂ij ∓ σ̂), (27)

отримаємо:

T−(ij) = δ(1)(rij − σ) (vij ·r̂ij)
[

θ(vij · r̂ij) b
ij(r̂ij) + θ(−vij · r̂ij)

]

. (28)
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Звiдси, використавши властивостi (25), можна легко отримати, що
цей оператор не змiнюється при перестановцi iндексiв:

T−(ji) = T−(ij), (29)

що також можна показати, виходячи з виразу (22). Отже, цей опе-
ратор має ту ж саму властивiсть, що й вiдповiднi оператори Θij у
випадку плавного потенцiала.

3.3. Представлення локальних макроскопiчних величин

Найпростiшi макроскопiчнi густини системи твердих кульок, густина
маси ρ(r, t), iмпульсу p(r, t) та (кiнетичної) енергiї ek(r, t), виража-
ються через одночастинкову функцiю розподiлу f1(x1, t):




ρ(r1, t)
p(r1, t)
ek(r1, t)





df
=

∫

dv1f1(r1,v1, t)





m
mv1
1
2mv

2
1



 ≡





〈m〉1v1

〈mv1〉
1
v1

〈1
2mv

2
1〉

1
v1



 . (30)

Вiдповiдно, такi макроскопiчнi густини називатимемо одночастинко-
вими. Оскiльки твердi кульки не можуть перекриватися, то потенцi-
альна енергiя взаємодiї у системi рiвна нулю.

Можна ввести багаточастинковi величини, якi узагальнюють уя-
влення про представлення макроскопiчних густин типу (30) через
частинковi функцiї розподiлу [12]. Нехай деяка макроскопiчна гус-
тина a має внески до S-частинкового порядку включно:

a(r1, t) =
S
∑

k=1

ak(r1, t), (31)

ak(r1, t) = 〈ψk
a(xk, t)〉kv1x2...xk

, (32)

де ψk
a(xk, t) — молекулярна характеристика k-частинкового внеску

до макроскопiчної величини a(r1, t), а пiд

〈ψ〉kv1x2...xk

df
=

∫

dv1dx2 . . . dxkfk(xk, t)ψ (33)

розумiємо операцiю усереднення з k-частинковою функцiєю розподi-
лу. У верхньому iндексi вказано номер функцiї, а в нижньому — пе-
релiк арґументiв, за якими проводиться iнтеґрування. Подiбнi пред-
ставлення використано, наприклад, в роботах [19,25] для запису тер-
модинамiчних та гiдродинамiчних величин як середнiх. Отже, довi-
льну густину a вигляду (31), (32) можемо однозначно подати через
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її характеристики ψk
a . Зокрема, молекулярнi характеристики для ве-

личин (30) такi:





ψ1
ρ

ψ 1
p

ψ1
ek



 =





m
mv1
1
2mv

2
1



 , ψk
ρ,p,ek = 0, k ≥ 2. (34)

Якщо макроскопiчну величину можна подати у виглядi (31), (32),
то кажуть [19], що вона має локальне представлення через частин-
ковi функцiї fk. Далi зустрiнуться також густини, що мають iнше
функцiональне вираження через функцiї розподiлу.

4. Рiвняння переносу для локальних густин

Виведення рiвняння переносу для довiльної локальної k-частинкової
величини проводиться цiлком подiбно до аналогiчного випадку для
системи з гладким потенцiалом [12]. Тут ми розглянемо детально ли-
ше вiдмiнностi, пов’язанi зi сингулярним характером T−-операторiв.

Виходячи з рiвнянь (32), (33) для доданка ak(r1, t) знаходимо:

∂tak(r1, t) = 〈∂tψ
k
a(xk, t)〉kv1x2...xk

+ 〈ψk
a(xk, t)〉∂tfk

v1x2...xk
, (35)

де

〈ψk
a(xk, t)〉∂tfk

v1x2...xk
≡

∫

dv1dx2 . . . dxkψ
k
a(xk, t) ∂tfk(xk, t).

Ми припускаємо найзагальнiшу з можливих ситуацiй, коли ψk
a зале-

жить також i вiд часу t. Пiдставмо тут замiсть ∂tfk праву частину
k-го рiвняння ланцюжка ББГКI для твердих кульок (19):

〈ψk
a(xk, t)〉∂tfk

v1x2...xk
= (36)

=

k
∑

i=1

∫

dv1dx2 . . .dxkψ
k
a(xk, t)

[

L0
i + LU

i

]

fk(xk) +

+

k
∑

i=1

k
∑

j>i

∫

dv1dx2 . . . dxkψ
k
a(xk, t)T−(ij) fk(xk) +

+

k
∑

i=1

∫

dv1dx2 . . .dxkdxqψ
k
a(xk, t)T−(iq) fq(x

q)
∣

∣

q=k+1
.

Далi увага придiляється перетворенню отриманого виразу, яке
проводиться у два етапи. Побудова кожного з доданкiв така, що мо-
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леклярна характеристика ψk
a(xk, t), що є вiдомою функцiєю коорди-

нат, швидкостей i часу для кожного конкретного внеску ak, iнтеґру-
ється з вiдповiдною функцiєю розподiлу, на яку дiє деякий опера-
тор. Перший етап полягає в тому, щоби перенести дiю оператора з
невiдомої нам функцiї fk(xk) на вiдому ψk

a(xk, t). Це — перехiд до
спряжених операторiв. Другий етап полягяє в тiм, щоби подати ко-
жен внесок з T−-оператором як “дiверґенцiю чогось” плюс залишок.
Як для плавних, так i для сингулярних операторiв це робиться за
допомогою вiдомої процедури симетризацiї (див. напр. [2]).

4.1. Перехiд до спряжених операторiв

Як i в роботi [12], введiмо означення скалярного добутку для двох
функцiй ψ та f , залежних принаймнi вiд однiєї швидкости v або ж
вiд двох v,u:

(ψ, f)v
df
=

∫

dvψ(v)f(v), (ψ, f)vu
df
=

∫

dvduψ(v,u)f(v,u).

(37)
Цi функцiї завжди будуть такi, що iнтеґрал в означеннi скалярних
добуткiв скiнченний. Для даних операторiв Ôv та Ôvu, що дiють на
функцiї вiд v чи v,u, означмо за допомогою вiдповiдних спiввiдно-
шень спряженi до них оператори Ô†v та Ô†vu вiдносно вiдповiдних
скалярних добуткiв (37):

(ψ, Ôvf)v
df
= (Ô†vψ, f)v =

∫

dv [Ô†vψ(v)] f(v), (38)

(ψ, Ôvuf)vu
df
= (Ô†vuψ, f)vu =

∫

dvdu [Ô†vuψ(v,u)] f(v,u). (39)

Ще домовмося, що у виразах, зустрiнутих нижче, ми будемо в ниж-
ньому iндексi скалярного добутку вказувати також всi iншi змiннi,
по яких проводиться iнтеґрування i вiд яких оператор, що фiґурує
у цих виразах, не залежить.

Тодi, за допомогою введених означень вираз (36) подамо так:

〈ψk
a(xk, t)〉∂tfk

v1x2...xk
= (40)

=

k
∑

i=1

(ψk
a , [L

0
i + LU

i ]fk)v1x2...xk
+

k
∑

i=1

k
∑

j>i

(ψk
a , T−(ij)fk)v1x2...xk

+

+

k
∑

i=1

(ψk
a , T−(iq)fq)v1x2...xkxq

∣

∣

q=k+1
.
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Перехiд до спряжених операторiв у доданках першої суми правої
частини цього виразу проведено нами ранiше [12]:

k
∑

i=1

(ψk
a , [L

0
i + LU

i ]fk)v1x2...xk
= −∇1 · 〈v1ψ

k
a(xk)〉kv1x2...xk

+ (41)

+

k
∑

i=1

〈[−L0
i + LU†

i ]ψk
a(xk)〉kv1x2...xk

,

де LU†
i = FU

i · ∂i = −LU
i . Тут i далi ми не вказуємо явно залежнiсть

ψk
a вiд часу.

Оператор парних зiткнень

Розгляньмо перехiд до спряженого оператора в рештi доданках на
прикладi внеску з оператором T−(ij):

(ψk
a , T−(ij)fk)vivj

=

∫

dvidvjψ
k
a(xk)σ2

∫

dσ̂ vijσθ(vijσ) × (42)

×
[

δ(rij − σ ) bijσ̂ − δ(rij + σ )
]

fk(xk).

Для переходу, перетворення потребує лише той з двох доданкiв у
квадратних дужках, котрий мiстить оператор пiдстановки bijσ̂ . Його
запишемо так:

σ2

∫

dvidvjdσ̂ ψk
a(xk) vijσθ(vijσ)δ(rij − σ ) × (43)

× fk(. . . , ri,v
′
i, . . . , rj ,v

′
j , . . .),

де {v′i,v
′
j} = [bijσ̂ ]{vi,vj}.

Перейдiмо вiд {vi,vj} до нових змiнних iнтеґрування {v′i,v
′
j}.

Однак спочатку, за допомогою спiввiдношень (24) знаходимо зво-
ротнi до них спiввiдношення:

(

vi

vj

)

=

(

v′i − v′ij · σ̂σ̂
v′j + v′ij · σ̂σ̂

)

≡ bijσ̂

(

v′i
v′j

)

. (44)

Звiдси, на додачу до (25), отримуються ще двi властивостi для bijσ̂ :

b3) [bijσ̂ ]−1 = bijσ̂ i b4) bijσ̂ b
ij
σ̂ = 1. (45)
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З них, зокрема, слiдує, що якобiан переходу до нових змiнних рiвний
1:

J{vi,vj}→{v′i,v
′

j}
= 1,

що також можна отримати, обчислюючи його безпосередньо з фор-
мул переходу (44).

Використавши цей результат, вираз (43) можна подати так:

σ2

∫

dv′idv
′
jdσ̂ ψ

k
a(. . . , ri, [b

ij
σ̂ v′i], . . . , rj , [b

ij
σ̂ v′j ], . . .) (−v′ijσ) × (46)

× θ(−v′ijσ)δ(rij − σ ) fk(. . . , ri,v
′
i, . . . , rj ,v

′
j , . . .),

де v′ijσ ≡ [v′i − v′j ]· σ̂ i було використано властивiсть (24). Крiм того,
вiдповiднi арґументи vi та vj функцiї ψk

a виражено через новi змiннi
iнтеґрування за допомогою спiввiдношень (44). Далi позначмо нiмi
змiннi iнтеґрування {v′i,v

′
j} як нештрихованi:

σ2

∫

dvidvjdσ̂ ψ
k
a(. . . , ri, [b

ij
σ̂ vi], . . . , rj , [b

ij
σ̂ vj ], . . .) (−vijσ) × (47)

× θ(−vijσ)δ(rij − σ ) fk(. . . , ri,vi, . . . , rj ,vj , . . .) =

= σ2

∫

dvidvjdσ̂ [bijσ̂ ψ
k
a(xk)] |vijσ | θ(−vijσ)δ(rij − σ ) fk(xk).

Пiдставивши результат, отриманий в останньому рядку, замiсть внес-
ку у формулi (42), який ми перетворювали, прийдемо до того, що
скалярний добуток (42) можна подати так:

(ψk
a , T−(ij)fk)vivj

= ([T+(ij)ψk
a ], fk)vivj

, (48)

де T+(ij) є спряженим до T−(ij) вiдносно другого скалярного добут-

ку (37), T+(ij) = T
†

−(ij), i має вигляд:

T+(ij)
df
= σ2

∫

dσ̂ |vijσ | θ(−vijσ) δ(rij − σ ) [ bijσ̂ − 1 ]. (49)

Вперше цей оператор у такому виглядi було отримано в роботi [6],
де встановлено його головну роль в розкладi по парних зiткненнях
оператора еволюцiї вперед, eL+t, для мiкроскопiчних динамiчних ве-
личин системи твердих куль. Фактично з нього отримано, як спря-
жений до нього, оператор T−(ij).

Зауважмо, що T+(ij) теж можна подати у безiнтеґральнiй формi,
якщо використати тотожнiсть (27)1:

T+(ij) = |vij · r̂ij | θ(−vij · r̂ij) δ
(1)(rij − σ) [ bij(r̂ij) − 1 ] (50)

1Див. строге означення (245) цього оператора у додатку A. Подiбне можна
запровадити i для iнтеґральної форми (49) i для оператора T−(ij).
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або

T+(ij) ≡ t+(−vijrij
, rij) [bij(r̂ij) − 1], (51)

де t+(−vijrij
, rij) ≡ |vijrij

| θ(−vijrij
) δ(rij − σ), (52)

i використано скорочення позначень vijrij
≡ vij·rij . Ми розбили опе-

ратор на два множники, перший з яких — функцiя t+, залежна вiд
скалярного добутку vij·rij та вiдносної вiдстанi rij , а другий — влас-
тиво операторний. З виразiв (50) чи (51) легко побачити незмiннiсть
T+ при перестановцi iндексiв:

T+(ji) = T+(ij), (53)

аналогiчно до властивости (29) оператора T−.

Повертаючись тепер до виразу (36), скалярнi добутки в його ос-
таннiх двох сумах можемо записати через оператори T+, спряженi
до T−, котрi дiють вже на ψk

a(xk), а функцiї розподiлу не стоять пiд
дiєю операторiв.

Нарештi, використавши результат (41), вираз (40) можна повнiс-
тю подати через спряженi оператори:

〈ψk
a(xk)〉∂tfk

v1x2...xk
= (54)

= −∇1 · 〈v1ψ
k
a〉

k
v1x2...xk

+

k
∑

i=1

〈[−L0
i + LU†

i ]ψk
a〉

k
v1x2...xk

+

+

k
∑

i=1

k
∑

j>i

〈T+(ij)ψk
a〉

k
v1x2...xk

+

k
∑

i=1

〈T+(iq)ψk
a(xk)〉qv1x2...xq

∣

∣

q=k+1
.

4.2. Симетризацiя

Пiдсумнi внески двох останнiх сум треба симетризувати, використо-
вуючи тут симетрiйнi властивостi (15) функцiй розподiлу fk, fk+1 та
оператора T+. Для прикладу перший з двох, за допомогою безiнте-
ґрального представлення (50) для T+(ij):

〈T+(ij)ψk
a(xk)〉kv1x2...xk

=

∫

d{∗}dridRdvidvj |vijR| θ(vijR)× (55)

× δ(R− σ)
{

[bij
R̂
− 1]ψk

a(∗, ri,vi, ri + R,vj)
}

fk(∗, ri,vi, ri + R,vj),

де замiсть rj введено змiнну вiдносного розташування R = rji, а
значок ∗ позначає всi решта змiннi, крiм xi, xj . Наприклад, в d{∗}
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вiн означає

∗ ≡ {v1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xk}.

Надалi нам часто зустрiчатимуться вирази, у яких в операторi
T+(ij) замiсть rij стоятиме вектор вiдносної вiдстанi мiж центрами
кульок R. Тому далi ми користуватимемося особливим позначенням
цього оператора для таких випадкiв:

T+(ij;R) ≡ t+(vijR, R)[bij
R̂
− 1], (56)

де t+(vijR, R) ≡ |vijR | θ(vijR) δ(R − σ), (57)

фактично T+(ij;R) ≡ T+(ij)
∣

∣

(rij→−R)
. У введених позначеннях ви-

раз (55) запишемо так:

〈T+(ij)ψk
a(xk)〉kv1x2...xk

=

∫

d{∗}dridRdvidvj × (58)

× fk(∗, ri,vi, ri + R,vj)
[

T+(ij;R)ψk
a(∗, ri,vi, ri + R,vj)

]

.

Зауважмо, що при такiй операцiї, як одночаснi iнверсiя вектора
R та взаємне перепозначення швидкостей vi, vj ,

R → −R, vi
→
←

vj , (59)

(котру ми далi будемо застосовувати), не тiльки має мiсце незмiн-
нiсть оператора T+(ij;R),

T+(ji;−R) = T+(ij;R), (60)

але й кожен з його спiвмножникiв окремо залишається незмiнним
(див. властивостi (25) для оператора bij

R̂
).

Пiдсмуймо, що нам вiдомо про вираз (58):

fk) функцiя fk симетрична вiдносно перестановки мiж собою фа-
зових координат {ri,vi} та {ri + R,vj}, вл-ть (15).

T+) високий ступiнь симетрiї оператора T+(ij;R);

ψ) ми не нiяк фiксуємо i не будемо використовувати властивостей
функцiї ψk

a , хоч вважаємо її вiдомою;
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Теорема про представлення iнтеґрала

Щоб симетризувати внески з T+, якi виникають при виведеннi рi-
внянь переносу для локальних густин, достатньо розглянути вираз
загального типу 〈Ô(ij)ψ(xi, xj)〉

f
vixj

. Проте ми тут розглянемо дещо
ширшу ситуацiю, коли обидвi функцiї f та ψ беруться у вiдмiнних
вiд ri, rj точках координатного простору частинок i та j, змiщених
на деякi вектори di та dj . Це буде потрiбно далi, щоб симетризувати
аналогiчнi внески при виведеннi рiвняння переносу для нелокальних

густин. Для локального випадку результат отримується, поклавши
di,dj = 0.

Введiмо позначення:

rI ≡ ri + di, xI ≡ {rI ,vi},

rJ ≡ rj + dj , xJ ≡ {rJ ,vj}, (61)

ρ ≡ rJ − rI , ρ = rj − ri + dj − di = rji + dji,

де di, dj — фiксованi вектори просторового “змiщення”, ρ — вiдносна
вiдстань.

Теорема 1. Iнтеґральний вираз

〈Ô(IJ)ψ(xI , xJ )〉fvixJ
≡

∫

dvidvjdrJf(xI , xJ ) Ô(IJ)ψ(xI , xJ), (62)

у якому

f) функцiя f володiє симетрiєю f(xI , xJ ) = f(xJ , xI);

Ô) Ô(IJ) дiє на функцiї vi,vj i залежить параметрично лише
вiд вектора вiдносного розташування ρ , Ô(IJ) = Ô(vi,vj ;ρ ),
причому задовольняє умову Ô(vj ,vi;−ρ ) = Ô(vi,vj ;ρ );

ψ) ψ(xI , xJ ) — довiльна функцiя, для якої разом з функцiєю f
iнтеґрал (62) добре визначений (зокрема, скiнченний),

можна подати у виглядi суми дiверґенцiї деякого потоку i симетрич-
ного по xI та xJ залишку:

∇i · 〈
1
2ρ Ô(vi,vj ;ρ )ψ(xIξ, xJξ̄)〉

f
vivj(ρ ξ)IJ

+ (63)

+ 〈1
2 Ô(IJ) [1 + Px

I
x

J
]ψ(xI , xJ )〉fvixJ

.

(У першому членi використано позначення для нового типу усеред-
нення, пояснене при закiнченнi доведення, вирази (73), (74).)
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Доведення. Оскiльки ми не використовуємо нiяких симетрiйних
властивостей функцiї ψ, то подаймо її у виразi (62) як суму антиси-
метричної та симетричної частин [26]2:

ψ(xI , xJ ) = 1
2 [ψ(xI , xJ) − ψ(xJ , xI)] + 1

2 [ψ(xI , xJ) + ψ(xJ , xI)]. (64)

Друга, симетрична, частина, пiдставлена у вираз (62) дасть другий
внесок формули (63). Вiдповiдну антисиметричну частину iнтеґраль-
ного виразу (62) можна записати так:

1
2

∫

dρ dvidvjf(rI ,vi, rI + ρ ,vj) × (65)

× Ô(vi,vj ;ρ ) [ψ(rI ,vi, rI + ρ ,vj) − ψ(rI + ρ ,vj , rI ,vi)],

де замiсть змiнної rJ введено вiдносну вiдстань ρ як незалежну змiн-
ну.

Зосередьмо увагу на внеску з мiнусом у прямокутних дужках i
проведiмо такi тотожнi перетворення: перепозначмо змiннi iнтеґру-
вання vi

→

←
vj i перейдiм до нової змiнної ρ ′ = −ρ (якобiан такого

переходу |Jρ →ρ ′ | = 1):

− 1
2

∫

dρ ′dvjdvif(rI ,vj , rI−ρ
′,vi) Ô(vj ,vi;−ρ

′)ψ(rI−ρ
′,vi, rI ,vj).

(66)
Тепер переставмо пари арґументiв функцiї f , згiдно її властивостi,
використаймо симетрiйну властивiсть оператора Ô i позначмо ρ ′

знову через ρ . Одержимо формулу

− 1
2

∫

dρ dvjdvif(rI − ρ ,vi, rI ,vj) Ô(vi,vj ;ρ )ψ(rI − ρ ,vi, rI ,vj),

(67)
у якiй аргументи функцiй f та ψ з’являються у тому ж самому
порядку. Те ж саме має мiсце i для першого доданка виразу (65).
Пiдставляючи в нього отриманий нами результат (67) можемо його
записати як

1
2

∫

dρ dvidvj

∫

dx
{

δ(x − rI) − δ(x − [rI − ρ ])
}

× (68)

× f(x,vi,x + ρ ,vj) Ô(vi,vj ;ρ )ψ(x,vi,x + ρ ,vj).

Рiзницю δ-функцiй можна переписати у виглядi

δ(xd − ri) − δ(xd − [ri − ρ ]),

2Ми використовуємо дещо iншу iнтерпретацiю процедури симетризацiї, нiж у
попередньому препринтi [12], запозичену з роботи [26].
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де xd ≡ x−di i за допомогою iнтеґрування по параметру подати як
дiверґенцiю, обчислену, що суттєво, в точцi ri (а не в змiщенiй точцi
rI !):

δ(xd − ri) − δ(xd − [ri − ρ ]) = ∇i · ρ

∫ 1

0

dξ δ(x − [rI − ξρ ]). (69)

Пiдставивши це у вираз (68) замiсть рiзницi δ-функцiй i провiвши
iнтеґрування по dx, одержимо нарештi таке:

∇i·

∫ 1

0

dξ
∫

dρ dvidvjf(rIξ,vi, rJξ̄,vj)
1
2ρ Ô(vi,vj ;ρ )ψ(rIξ,vi, rJξ̄,vj),

(70)
де було вжито позначення

rIξ ≡ rI − ξρ , rJξ̄ ≡ rJ + [1 − ξ]ρ . (71)

Аналогiчно, позначивши

xIξ ≡ {rIξ,vi}, xJξ̄ ≡ {rJξ̄,vj}, (72)

усереднення в (70) запишеться компактнiше:
∫ 1

0

dξ
∫

dρ dvidvjf(xIξ, xJξ̄)
1
2ρ Ô(vi,vj ;ρ )ψ(xIξ , xJξ̄). (73)

Тут, крiм iнтеґрувань по вiдноснiй координатi та швидкостях, є ще
iнтеґрування по параметру ξ i для таких усереднень нового типу ми
вводимо особливе позначення:

〈1
2ρ Ô(vi,vj ;ρ )ψ(xIξ, xJξ̄)〉

f
vivj(ρ ξ)IJ

, (74)

використане вже у формулюваннi теореми.

Застосуймо результати доведеної теореми до симетризацiї остан-
нiх двох доданкiв правої частини виразу (54). У цьому разi, вектори
просторового змiщенне di,dj = 0, а у кiнцевiй формулi типу (63)
замiсть xI , xJ фiґуруватимуть просто xi, xj . Як функцiя fk (k ≥ 2),
оператор T+(ij), так i молекулярна характеристика ψk

a задовольня-
ють всi умови теореми, тому

〈T+(ij)ψk
a(xk)〉kvixj

= ∇i · 〈
1
2RT+(ij;R)ψk

a(∗, xiλ, xjλ̄)〉kvivj(Rλ)ij
+

+ 〈1
2 T+(ij) [1 + Pxixj

]ψk
a(∗, xi, xj)〉

k
vixj

, (75)

〈T+(iq)ψk
a(xk)〉qvixj

= ∇i · 〈
1
2RT+(iq;R)ψk

a(∗, xiλ)〉q
vivq(Rλ)iq

+

+ 〈1
2 T+(iq) [1 + Pxixq

]ψk
a(xk)〉qvixq

∣

∣

q=k+1
, (76)
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де використано позначення

xiλ ≡ {riλ,vi}, xjλ̄ ≡ {rjλ̄,vj}, (77)

riλ ≡ ri − λR, rjλ̄ ≡ ri + [1 − λ]R, (78)

аналогiчнi до позначень (71), (72).
Оскiльки треба ще проiнтеґрувати по рештi змiнних, зокрема по

dri для всiх i за винятком i = 1, то всi доданки з дiверґенцiями у
виразах (75), (76) для i 6= 1 пропадуть. Тодi кiнцевий результат для
двох останнiх сум виразу (54) набуде вигляду:

k
∑

i=1

k
∑

j>i

〈T+(ij)ψk
a(xk)〉kv1x2...xk

= (79)

=

k
∑

j=2

∇1 ·〈
1
2RT+(1j;R)ψk

a(x1λ, ∗, xjλ̄)〉k{∗}(vRλ)1j
+

+

k
∑

i=1

k
∑

j>i

〈1
2 T+(ij)[1 + Pxixj

]ψk
a(∗, xi, xj)〉

k
v1x2...xk

,

k
∑

i=1

〈T+(iq)ψk
a(xk)〉qv1x2...xq

= (80)

= ∇1 ·〈
1
2RT+(iq;R)ψk

a(x1λ, x2 . . . xk)〉q{∗}(vRλ)1q
+

+
k
∑

i=1

〈1
2 T+(iq)[1 + Pxixq

]ψk
a(xk)〉qv1x2...xq

∣

∣

q=k+1
.

Тут ще введено скорочення позначень в середнiх

〈. . .〉k{∗}(vRλ)ij
≡ 〈. . .〉k{∗}vivj(Rλ)ij

,

яке ми будемо вживати, коли це не викликатиме двозначного трак-
тування.

Кiнцевий вигляд

Пiдставляючи кiнцевi результати (79) та (80) у вираз (54), а його —
у стартове спiввiдношення (35), можемо записати рiвняння переносу
для локальної величини ak у такому загальному виглядi:

∂tak + ∇1 ·
[

Jk,1
ak

+

k
∑

j=2

Jφ,1j
ak

+ Jφ,1q
ak

]

= (81)

ICMP–07–20U 21

= st
ak

+

k
∑

i=1

sr,i
ak

+

k
∑

i=1

k
∑

j>i

sφ,ij
ak

+

k
∑

i=1

sφ,iq
ak

∣

∣

q=k+1
+

k
∑

i=1

sU,i
ak
.

Розшифрування позначень:

Jk,1
ak

(r1, t)
df
= 〈v1ψ

k
a(xk)〉kv1x2...xk

, (82)

Jφ,1j
ak

(r1, t)
df
= 〈− 1

2RT+(1j;R)ψk
a(x1λ, ∗, xjλ̄)〉k{∗}(vRλ)1j

, (83)

Jφ,1q
ak

(r1, t)
df
= 〈− 1

2RT+(iq;R)ψk
a(x1λ, x2 . . . xk)〉q{∗}(vRλ)1q

, (84)

st
ak

(r1, t)
df
= 〈∂tψ

k
a(xk)〉kv1x2...xk

, (85)

sr,i
ak

(r1, t)
df
= 〈−L0

iψ
k
a(xk)〉kv1x2...xk

, (86)

sφ,ij
ak

(r1, t)
df
= 〈1

2 T+(ij)[1 + Pxixj
]ψk

a(xk)〉kv1x2...xk
, (87)

sφ,iq
ak

(r1, t)
df
= 〈1

2 T+(iq)[1 + Pxixq
]ψk

a(xk)〉qv1x2...xkxq
, (88)

sU,i
ak

(r1, t)
df
= 〈LU†

i ψk
a(xk)〉kv1x2...xk

. (89)

Тут у виразах (84) i (88) слiд покласти q = k + 1.
Пiд знаками усереднення стоять молекулярнi характеристики

ψJak
й ψsak

вiдповiдних внескiв у потiк та джерело величини ak.
Тому, цi вирази служать також означеннями для молекулярних ха-
рактеристик величин Jak

i sak
. Лише потоки потенцiального типу

Jφ
ak

є нелокальними середнiми, всi iншi — середнi того ж типу, що й
ak.

У скорочених позначеннях рiвняння (81) набуває форми:

∂tak + ∇1 ·J
k+φ
ak

= st+r+φ+U
ak

, (90)

де однотипнi сумарнi внески виглядають так:

Jφ
ak

≡

k
∑

j=2

Jφ,1j
ak

+ Jφ,1 k+1
ak

, (91)

sr
ak

≡
k
∑

i=1

sr,i
ak
, sU

ak
≡

k
∑

i=1

sU,i
ak
, (92)

sφ
ak

≡

k
∑

i=1

k
∑

j>i

sφ,ij
ak

+

k
∑

i=1

sφ,i k+1
ak

. (93)

У нашому виведеннi використано припущення про поведiнку функ-
цiй розподiлу на нескiнченностi i не накладено суттєвих обмежень
на молекулярну характеристику ψk

a .
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Далi розгляньмо два пiдвипадки, коли k-частинкова молекуляр-
на характеристика ψk

a залежить лише вiд швидкостей або лише вiд
просторових координат. У першому випадку, ψk

a(vk), внески st
ak

та
sr,i

ak
перетворяться в нуль й рiвняння переносу набуває вигляду:

∂tak + ∇1 ·J
k+φ
ak

= sφ+U
ak

. (94)

Коли присутня лише залежнiсть вiд координат, ψk
a(rk), то у нуль пе-

ретворяться члени з операторами T+(ij) та LU†
i , що дiють на функцiї

швидкостей. А це Jφ,1j
ak

, Jφ,1 k+1
ak

, sU,i
ak

, sφ,ij
ak

та sφ,i k+1
ak

. Тодi рiвняння
переносу має таку форму:

∂tak + ∇1 · J
k
ak

= sr
ak
. (95)

Воно не мiстить доданкiв нелокального типу. Ще тут нема членiв,
означених через наступну функцiю розподiлу fk+1 — щоб знати вiд-
повiднi потоки i джерела, достатньо мати лише fk. Тому рiвняння
переносу для локальних величин типу ψk

a(rk) не зачiпляють наступ-
ної частинкової функцiї розподiлу.

У двох часткових випадках для

a1(r1, t) = 〈ψ1
a(x1, t)〉

1
v1

i a2(r1, t) = 〈ψ2
a(x1, x2, t)〉

2
v1x2

, (96)

покладаючи у рiвняннi (81) вiдповiдно k = 1 та k = 2, отримуємо
рiвняння переносу загального типу для локальних одно- i двочас-
тинкової густин.

∂ta1 + ∇1 ·
[

Jk,1
a1

+ Jφ,12
a1

]

= st
a1

+ sr,1
a1

+ sφ,12
a2

+ sU,1
a1
, (97)

де

Jk,1
a1

df
= 〈v1ψ

1
a(x1, t)〉

1
v1
, (98)

Jφ,12
a1

df
= 〈− 1

2RT+(12;R)ψ1
a(x1λ)〉2(vRλ)12

, (99)

st
a1

df
= 〈∂tψ

1
a(x1, t)〉

1
v1
, (100)

sr,1
a1

df
= 〈−L0

1ψ
1
a(x1, t)〉

1
v1
, (101)

sφ,12
a1

df
= 〈1

2 T+(12)[1 + Px1x2
]ψ1

a(x1, t)〉
2
v1x2

, (102)

sU,1
a1

df
= 〈LU†

1 ψ1
a(x1, t)〉

1
v1
. (103)

Для двочастинкової густини ми наводимо лише вигляд рiвняння без
виразiв для потокiв i джерел:

∂ta2 + ∇1 ·
[

Jk,1
a2

+ Jφ,12
a2

+ Jφ,13
a2

]

= (104)
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= st
a2

+

2
∑

i=1

sr,i
a2

+ sφ,12
a2

+

2
∑

i=1

sφ,i3
a2

+

2
∑

i=1

sU,i
a2
.

4.3. Рiвняння переносу звичайної гiдродинамiки

Перш нiж розглянути рiвняння переносу для густин маси ρ, iмпу-
льсу p та кiнетичної енергiї ek, зробiмо деякi зауваження вiдносно
оператора парних зiткнень T+(ij). Вираз для нього було одержано,
розглядаючи двочастинковi оператори еволюцiї i використовуючи
мiркування геометрiї зiткнення двох твердих кульок [6]. Особливо
це стосується оператора зсуву швидкостей bijσ̂ та правил парного зi-
ткнення (23), за якими вiн дiє. У свою чергу, ґеометрiя парного зi-
ткнення (ij) базується на законах збереження iмпульсу та енергiї

mv′i +mv′j = mvi +mvj , (105)
1
2mv

′2
i + 1

2mv
′2
j = 1

2mv
2
i + 1

2mv
2
j , (106)

якi можна записати як

[bijσ̂ − 1]

(

mvi +mvj
1
2mv

2
i + 1

2mv
2
j

)

=

(

0
0

)

(107)

або ж

T+(ij) [1 + Pxixj
]

(

mvi
1
2mv

2
i

)

=

(

0
0

)

. (108)

Це теж можна долучити до ранiше виявлених властивостей опера-
торiв bijσ̂ та T+(ij).

Для твердих кульок густини маси, iмпульсу й енергiї мають одно-

частинкову природу (34). Скориставшись рiвнянням (97) отримуємо
звичну систему рiвнянь гiдродинамiки:

∂tρ + ∇1 · 〈mv1〉
1
v1

= 0, (109)

∂tp + ∇1 · [〈mv1v1〉
1
v1

+ 〈− 1
2RT+(12;R)mv1〉

2
(vRλ)12

] = ρFU
1 , (110)

∂te
k + ∇1 · [〈

m
2 v

2
1v1〉

1
v1

+ 〈− 1
2RT+(12;R) m

2 v
2
1〉

2
(vRλ)12

] = p·FU
1 , (111)

у яких при розрахунку внескiв у джерела sφ,12
p , sφ,12

ek було враховано
закони збереження для парних зiткнень у формi (108). Рiвняння для
p та ek мiстять, проте, джерела, зумовленi впливом зовнiшнього поля
U(r).
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Рiвняння переносу для густини потенцiальної енергiї системи
твердих кульок у зовнiшньому полi eU = 〈U(r1)〉

1
v1

нiчим не вiдрiзня-
ється вiд подiбного випадку для системи з гладким потенцiалом [12].
Тому наводимо лише результат:

∂te
U + ∇1 · J

k,1
eU = sr,1

eU , (112)

де
J

k,1
eU = U(r1)p/m, sr,1

eU = − p ·FU
1 . (113)

Як легко бачити, внески до джерел кiнетичної та потенцiальної
енергiй скомпенсовують одне одного:

sU,1
ek = −sr,1

eU . (114)

Це означає: зростання (зменшення) кiнетичної енергiї кульок вiдбу-
вається завдяки зменшенню (зростанню) їхньої потенцiальної енергiї
в зовнiшньому полi. Тодi густина повної енергiї

e = ek + eU (115)

задовольняє рiвняння без джерела:

∂te+ ∇1 · Je = 0, (116)

де Je = J
k+φ
ek +Jk

eU . Отже, у присутностi зовнiшнього потенцiального
поля, рiвняння переносу для густини iмпульсу мiстить джерело, а
вигляд рiвняння для енергiї залежить вiд того, чи долучаємо ми
потенцiальну енергiю eU до кiнетичної чи нi.

Одержанi рiвняння виведено на базi сформульованого загального
пiдходу i збiгаються з тими, якi наведено в лiтературi як для мак-
роскопiчних густин, що описують класичну просту рiдину [1, 2, 19],
так i для їхнiх мiкроскопiчних вiдповiдникiв [18, 27]. Їхнiй загаль-
ний вигляд повнiстю подiбний до вiдповiдних рiвнянь для системи
з гладким потенцiалом. Хоча є суттєва вiдмiннiсть — завдяки тому,
що нема взаємодiї на вiдстанi, всi змiннi опису визначаються лише
через одночастинкову функцiю розподiлу.

5. Нелокальна двочастинкова густина

Як зi загального рiвняння переносу (81) i виразiв (83) та (84), так
i з конкретних рiвнянь (110), (111) для густин збережуваних вели-
чин видно, що у схемi опису з’являються середнi якiсно iншого типу,
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якi визначаються значеннями функцiй розподiлу у змiщених точ-
ках простору i мiстять iнтеґрування по параметру. Через це вони i
називаються нелокальними i пов’язанi зi взаємодiєю частинок. Для
прикладу, в рiвняннях (110), (111) — це внески в потоки iмпульсу й
енергiї вiд твердокулькового вiдштовхування на контактi:

(

Jφ
p

J
φ
ek

)

= 〈− 1
2RT+(12;R)

(

mv1
1
2mv

2
1

)

〉2(vRλ)12
. (117)

Вiдповiднi молекулярнi характеристики залежать вiд вектора
вiдносного розташування R, вiдносної швидкости v12 (через опера-
тор T+) та вiд v1. Вказуючи змiннi, вiд яких залежить молекулярна
характеристика, наприклад, для J

φ
ek , можемо записати:

ψ̃
2

J
φ

ek
(R,v1,v2).

Однак окремi координати частинок присутнi у функцiї розподiлу f2
i рiвнi r1λ й r2λ̄ вiдповiдно, а наведений запис для ψ̃

2

J
φ

ek
вiдображає

ту особливiсть, що є залежнiсть лише рiзницi r2λ̄−r1λ. Проте далi ми
будемо вказувати координати частинок у функцiональнiй залежностi
молекулярної характеристики.

Отже, ми розглянемо виведення рiвняння переносу для найпрос-
тiшого нелокального середнього з виглядом

ã2(r1, t)
df
= 〈ψ2

ã(x1λ, x2λ̄, t)〉
2
(vRλ)12

, (118)

де залежнiсть вiд t ми надалi не вказуватимемо. У попередньому
випадку (117) ψ2

ã залежить вiд рiзницi r2λ̄ −r1λ = R, а не окремо вiд
r1λ та r2λ̄. В розгорнутому виглядi права частина виглядає так:

1
∫

0

dλ
∫

dRdv1dv2 ψ
2
ã(x1λ, x2λ̄)f2(r1 − λR,v1, r1 + [1 − λ]R,v2). (119)

Виведення рiвняння переносу для ã2 таке ж, як i для систем з глад-
ким потенцiалом [12] i тут буде розглянуто лише вiдмiнностi.

Змiна в часi величини ã2 визначається двома чинниками:

∂tã2(r1, t) = 〈∂tψ
2
ã(x1λ, x2λ̄)〉2(vRλ)12

+ 〈ψ2
ã(x1λ, x2λ̄)〉∂tf2

(vRλ)12
, (120)
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де

〈ψ2
ã(x1λ, x2λ̄)〉∂tf2

(vRλ)12
≡

1
∫

0

dλ
∫

dRdv1dv2ψ
2
ã(x1λ, x2λ̄) ∂tf2(x1λ, x2λ̄).

Оскiльки f2 у правiй частинi береться у змiщених точках, то похiд-
нi у другому рiвняннi ланцюжка теж будуть стосуватися змiщених
точок. Однак нам потрiбно записати це рiвняння у такiй формi, яка
стосується змiнних {r1,R}, а не {r1λ, r2λ̄}. (Це тому, що потрiбно
отримати рiвняння переносу величини ã2 у точцi r1, коли всi вели-
чини — потоки i джерела, а особливо дiверґенцiї потокiв — мають
стосуватися саме цiєї точки.)

Змiнена форма одержується зi звичайної

∂tf2(x1λ, x2λ̄) = [L0
1λ + L0

2λ̄ + T−(1λ, 2λ̄) + LU
1λ + LU

2λ̄]f2(x1λ, x2λ̄) +

+

∫

dx3 [T−(1λ, 3) + T−(2λ̄, 3)]f3(x1λ, x2λ̄, x3) (121)

за допомогою переходу до нових змiнних. Формули прямого (до
{r1,R}) i зворотнього (до {r1λ, r2λ̄}) переходiв мають вигляд [12]:

(

r1λ

r2λ̄

)

= M1R

(

r1

R

)

, M1R
df
=

[

1 −λ
1 1 − λ

]

, (122)
(

r1

R

)

= M1λ,2λ̄

(

r1λ

r2λ̄

)

, M1λ,2λ̄
df
=

[

1 − λ λ
−1 1

]

, (123)

з матрицями переходiв M1R i M1λ,2λ̄, якi є взаємнооберненi з оди-
ничними детермiнантами. Такий перехiд не зачiпає змiнних v1, v2,
вiд яких залежать f2 та f3.

У результатi рiвняння (121) набирає такої форми:

∂tf2(x1λ, x2λ̄) =
[

∑

i=1,R

L0
ui + T−(1λ, 2λ̄) +

∑

i=1λ,2λ̄

LU
i

]

f2(x1λ, x2λ̄) +

+

∫

dx3 [T−(1λ, 3) + T−(2λ̄, 3)]f3(x1λ, x2λ̄, x3), (124)

де

L0
u1

df
= −u1 ·∇1,

L0
uR

df
= −uR ·∇R,

(

u1

uR

)

= M1λ,2λ̄

(

v1

v2

)

, (125)

а оператор T−(1λ, 2λ̄) фактично залежить вiд вiдносної вiдстанi R.
Тодi другий доданок правої частини виразу (120) можемо записати
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через скалянi добутки:

〈ψ2
ã〉

∂tf2

(vRλ)12
=
(

ψ2
ã,
[

∑

i=1,R

L0
ui + T−(1λ, 2λ̄) +

∑

i=1λ,2λ̄

LU
i

]

f2

)

(vRλ)12
+

+
(

ψ2
ã, [T−(1λ, 3) + T−(2λ̄, 3)] f3

)

(vRλ)12x3

. (126)

До представлення через спряженi оператори переходимо так са-
мо, як i ранiше у §4:

〈ψ2
ã(x1λ, x2λ̄)〉∂tf2

(vRλ)12
= −∇1 ·〈u1ψ

2
ã〉

2
(vRλ)12

+ (127)

+
∑

i=1,R

〈−L0
uiψ

2
ã〉

2
(vRλ)12

+
∑

i=1λ,2λ̄

〈LU†
i ψ2

ã〉
2
(vRλ)12

+

+ 〈T+(1λ, 2λ̄)ψ2
ã〉

2
(vRλ)12

+
∑

l=1λ,2λ̄

〈T+(l3)ψ2
ã〉

3
(vRλ)12x3

,

де опущено доданок, який перетворюється в нуль:

∫ 1

0

dλ
∫

dR [−∇R · 〈uRψ
2
ã 〉

2
v1v2

].

5.1. Симетризацiя двочастинкового внеску

Стосовно першого з двох останнiх доданкiв правої частини виразу
(127), то подiбно до симетризацiї локальних середнiх, розгляньмо
загальнiший вираз

〈Ô(vi,vj ;ρ ) ψ̃(xiξ , xjξ̄)〉
f
(vρ ξ)ij

iз оператором Ô(vi,vj ;ρ ) з тими ж симетрiйними властивостями,
що й у попереднiй теоремi (с. 17). Подаймо ψ̃(xiξ, xjξ̄) через суму
антисиметричної та симетричної частин, подiбно до (64):

ψ̃(xiξ , xjξ̄) = 1
2 [ψ̃(xiξ , xjξ̄) − ψ̃(xjξ̄ , xiξ)] + (128)

+ 1
2 [ψ̃(xiξ , xjξ̄) + ψ̃(xjξ̄ , xiξ)] ≡

≡
{

1
2 [1 − Pxiξ,xjξ̄

] + 1
2 [1 + Pxiξ,xjξ̄

]
}

ψ̃(xiξ, xjξ̄),

де символ Pxiξ,xjξ̄
звично позначає операцiю переставляння фазових

змiнних xiξ та xjξ̄ . (Коли ψ̃ залежить вiд вiдносної координати, то
така операцiя означає переставляння швидкостей vi i vj та iнверсiю
вiдносної координати rjξ̄ − riξ на riξ − rjξ̄.)
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Симетрична (друга) частина дасть:

〈1
2 Ô(vi,vj ;ρ ) [1 + Pxiξ,xjξ̄

]ψ̃(xiξ , xjξ̄)〉
f
(vρ ξ)ij

, (129)

тодi як антисиметричну

〈1
2 Ô(vi,vj ;ρ ) [ψ̃(xiξ , xjξ̄) − ψ̃(xjξ̄ , xiξ)]〉

f
(vρ ξ)ij

, (130)

треба подати у виглядi дiверґенцiї. Весь подальший виклад повторює
локальний випадок або ж вiдповiдну частину роботи [12].

Розгляньмо той доданок у середньому, що з мiнусом:

− 1
2

∫ 1

0

dξ
∫

dρ dvidvjf(xiξ, xjξ̄) Ô(vi,vj ;ρ ) ψ̃(rjξ̄ ,vj , riξ,vi) (131)

i проведiм звичнi манiпуляцiї — перепозначмо змiннi iнтеґрування
vi
→

←
vj i перейдiм до нової змiнної ρ ′ = −ρ (з |Jρ →ρ ′ | = 1):

− 1
2

∫ 1

0

dξ
∫

dρ ′ dvjdvi f(ri − [1 − ξ]ρ ′,vi, ri + ξρ ′,vj) × (132)

× Ô(vi,vj ;ρ
′) ψ̃(ri − [1 − ξ]ρ ′,vi, ri + ξρ ′,vj).

У цiй формулi ми ще переставили пари арґументiв функцiї f i ви-
користали симетрiйну властивiсть оператора Ô: Ô(vj ,vi;−ρ

′) =

Ô(vi,vj ;ρ
′).

У формулi (130) функцiя f має такий порядок арґументiв f(ri −
ξρ ,vi, ri + [1− ξ]ρ ,vj), тому пiдставляючи туди результат (132) на
мiсце доданка з мiнусом, можемо її записати так:

1
2

∫ 1

0

dξ
∫

dρ dvidvj

∫

dx
{

δ(x − riξ) − δ(x − [riξ − ρ 1])
}

× (133)

× f(x,vi,x + ρ ,vj) [Ô (vi,vj ;ρ )ψ̃(x,vi,x + ρ ,vj)],

де ρ 1 ≡ [1−2ξ]ρ . Для рiзницi δ-функцiй, яку можна переписати як

δ(x′ξ − ri) − δ(x′ξ − [ri − ρ 1]), (134)

де x′ξ ≡ x + ξρ , використовуємо формулу (134), яка дасть у резуль-
татi:

∇i · ρ 1

∫ 1

0

dξ1 δ(x − [ri − ξρ − ξ1ρ 1]). (135)
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Тодi розглядуваний вираз (133) можна подати як дiверґенцiю

∇1 ·

∫ 1

0

dξ1dξ
∫

dρ dvidvjf2(riξξ1
,vi, rjξ̄ξ1

,vj)
1
2ρ 1Ô ψ̃(xiξξ1

, xjξ̄ξ1
)

(136)
зi скороченим позначенням середнього

∇1 ·〈
1
2 [1 − 2ξ]ρ Ô(vi,vj ;ρ )ψ̃(xiξξ1

, xjξ̄ξ1
)〉f

vivj((ρ ξ)ijξ1)iξ,jξ̄
, (137)

де

riξξ1
≡ riξ − ξ1ρ 1 = ri − ξρ − ξ1ρ 1, (138)

rjξ̄ξ1
≡ rjξ̄ − ξ1ρ 1 = ri + [1 − ξ]ρ − ξ1ρ 1, (139)

xiξξ1
= {riξξ1

,vi}, xjξ̄ξ1
= {rjξ̄ξ1

,vi}.

Спосiб позначення усереднення подiбний до введеного ранiше. Вiн
означає, що тут ми маємо iнтеґрування по однiй вiдноснiй координатi
ρ i по двох неперервних параметрах ξ i ξ1.

Врештi, об’єднавши кiнцевi результати (129) i (137), запишiмо
остаточний вираз:

〈Ô(vi,vj ;ρ )ψ̃(xiξ , xjξ̄)〉
f
(vRξ)ij

= (140)

= ∇i ·〈
1
2 [1 − 2ξ]ρ Ô(vi,vj ;ρ )ψ̃(xiξξ1

, xjξ̄ξ1
)〉f

vivj((ρ ξ)ijξ1)iξ,jξ̄
+

+ 〈1
2 Ô(vi,vj ;ρ ) [1 + Pxiξ,xjξ̄

]ψ̃(xiξ, xjξ̄)〉
f
(vρ ξ)ij

.

Таким чином, ми довели теорему, подiбну до локального випадку.
Теорема 2. Iнтеґральний вираз

〈Ô(vi,vj ;ρ ) ψ̃(xiξ, xjξ̄)〉
f
(vρ ξ)ij

≡ (141)

≡

∫ 1

0

dξ
∫

dρ dvidvjf(riξ,vi, rjξ̄ ,vj) Ô(vi,vj ;ρ )ψ̃(xiξ, xjξ̄),

у якому

f) функцiя f є симетричною f(x, y) = f(y, x);

Ô) оператор Ô(vi,vj ;ρ ) дiє на функцiї vi,vj , залежить вiд век-
тора вiдносного розташування ρ i задовольняє таку умову
Ô(vj ,vi;−ρ ) = Ô(vi,vj ;ρ );

ψ) ψ̃ — довiльна функцiя, для якої iнтеґрал (141) скiнченний,
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можна подати у виглядi (140).

Теорему доведено для довiльної залежности функцiї ψ̃ вiд просто-
рових координат. Якщо ж вона залежить лише вiд вiдносної вiдстанi
ρ , то результат теореми можна записати також в альтернативному
до (140) виглядi:

〈Ô(vi,vj ;ρ )ψ̃(ρ ,vi,vj)〉
f
(vRξ)ij

= (142)

= ∇i ·〈
1
2 [1 − 2ξ]ρ Ô(vi,vj ;ρ )ψ̃(ρ ,vi,vj)〉

f
vivj((ρ ξ)ijξ1)iξ,jξ̄

+

+ 〈1
2 Ô(vi,vj ;ρ ) [1 + P

ρ −
vivj ]ψ̃(ρ ,vi,vj)〉

f
(vρ ξ)ij

,

де Pρ −vivj
позначає операцiю переставляння змiнних vi i vj та iнверсiю

вiдносної координати ρ → −ρ .
Середнє 〈T+(1λ, 2λ̄)ψ2

ã(x1λ, x2λ̄)〉2(vRλ)12
задовольняє всi умови до-

веденої теореми, тому використовуючи її можемо записати результат
симетризацiї:

〈T+(1λ, 2λ̄)ψ2
ã(x1λ, x2λ̄)〉2(vRλ)12

= (143)

= ∇1 ·〈
1
2 [1 − 2λ]RT+(12;R)ψ2

ã(x1λλ1
, x2λ̄λ1

)〉2v1v2((Rλ)12λ1)1λ,2λ̄
+

+ 〈1
2T+(12;R) [1 + Px1λ,x2λ̄

]ψ2
ã(x1λ, x2λ̄)〉2(vRλ)12

.

5.2. Результат симетризацiї тричастинкових внескiв

Тричастинковi внески пiд останньою сумою у виразi (127) симет-
ризуються подiбно до локального випадку. Хоч тут є iнтеґрування
по параметру та вiдноснiй координатi, але симетризацiя стосується
тих змiнних, що присутнi в операторi T+(l3): (1λ, 3) або (2λ̄, 3). Тому
можна оперувати середнiм з меншою кiлькiстю iнтеґрувань:

〈T+(l3)ψ2
ã〉

3
vlx3

=

∫

dvldx3 f3(x1λ, x2λ̄, x3)T+(l3)ψ2
ã(x1λ, x2λ̄). (144)

Симетризацiя здiйснюється по iндексах (l, 3), а вiдносна координата
R1, до якої треба перейти, має сенс r3 − r1λ чи r3 − r2λ̄, вектор
змiщення d1 рiвний −λR та [1 − λ]R}, а d3 = 0. За теоремою 1, що
на с. 17, одержуємо в результатi:

〈T+(1λ, 3)ψ2
ã(x1λ, x2λ̄)〉3(vRλ)12x3

= (145)

= −∇1 ·〈−
1
2R1T+(13;R1)ψ

2
ã(x1λ, x2λ̄)〉3v1v2v3(Rλ)12(R1λ1)1λ,3

+

+ 〈1
2T+(1λ, 3)[1 + Px1λ,x3

]ψ2
ã(x1λ, x2λ̄)〉3(vRλ)12x3

,
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〈T+(2λ̄, 3)ψ2
ã(x1λ, x2λ̄)〉3(vRλ)12x3

= (146)

= −∇1 ·〈−
1
2R1T+(23;R1)ψ

2
ã(x1λ, x2λ̄)〉3v1v2v3(Rλ)12(R1λ1)2λ̄,3

+

+ 〈1
2T+(2λ̄, 3)[1 + Px2λ̄,x3

]ψ2
ã(x1λ, x2λ̄)〉3(vRλ)12x3

.

5.3. Об’єднання внескiв

Запишiмо загальне рiвняння переносу для ã2 з молекулярною харак-
теристикою ψ2

ã(x1λ, x2λ̄). Пiдставивши у вираз (127) одержанi пiсля
симетризацiї результати (143), (145), (146), а його — у початкову
фурмулу (120) здобудемо:

∂tã2 + ∇1 ·
[

J
k,12
ã2

+ J
φ,12
ã2

+

2
∑

l=1

J
φ,l3
ã2

]

= (147)

= st
ã2

+
∑

l=1,R

sr,l
ã2

+ sφ,12
ã2

+

2
∑

l=1

sφ,l3
ã2

+

2
∑

l=1

sU,l
ã2
,

де

J
k,12
ã2

df
= 〈u1ψ

2
ã(x1λ, x2λ̄)〉2(vRλ)12

, (148)

J
φ,12
ã2

df
= 〈− 1

2R
′T+(12;R)ψ2

ã(x1λλ1
, x2λ̄λ1

)〉2v1v2((Rλ)12λ1)1λ,2λ̄
, (149)

J
φ,l3
ã2

df
= 〈− 1

2R1T+(l3;R1)ψ
2
ã(x1λ, x2λ̄)〉3v1v2v3(Rλ)12(R1λ1)l3

, (150)

st
ã2

df
= 〈∂tψ

2
ã(x1λ, x2λ̄)〉2(vRλ)12

, (151)

sr,l
ã2

df
= 〈−L0

ulψ
2
ã(x1λ, x2λ̄)〉2(vRλ)12

, l = 1 або R, (152)

sφ,12
ã2

df
= 〈1

2T+(12,R) [1 + Px1λ,x2λ̄
]ψ2

ã(x1λ, x2λ̄)〉2(vRλ)12
, (153)

sφ,l3
ã2

df
= 〈1

2T+(l3)[1 + Pxl,x3
]ψ2

ã(x1λ, x2λ̄)〉3(vRλ)12x3
, (154)

sU,l
ã2

df
= 〈LU†

l ψ2
ã(x1λ, x2λ̄)〉2(vRλ)12

, l = 1λ або 2λ̄. (155)

Нагадаймо, що тут u1 = [1−λ]v1 + λv2, uR = −v1 +v2, а в другому
рядку R′ ≡ [1 − 2λ]R.

Цими виразами одночасно задаються молекулярнi характеристи-
ки внескiв до потоку i джерела нелокальної величини ã2. Структура
рiняння переносу формально повнiстю подiбна до випадку гладко-
го потенцiала [12]. Як бачимо, є тричастинковi внески J

φ,l3
ã2

та sφ,l3
ã2

,
причому потiк є двократно нелокальний (по {R, λ} та {R1, λ1}), а
джерело — однократно нелокальне. Потiк J

φ,12
ã2

хоч i двочастинковий,
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але має другу нелокальнiсть по λ1. Вiн дає нам приклад нелокальної
двочастинкової величини iншого типу, нiж ã2, а саме — двократно
нелокальної двочастинкової величини з молекулярною характерис-
тикою, що явно залежить вiд першого параметра нелокальности λ.
У скорочених позначеннях отримане рiвняння переносу має все той
же вигляд:

∂tã2 + ∇1 · J
k+φ
ã2

= st+r+φ+U
ã2

. (156)

Цi результати доволi просто поширити на випадок k-частинкової ве-
личини з одною або кiлькома однократними нелокальностями.

Порiвняймо одержане з результатом для гладкого потенцiала [12].
У цьому випадку у виразах для потокiв i джерел стоять диференцi-
альнi оператори по швидкостях, помноженi на ґрадiєнт потенцiала
взаємодiї. I в частковому випадку, коли молекуляна характеристика
ψ2

ã залежить лише вiд вiдносної координати R, вiдповiднi молекуляр-
нi характеристики потокiв та джерел, що мiстять цi диференцiальнi
оператори, перетворяться в нуль. При цьому залишаються лише дво-
частинковi середнi:

∂tã2 + ∇1 · J
k,12
ã2

= sr,R
ã2

∣

∣

∣

Гл.пот.
(157)

— зокрема так є для потенцiального внеску в потiк iмпульсу Jφ,12
p .

У нашому ж випадку вiдштовхування твердих кульок, операто-
ри вiд взаємодiї не є диференцiальними, а мають iншу природу. I
для потенцiального внеску в потiк iмпульсу iснують також три-

частинковi внески в потiк i джерело цiєї величини! Така ситуацiя
видається нам парадоксальною, оскiльки твердi кульки можна вва-
жати граничним випадком плавного потенцiала взаємодiї, для якого
отримано якiсно iншу картину [12]. Детальнiше ми це проаналiзуємо
пiзнiше при розглядi питання про розширення рiвнянь звичайної гiд-
родинамiки i виведення рiвнянь переносу для потенцiальних внескiв
до потокiв iмпульсу й енергiї.

Для цього ми в наступному пiдпараграфi зупинимося на одному
частковому виглядi рiвняння переносу для двочастинкової нелокаль-
ної величини.

5.4. Частковий випадок

Згiдно формули (117) для потокiв Jφ
p, J

φ
ek , вiдшукаймо вигляд рiв-

няння переносу для нелокальної густини ã 2, молекулярна характе-
ристика якої має вигляд:

ψ 2
ã = − 1

2RT+(12;R) ψ1
a(x1λ, t) = (158)
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= − 1
2R t+(v12R, R) [b12

R̂
− 1] ψ1

a(x1λ, t),

тобто, через T+-оператор пов’язана з молекулярною характеристи-
кою ψ1

a деякої одночастинкової величини, яку для простоти вважа-
ємо скаляром.

Шукаючи явний вигляд внескiв до потоку i джерела, заданих
виразами (148)–(154), ми можемо використати конкретнiший вигляд
(158) характеристики ψ 2

ã. Поряд iз ψ1
a(x1λ, t), функцiя t+ i оператор

b12
R̂

додатково вносять залежнiсть вiд v1, v2 та R.
Для деяких внескiв ми можемо пронести вiдповiднi оператори,

якi можна переставляти з T+:





J
k,12
ã2

st
ã2

s
r,1
ã2



 = 〈− 1
2





u1R

R

Ru1·



 T+(12;R)





1
∂t

∇1



ψ1
a(x1λ, t)〉

2
(vRλ)12

. (159)

Деталi рохрахунку джерел s
r,R
ã2

та s
U,l
ã2

(l = 1λ, 2λ̄) подано в до-
датку A. Тут ми наводимо лише результати:

s
r,R
ã2

= s
r,R(0)
ã2

+ s
r,R(1)
ã2

+ s
r,R(2)
ã2

, (160)

s
r,R(0)
ã2

= 〈− 1
2uRT+(12;R)ψ1

a(x1λ)〉2(vRλ)12
, (161)

s
r,R(1)
ã2

= 〈− 1
2uR ·

[

tv+(v12 − v12RR̂)R̂+ (162)

+ tR+R̂R
]

(b12
R̂

− 1)ψ1
a(x1λ)〉2(vRλ)12

,

s
r,R(2)
ã2

= 〈+ 1
2 t+uR ·

{

λ [b12
R̂

− 1]
{

∇1λψ
1
a(x1λ)

}

R + (163)

+R−1(I13Rv12R + v12RR̂− 2R̂RR̂ v12R)·

·
[

b12
R̂
∂ 1ψ

1
a(x1λ)

]

}

〉2(vRλ)12
;

s
U,1λ
ã2

= 〈− 1
2RFU

1λ ·
{

tv+R̂ [b12
R̂

− 1] + (164)

+ t+
(

I [b12
R̂

− 1] − R̂R̂ b12
R̂

)

· ∂ 1

}

ψ1
a(x1λ)〉2(vRλ)12

,

s
U,2λ̄
ã2

= 〈− 1
2RFU

2λ̄ · R̂
{

− tv+[b12
R̂

− 1] + t+R̂ · b12
R̂
∂ 1

}

ψ1
a〉

2
(vRλ)12

, (165)

де використано позначення для функцiй

tv+(v12R, R) ≡ [θ(v12R) + v12R δ(v12R)] δ(R− σ), (166)

tR+(v12R, R) ≡ v12Rθ(v12R) δ′R(R − σ), (167)
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якi виникають при диференцiюваннi функцiї t+ по v1 та по R. Дру-
гий доданок в tv+ з δ(v12R) можна опустити, оскiльки xδ(x) — тотож-

нiй нуль. Суму внескiв s
U,1λ
ã2

i s
U,2λ̄
ã2

можна подати так:

sU
ã2

≡ s
U,1λ+2λ̄
ã2

= s
U(0)
ã2

+ s
U(1)
ã2

+ s
U(2)
ã2

, (168)

де s
U(0)
ã2

= 〈− 1
2RFU

1λ · T+(12;R)∂ 1ψ
1
a(x1λ)〉2(vRλ)12

, (169)

s
U(1)
ã2

= 〈− 1
2R(FU

1λ − FU
2λ̄)·R̂ tv+[b12

R̂
− 1]ψ1

a(x1λ)〉2(vRλ)12
, (170)

s
U(2)
ã2

= 〈+ 1
2R(FU

1λ − FU
2λ̄)·R̂ t+R̂· b12

R̂
∂ 1ψ

1
a(x1λ)〉2(vRλ)12

. (171)

У записаних виразах похiднi чи оператори пiдстановки швидкостей
дiють вже на молекулярну характеристику ψ1

a.
Двочастинковi потенцiальнi внески в потiк J

φ,12
ã2

i джерело s
φ,12
ã2

рiвнi нулю, бо мiстять два оператори T+(12,R), що стоять поруч:

J
φ,12
ã2

= 0, sφ,12
ã2

= 0. (172)

У додатку A детальнiше показано, чому послiдовна дiя двох одна-
кових T+-операторiв на довiльну функцiю дає нуль. Рiвностi (172)
слiдують з властивостей оператора парних зiткнень T+(ij) i нiяк не
залежать вiд вигляду характеристики ψ1

a(x1λ), яка задає ψ2
ã.

Для тричастинкових внескiв вiд взаємодiї J
φ,l3
ã2

, s
φ,l3
ã2

не вдається
добитися нiяких спрощень. В розглядуваному частковому випадку
вони набувають вигляду:

J
φ,l3
ã2

df
= 〈R1R

4 T+(l3;R1)T+(12;R)ψ1
a(x1λ)〉

3
v1v2v3(Rλ)12(R1λ1)l3

, (173)

s
φ,l3
ã2

df
= 〈− 1

4T+(l3)[1 + PR−
vl,v3

]RT+(12;R)ψ1
a(x1λ)〉3(vRλ)12x3

. (174)

Записанi вирази ми використаємо у наступному параграфi при
виведеннi рiвнянь переносу для потенцiальних внескiв до потокiв

iмпульсу й енергiї. Оскiльки для них ψ1
a(x1λ) =

[

mv1

mv2
1/2

]

залежить

лише вiд швидкости, то st
ã2

й s
r,1
ã2

, а також доданок в s
r,R
ã2

, який
мiстить ∇1λψ

1
a, перетворяться в нуль.

5.5. Пiдсумок

У §§ 4,5 виведено загальнi рiвняння переносу для макроскопiчних
густин системи твердих кульок: для k-частинкової локальної ak(r1, t)
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i двочастинкової нелокальної ã2(r1, t) густин. Усi внески до їхнiх по-
токiв та джерел, за винятком J

φ,12
ã2

, J
φ,l3
ã2

, теж є величинами одного
з цих двох типiв. I для них також можна отримати свої рiвняння
переносу, користуючись цими результатами.

Запропонована схема виведення таких рiвнянь, що складається
з двох крокiв — переходу до спряжених операторiв i процедури си-
метризацiї — є загальною i на нашу думку може бути адаптована
до густини з довiльним типом нелокальности. Отримуючи рiвнян-
ня переносу для початкової величини a, потiм — для її потоку Ja i
джерела sa, i далi — для вищих потокiв i джерел, ми “розгортаємо”
ланцюжок незамкнутих рiвнянь гiдродинамiчного типу, що зачiпає
все вищi потоки i джерела, мiстячи середнi по fk зi щораз вищим k
i складнiшим типом нелокальности.

Це ми продемонструємо на густинах збережуваних величин.

6. Перше розширення рiвнянь звичайної гiдроди-

намiки

У рiвняннях переносу звичайної гiдродинамiки є двi невiдомi функ-
цiї — потоки iмпульсу та енергiї. Записавши для них свої рiвняння
переносу ми розширимо набiр змiнних, за допомогою яких описує-
ться стан системи твердих кульок на гiдродинамiчному рiвнi, а отже
— розширимо i набiр рiвнянь.

Цi потоки можна подати так:

Jp = J
k,1
p + J

φ,12
p , (175)

Jek = J
k,1
ek + J

φ,12
ek . (176)

У правих частинах першими стоять локальнi одночастинковi внески
кiнетичного типу, а другими — нелокальнi двочастинковi внески вiд
взаємодiї твердих кульок. Їхнi молекулярнi характеристики:

ψ1
J
k,1
p

= mv1v1, ψ̃2
J

φ,12
p

= − 1
2RT+(12;R)mv1, (177)

ψ 1
J
k,1

ek

= 1
2mv

2
1v1, ψ̃

2

J
φ,12

ek
= − 1

2RT+(12;R)1
2mv

2
1 . (178)

Виведiм рiвняння переносу для потокiв iмпульсу й енергiї. Для їхнiх
локальних внескiв використовуємо результати §4, а для нелокальних
— тi, що отриманi в §5.
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6.1. Рiвняння для кiнетичних внескiв до потокiв

Молекулярнi характеристики внескiв Jk,1
p i J

k,1
ek (далi Jk

p i Jk
ek) зале-

жать лише вiд швидкости v1, тому внески типу st та sr,1 рiвнi нулю.
Рiвняння переносу матимуть вигляд типу (94) i ми розглянемо їх
разом:

∂t

[

Jp

Jek

]k

+ ∇1 ·







[

3JJk
p

JJk

ek

]k,1

+

[

3JJk
p

JJk

ek

]φ,12






=

[

sJk
p

sJk

ek

]φ,12

+

[

sJk
p

sJk

ek

]U,1

.

(179)
Явний вигляд внескiв до потокiв та джерел знаходимо користуючись
формулами (98)–(102):

[

3JJk
p

JJk

ek

]k,1

df
= 〈

[

mv1v1
1
2mv

2
1v1

]

v1〉
1
v1
, (180)

[

3JJk
p

JJk

ek

]φ,12

df
= 〈− 1

2RT+(12;R)

[

mv1v1
1
2mv

2
1v1

]

〉2(vRλ)12
, (181)

[

sJk
p

sJk

ek

]φ,12

df
= 〈1

2T+(12)

[

m[v1v1 + v2v2]
m
2 (v2

1v1 + v2
2v2)

]

〉2v1x2
, (182)

[

sJk
p

sJk

ek

]U,1

df
= FU

1 · 〈

[

m(Iv1 + I13v1)
m
2 (2v1v1 + v2

1 I)

]

〉1v1
=

[

FU
1 p + pFU

1

FU
1 · J

k
p + ekFU

1

]

, (183)

де I ≡ δαβ — одиничний тензор другого ранґу, δαβ — символ Кро-
некера, символ 3J позначає тензор третього ранґу, а I13v тут i далi
позначає тензор третього ранґу, “дiагональний” по першому i третьо-
му iндексах:

(I13v)αβγ ≡ δαγvβ .

Цi рiвняння нагадують подiбнi для гладкого потенцiала [12]: потоки
кiнетичного типу i джерела вiд зовнiшнього поля тотожнi, а внески
вiд взаємодiї рiзняться лише операторами. Тензор s

φ,12
Jk
p

має нульовий

слiд, а рiвняння для Jk
p, домножене скалярно на : 1

2 I, дає рiвняння
для ek.

6.2. Рiвняння для внескiв до потокiв вiд взаємодiї

Щоб отримати вiдповiднi рiвняння для внескiв вiд взаємодiї Jφ,12
p

та J
φ,12
ek (далi Jφ

p i J
φ
ek) використаймо результати розгляду рiвняння
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для нелокальної густини у частковому випадку (п. 5.4). Згiдно цих
результатiв, двочастинковi внески потенцiального типу в потiк та
джерело перетворюються в нуль, так як мiстять два однаковi T+-
оператори, розташованi поруч (див. дод. A). Ще пропадуть внески в
джерело типу (t) i (r, 1). Спiльне рiвняння переносу набуває вигляду:

∂t

[

Jp

Jek

]φ

+ ∇1 ·
[

J
k,12
ã2

+

2
∑

l=1

J
φ,l3
ã2

]

= s
r,R
ã2

+
∑

l=1λ,2λ̄

s
U,l
ã2

+

2
∑

l=1

s
φ,l3
ã2
, (184)

де у нижньому iндексi рiзних внескiв пiд ã2 треба розумiти Jφ
p i J

φ
ek .

Явний вигляд внескiв до потокiв та джерел:





3JJ
φ
p

J
J

φ

ek





k,12

df
= 〈− 1

2u1T+(12;R)

[

mv1
1
2mv

2
1

]

〉2(vRλ)12
, (185)





3JJ
φ
p

J
J

φ

ek





φ,l3

df
= 〈R1R

4 T+(l3;R1)T+(12;R)

[

mv1
m
2 v

2
1

]

〉3(vRλ)12v3(R1λ1)l3
, (186)





s
J

φ
p

s
J

φ

ek





r,R

df
= 〈− 1

2uRT+(12;R)

[

mv1
1
2mv

2
1

]

− (187)

− 1
2uR ·

{

[

tv+(v12 − v12RR̂)R̂ + tR+R̂R
]

(b12
R̂

− 1)

[

mv1
1
2mv

2
1

]

−

− t+
m
R

(

I13Rv12R + v12RR̂− 2R̂RR̂v12R

)

·

[

I

v′1

]

}

〉2(vRλ)12
,





s
J

φ
p

s
J

φ

ek





φ,l3

df
= 〈− 1

4T+(l3)[1 + PR−
v1v3

]RT+(12;R)

[

mv1
m
2 v

2
1

]

〉3(vRλ)12x3
, (188)





s
J

φ
p

s
J

φ

ek





U

≡





s
J

φ
p

s
J

φ

ek





U,1λ+2λ̄

=





0

s
U(0)

J
φ

ek



+





s
J

φ
p

s
J

φ

ek





U(1)

+





s
J

φ
p

s
J

φ

ek





U,(2)

, (189)

де s
U(0)

J
φ

ek

df
= 〈− 1

2RFU
1λ· T+(12;R) mv1〉

2
(vRλ)12

, (190)





s
J

φ
p

s
J

φ

ek





U(1)

df
= 〈− 1

2R(FU
1λ − FU

2λ̄)·R̂ tv+ (b12
R̂

− 1)

[

mv1
1
2mv

2
1

]

〉2(vRλ)12
,
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



s
J

φ
p

s
J

φ

ek





U(2)

df
= 〈+ 1

2R(FU
1λ − FU

2λ̄)·R̂ t+ R̂· b12
R̂

[

mI

mv1

]

〉2(vRλ)12
. (191)

Функцiї t+, tv+, tR+ подано ранiше виразами (52), (166), (167).

6.3. Порiвняння з результатами для гладкого потенцiала

Додавши рiвняння (179) i (184) для кiнетичних внескiв i внескiв вiд
твердокулькової взаємодiї, отримаємо рiвняння для повних потокiв
iмпульсу й енергiї, Jk+φ

p i J
k+φ
ek , у виглядi:

∂t

[

Jp

Jek

]

+ ∇1 ·

[

3JJp

JJ
ek

]

=

[

sJp

sJ
ek

]

, (192)

де

[

3JJp

JJ
ek

]

=

[

3JJk
p

JJk

ek

]k,1

+

[

3JJk
p

JJk

ek

]φ,12

+





3JJ
φ
p

J
J

φ

ek





k,12

+

2
∑

l=1





3JJ
φ
p

J
J

φ

ek





φ,l3

, (193)

[

sJp

sJ
ek

]

=

[

sJk
p

sJk

ek

]φ,12

+

[

sJk
p

sJk

ek

]U,1

+





s
J

φ
p

s
J

φ

ek





r,R

+

2
∑

l=1





s
J

φ
p

s
J

φ

ek





φ,l3

+





s
J

φ
p

s
J

φ

ek





U

.

(194)

Завдяки наявностi внутрiшнiх джерел, рiвняння для Jp i Jek мають
релаксацiйний тип. Вони розширюють набiр рiвнянь звичайної гiд-
родинамiки, становлячи перше розширення, а самi змiннi Jp i Jek

додаються до набору розширеного гiдродинамiчного опису:

{ ρ, p, ek; Jp, Jek }. (195)

При наступному — другому розширеннi — треба записати рiвнян-
ня переносу для таких потокiв та джерел:

{3JJp
, s

Jp
, JJ

ek
, sJ

ek
}. (196)

Зважаючи на те, що кiлькiсть нових змiнних i кiлькiсть внескiв до
них поступово зростає, то наступнi рiвняння ставатимуть щораз гро-
мiздкiшими. Тим не менше, продовжуючи далi можна отримати лан-
цюжок рiвнянь гiдродинамiчного типу для вищих потокiв i джерел,
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що походять вiд густин збережуваних величин, якi описують систе-
му твердих кульок. Цей ланцюжок — аналог того, який передбачено
для систем iз гладким потенцiалом [12].

Нижче в таблицi наведено порiвняння одержаних результатiв для
цих двох потенцiалiв. Тут зведено данi про рiвняння для густин,
їхнiх потокiв i джерел, обмежуючись першим розширення рiвнянь
звичайної гiдродинамiки. У верхнiй частинi подано густини маси,
iмпульсу i внески до густини енергiї. У нижнiй — внески до потокiв
iмпульсу й енергiї. Нижче ми вказуємо на особливостi i виявленi
розбiжностi у виглядi рiвнянь переносу для обох типiв взаємодiї.

Гус- Пот- Внески в потiк Ja Внески в джерело sa

тина цiал k φ r φ U

ρ Гл.п. 1
≡ Тв.к. ≡
p Гл.п. 1 12 1
≡ Тв.к. ≡ ′′ ≡

ek Гл.п. 1 12 12 1
≡ Тв.к. ≡ ′′ — ≡
ep Гл.п. 1 1;2
— Тв.к. — —
eU Гл.п. 1 1
≡ Тв.к. ≡ ≡

Jk
p Гл.п. 1 12 12 1
≡ Тв.к. ≡ ′′ ′′ ≡
Jφ
p Гл.п. 12 — — R — — — —
′′ Тв.к. ′′ 13 23 ′′ 13 23 1λ 2λ̄

Jk
ek Гл.п. 1 12 12 1
≡ Тв.к. ≡ ′′ ′′ ≡

J
φ
ek Гл.п. 12 12 13 — R — — 1λ —
′′ Тв.к. ′′ — ′′ 23 ′′ 13 23 ′′ 2λ̄

Jk
ep Гл.п. 1 12 13 1;2 13 1
— Тв.к. — — — — — —

Верхня частина таблицi. Означення всiх густин збережува-
них величин (також i внескiв) є тотожнiми (значок ‘≡’) для обох
взаємодiй. Потоки кiнетичного типу (k) й джерела вiд зовнiшнього
поля (U) теж тотожнi, а Jφ та sφ, звiсно, рiзнi, так як зумовленi вза-
ємодiєю. Виняток становить ep, яка вiдсутня для твердих кульок.
Рiвняння переносу для обох систем одинаковi, хоч вiдрiзняються яв-
ним виглядом внескiв вiд взаємодiї до потокiв i джерел. Наявнiсть
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вiдповiдника для твердих кульок позначено як ( ′′). Вiдсутнiсть вiд-
повiдника позначено як ‘—’.

Нижня частина таблицi. Подiбну до попереднього поведiнку
виявляють лише внески кiнетичного типу Jk

p й Jk
ek , котрi самi то-

тожнi для обох потенцiалiв. Внески Jφ
p й J

φ
ek поводяться по-рiзному.

Потiк i джерело потоку Jφ
p мають усi внески, якi можливо, за винят-

ком 3J
φ,12

J
φ
p

що рiвне 0, в той час як для гладкого потенцiала є лише

один внесок в потiк i один в джерело.
Просте пояснення полягає в тому, що молекулярнi характеристи-

ки для рiзних потенцiалiв залежать вiд рiзних змiнних,

ψ̃2
J

φ
p

(R)
∣

∣

∣

Гл.пот.
= − 1

2 RR̂ φ′(R),

ψ̃2
J

φ
p

(R,v1,v2)
∣

∣

∣

Тв.к.
= − 1

2 R t+(v12R, R) [b12
R̂

− 1]mv1,

i, зрозумiло, усереднюються з рiзними функцiями розподiлу —

n2(r1, r2, t)
df
=
∫

dv1dv2f2(x1, x2, t) та f2(x1, x2, t), вiдповiдно.
Для внеску Jk

ek

∣

∣

Гл.пот.
ситуацiя змiнюється, порiвняно з поперед-

нiм потоком Jk
p

∣

∣

Гл.пот.
, бо з’являється лiнiйна залежнiсть молекуляр-

ної характеристики вiд v1, що зумовлює появу двох додаткових вне-
скiв у потiк — J

φ,12

J
φ

ek

∣

∣

Гл.пот.
i J

φ,13

J
φ

ek

∣

∣

Гл.пот.
. У випадку твердих кульок

рiвняння для Jk
ek

∣

∣

Тв.к.
таке ж, як i для Jk

p

∣

∣

Тв.к.
:

ψ̃2
J

φ

ek

(R,v1)
∣

∣

∣

Гл.пот.
= − 1

2 Rφ′(R) R̂ · v1,

ψ̃2
J

φ

ek

(R,v1,v2)
∣

∣

∣

Тв.к.
= − 1

2 R t+(v12R, R) [b12
R̂

− 1] 1
2mv

2
1 .

Тут потiк для гладкого потенцiала визначається через проiнтеґро-

ваний 2-ч. розподiл f2,v2
(x1, r2, t)

df
=
∫

dv2f2(x1, x2, t), а для твердих
кульок — через повну функцiю f2(x1, x2, t).

Саме згадана лiнiйна зележнiсть вiд v1 вирiшально впливає на те,
що s

φ,12

J
φ

ek

∣

∣

Гл.пот.
i s

φ,13

J
φ

ek

∣

∣

Гл.пот.
рiвнi нулю. Ще для внескiв у джерела

типу (r,R) i (U, l) для твердих кульок характерно те, що ∇R i ∂l

дiючи на комбiнацiю T+ψ1, творять громiздкi вирази, яких нема у
випадку гладкого потенцiала.

Jk
ep вiдсутнiй для твердих кульок, як i сама ep.

Хоч мiж твердими кульками нема сил взаємодiї — тому нема вза-
ємного перетворення мiж ek й ep, однак умова неперекриття i мит-
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тєвий характер вiдштовхування зумовлюють складнiшу залежнiсть
молекулярних характеристик для Jφ

p i J
φ
ek вiд швидкостей, нiж це є

для системи з диференцiйовним потенцiалом. I як наслiдок — гiдро-
динамiчнi рiвняння першого розширення для внескiв вiд взаємодiї до
потокiв, а отже i для повних потокiв Jp i Jek , є складнiшi. Це вигля-
дає досить парадоксально, бо якщо уявити собi граничний перехiд
вiд гладкого потенцiала взаємодiї з поступовим виключенням при-
тягальної частини i одночасним “ожорстчуванням” вiдштовхувальної
аж до нескiнченно високої стiнки твердих кульок, то рiвняння для
ρ, p i e переходять у вiдповiднi для твердих кульок, а рiвняння для
потокiв Jp i Jek — нi. Внески у цi рiвняння, яких нема у гладкого
потенцiала, так i не з’являться при переходi. Це може означати, що
сам граничний перехiд є або особливим, або неправомiрним — у вся-
кому разi потребує додаткового теоретичного розгляду, якщо взагалi
це питання про граничний перехiд є важливим.

На наш погляд, тенденцiя появи нових внескiв, вiдсутнiх у випад-
ку гладкого потенцiала, розвиватиметься i далi на наступних рiвнях
опису, створюючи ще бiльшi ускладнення для молекулярних харак-
теристик вищих потокiв та джерел.

7. Перехiд до ляґранжевого опису

Дотепер розгляд вiвся у нерухомiй системi вiдлiку. Такий спосiб опи-
су називається описом Ейлера або просторовим [13, 14], оскiльки
величини стосуються даної точки простору (макроскопiчно малого
об’єму навколо неї).

Якщо величини, що характеризують систему у данiй точцi r в
момент часу t, розглядати у системi вiдлiку, яка рухається з гiдро-
динамiчною швидкiстю3 макроскопiчно малого елемента рiдини чи
газу навколо цiєї точки,

V(r1, t)
df
= p(r1, t)/ρ(r1, t), (197)

то ми перейдемо до альтернативного способу опису — опису Ляґра-
нжа [13,14]. Його ще називають матерiальним (або субстанцiональ-
ним), бо величини стосуються макроскопiчно малого об’єму матерiї.

За допомогою пiдстановки

vi = V(r1, t) + ci, (198)

3Iнша назва — масова швидкiсть.
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ci — швидкостi частинок в локальнiй системi координат, в означення
величини a, молекулярна характеристика якої залежить вiд швид-
костей, ми подамо її як суму конвективного aconv та властиво моле-
кулярного amol внескiв з подальшим виключенням внескiв вiд кон-
вективного регулярного руху. Рiвняння переносу для внескiв amol

вiд хаотичного молекулярного (теплового) руху частинок i станов-
лять опис Ляґранжа. Щоб здiйснити цей перехiд, треба послiдовно
виключити з рiвнянь переносу внески, пов’язанi з конвективним ру-
хом.

Дотримуючись тiєї ж схеми, що й ранiше [12], ми спочатку подамо
густини ρ, p, ek та потоки Jp i Jek у виглядi сум конвективних i
властиво молекулярних внескiв, а потiм перейдемо до ляґранжевого
опису в їхнiх рiвняннях переносу.

7.1. Перехiд у гiдродинамiчних величинах

Молекулярна характеристика густини маси ρ(r1, t) = 〈m〉1v1
не зале-

жить вiд швидкости i тому не зазнає перетворень.
Замiсть густини iмпульсу p(r1, t) = 〈mv1〉

1
v1

дуже часто в ро-
лi альтернативної змiнної розглядають гiдродинамiчну швидкiсть
V(r1, t), введену ранiше (197).

Густина кiнетичної енергiї та потоки. Для густини енергiї ek i
потокiв Jp та Jek , вводимо новi позначення для внеску типу amol: εk,
P та q вiдповiдно. Використовуючи пiдстановку (198) в означеннях
величин ek i Jk

p, отримаємо [12]:

ek = 1
2ρV

2 + εk, εk
df
= 〈1

2mc
2
1〉

1
c1
, (199)

Jk
p = ρVV + Pk, Pk df

= 〈mc1c1〉
1
c1
. (200)

Jφ
p можемо записати так:

Jφ
p = 〈− 1

2RT+(12;R)mc1〉
2
(cRλ)12

≡ Pφ,

де оператор T+ дiє вже на функцiї швидкостей в локальнiй рухомiй
системi вiдлiку. (Правила його дiї та сам вигляд у локальнiй системi
вiдлiку можна отримати, замiнивши vi на ci.) Тодi

Jp = ρVV + P, P ≡ Pk+φ, (201)

де P — тензор напружень.
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Подiбно дiємо iз внесками до потоку енергiї Jk
ek i J

φ
ek :

Jk
ek = J

k,conv
ek + J

k,cm
ek + J

k,mol
ek ≡ ekV + P

k ·V + qk, (202)

J
φ
ek = J

φ,cm
ek + J

φ,mol
ek ≡ Pφ ·V + qφ, (203)

де внески в потiк тепла q:

qk df
= 〈1

2mc
2
1c1〉

1
c1
, (204)

qφ df
= 〈− 1

2RT+(12;R)mc21 〉
2
(cRλ)12

. (205)

У виразах для Jk
ek та J

φ
ek присутнi “перехреснi” конвективно-моле-

кулярнi внески (верхнiй iндекс “cm”) Pk ·V i Pφ ·V, якi теж треба
виключати при переходi до ляґранжевого опису. Додавши правi час-
тини виразiв (202), (203) отримаємо для потоку енергiї:

Jek = Vek + P·V + q, (206)

де q ≡ qk + qφ — повний потiк тепла.
Отже, вiд рiвнянь переносу для набору {ρ, p, ek, Jp, Jek}, якi

отримано ранiше, ми повиннi перейти до рiвнянь для набору

{ ρ,V, ε,P,q }. (207)

Потоки i джерела потокiв. Властиво молекулярнi внески до по-
токiв величин Jp i Jek позначатимемо 3R i Q вiдповiдно.

Спочатку розгляньмо внески у потоки i джерела для кiнетичних
внескiв Jk

p i Jk
ek , а потiм — для внескiв вiд взаємодiї. Пiдставляючи

(198) у вирази (180)–(182) для внескiв до потокiв та джерел цих
величин, записуємо їх через змiннi опису Ляґранжа:

J
k,1

[ Jk
p

, Jk

ek
]

=

[

ρVVV + VPk + Pk
13V + PkV + 3R

k
k

VV(ρ
2V

2 + εk) + VPk ·V + Pk ·VV

]

+ (208)

+

[

0
V 2

2 Pk + Vqk + qkV + 3R
k
k ·V + Qk

k

]

,

J
φ,12

[ Jk
p

, Jk

ek
]

=

[

P
φ
13V + PφV + 3R

φ
k

Pφ ·VV + V 2

2 Pφ + qφV + 3R
φ
k ·V + Q

φ
k

]

, (209)

s
φ,12

[ Jk
p

, Jk

ek
]

=

[

s
φ,12
Pk

s
φ,12
Pk ·V + s

φ,12
qk

]

, (210)

sU
[ Jk

p
, Jk

ek
] =

[

FU
1 ρV + ρVFU

1

(ρ
2V

2 + εk)FU
1 + (ρVV + Pk)·FU

1

]

. (211)
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У перших двох виразах першими записано суто конвективнi внески,
останнiми — властиво молекулярнi.

Тут кiлькiсть перехресних конвективно-молекулярних внескiв
збiльшилася порiвняно зi, скажiмо, потоком енергiї Jek . Математич-
но це пов’язано зi зростанням степеня v1 у молекулярних характе-
ристиках i зростанням тензорної розмiрности вищих потокiв. З точ-
ки зору макроскопiчної теорiї неперервного середовища це би мало
означати, що вищi потоки мають бiльше “зв’язкових процесiв” пе-
ретворення регулярного конвективного руху в хаотичний властиво
молекулярний. Через цi процеси вiдбувається згасання вищих пото-
кiв на швидкому етапi еволюцiї, аж поки вони не згаснуть настiльки,
що пропаде необхiднiсть долучати їх в якостi незалежних до набору
змiнних опису.

Явнi вирази для внескiв 3R
k
k, 3R

φ
k , Qk

k i Q
φ
k до потокiв та внескiв

s
φ,12
Pk i s

φ,12
qk до джерел подано нижче, (219)–(223), пiсля розгляду

подiбних виразiв для Jφ
p i J

φ
ek . Деякi доданки у виразах (208) i (209)

можна об’єднати. Додавши їх, одержимо:

J
k,1+φ,12

[ Jk
p

, Jk

ek
]

=

[

ρVVV + VPk + P13V + PV + 3R
k+φ
k

VVek + VPk ·V + P·VV + V 2

2 P

]

+ (212)

+

[

0

Vqk + qk+φV + 3R
k+φ
k ·V + Q

k+φ
k

]

,

де, очевидно, 3R
k+φ
k ≡ 3R

k
k + 3R

φ
k , Q

k+φ
k ≡ Qk

k + Q
φ
k .

Подiбним чином проводимо перетворення потокiв та джерел для
внескiв Jφ

p i J
φ
ek . За допомогою пiдстановки (198) вирази (185)–(189)

запишуться так:

J
k,12

[ Jφ
p, Jφ

ek
]

=

[

VPφ + 3R
k
φ

VPφ ·V + Vqφ + 3R
k
φ ·V + Qk

φ

]

, (213)

J
φ,l3

[ Jφ
p, Jφ

ek
]

=

[

3R
φ,l3
φ

3R
φ,l3
φ ·V + Q

φ,l3
φ

]

, (214)

s
r,R

[ Jφ
p, Jφ

ek
]

=

[

s
r,R
Pφ

s
r,R
Pφ · V + s

r,R
qφ

]

, (215)

s
φ,l3

[ Jφ
p, Jφ

ek
]

=

[

s
φ,l3
Pφ

s
φ,l3
Pφ ·V + s

φ,l3
qφ

]

, (216)
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s
U,1λ+2λ̄

[ Jφ
p, Jφ

ek
]

=

[

s
U(1+2)

Pφ

Pφ ·FU
1 + s

U(0)∆F

qφ + s
U(1+2)

Pφ · V + s
U(1+2)

qφ

]

. (217)

Тут кiлькiсть перехресних внескiв помiтно менша з попереднiм ви-
падком. Для суми внескiв (213) i (214) до потокiв маємо:

J
k,12+φ,13+φ,23

[ Jφ
p, Jφ

ek
]

=

[

VPφ + 3R
k+φ
φ

VPφ ·V + Vqφ + 3R
k+φ
φ ·V + Q

k+φ
φ

]

, (218)

де 3R
k+φ
φ ≡ 3R

k
φ + 3R

φ,13
φ + 3R

φ,23
φ , Q

k+φ
φ ≡ Qk

φ + Q
φ,13
φ + Q

φ,23
φ .

Наведiмо у явному виглядi вирази для внескiв до 3R i Q, а також
до вiдповiдних джерел:

[

3R

Q

]k

k

df
= 〈

[

mc1c1
1
2mc

2
1c1

]

c1〉
1
c1
, (219)

[

3R

Q

]φ

k

df
= 〈− 1

2RT+(12;R)

[

mc1c1
1
2mc

2
1c1

]

〉2(cRλ)12
, (220)

[

3R

Q

]k

φ

df
= 〈− 1

2 (c1 + λc21)RT+(12;R)

[

mc1
1
2mc

2
1

]

〉2(cRλ)12
, (221)

[

3R

Q

]φ,l3

φ

df
= 〈R1R

4 T+(l3;R1)T+(12;R)

[

mc1
m
2 c

2
1

]

〉3(cRλ)12c3(R1λ1)l3
, (222)

[

sPk

sqk

]φ
df
= 〈1

2 T+(12)

[

m(c1c1 + c2c2)
1
2m(c21c1 + c22c2)

]

〉2c1x2
, (223)

[

sPφ

sqφ

]r,R
df
= 〈− 1

2uR T+(12;R)

[

mc1
m
2 c

2
1

]

− (224)

− 1
2uR ·

{

[

tv+(c12− c12RR̂)R̂+ tR+R̂R
]

(b12
R̂

− 1)

[

mc1
m
2 c

2
1

]

−

− t+
m
R

(

I13Rc12R+ c12RR̂− 2R̂RR̂c12R

)

[

1

· c′1

]

}

〉2(cRλ)12
,

[

sPφ

sqφ

]φ,l3
df
= 〈− 1

4T+(l3)
[

1+ Pclc3

]

RT+(12;R)

[

mc1
m
2 c

2
1

]

〉3(cRλ)12x3
, (225)

[

sPφ

sqφ

]U(1+2)
df
= 〈− 1

2R(FU
1λ − FU

2λ̄)·R̂× (226)
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×
{

tv+ (b12
R̂

− 1)

[

mc1
1
2mc

2
1

]

− t+mR̂

[

1

· c′1

]

}

〉2(cRλ)12
,

s
U(0)∆F

qφ

df
= 〈− 1

2R(FU
1λ − F1)· T+(12;R) mc1〉

2
(cRλ)12

. (227)

Внески в потоки 3R та 3Q i джерело sqφ повторюють своїх вiдповiд-
никiв у нерухомiй системi вiдлiку, якщо в останнiх зробити замiну
vi → ci. Внески усiх типув у джерела sPk , sPφ та внесок 3R

φ,l3
φ рiвнi

вiдповiдним внескам опису Ейлера. Отримуючи вирази для джерел
(223) ми скористалися законами збереження у формi (108). Внески
sU
Jk
p

i sU
Jk

ek

було виражено через iншi змiннi.

Вирази для повних потокiв i джерел величин Jp, Jek , якi наво-
дяться нижче, мiстять певним чином симетризованi тензори. Для
компактности ми вводимо потрiбнi позначення. Операцiю транспону-
вання тензора позначатимемо значком †. Будемо розрiзняти транс-
понування тензора k-го ранґу kD ≡ Dαβ...ζη справа kD† i злiва †kD:

kD
† df

= Dηαβ...ζ ,
†
kD

df
= Dβ...ζηα.

Для тензора 2-го ранґу B використовують тiльки перший варiант,
оскiльки †B = B†. Також очевидно, що для тензора 3-го ранґу 3T ма-
ють мiсце рiвностi: †3T = 3T

†† та ††3 T = 3T
†. Повнiстю симетризованi

тензори 2-го i 3-го ранґiв позначатимемо значками ‡ i †3, вiдповiдно:

B‡
df
= 1

2 [B + B†], 3T
†3 df

= 1
3 [3T + 3T

† + †3T].

У цих позначеннях суми усiх внескiв до потокiв i до джерел за-
пишемо так:

J[ Jp, J
ek ] =

[

ρVVV + 3(VP)†3 + 3R

VVek + V 2

2 P + 2VP
‡
V + 2Vq‡ + 3R ·V + Q

]

, (228)

s[ Jp, J
ek ] =

[

s
P

+ 2ρ(VFU
1 )‡

sq + s
P
· V + ekFU

1 + Jp · FU
1

]

. (229)

PV ≡ P·V, тензор 3(VP)†3 згiдно введених означень дорiвнює VP+

P13V + PV, а 3R ≡ 3R
k+φ
φ + 3R

k+φ
k , Q ≡ Q

k+φ
φ + Q

k+φ
k або явнiше:

[

3R

Q

]

=

[

3R

Q

]k

k

+

[

3R

Q

]φ

k

+

[

3R

Q

]k

φ

+

[

3R

Q

]φ,13

φ

+

[

3R

Q

]φ,23

φ

. (230)

Властиво молекулярнi джерела s
P

i sq складаються з:
[

s
P

sq

]

=

[

s
φ,12
Pk + s

r,R
Pφ + s

φ,13
Pφ + s

φ,23
Pφ + s

U(1+2)

Pφ

s
φ,12
qk + s

r,R
qφ + s

φ,13
qφ + s

φ,23
qφ + s

U(1+2)

qφ + s
U(0)∆F

qφ

]

. (231)
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7.2. Перетворення рiвнянь переносу

Рiвняння для густин збережуваних величин. Рiвняння пере-
носу для ρ записане через змiннi (207) набуває вигляду:

∂tρ+ ∇· (Vρ) = 0. (232)

Рiвняння для V отримується з рiвняння переносу для p, вико-
ристовуючи попереднє (232):

∂tV = − V· ∇V − ρ−1∇· P + FU . (233)

Зауважмо4 у правiй частинi крiм ∇V ще й ∇·P. Цей другий ґрадiєнт,
вiдсутнiй у рiвняннi для густини внутрiшньої енергiї (236), з’являє-
ться у рiвняннях опису Ляґранжа для конвективних потокiв i для
q.

Для конвективного внеску econv = 1
2ρV

2 = 1
2 p·V знаходимо:

∂te
conv + ∇· (Veconv) = − V∇ :P + ρV·FU . (235)

Тодi вiднявши його вiд рiвняння для ek, у якому здiйснено пiдста-
новку (198), одержимо для густини внутрiшньої енергiї:

∂tε
k + ∇· (Vεk + q) = − P : [∇V]†. (236)

Права частина описує незбережуванiсть густини εk завдяки проце-
сам внутрiшнього тертя, якi мають мiсце при ∇V 6= 0. Вiдзначмо,
що у (236) нема внескiв вiд зовнiшнього поля. Внутрiшня енергiя
складається лише з кiнетичної, тому тут можна ввести для неї iн-
тенсивний параметр — локальну (кiнетичну) температуру T k:

εk(r1, t)
df
= d

2 n(r1, t) θ
k(r1, t), θk(r1, t) ≡ kБT

k(r1, t)

де d — вимiрнiсть простору, θk(r1, t) — температура в енергетичних
одиницях. θk так само пов’язано з εk, як V з p, тому й рiвняння для
θk виходить дещо подiбне5 до (233):

∂tθ
k = −V· ∇θk − 2

d n
−1∇· q − 2

d n
−1P : [∇V]†. (239)

4Рiвняння (233) можна записати по-iншому [12], ввiвши ∇· (VV) для V:

∂tV + ∇· (VV) = V∇·V − ρ−1
∇· P + FU . (234)

Однак сама гiдродинамiчна швидкiсть не є густиною адитивної величини i тому
ця форма виглядає “пiдiгнаною пiд загальну схему”.

5Аналогiчно до (234), є альтернативнi вигляди рiвняння (239):

∂tθ
k + ∇· ( 2

d
q/n) = −V· ∇θk

−
2

d
q·∇n−1

−
2

d
n−1

P : [∇V]†, (237)

∂tθ
k + ∇· (Vθk) = θk

∇· V −
2

d
n−1

∇· q−
2

d
n−1

P : [∇V]† (238)

зi суто молекулярним (237) i конвективним (238) “потоками температури”.
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Рiвняння (232), (233) i (236) для ρ, V i ε утворюють гiдродина-
мiчний опис системи твердих кульок в пiдходi Лягранжа з явними
внесками у P i q, поданими ранiше.

Рiвняння для тензора напружень P . Рiвняння для потокiв,
одержанi в § 6, перетворюються подiбно. Для конвективного внеску
J conv
p ≡ ρVV у потiк iмпульсу отримуємо з попереднiх рiвнянь (для

p та V):

∂tJ
conv
p + ∇· (VJ conv

p ) = − 2[V∇· P]‡ + 2[ρVFU
1 ]‡. (240)

(Якщо рiвняння (240) домножити скалярно на : 1
2 I, то отримаємо

рiвняння переносу (235) для econv.)
Вiднявши (240) вiд рiвняння для Jp, у якому зроблено пiдстанов-

ку (198), здобудемо рiвняння переносу для тензора напружень:

∂tP + ∇· (VP + 3R) = s
P
− 2[P† ·∇V]‡. (241)

Тут VP ≡ 3J
conv
P

, 3R ≡ 3J
mol
P

— конвективний i тепловий внески
до потоку тензора напружень, а другий доданок правої частини яв-
ляє собою конвективно-молекулярний внесок у джерело, зумовлений
просторовою неоднорiднiстю гiдродинамiчної швидкости. Джерело
s
P

має внесок вiд зовнiшнього поля, на противагу випадку гладкого
потенцiала.

Рiвняння для потоку тепла q. Запишiмо спочатку рiвняння пе-
реносу для внескiв Jconv

ek = Vek та PV ≡ P ·V, якi виводяться з
рiвнянь для V й ek та зi щойно одержаного рiвняння (241) для P.
Можна отримати:

∂tJ
conv
ek + ∇ · (VJconv

ek ) = − V∇· [PV + q] − (ek/ρ)∇· P + (242)

+ ekFU
1 + J

conv
p ·FU

1 ,

∂tPV + ∇ · (VPV) = sP ·V −
(

∇· 3R + 2[P† ·∇V]‡
)

·V −

− ρ−1
P∇ :P + P·FU

1 . (243)

Вiднявши їх вiд рiвняння переносу для Je, у якому здiйснено пiста-
новку (198), одержуємо рiвняння6 для теплового потоку q:

∂tq+∇· (Vq+Q) = sq −
[

Iq+ †3R
]

:∇V+ ρ−1
[

Iεk +P
]

· (∇· P), (244)

6У вiдповiдному рiвняннi для системи з гладким потенцiалом взаємодiї [12]
нами пропущено доданок ρ−1

P· (∇· P).
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де об’єднано разом внески при однакових ґрадiєнтах. На вiдмi-
ну вiд рiвняння для P, тут джерело ще мiстить два конвективно-
молекулярнi внески, зумовленi ∇·P, i додатковий внесок вiд зовнiш-
нього поля s

U(0)∆F

qφ , як це є i для гладкого потенцiала [12].

7.3. Обговорення рiвнянь опису Ляґранжа

Задля наочности, запишiмо разом рiвняння переносу опису Ляґган-
жа для властиво молекулярних густин, доповнивши їх рiвняннями
для ρ i p:

∂tρ+ ∇· p = 0,

∂tp + ∇ · (Vp + P) = ρFU
1 ,

∂tε
k+ ∇· (Vεk + q) = − P : [∇V]†,

∂tP + ∇· (VP + 3R) = sP − 2[P† ·∇V]‡,

∂tq + ∇ · (Vq + Q) = sq −
[

Iq + †3R
]

:∇V + 1
ρ

[

Iεk + P
]

·(∇·P).

Видно, як при переходi до наступних рiвнiв опису в джерелах на-
ростає число нових доданкiв. Можна видiлити два ряди рiвнянь, що
починаються з густини маси — {ρ,p,P, . . .} та густини внутрiшньої
енергiї — {εk,q, . . .}: перший не мiстить змiнних другого.

Рiвняння для тензора напружень i вектора теплового потоку ма-
ють релаксацiйний тип, мiстячи в джерелах крiм перехресних внес-
кiв також i суто молекулярнi, що походять вiд хаотичного руху час-
тинок. У рiвняннi для потоку тепла виникає внесок у джерело вiд
просторової неоднорiдности тензора напружень. Можна висунути гi-
потезу, що у рiвняннях наступного розширення, записаних для

{3R,Q, sP, sq},

будуть присутнi внески вiд просторової неоднорiдности ще i наступ-
них потокiв: тепла q, потоку тензора напружень 3R, потоку тепло-
вого потоку Q i т.д.

8. Висновки

Детальнiшi висновки стосовно результатiв, отриманих у другiй i тре-
тiй частинах — §§ 4,5 i 6,7 — зроблено в кiнцi кожної з них. Тут ми
в загальному пiдсумовуємо досягнуте.

Схему виведення загальних рiвнянь переносу i розширення рiв-
нянь звичайної гiдродинамiки, запропоновану ранiше для гладкого
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потенцiала [12], застосовано до системи твердих кульок у зовнiшньо-
му потенцiальному полi. Стартуючи з представлення макроскопiч-
них величин через частинковi функцiї розподiлу та частинковi моле-
кулярнi характеристики, i вiдповiдного варiанту ланцюжка рiвнянь
ББГКI, виведено рiвняння переносу для довiльної k-частинкової гус-
тини з локальним представленням i 2-частинкової з нелокальним
представленням. Адаптуючи схему до густин зi складнiшими пред-
ставленнями, котрi з’являються як потоки вiд взаємодiї для поперед-
нiх простiших густин, в принципi можна отримати рiвняння переносу
i для них, i таким чином “розгортати” ланцюжок гiдродинамiчного
типу. Отриманi результати годяться як для 3D, так i для 2D систем.

Використавши загальнi рiвняння переносу, записано рiвняння
для потокiв iмпульсу та енергiї, котрi становлять перше розширення
рiвнянь звичайної гiдродинамiки. При цьому виявлено особливiсть
системи твердих кульок: для неї, як для простiшої системи зi взає-
модiєю при контактi i без взаємодiї “на вiдстанi”, рiвняння переносу
мiстять додатковi внески, яких система з гладким потенцiалом не
має.

A. Внески в потiк i джерело в частковому випадку

Щоби знайти вирази для джерел s
r,R
ã2

та s
U,l
ã2

(l = 1λ, 2λ̄) у частко-
вому випадку (158) треба мати дiю похiдних ∇R та ∂ l, l = 1; 2 на
комбiнацiю [T+(12;R)ψ1

a(x1λ)].
Використавши для T+-оператора безiнтеґральну форму (50), ми

за допомогою спiввiдношень

∇R









R

R

R̂

R̂R̂









=









I

R̂

R−1(I − R̂R̂)

R−1(IR̂ + I13R̂− 2R̂R̂R̂)









знаходимо:

∇R δ(R − σ) = δ′R(R − σ)R̂,

∇R

(

v12Rθ(v12R)
)

= R−1[v12 − v12RR̂] [θ(v12R) + v12R δ(v12R)],

∇R

(

[b12
R̂
− 1] ψ1

a(x1λ)
)

= −λ [b12
R̂

− 1]∇1λψ
1
a(x1λ) −

− 1
R [Iv12R + v12R̂− 2R̂R̂v12R]·b12

R̂
∂ 1ψ

1
a(x1λ).

Також враховуючи, що ∂ lv12R = (−1)l−1R̂, отримуємо похiднi
вiдповiдних комбiнацiй по швидкостях:

∂ lt+(v12R, R) = (−1)l−1R̂ tv+(v12R, R),
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∂ 1[b
12
R̂

− 1] ψ1
a(x1λ) = { I [b12

R̂
− 1] − R̂R̂ b12

R̂
}· ∂ 1ψ

1
a(x1λ),

∂ 2[b
12
R̂

− 1] ψ1
a(x1λ) = R̂R̂ b12

R̂
· ∂ 1ψ

1
a(x1λ).

Одержанi вирази дозволяють подати у явному виглядi похiднi
(

∇R

∂ l

)

[T+(12;R)ψ1
a(x1λ)], l = 1, 2

й записати кiнцевi вирази для дежрел (160)–(165).
Двочастинковi внески вiд взаємодiї мiстять послiдовну дiю двох

операторiв T+(12;R):

J
φ,12
ã2

= 〈1
4R
′ T+(12,R)RT+(12,R)ψ1

a(x1λλ1
)〉2v1v2((Rλ)12λ1)1λ,2λ̄

,

sφ,12
ã2

= 〈− 1
4T+(12,R) [1 + PR−

v1v2
]RT+(12,R)ψ1

a(x1λ)〉2(vRλ)12
,

де R′ ≡ [1 − 2λ]R.
Для простоти викладу далi ми будемо працювати з оператором

T+(12) i покажемо, що для довiльної функцiї F(x1, x2) має мiсце рiв-
нiсть7 :

T+(12)T+(12)F(x1, x2) = 0.

Для твердих кульок властиво те, що деякi функцiї двох i бiль-
ше фазових змiнних мають особливостi (напр., розриви) у просторi
розташувань для конфiґурацiй, у яких хоча б двi частинки дотика-
ються. Оператор T+(12) ґенерує динамiку системи i його дiя на такi
функцiї для згаданих конфiґурацiй є невизначеною, якщо користу-
ватися введеним ранiше означенням (49) чи (50). Через це, строге

означення оператора T+ вводять таким чином, щоби уникнути цiєї
невизначености [6]:

T ∗+(12)
df
= lim

t→0+
S0

t |v12· r̂12| θ(−v12· r̂12) δ(r12 − σ) [ b12(r̂12)− 1 ], (245)

де S0
t = exp{−tL0} — оператор вiльної еволюцiї, що дiє за правилом:

S0
t F (ri, rj , . . .) = F (ri + vit, rj + vjt, . . .).

Введене означення для T+(12) вiдрiзняється вiд поданого ранiше (50)
присутнiстю оператора S0

t i взяттям границi. Граничний перехiд до
конфiґурацiї контакту двох кульок робиться з боку реальних фiзич-
них кофiґурацiй, коли твердi кульки не перекривають одна одну.

7Фактично це треба довести для введеного нижче оператора T ∗
+ (12).
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Для функцiй без особливостей при контактi твердих куль обидва
означення еквiвалентнi.

Очевидно, що T ∗+(12)T ∗+(12) ∼ S0
τT+(12)S0

t T+(12). Для t > 0 роз-
гляньмо:

S0
t T+(12)F(x1, x2) =

= δ(|r12 + v12t| − σ)
|v12·r12+v2

12t|
|r12+v12t| θ(−v12 ·r12 − v2

12t)

×
[

F(r1 + v1t,v
′
1, r2 + v2t,v

′
2) −F(r1 + v1t,v1, r2 + v2t,v2)

]

.

Подiявши другим оператором T+(12), отримаємо:

T+(12)S0
t T+(12)F(x1, x2) = δ(r12 − σ)|v12 · r12|θ(−v12 · r12) ×

×
{

δ(|r12 + (v12 − 2v12 · r̂12r̂12)t| − σ) ×

×
|−v12·r12+v2

12t|
|r12+(v12−2v12·r̂12r̂12)t| θ(v12 ·r12 − v2

12t) ×

×
[

F(r1 + v′1t,v1, r2 + v′2t,v2) −F(r1 + v′1t,v
′
1, r2 + v′2t,v

′
2)
]

−

− δ(|r12 + v12t| − σ)
|v12·r12+v2

12t|
|r12+v12t| θ(−v12 ·r12 − v2

12t)

×
[

F(r1 + v1t,v
′
1, r2 + v2t,v

′
2) −F(r1 + v1t,v1, r2 + v2t,v2)

]

}

.

Два великi доданки у фiгурних дужках домножуються на комбi-
нацiю перед цими дужками. Нижче подано аналiз, чому цей вираз
рувний нулю для хоч якого малого t > 0.

Перший великий доданок мiстить θ(v12 ·r12 − v2
12t), що домножу-

ється на θ(−v12 · r12) перед дужками. Остання вимагає, щоб було
v12 · r12 < 0, а перша — щоб цей скалярний добуток був бiльший за
деяке додатнє число. У результатi добуток цих θ-функцiй дає нуль.

Аналiз другого доданка можна подати, напр., так. Позначмо

r12 + v12t ≡ R12, v12t ≡ s.

Вектори r12, s,R12 мають формувати трикутник, оскiльки r12 + s =
R12 . З внутрiшньої δ-функцiї слiдує, що |R12| = σ, а з внутрiшньої
θ-функцiї — що R12 ·s < 0 . Крiм того, зi зовнiшнiх δ- i θ-функцiй має
виконуватись |r12| = σ, r12·s < 0. Наведенi умови суперечать iснуван-
ню такого трикутника, а тому частинки 1 i 2 не можуть формувати
конфiґурацiї, заданої зовнiшнiми i внутрiшнiми δ- i θ-функцiями. У
результатi другий доданок у фiгурних дужках теж є нулем.

Цим показано, що послiдовна дiя двох T ∗+(12)-операторiв на до-
вiльну функцiю дає 0. Цей оператор створює траєкторiї у фазовому
просторi, тому фiзично це означає, що не може бути двох послiдов-
них (12)-зiткнень, роздiлених вiльною еволюцiєю.
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