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Поперечнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi, пружнi та дина-
мiчнi властивостi сегнетоелектрикiв типу KH2PO4

Р.Р.Левицький, I.Р.Зачек, А.С.Вдович

Анотацiя. В рамках модифiкованої моделi протонного впорядку-
вання з врахуванням лiнiйних за деформацiями ε6, ε4 i ε5 внескiв в
енергiю протонної системи в наближеннi чотиричастинкового клас-
тера за короткосяжними i середнього поля за далекосяжними вза-
ємодiями розраховано вiдповiднi термодинамiчнi потенцiали, попе-
речнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi, пружнi властивостi, а також ко-
ефiцiєнт поглинання i швидкiсть ультразвуку для механiчно затис-
нутих i механiчно вiльних кристалiв типу KD2PO4. Проведено грун-
товний числовий аналiз отриманих результатiв, знайдено оптимальнi
набори мiкропараметрiв, якi забезпечують належний опис наявних
експериментальних даних для сегнетоелектрикiв M(H1−xDx)2XO4

(M = K, Rb, X = P, As).

Transverse dielectric, piezoelectric, elastic and dynamic prop-
erties of KH2PO4 type ferroelectrics

R.R.Levitsky, I.R.Zachek, A.S.Vdovych

Abstract. Within the modified proton ordering model with taking in-
to account linear in strain ε6, ε4 and ε5 contributions to the energy of
proton system within the four-particle cluster approximation for short-
range and the mean-field approximation for long-range interactions we
have calculated corresponding thermodynamic potentials, transverse di-
electric, piezoelectric, elastic properties, and also absorption factor and
ultrasound speed for the clamped and the free KD2PO4 type crystals.
Numerical analysis of the obtained results is performed, and the set of
the theory parameters providing the best fit to the available experimen-
tal data for M(H1−xDx)2XO4 (M = K, Rb, X = P, As) ferroelectrics is
found.
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1. Вступ

Сегнетоелектрики M(H1−xDx)2XO4 (M = K, Rb; X = P, As) у пара-
електричнiй фазi кристалiзуються в класi 4̄·m тетрагональної синго-
нiї (просторова група I 4̄2d з нецентросиметричною точковою групою
D2d) i тому вони володiють п’єзоелектричними властивостями. При
прикладаннi вiдповiдних електричних полiв i зсувних напруг певної
симетрiї є можливiсть вивчати роль п’єзоелектричних взаємодiй у
фазовому переходi та їх вплив на фiзичнi характеристики цих крис-
талiв. Важливим є також i те, що в цих кристалах при сегнетоелект-
ричному фазовому переходi виникає спонтанна деформацiя ε6 = εxy,
яка приводить до змiни їхньої симетрiї.

Фундаментальнi результати для фiзичних характеристик сегне-
тоелектрикiв M(H1−xDx)2PO4 при прикладаннi до них деформа-
цiї зсуву σ6 та зовнiшнього електричного поля E3, яке напрямлене
вздовж сегнетоелектричної осi c, отриманi в роботах [1]- [10]. Зокре-
ма, в роботi [10] в рамках модифiкованої моделi протонного впоряд-
кування сегнетоелектрикiв типу KH2PO4 з врахуванням лiнiйного
за деформацiєю ε6 внеску в енергiю протонної системи, але без вра-
хування тунелювання протонiв на водневих зв’язках, в наближеннi
чотиричастинкового кластера за короткосяжними i молекулярного
поля за далекосяжними взаємодiями розраховано вiдповiдний термо-
динамiчний потенцiал. Використовуючи вiдповiдне рiвняння стану,
розраховано спонтанну поляризацiю, повздовжню статичну дiелект-
ричну проникнiсть механiчно затиснутих i механiчно вiльних крис-
талiв, їх п’єзоелектричнi характеристики, зумовленi деформацiєю ε6,
пружну сталу с66 та молярну теплоємнiсть. Динамiчнi характеристи-
ки даної моделi розрахованi на основi стохастичної моделi Глаубера
для протонної пiдсистеми з врахуванням динамiки п’єзоелектричної
деформацiї ε6 мовою класичних (ньютонiвських) рiвнянь руху. Роз-
раховано коефiцiєнт поглинання та швидкiсть ультразвуку, дiйсну та
уявну частини повздовжньої динамiчної проникностi для механiчно
затиснутих i механiчно вiльних кристалiв типу KH2PO4.

Проведено грунтовний числовий аналiз у рамках запропо-
нованої теорiї фiзичних характеристик сегнетоелектрикiв типу
M(H1−xDx)2XO4. При цьому розрахунок фiзичних характеристик
частково дейтерованих кристалiв проведено в наближеннi середньо-
го кристалу. Отримано оптимальнi набори мiкропараметрiв сегнето-
електрикiв, що дослiджувались, якi дали змогу на належному рiвнi
описати наявнi для них експериментальнi данi. Явно описано явища
затискання кристалiв високочастотним полем та п’єзоелектричного
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резонансу.
Актуальним є i дослiдження фiзичних характеристик сегнето-

електрикiв M(H1−xDx)2XO4 при прикладаннi до них поперечних зов-
нiшнiх електричних полiв E1 або E2 та зсувних напруг σ4 = σyz i
σ5 = σxz, якi незалежно iндукують вiдповiднi внески в поляризацiї
P1 i P2 та деформацiї ε4 i ε5 цих кристалiв iз врахуванням при цьому
наявностi в них спонтанної деформацiї ε6.

Слiд вiдзначити, що в переважнiй бiльшостi робiт, присвячених
дослiдженню поперечних дiелектричних характеристик кристалiв
M(H1−xDx)2XO4, п’єзоелектричнi взаємодiї не враховувались. Тепер
ми коротко зупинимось на отриманих у цих роботах результатах. У
роботах [11, 12] на основi моделi де Жена з врахуванням взаємодiї
iз повздовжнiм (E3) та поперечним (E1) електричними полями в на-
ближеннi молекулярного поля були отриманi вирази для статичних
дiелектричних сприйнятливостей χ33 i χ11. При належному виборi
параметрiв теорiї автори цих робiт отримали задовiльний опис на-
явних експериментальних даних для сегнетоелектрикiв KH2PO4 i
KH2AsO4. В роботi [13] на основi протонної моделi без врахування
тунелювання в наближеннi чотиричастинкового кластера було роз-
раховано поперечну статичну дiелектричну сприйнятливiсть сегне-
тоелектрикiв типу KH2PO4. Однак у парафазi при отриманнi виразу
для χ11 було використано ряд наближень i нехтується далекодiєю.
Тим не менше, авторами даної роботи при належному виборi пара-
метрiв теорiї було отримано задовiльний опис вiдповiдних експери-
ментальних даних для сегнетоелектрика KH2PO4. В роботi [14] на
основi отриманих у [13] виразiв для χ11(T ) та спонтанної поляриза-
цiї Ps(T ) були проведенi розрахунки цих характеристик для сегне-
тоелектрикiв KH2PO4, KD2PO4, RbH2PO4, CsH2PO4 i KH2AsO4 з
метою опису наявних для цих кристалiв експериментальних даних.
Розрахунки поперечної дiелектричної сприйнятливостi сегнетоелек-
трикiв типу KD2PO4 в рамках протонної моделi в наближеннi чоти-
ричастинкового кластера проводились i в роботi [15]. При цьому, як
i в [14], вираз для χ11 в [15] не мiстить далекодiї. Вiдзначимо, що ав-
тори роботи [15] при належному виборi параметрiв теорiї отримали
добрий опис експериментальних даних для дiелектричної проник-
ностi ε11(T ) та спонтанної поляризацiї цього кристалу. Детальний
аналiз результатiв робiт [11]- [15] проведено в оглядi [16]. Слiд та-
кож вiдзначити, що в роботi [17] розрахунки спонтанної поляриза-
цiї, повздовжньої i поперечної дiелектричних проникностей KD2PO4

проводились також i у рамках методу Монте-Карло.
Поперечна релаксацiя в сегнетоелектриках типу KH2PO4 в рам-
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ках методу Глаубера вивчалась в роботi [18]. Спочатку в наближен-
нi молекулярного поля, а потiм у наближеннi чотиричастинкового
кластера отримано вираз для динамiчної поперечної сприйнятливос-
тi χ11(ν, T ), а також наведенi наближенi вирази в парафазi для часiв
релаксацiї (τx

1 (T ))−1, (τx
2 (T ))−1 i вiдповiдних дiелектричних вкладiв

χ1(T ), χ2(T ) в χ11(ν, T ), в яких не врахована далекодiя. Авторами
цiєї роботи показано, що при належному виборi параметрiв теорiї їх
теорiя добре описує температурну залежнiсть ε′11(T ) [19] при частотi
ν = 138, 6 ГГц для кристалу K(H0,14D0,86)2PO4. Слiд вiдзначити, що
в роботi [15] при тих же значеннях параметрiв теорiї отримано доб-
ре узгодження теорiї з експериментом для ε11(T ), але для кристалу
KH0,02D0,98. У роботi [20] у рамках протонної моделi з врахуванням
взаємодiї протонiв iз зовнiшнiм електричним полем, що напрямлене
в площинi ab пiд кутом 45◦ до осi a в наближеннi чотиричастинково-
го кластера з врахуванням короткосяжних i далекосяжних взаємодiй
розраховано поперечнi статичнi в пара- i сегнетофазi, а також попе-
речнi динамiчнi характеристики KD2PO4 в парафазi. У випадку па-
рафази згаданий результат для статичної дiелектричної проникностi
узгоджується з результатом роботи [21], а при нехтуваннi далекодiєю
легко отримати для поперечної динамiчної проникностi результати
робiт [15, 18].

У роботах [22, 23], використовуючи отриманi в роботi [20] ре-
зультати i вважаючи, що кристалам K(H1−xDx)2PO4 вiдповiдають
усередненi параметри теорiї, при належному виборi мiкропарамет-
рiв було розраховано поперечнi статичнi i динамiчнi характеристики
K(H1−xDx)2PO4 (x = 0, 93; 0, 84; 0, 67) i було отримано добрий кiль-
кiсний опис експериментальних даних для дiйсної та уявної частин
поперечної комплексної дiелектричної проникностi ε∗ab(ν, T ), отрима-
них методом субмiлiметрової спектроскопiї [24,25]. У роботi [26], яка
є продовженням робiт [20, 22, 23], розраховано поперечнi динамiчнi
характеристики KD2PO4 в сегнетофазi i проведено грунтовний ана-
лiз даних дiелектричних вимiрювань [24, 25] для високодейтерова-
них кристалiв K(H1−xDx)2PO4 у широкiй частотнiй та температур-
нiй областях. Слiд зазначити, що в роботах [22,23,26] для кристалiв
KH2PO4 i KD2PO4 використано параметри теорiї, що отриманi в ро-
ботi [27].

У роботi [28] проведено грунтовний аналiз залежностi отриманих
у наближеннi чотиричастинкового кластера i середнього кристалу
термодинамiчних i повздовжнiх статичних i динамiчних характерис-
тик сегнетоелектрикiв K(H1−xDx)2PO4 вiд параметрiв теорiї i було
вперше запропоновано оптимальний набiр параметрiв для цих спо-
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лук, який дозволив адекватно описати наявнi експериментальнi данi
для фiзичних характеристик, що дослiджувались.

У роботi [29], слiдуючи [26], було продовжено дослiдження по-
перечних статичних i динамiчних характеристик сегнетоелектрикiв
типу KD2PO4. Використовуючи параметри теорiї, отриманi в [28],
було проведено числовий розрахунок цих характеристик для сегне-
тоелектрикiв K(H1−xDx)2PO4. Показано, що навiть без явного вра-
хування тунелювання протонiв на водневих зв’язках запропонова-
на теорiя [26, 29] дає задовiльний кiлькiсний опис наявних експе-
риментальних даних для поперечних характеристик сегнетоелект-
рикiв K(H1−xDx)2PO4. Слiд вiдзначити, що в попереднiх роботах
[18,20,22,23,26,28–30] динамiка сегнетоелектрикiв типу KD2PO4 до-
слiджувалась у рамках стохастичної моделi Глаубера.

З iншого боку, в рядi робiт [12,31–34], використовуючи простi мо-
дельнi представлення, за допомогою методу рiвнянь Блоха (див. [31])
в наближеннi самоузгодженого поля вивчалась динамiка сегнетоак-
тивних сполук типу KH2PO4. При цьому реальна структура криста-
лу не враховувалась.

У [32] взято до уваги взаємодiю протонної тунельної Е-моди з
коливаннями гратки деякої симетрiї. Взято до уваги два спiни на
комiрку, що дало змогу мати справу з обома зв’язаними B2- та Е-
модами. Запропонована модель вище Tc дає для χ11 поведiнку Кюрi-
Вейса.

Використовуючи рiвняння типу Блоха, вираз для поперечної ди-
намiчної проникностi KH2PO4 у випадку T > Tc наведений у робо-
тi [12], а для T < Tc i T > Tc – у [33], де теоретичний результат
порiвнюється з даними експерименту для χ′′

11(ω).
Використовуючи гейзенбергiвськi рiвняння руху, в роботi [35] у

наближеннi чотиричастинкового кластера з врахуванням ефектiв ту-
нелювання протонiв на зв’язках розрахована повздовжня динамiчна
сприйнятливiсть KH2PO4 i проведено порiвняння результатiв розра-
хунку з даними експериментiв.

У роботi [36], використовуючи метод рiвнянь Блоха, вивчались
динамiчнi повздовжнi i поперечнi динамiчнi властивостi сегнетоелек-
трикiв типу KH2PO4 з явним врахуванням реальної структури. Од-
нак при цьому не бралась до уваги взаємодiя протонiв, що рухаються
на O − H . . .O-зв’язках у KH2PO4 iз коливаннями гратки.

У роботi [37] запропонована теорiя динамiчних явищ у KH2PO4,
що побудована з врахуванням протон-протонної i протон-граткової
взаємодiй, ефектiв тунелювання протонiв на O − H . . .O-зв’язках i
реальної структури кристалу. Розраховано повздовжнi i поперечнi
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статичнi i динамiчнi сприйнятливостi i зв’язанi протон-iоннi коли-
вання сегнетоелектрикiв типу KH2PO4. Розрахунки проведенi в на-
ближеннi самоузгодженого поля. Показано, що у поперечну сприй-
нятливiсть в KH2PO4 суттєвий вклад вносять як фононна, так i про-
тонна пiдсистеми.

В роботах [38–40] був запропонований пiдхiд з метою побудови
бiльш послiдовної теорiї динамiчних явищ в сегнетоактивних спо-
луках сiм’ї KH2PO4 з врахуванням в рамках кластерного набли-
ження тунелювання. Було показано, що в кластерному наближен-
нi динамiчнi властивостi характеризуються ефективним параметром
тунелювання, перенормованим короткосяжною взаємодiєю. Пiзнiше
на цю особливiсть фiзичних характеристик кристалiв типу KH2PO4

вказали i вказали i автори роботи [41]. При цьому принципово важ-
ливим є той факт, що ефективне тунелювання є значно меншим вiд
вихiдного, в сегнетоактивних сполуках сiм’ї KH2PO4 має мiсце сут-
тєве пригнiчення тунелювання короткодiєю.

Вперше вирази для поперечних компонент статичної дiелектрич-
ної проникностi з врахуванням спонтанної деформацiї для кристалiв
сiм’ї KH2PO4 в парафазi отриманi в роботi [9]. В роботi [42] для сегне-
тоелектрикiв типу KH2PO4 запропоновано узагальнення протонної
моделi з тунелюванням для дослiдження п’єзоелектричних, дiелект-
ричних та пружних властивостей, що пов’язанi iз деформацiями ε4
та ε5. Отримано в наближеннi чотиричастинкового кластера за ко-
роткосяжними i молекулярного поля за далекосяжними взаємодiями
вирази для вiдповiдних фiзичних характеристик у параелектричнiй
фазi. Досягнуто належним вибором значень параметрiв теорiї доб-
рого узгодження теоретичних та експериментальних результатiв.

У роботi [43] вiдзначено, що симетрiя ефективних дипольних мо-
ментiв водневих зв’язкiв при прикладаннi поперечних Ex та Ey по-
лiв, аналогiчна, як i в [29], але встановлено, що вони складаються
iз двох доданкiв: проекцiй дипольних моментiв водневих зв’язкiв i
дипольних моментiв протонних конфiгурацiй µx

a i µy
a.

Дана робота присвячена вивченню в рамках модифiкованої
протонної моделi дiелектричних, п’єзоелектричних i пружних ха-
рактеристик, що пов’язанi з деформацiями ε4 та ε5 кристалiв
M(H1−xDx)2XO4 без тунелювання в пара- i сегнетоелектричнiй фа-
зах iз врахуванням спонтанної деформацiї ε6. Крiм того, дослiджу-
ються динамiчнi явища в механiчно затиснутих i механiчно вiльних
кристалах M(H1−xDx)2XO4.
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2. Гамiльтонiан кристалу

Розглянемо систему дейтронiв, якi рухаються на O-D...O зв’язках
в дейтерованих сегнетоелектричних ортофосфатах (ДСОФ). При-
мiтивна комiрка Браве ДСОФ складається з двох тетраедрiв PO4

разом з чотирма водневими зв’язками, що вiдносяться до одного з
них (тетраедра типу "A”); водневi зв’язки, якi пiдходять до другого
тетраедра (типу "B”), належать чотирьом найближчим структурним
елементам, якi його оточують (рис.1). Тут 1 , 2 , 3 i 4 – водневi
зв’язки, 1, 2 – положення дейтронiв на цих зв’язках.

1

2

1

1

1

2

2

2

2

3

1

4

a

b

γ

Рис. 1. Примiтивна комiрка Браве ДСОФ. Показано одну з числа
можливих сегнетоелектричних протонних конфiгурацiй.

Гамiльтонiан дейтронної системи ДСОФ з врахуванням коротко-
сяжних i далекосяжних взаємодiй при наявностi одновiсних напруг
σ4 = σyz i σ5 = σxz кристалу вiдповiдно в площинах (b, c) i (a, c) пiд
кутом π

4 до осей, коли виникають деформацiї ε4 = εyz i ε5 = εxz i при
прикладаннi зовнiшнiх полiв E1 i E2, напрямлених вздовж криста-
лографiчних осей a i b, вiдповiдно, складається iз ”затравочної” та
псевдоспiнової частин:

Ĥ = NH0 + Ĥs. (2.1)

де N – загальна кiлькiсть примiтивних комiрок. “Затравочна” части-
на енергiї примiтивної комiрки, яка виражається через деформацiї
εj (j = 4, 5) i електричнi поля E1 i E2, включають в себе пружну,
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п’єзоелектричну та дiелектричну складовi:

H0 =
v̄

2
(cE0

44 ε
2
4 + cE0

55 ε
2
5) − v̄e014ε4E1 − v̄e025ε5E2 −

− v̄
2
χε0

11E
2
1 − v̄

2
χε0

22E
2
2 . (2.2)

Першi три доданки в правiй частинi (2.2) – пружна енергiя, яка не за-
лежить вiд розмiщення дейтронiв на водневих зв’язках (cE0

66 , cE0
44 , cE0

55

– “затравочнi” пружнi сталi); четвертий i п’ятий доданки – енергiя
взаємодiй мiж поляризацiями, що виникають за рахунок п’єзоелек-
тричного ефекту при деформацiях ε4 i ε5 без врахування водневих
зв’язкiв i полями E1 i E2 (e014, e

0
25 – “затравочнi” коефiцiєнти п’єзо-

електричної напруги); шостий i сьомий доданки вiдповiдають енер-
гiї, яка обумовлена поляризацiєю, що iндукована зовнiшнiми елек-
тричними полями незалежно вiд конфiгурацiй дейтронiв на водне-
вих зв’язках (χε0

11, χ
ε0
22 – “затравочнi” дiелектричнi сприйнятливостi),

v̄ = v
kB

, v – об’єм примiтивної комiрки, kB – стала Больцмана.
Псевдоспiнова частина гамiльтонiану має вигляд

Ĥs =
1

2

∑

qq′

Jff ′(qq′)
〈σqf 〉

2

〈σq′f ′〉
2

−
∑

qf

2µFf (j)
σqf

2
+ Ĥк.в.(j)

−
∑

qf

(µf1E1 + µf2E2)
σqf

2
, (j = 4, 5). (2.3)

Першi два доданки в (2.3) – гамiльтонiан середнього поля за дале-
косяжними диполь-дипольними взаємодiями i непрямими через ко-
ливання гратки мiждейтронними взаємодiями, а також середнього
поля, iндукованого п’єзоелектричною взаємодiєю, причому

F1
3
(j) = 2ν1

3
η
(1)
1 (j) + 2ν3

1
η
(1)
3 (j) + 2ν2η

(1)
2 (j) + 2ν2η

(1)
4 (j) +

−2ψ6ε6 ± 2ψ4ε4,

F2
4
(j) = 2ν2η

(1)
1 (j) + 2ν2η

(1)
3 (j) + 2ν1

3
η
(1)
2 (j) + 2ν3

1
η
(1)
4 (j) +

−2ψ6ε6 ∓ 2ψ5ε5,

де η
(1)
f (j) = 〈σqf 〉 – середнє значення iзiнгiвського псевдоспiна σqf =

±1, два власнi значення якого вiдповiдають двом рiвноважним по-
ложенням дейтрона на f -ому зв’язку в q-iй комiрцi;

ν1 =
J11

4
, ν2 =

J12

4
, ν3 =

J13

4
,
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а Jff ′ =
∑

Rq−Rq′

Jff ′(qq′) – фур’є-образ константи далекосяжних вза-

ємодiй мiж дейтронами; ψ4, ψ5, ψ6 – т. зв. деформацiйнi потенцiали.
В (2.3) µf1, µf1 – ефективнi дипольнi моменти водневих зв’язкiв, якi,
як показано в [43], дорiвнюють сумi дипольних моментiв тетраедрiв
i водневих зв’язкiв, причому

µ11 = −µ31 = µ1 cos γ, µ21 = −µ41 = µ2 sin γ,

−µ12 = µ32 = µ1 sin γ, −µ22 = µ42 = µ2 cos γ.

Ĥк.в.(j) – гамiльтонiан короткосяжних конфiгурацiйних взаємодiй
мiж дейтронами поблизу тетраедрiв PO4. Враховуючи значення
енергiй дейтронiв, якi оточують тетраедр PO4, при наявностi спон-
танної деформацiї ε6, i деформацiй ε4 i ε5 (табл.1) [42], отримуємо
гамiльтонiан короткосяжних взаємодiй у наближеннi чотиричастин-
кового кластера в наступному виглядi:

Ĥк.в.(j) =
∑

q

{

−1

4
(δs6ε6 − 2δ16ε6)

(σq1

2
+
σq2

2
+
σq3

2
+
σq4

2

)

+

−1

2
(δa4ε4 + δ14ε4)

(σq1

2
− σq3

2

)

− 1

2
(δa5ε5 + δ15ε5)

(

−σq2

2
+
σq4

2

)

+

+(−δs6ε6 − 2δ16ε6)
(σq1

2

σq2

2

σq3

2
+
σq1

2

σq2

2

σq4

2
+

+
σq1

2

σq3

2

σq4

2
+
σq2

2

σq3

2

σq4

2

)

+

+2(δa4ε4 − δ14ε4)
(σq1

2

σq2

2

σq4

2
− σq2

2

σq3

2

σq4

2

)

+ (2.4)

+2(δa5ε5 − δ15ε5)
(σq1

2

σq3

2

σq4

2
− σq1

2

σq2

2

σq3

2

)

+

+(V + δa6ε6)
(σq1

2

σq2

2
+
σq3

2

σq4

2

)

+

+(V − δa6ε6)
(σq2

2

σq3

2
+
σq4

2

σq1

2

)

+

+U
(σq1

2

σq3

2
+
σq2

2

σq4

2

)

+ Φ
σq1

2

σq2

2

σq3

2

σq4

2

}

,

де

V = −w1

2
, U =

w1

2
− ε, Φ = 4ε− 8w + 2w1,

а ε = εa − εs, w = ε1 − εs, w1 = ε0 − εs – т. зв. слетерiвськi енергiї,
∆a – ефективне поле, яке створене сусiднiми поза межами кластера
зв’язками.
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Табл. 1. Енергiї конфiгурацiй дейтронiв поблизу тетраедра PO4.
i σ1σ2σ3σ4 Ei i σ1σ2σ3σ4 Ei

1

1

2

1

1

1

2

2

2

2

3

1

4

+ + ++ εs − δs6ε6 9 −−−+
ε1−δ16ε6−

−δ15ε5

2 − −−− εs + δs6ε6 10 −− +− ε1−δ16ε6+

δ14ε4

3 + − +−
ε0

11 − + −− ε1−δ16ε6

+δ15ε5

4 − + −+ 12 + −−− ε1−δ16ε6

−δ14ε4

5 + + −− εa+δa6ε6−

−δa4ε4+δa5ε5
13 + + −+

ε1+δ16ε6

−δ14ε4

6 − − ++
εa+δa6ε6+

+δa4ε4−δa5ε5
14 + + +− ε1+δ16ε6

+δ15ε5

7 − + +− εa−δa6ε6+

+δa4ε4+δa5ε5
15 − + ++

ε1+δ16ε6

+δ14ε4

8 + −−+
εa−δa6ε6−

−δa4ε4−δa5ε5
16 + − ++

ε1+δ16ε6

−δ15ε5
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В результатi вихiдний гамiльтонiан (2.1) має наступний вигляд

Ĥ = NH0 +
1

2

∑

qq′

Jff ′(qq′)
〈σqf 〉

2

〈σq′f ′〉
2

+
∑

q

Ĥ(4)
q ,

де чотиричастинковий гамiльтонiан дейтронiв H
(4)
q має вигляд

Ĥ(4)
q = (−δs6ε6 − 2δ16ε6)

(σq1

2

σq2

2

σq3

2
+
σq1

2

σq2

2

σq4

2
+

+
σq1

2

σq3

2

σq4

2
+
σq2

2

σq3

2

σq4

2

)

+

+2(δa4ε4 − δ14ε4)
(σq1

2

σq2

2

σq4

2
− σq2

2

σq3

2

σq4

2

)

+ (2.5)

+2(δa5ε5 − δ15ε5)
(σq1

2

σq3

2

σq4

2
− σq1

2

σq2

2

σq3

2

)

+

+(V + δa6ε6)
(σq1

2

σq2

2
+
σq3

2

σq4

2

)

+

+(V − δa6ε6)
(σq2

2

σq3

2
+
σq4

2

σq1

2

)

+

+U
(σq1

2

σq3

2
+
σq2

2

σq4

2

)

+ Φ
σq1

2

σq2

2

σq3

2

σq4

2
−

−1

4
(δs6ε6 − 2δ16ε6)

4
∑

f=1

σqf

2
+

−1

2
(δa4ε4 + δ14ε4)

(σq1

2
− σq3

2

)

− 1

2
(δa5ε5 + δ15ε5)

(

−σq2

2
+
σq4

2

)

−

−
4
∑

f=1

xfj

β

σqf

2
,

В (2.5) використанi такi позначення:

x1
3j = β[−∆j + 2ν1

3
η
(1)
1 (j) + 2ν3

1
η
(1)
3 (j) + 2ν2η

(1)
2 (j) + 2ν2η

(1)
4 (j) +

−2ψ6ε6 ± 2ψ4ε4 ± µ1 cos γE1 ∓ µ1 sinγE2], (2.6)

x2
4j = β[−∆j + 2ν2η

(1)
1 (j) + 2ν2η

(1)
3 (j) + 2ν1

3
η
(1)
2 (j) + 2ν3

1
η
(1)
4 (j) +

−2ψ6ε6 ∓ 2ψ5ε5 ± µ2 sin γE1 ∓ µ2 cos γE2].

Одночастинковi гамiльтонiани дейтронiв мають вигляд

Ĥ
(1)
qf (j) =

x̄fj

β

σqf

2
, (2.7)

де
x̄fj = −β∆a + xfj .
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Унарнi функцiї розподiлу дейтронiв на основi (2.5) отримуємо в
такому виглядi:

η
(1)
1
3

(j) =
1

Di

(shA1j + d shA2j ± aa6 shA3j ±
a

a6
shA4j ±

±b shA5j ∓ b shA6j + b shA7j + b shA8j) =
m1

3
(j)

Dj

, (2.8)

η
(1)
2
4

(j) =
1

Dj

(shA1j − d shA2j ± aa6 shA3j ∓
a

a6
shA4j +

+b shA5j + b shA6j ± b shA7j ∓ b shA8j) =
m2

4
(j)

Dj

,

де

Dj = chA1j + d chA2j + aa6 chA3j +
a

a6
chA4j +

+b chA5j + b chA6j + b chA7j + b chA8j ,

Тут використанi наступнi позначення:

a = e−βε, b = e−βw, d = e−βw1 , a6 = e−βδa6ε6 ,

A1
24

=
1

2
(x14 ± x24 + x34 ± x44) + βδs6ε6 ± βδs6ε6,

A3
44

=
1

2
(x14 ± x24 − x34 ∓ x44) + βδa4ε4,

A5
64

=
1

2
(±x14 + x24 ∓ x34 + x44) − βδ16ε6 ± βδ14ε4,

A7
84

=
1

2
(x14 ± x24 + x34 ∓ x44) − βδ16ε6,

A1
25

=
1

2
(x15 ± x25 + x35 ± x45) + βδs6ε6 ± βδs6ε6,

A3
45

=
1

2
(x15 ± x25 − x35 ∓ x45) ∓ βδa5ε5,

A5
65

=
1

2
(±x15 + x25 ∓ x35 + x45) − βδ16ε6,

A7
85

=
1

2
(x15 ± x25 + x35 ∓ x45) − βδ16ε6 ∓ βδ15ε5.

В кластерному наближеннi параметри ∆4,5 визначаються з умо-

ви самоузгодження: середнє значення квазiспiна η
(1)
f (i) не повинно
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залежати вiд того, по якому розподiлу Гiббса (з чотири- чи одно-
частинковим гамiльтонiаном) воно розраховане. Виключаючи з (2.5)
параметр ∆4,5, отримуємо:

x1
34 =

1

2
ln

1 + η
(1)
1
3

(4)

1 − η
(1)
1
3

(4)
+ βν1

3
η
(1)
1 (4) + βν3

1
η
(1)
3 (4) +

+βν2[η
(1)
2 (4) + η

(1)
4 (4)] − βψ6ε6 ± βψ4ε4 ±

βµ1

2
cos γE1, (2.9)

x2
44 =

1

2
ln

1 + η
(1)
2
4

(4)

1 − η
(1)
2
4

(4)
+ βν2[η

(1)
1 (4) + η

(1)
3 (4)] + βν1

3
η
(1)
2 (4) +

+βν3
1
η
(1)
4 (4) − βψ6ε6 ±

βµ2

2
sin γE1,

x1
35 =

1

2
ln

1 + η
(1)
1
3

(5)

1 − η
(1)
1
3

(5)
+ βν1

3
η
(1)
1 (5) + βν3

1
η
(1)
3 (5) +

+βν2[η
(1)
2 (5) + η

(1)
4 (5)] − βψ6ε6 ∓

βµ1

2
sin γE2,

x2
45 =

1

2
ln

1 + η
(1)
2
2

(5)

1 − η
(1)
2
2

(5)
+ βν2[η

(1)
1 (5) + η

(1)
3 (5)] + βν1

3
η
(1)
2 (5) +

+βν3
1
η
(1)
4 (5) − βψ6ε6 ∓ 2ψ5ε5 ∓

βµ2

2
cos γE2.

Якщо до кристалу не прикладенi зовнiшнi електричнi поля i на-
пруги, то

η(1)(j) = η
(1)
1 (j) = η

(1)
2 (j) = η

(1)
3 (j) = η

(1)
4 (j) =

sh(2x+ βδs6ε6) + 2b sh(x − βδ16ε6)

ch(2x+ βδs6ε6) + 4b ch(x − βδ16ε6) + 2a+ d
,

а

x =
1

2
ln

1 + η(1)

1 − η(1)
+ βνcη

(1) − βψ6ε6 = z6, νc = ν1 + 2ν2 + ν3.

3. П’єзоелектричнi, пружнi й дiелектричнi власти-
востi ДСОФ за наявностi механiчної напруги σ4

Для вивчення впливу механiчної напруги σ4 на п’єзоелектричнi,
пружнi i дiелектричнi властивостi ДСОФ використаємо термодина-
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мiчний потенцiал в розрахунку на одну комiрку, отриманий в набли-
женнi чотиричастинкового кластера:

g(j) =
v̄

2
(cE0

66 ε
2
6 + cE0

jj ε
2
j) − v̄e0ijεjEi −

v̄

2
χε0

ii E
2
i + 2T ln 2 +

+
1

2
ν1[η

(1)2
1 (j) + η

(1)2
3 (j) + η

(1)2
2 (j) + η

(1)2
4 (j)] +

+ν3[η
(1)
1 (j)η

(1)
3 (j) + η

(1)
2 (j)η

(1)
4 (j)] + (3.1)

+ν2[η
(1)
1 (j)η

(1)
2 (j) + η

(1)
2 (j)η

(1)
3 (j) + η

(1)
3 (j)η

(1)
4 (j) + η

(1)
4 (j)η

(1)
1 (j)] −

−1

2
T ln[1 − η

(1)2
1 (j)] − 1

2
T ln[1 − η

(1)2
2 (j)] −

−1

2
T ln[1 − η

(1)2
3 (j)] − 1

2
T ln[1 − η

(1)2
4 (j)] − 2T lnDj − v̄σjεj .

де j = 4, 5; а i = j − 3.
З умов термодинамiчної рiвноваги

1

v̄

(

∂g(4)

∂ε4

)

E1,σ4

= 0,
1

v̄

(

∂g(4)

∂ε6

)

E1

= 0,
1

v̄

(

∂g(4)

∂E1

)

σ4

= −P1,

1

v̄

(

∂g(5)

∂ε5

)

E2,σ5

= 0,
1

v̄

(

∂g(5)

∂ε6

)

E2

= 0,
1

v̄

(

∂g(5)

∂E5

)

σ5

= −P2,

отримуємо

σ4 =cE0
44 ε4−e014E1−

2ψ4

v

1

2
(η

(1)
1 (4)−η(1)

3 (4))−2δa4

vD4
κ

a
s14−

2δ14
vD4

κ
b
s24,

0=cE0
66 ε6+

2ψ6

vD4
(2κs14 + κ

b
s14 + κ

b
s34)+

+
2δa6

vD4
κ

a
c24 −

2δs6
vD4

κs14 +
2δ16
vD4

(κb
s14 + κ

b
s34), (3.2)

P1 =e014ε4+χε0
11E1+

2µ1 cos γ

v

1

2
(η

(1)
1 (4)−η(1)

3 (4))+

+
2µ2 sin γ

v

1

2
(η

(1)
2 (4)−η(1)

4 (4)),

σ5 =cE0
55 ε5−e025E2−

2ψ5

v

1

2
(−η(1)

2 (5)+η
(1)
4 (5))−2δa5

vD5
κ

a
s25−

2δ25
vD5

κ
b
s45,

0=cE0
66 ε6−

2ψ6

vD5
(2κs15 + κ

b
s15 + κ

b
s35)+

+
2δa6

vD5
κ

a
c25 −

2δs6
vD5

κs15 +
2δ16
vD5

(κb
s15 + κ

b
s35), (3.3)
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P2 =e025ε5+χε0
22E2+

2µ2 cos γ

v

1

2
(−η(1)

2 (5)+η
(1)
4 (5))+

+
2µ1 sinγ

v

1

2
(−η(1)

1 (5)+η
(1)
3 (5)),

де використанi наступнi позначення:

κ
a
s1
2j = aa6 shA3j ±

a

a6
shA4j , κ

b
s1
2j = b(shA5j ± shA6j),

κ
a
c2j = aa6 chA3j −

a

a6
chA4j , κ

b
s3
4j = b(shA7j ± shA8j),

κs1j = shA1j .

З (3.2) i (3.3) знаходимо вирази для електричних полiв:

E1 = −h0
14ε4 + k0

11P1 − k0
11

µ1

v
cos γ

1

2
(η

(1)
1 (4)−η(1)

3 (4)) −

−k0
11

µ2

v
sin γ

1

2
(η

(1)
2 (4)−η(1)

4 (4)), (3.4)

E2 = −h0
25ε5 + k0

22P2 − k0
22

µ2

v
cos γ

1

2
(−η(1)

2 (5)+η
(1)
4 (5)) −

−k0
22

µ1

v
sin γ

1

2
(−η(1)

1 (5)+η
(1)
3 (5)),

де

h0
14 =

e014
χε0

11

, h0
25 =

e025
χε0

22

, k0
11 =

1

χε0
11

, k0
22 =

1

χε0
22

.

Використовуючи спiввiдношення (3.2) – (3.4), можна отримати
п’єзоелектричнi, дiелектричнi, i пружнi характеристики ДСОФ.

Iзотермiчнi коефiцiєнти п’єзоелектричної напруги

eT
14=

(

∂P1

∂ε4

)

E1

=e014+
1

2

µ1

v
cos γ(e41−e43)+

1

2

µ2

v
sin γ(e42−e44), (3.5)

eT
25=

(

∂P2

∂ε5

)

E2

=e025+
1

2

µ1

v
sinγ(−e51+e53)+

1

2

µ2

v
cos γ(−e52+e54),

де

e4f =

(

∂η
(1)
f (4)

∂ε4

)

E1

, e5f =

(

∂η
(1)
f (5)

∂ε5

)

E2

.
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А вирази для eif задовiльняють наступну систему рiвнянь

(D−κϕη
a)

1

2
(e41−e42)−κ

a
2ϕ

η
a

1

2
(e42−e44)=β(ψ4κ−δa4κ

a
1−δ142κ

b),

−κ
a
2ϕ

η
a

1

2
(e41 − e42) + (D − κϕη

a)
1

2
(e42 − e44) = β(ψ4κ

a
2 − δa4κ

a
2 );

(D − κϕη
a)

1

2
(e53 − e51) − κ

a
2ϕ

η
a

1

2
(e54 − e52) = β(ψ5κ

a
2 − δa5κa), (3.6)

−κ
a
2ϕ

η
a

1

2
(e51−e53)+(D−κϕη

a)
1

2
(−e52+e54)=β(ψ5κ−δa5κ

a
1−δ152κ

b),

де використанi наступнi позначення:

κ = κ
a
1 + 2κ

b = aa6 +
a

a6
+ 2b ch(x− βδ16ε6), ϕη

a =
1

1 − η(1)2
+ βνa,

κ
a
2 = aa6 −

a

a6
, νa = ν1 − ν3,

D = ch(2x+ βδs6ε6) + d+ aa6 +
a

a6
+ 4b ch(x− βδ16ε6),

x =
1

2
ln

1 + η(1)

1 − η(1)
+ β(ν1 + 2ν2 + ν3)η

(1) − βψ6ε6.

В результатi, iзотермiчний коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги
недеформованого кристалу у сегнетоелектричнiй фазi має такий ви-
гляд:

eT
14 = e014 + (3.7)

+
µ1 cos γ + µ2 sinγ

vT

ψ̃4(aa6 + κ
b) − δ̃a4aa6 − δ̃14κ

b

D − 2(aa6 + κ
b)ϕη

a
+

+
µ1 cos γ − µ2 sinγ

vT

ψ̃4(
a
a6

+ κ
b) − δ̃a4

a
a6

− δ̃14κ
b

D − 2( a
a6

+ κ
b)ϕη

a
,

eT
25 = e025 + (3.8)

+
µ2 cos γ + µ1 sinγ

vT

ψ̃5(aa6 + κ
b) − δ̃a5aa6 − δ̃15κ

b

D − 2(aa6 + κ
b)ϕη

a
+

+
µ2 cos γ − µ1 sinγ

vT

ψ̃5(
a
a6

+ κ
b) − δ̃a5

a
a6

− δ̃15κ
b

D − 2( a
a6

+ κ
b)ϕη

a
,

В параелектричнiй фазi:

eT
14 = eT

25 = e014 +
µ

vT

ψ̃42(a+ b) − δ̃a42a− δ̃142b

1 + 2b+ d− 2
T
ν̃a(a+ b)

.
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Iзотермiчнi статичнi поперечнi дiелектричнi сприйнятливостi при
εi = const мають вигляд

χεT
11 =

(

∂P1

∂E1

)

ε4

= χ0
11 +

1

2

µ1

v
cos γ(χ41 − χ43) +

+
1

2

µ2

v
sin γ(χ42 − χ44), (3.9)

χεT
22 =

(

∂P2

∂E2

)

ε5

= χ0
22 +

1

2

µ1

v
sin γ(−χ51 + χ53) +

+
1

2

µ2

v
cos γ(−χ52 + χ54),

де χ4f =

(

∂η
(1)
f

(4)

∂E1

)

ε4

, χ5f =

(

∂η
(1)
f

(5)

∂E2

)

ε5

. При σi = 0, i Ej = 0

отримуємо:

(D − κϕ1)(χ41 − χ43) − κaϕ1(χ42 − χ44)=βµ1 cos γκ+βµ2 sin γκa,

−κaϕ1(χ41 − χ43)+(D − κϕ1)(χ42 − χ44)=β
µ1

2
cos γκa+β

µ2

2
sin γκ,

(D − κϕ1)(χ53 − χ51) − κaϕ1(χ54 − χ52)=βµ2 cos γκa+βµ1 sin γκ,

−κaϕ1(χ53 − χ51)+(D − κϕ1)(χ54 − χ52)=β
µ2

2
cos γκ+β

µ1

2
sin γκa,

В результатi, в сегнетоелектричнiй фазi iзотермiчнi поперечнi дi-
електричнi сприйнятливостi недеформованого кристалу мають та-
кий вигляд

χεT
11 = χε0

11 + v̄
(µ1 cos γ + µ2 sinγ)2

v2

1

2T

aa6 + κ
b

D − 2(aa6 + κ
b)ϕη

a
+

+v̄
(µ1 cos γ − µ2 sin γ)2

v2

1

2T

a
a6

+ κ
b

D − 2( a
a6

+ κ
b)ϕη

a
, (3.10)

χεT
22 = χε0

22 + v̄
(µ2 cos γ + µ1 sinγ)2

v2

1

2T

aa6 + κ
b

D − 2(aa6 + κ
b)ϕη

a
+

+v̄
(µ2 cos γ − µ1 sin γ)2

v2

1

2T

a
a6

+ κ
b

D − 2( a
a6

+ κ
b)ϕη

a
.

В параелектричнiй фазi, вiдповiдно, отримуємо:

χεT
11 = χεT

22 = χε0
11 + v̄

µ2

v2

1

T

(a+ b)

1 + d+ 2b− 2
T
νa(a+ b)

. (3.11)
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Iзотермiчнi сталi п’єзоелектричної напруги

hT
14 = −

(

∂E1

∂ε4

)

P1

= h0
14 − k0

11

1

2

µ1

v
cos γ(h41 − h43) −

−k0
11

1

2

µ2

v
sinγ(h42 − h44), (3.12)

hT
25 = −

(

∂E2

∂ε5

)

P2

= h0
25 − k0

22

1

2

µ1

v
sin γ(h53 − h51) −

−k0
22

1

2

µ2

v
cos γ(h54 − h52),

де h4f =

(

∂η
(1)
f

(4)

∂ε4

)

P1

, h5f =

(

∂η
(1)
f

(5)

∂ε5

)

P1

. Використовуючи спiввiд-

ношення для унарних функцiй (2.8), отримуємо системи рiвнянь для
hif . В результатi:

hT
14 =

eT
14

χεT
11

, hT
25 =

eT
25

χεT
22

.

Iзотермiчнi коефiцiєнти п’єзоелектричної деформацiї

dT
14 =

(

∂P1

∂σ4

)

E1

= e014s
E0
44 +

1

2

µ1

v
cos γ(d41 − d43) +

+
1

2

µ2

v
sin γ(d42 − d44), (3.13)

dT
25 =

(

∂P2

∂σ5

)

E2

= e025s
E0
55 +

1

2

µ1

v
sin γ(d53 − d51) +

+
1

2

µ2

v
cos γ(d54 − d52),

де

d4f =

(

∂η
(1)
f (4)

∂σ4

)

E1

=

(

∂η
(1)
f (4)

∂ε4

)

E1

(

∂ε4
∂σ4

)

E1

=

(

∂η
(1)
f (4)

∂ε4

)

E1

sE
44,

d5f =

(

∂η
(1)
f (5)

∂σ5

)

E2

=

(

∂η
(1)
f (5)

∂ε5

)

E2

sE
55,

В результатi,

dT
14 = eT

14s
ET
44 , dT

25 = eT
25s

ET
55 ,
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Розрахуємо вклад у пружну сталу, зумовлений впорядкуванням
дейтронiв при наявностi механiчної напруги σj . З (3.3) отримуємо
вираз для iзотермiчної пружної сталої cE44:

cET
44 =

(

∂σ4

∂ε4

)

E

= cE0
44 −

−2ψ̃4

v̄T
[
ψ̃4(aa6 + κ

b) − δ̃a4aa6 − δ̃14κ
b

D − 2(aa6 + κ
b)ϕη

a
+
ψ̃4(

a
a6

+ κ
b) − δ̃a4

a
a6

− δ̃14κ
b

D − 2( a
a6

+ κ
b)ϕη

a
]

+
4ϕη

a

v̄DT
(δ̃a4aa6 + δ̃14κ

b)
ψ̃4(aa6 + κ

b) − δ̃a4aa6 − δ̃14κ
b

D − 2(aa6 + κ
b)ϕη

a
+ (3.14)

+
4ϕη

a

v̄DT
(δ̃a4

a

a6
+ δ̃14κ

b)
ψ̃4(

a
a6

+ κ
b) − δ̃a4aa6 − δ̃14κ

b

D − 2( a
a6

+ κ
b)ϕη

a
+

+
2ψ̃4

v̄DT
(δ̃a4κ

a
1 + δ̃14κ

b) − 2

v̄DT
(δ̃2a4κ

a
1 + δ̃214κ

b).

В параелектричнiй фазi cET
44 має такий бiльш простий вигляд ви-

гляд

cET
44 = cE0

44 − 4ψ̃4

v̄T

[ψ̃4(a+ b) − δ̃a4a− δ̃14b]

1 + 2b+ d− 2
T
ν̃a(a+ b)

−

+
8(1 + ν̃a

T
)

v̄T

(δ̃a4a+ δ̃14b)[ψ̃4(a+ b) − δ̃a4a− δ̃14b]

(1 + 2a+ 4b+ d)(1 + 2b+ d− 2
T
ν̃a(a+ b))

+

+
4ψ̃4

v̄T

δ̃a4a+ δ̃14b

1 + 2a+ 4b+ d
− 4

v̄T

δ̃2a4a+ δ̃214b

1 + 2a+ 4b+ d
.

Аналогiчно можна отримати вираз для пружної сталої cE55. Пiд-
ставляючи вирази для поля Ej (3.6) у спiввiдношення σi(εi, Ej), от-
римуємо вирази для напруги σi(εi, Pj), на основi яких можна розра-
хувати пружнi сталi при Pj = const. В результатi,

cPT
44 = cET

44 + eT
14h

T
14, (3.15)

cPT
55 = cET

55 + eT
25h

T
25.

Отже, вирази (3.3), (3.4) можна записати в наступному виглядi:

σ4 = cE44ε4 − e14E1, P1 = e14ε4 + χε
11E1,

σ4 = cP44ε4 − h14P1, E1 = −h14ε4 + kε
11P1, (3.16)

σ5 = cE55ε5 − e25E2, P2 = e25ε5 + χε
22E2,

σ5 = cP55ε5 − h25P2, E2 = −h25ε5 + kε
22P2. (3.17)
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Iз систем рiвнянь (3.16) i (3.17) при Ej = const отримуємо:

cPjj

(

∂εj

∂σj

)

Ei

− hij

(

∂Pi

∂σj

)

Ei

= 1,

−hij

(

∂εj

∂σj

)

Ei

+ kε
ii

(

∂Pi

∂σj

)

Ei

= 0.

Звiдси вираз для коефiцiєнта п’єзоелектричної деформацiї отримує-
ться в наступному виглядi:

dij =

(

∂Pi

∂σj

)

Ei

=
hij

cPjjk
ε
ii − h2

ij

=
eij

cPjj − eijhij

=
eij

cEjj

. (3.18)

Вiдповiдно отримуємо i податливiсть при сталому полi

sE
jj =

(

∂εj

∂σj

)

Ei

=
kε

ii

cPjjk
ε
ii − h2

ij

=
1

cEjj

. (3.19)

Диференцiюючи першi рiвняння систем (3.16) i (3.17) по напрузi σj ,
при Pi = const, отримуємо:

cPjj

(

∂εj

∂σj

)

Pi

− eij

(

∂Ei

∂σj

)

Pi

= 1,

−eij

(

∂εj

∂σj

)

Pi

+ χε
jj

(

∂Ei

∂σj

)

Pi

= 0,

де gij =
(

∂Ei

∂σj

)

Pi

– стала п’єзоелектричної деформацiї, а sP
jj =

−
(

∂εj

∂σj

)

Pi

– податливiсть при Pi = const. Звiдси

gij =
hij

cEjj + eijh2
ij

=
hij

cPjj

, sP
jj =

1

cPjj

(3.20)

Взявши похiдну по полю Ej , при σi = const вiд перших рiвнянь
систем (3.20) i (3.21), отримуємо:

cEjj

(

∂εj

∂Ei

)

σj

− eij = 0,

−eij

(

∂εj

∂Ei

)

σj

+

(

∂Pi

∂Ei

)

σj

= χε
ii.



20 Препринт

Оскiльки
(

∂εj

∂Ei

)

σj

= dij , то iзотермiчна дiелектрична сприйнят-

ливiсть при σj = const матиме такий вигляд:

χσ
ii =

(

∂Pi

∂Ei

)

σj

= χε
ii + eijdij . (3.21)

Отже, ми отримали мiкроскопiчнi вирази для eij , χ
ε
ii i cEjj , а всi

iншi характеристики виражаються через них.

4. Системи рiвнянь для залежних вiд часу функцiй
розподiлу

Динамiчнi властивостi KD2PO4 при наявностi електричного поля
Ei(i = 1, 2) будемо вивчати на основi динамiчної моделi дейтеро-
ваних сегнетоактивних ортофосфатiв (ДСОФ), яка грунтується на
iдеях стохастичної моделi Глаубера [44]. На основi методики, яка роз-
винута в роботах [20,22–24,28–30], отримуємо наступну систему рiв-
нянь для залежних вiд часу функцiй розподiлу дейтронiв

−α d
dt
〈
∏

f

σqf 〉 =
∑

f ′







∏

f

σqf

[

1 − σqf ′ tanh
1

2
βεx

qf ′(t)

]







〉, (4.1)

де εx
qf ′(t) – локальне поле, що дiє на f ′-ий дейтрон у q-iй комiрцi.
На основi гамiльтонiану (2.5) легко отримати:

tanh
βεx

q1

2
= tanh

β

2

[

−1

2
(V + δa6ε6)σq2 −

1

2
(V − δa6ε6)σq4 −

1

2
Uσq3−

− 1

8
Φσq2σq3σq4 −

1

2

(

−δs6
2

− δ16

)

ε6(σq2σq3 + σq3σq4 + σq2σq4)−

−1

2

(

−δs6
2

+ δ16

)

ε6 −
1

2
(δa4 − δ14)ε4σq2σq4 +

1

2
(δa4 + δ14)ε4−

1

2
(δa5 − δ15)ε5(σq3σq4 − σq2σq3) +

x1j

β

]

,

tanh
βεx

q2

2
= tanh

β

2

[

−1

2
(V + δa6ε6)σq1 −

1

2
(V − δa6ε6)σq3 −

1

2
Uσq4−

−1

8
Φσq1σq3σq4 −

1

2

(

−δs6
2

− δ16

)

ε6(σq1σq4 + σq3σq4 + σq1σq3)−

−1

2

(

−δs6
2

+ δ16

)

ε6 −
1

2
(δa4 − δ14)ε4(σq1σq4 − σq3σq4)+
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1

2
(δa5 − δ15)ε5σq1σq3 −

1

2
(δa5 + δ15)ε5 +

x2j

β

]

,

tanh
βεx

q3

2
= tanh

β

2

[

−1

2
(V + δa6ε6)σq4 −

1

2
(V − δa6ε6)σq2 −

1

2
Uσq1−

−1

8
Φσq1σq2σq4 −

1

2

(

−δs6
2

− δ16

)

ε6(σq1σq2 + σq1σq4 + σq2σq4)− (4.2)

−1

2

(

−δs6
2

+ δ16

)

ε6 +
1

2
(δa4 − δ14)ε4σq2σq4 −

1

2
(δa4 + δ14)ε4−

1

2
(δa5 − δ15)ε5(σq1σq4 − σq1σq2) +

x3j

β

]

,

tanh
βεx

q4

2
= tanh

β

2

[

−1

2
(V + δa6ε6)σq3 −

1

2
(V − δa6ε6)σq1 −

1

2
Uσq2−

−1

8
Φσq1σq2σq3 −

1

2

(

−δs6
2

− δ16

)

ε6(σq1σq2 + σq2σq3 + σq1σq3)−

−1

2

(

−δs6
2

+ δ16

)

ε6 −
1

2
(δa4 − δ14)ε4(σq1σq2 − σq2σq3)−

1

2
(δa5 − δ15)ε5σq1σq3 +

1

2
(δa5 + δ15)ε5 +

x4j

β

]

,

а xfj заданi виразами (2.6). Правi сторони (4.2) можуть бути запи-
санi у наступному виглядi:

tanh
βεx

q1

2
= P x

j1σq3 +Qx
j11σq2 +Qx

j12σq4 +Rx
j1σq2σq3σq4 +

+Mx
j11σq2σq3 +Mx

j12σq3σq4 +Nx
j1σq2σq4 + Lx

j1,

tanh
βεx

q2

2
= P x

j2σq4 +Qx
j21σq1 +Qx

j22σq3 +Rx
j2σq1σq3σq4 +

+Mx
j21σq4σq1 +Mx

j22σq3σq4 +Nx
j2σq1σq3 + Lx

j2, (4.3)

tanh
βεx

q3

2
= P x

j3σq1 +Qx
j31σq4 +Qx

j32σq2 +Rx
j3σq1σq2σq4 +

+Mx
j31σq1σq4 +Mx

j32σq1σq2 +Nx
j3σq2σq4 + Lx

j3,

tanh
βεx

q4

2
= P x

j4σq2 +Qx
j41σq3 +Qx

j42σq1 +Rx
j4σq1σq2σq3 +

+Mx
j41σq2σq3 +Mx

j42σq1σq2 +Nx
j4σq1σq3 + Lx

j4, (j = 4, 5).

Прирiвнюючи правi сторони виразiв (2.2) i (2.3), враховуючи, що
σqf = ±1, знаходимо спiввiдношення для коефiцiєнтiв P x

j1, . . . , L
x
j4:

P x
jf =

1

8
(lx1f − lx2f + nx

1f − nx
2f +mx

1f −mx
2f +mx

3f −mx
4f ),
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Qx
jf1 =

1

8
(lx1f − lx2f − nx

1f + nx
2f +mx

1f +mx
2f −mx

3f −mx
4f ),

Qx
jf2 =

1

8
(lx1f − lx2f − nx

1f + nx
2f −mx

1f −mx
2f +mx

3f +mx
4f ),

Rx
jf =

1

8
(lx1f − lx2f + nx

1f − nx
2f −mx

1f +mx
2f −mx

3f +mx
4f ),

Nx
jf =

1

8
(lx1f + lx2f + nx

1f + nx
2f −mx

1f −mx
2f −mx

3f −mx
4f ),(4.4)

Mx
jf1 =

1

8
(lx1f + lx2f − nx

1f − nx
2f +mx

1f −mx
2f −mx

3f +mx
4f ),

Mx
jf2 =

1

8
(lx1f + lx2f − nx

1f − nx
2f −mx

1f +mx
2f +mx

3f −mx
4f ),

Lx
jf =

1

8
(lx1f + lx2f + nx

1f + nx
2f +mx

1f +mx
2f +mx

3f +mx
4f ),

де використанi наступнi позначення:

lx
1 1

3

=tanh
β

2
[w+(δs6+δ16)ε6 ± δ14ε4+

1

β
x 1

3 j ],

lx
2 1

3

=tanh
β

2
[−w+(δs6+δ16)ε6 ± δ14ε4+

1

β
x 1

3 j ],

nx
1 1

3

=tanh
β

2
[(w − w1) − δ16)ε6 ± δ14ε4+

1

β
x 1

3 j ],

nx
2 1

3

=tanh
β

2
[−(w − w1) − δ16)ε6 ± δ14ε4+

1

β
x 1

3 j ],

mx
1 1

3

=tanh
β

2
[(ε− w) − (δa6+δ16)ε6 ± δa4ε4 ± (δa5 − δ15)ε5+

1

β
x 1

3 j ],

mx
2 1

3

=tanh
β

2
[−(ε− w) − (δa6+δ16)ε6 ± δa4ε4 ∓ (δa5 − δ15)ε5+

1

β
x 1

3 j ],

mx

3 1
3

=tanh
β

2
[(ε− w)+(δa6 − δ16)ε6 ± δa4ε4 ∓ (δa5 − δ15)ε5+

1

β
x 1

3 j ],

mx

4 1
3

=tanh
β

2
[−(ε− w)+(δa6 − δ16)ε6 ± δa4ε4 ± (δa5 − δ15)ε5+

1

β
x 1

3 j ],

lx
1 2

4

=tanh
β

2
[w+(δs6+δ16)ε6 ∓ δ15ε5+

1

β
x 2

4 j ],

lx
2 2

4

=tanh
β

2
[−w+(δs6+δ16)ε6 ∓ δ15ε5+

1

β
x 2

4 j ],

nx
1 2

4

=tanh
β

2
[(w − w1) − δ16)ε6 ∓ δ15ε5+

1

β
x 2

4 j ],

nx
2 2

4

=tanh
β

2
[−(w − w1) − δ16)ε6 ∓ δ15ε5+

1

β
x 2

4 j ],
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mx

1 2
4

=tanh
β

2
[(ε− w) − (δa6+δ16)ε6 ∓ (δa4 − δ14)ε4 ∓ δa5ε5+

1

β
x 2

4 j ],

mx

2 2
4

=tanh
β

2
[−(ε− w) − (δa6+δ16)ε6 ± (δa4 − δ14)ε4 ∓ δa5ε5+

1

β
x 2

4 j ],

mx

3 2
4

=tanh
β

2
[(ε− w) − (δa6 − δ16)ε6 ± (δa4 − δ14)ε4 ∓ δa5ε5+

1

β
x 2

4 j ],

mx
4 2

4

=tanh
β

2
[−(ε− w)+(δa6 − δ16)ε6 ∓ (δa4 − δ14)ε4 ∓ δa5ε5+

1

β
x 2

4 j ].

При наявностi поля Ei(i = 1, 2) функцiї розподiлу дейтронiв мають
вигляд

η
(1)
1
3

(j) = 〈σq
1
3
〉 =

1

Dj

{

sinhA1j + d sinhA2j ± aa6 sinhA3j ±

± a

a6
sinhA4j ± b [± sinhA5j ∓ sinhA6j + sinhA7j + sinhA8j ]

}

,

η
(1)
2
4

(j) = 〈σq
2
4
〉 =

1

Dj

{

sinhA1j − d sinhA2j ± aa6 sinhA3j ∓

∓ a

a6
sinhA4j + b [sinhA5j + sinhA6j ± sinhA7j ∓ sinhA8j ]

}

,

η
(3)
1
3

(j) = 〈σq
2
1
σq

3
2
σq

4
4
〉 =

1

Dj

{

sinhA1j + d sinhA2j ± aa6 sinhA3j ±

± a

a6
sinhA4j − b [± sinhA5j ∓ sinhA6j + sinhA7j + sinhA8j ]

}

, (4.5)

η
(3)
2
4

(j) = 〈σq
1
1
σq

3
2
σq

4
3
〉 =

1

Dj

{

sinhA1j − d sinhA2j ± aa6 sinhA3j ∓

∓ a

a6
sinhA4j − b [sinhA5j + sinhA6j ± sinhA7j ∓ sinhA8j ]

}

,

η
(2)
14
23

(j) = 〈σq
1
2
σq

4
3
〉 =

1

Dj

{

coshA1j − d coshA2j − aa6 coshA3j +

+
a

a6
coshA4j + b [± coshA5j ∓ coshA6j ∓ coshA7j ± coshA8j ]

}

,

η
(2)
12
34

(j) = 〈σq
1
3
σq

2
4
〉 =

1

Dj

{

coshA1j − d coshA2j + aa6 coshA3j −

− a

a6
coshA4j + b [± coshA5j ∓ coshA6j ± coshA7j ∓ coshA8j ]

}

,

η
(2)
13
24

(j) = 〈σq
1
2
σq

3
4
〉 =

1

Dj

{

coshA1j + d coshA2j − aa6 coshA3j −

− a

a6
coshA4j + b [∓ coshA5j ∓ coshA6j ± coshA7j ± coshA8j ]

}

.
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Враховуючи (4.3) на основi (4.1) i беручи до уваги симетрiю ста-
тичних функцiй розподiлу (4.5), отримуємо систему 14 рiвнянь для
залежних вiд часу унарних, потрiйних i парних функцiй розподiлу
ДСОФ:

α
d

dt

























































η
(1)x
1 (4)

η
(1)x
3 (4)

η
(1)x
2 (4)

η
(1)x
4 (4)

η
(3)x
1 (4)

η
(3)x
3 (4)

η
(3)x
2 (4)

η
(3)x
4 (4)

η
(2)x
14 (4)

η
(2)x
23 (4)

η
(2)x
12 (4)

η
(2)x
34 (4)

η
(2)x
13 (4)

η
(2)x
24 (4)
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ā11 ā12 . . . ā114

ā21 ā22 . . . ā214

ā31 ā32 . . . ā314

ā41 ā42 . . . ā414

ā51 ā52 . . . ā514

ā61 ā62 . . . ā614

ā71 ā72 . . . ā714

ā81 ā82 . . . ā814

ā91 ā92 . . . ā914

ā101 ā102 . . . ā1014

ā111 ā112 . . . ā1114

ā121 ā122 . . . ā1214

ā131 ā132 . . . ā1314

ā141 ā142 . . . ā1414

















































=

























































η
(1)x
1 (4)

η
(1)x
3 (4)

η
(1)x
2 (4)

η
(1)x
4 (4)

η
(3)x
1 (4)

η
(3)x
3 (4)

η
(3)x
2 (4)

η
(3)x
4 (4)

η
(2)x
14 (4)

η
(2)x
23 (4)

η
(2)x
12 (4)

η
(2)x
34 (4)

η
(2)x
13 (4)

η
(2)x
24 (4)

























































+

















































ā1

ā2

ā3

ā4

ā5

ā6

ā7

ā8

ā9

ā10

ā11

ā12

ā13

ā14

















































,

(4.6)
а коефiцiєнти системи (6.1) мають такий вигляд:

ā11 = −1, ā12 = P x
41, ā13 = Qx

411, ā14 = Qx
412,

ā15 = Rx
41, ā16 = 0, ā17 = 0, ā18 = 0,

ā19 = 0, ā110 = Mx
411, ā111 = 0, ā112 = Mx

412,
ā113 = 0, ā114 = Nx

41, ā1 = Lx
41,

ā21 = P x
43, ā22 = −1, ā23 = Qx

432, ā24 = Qx
431,

ā25 = 0, ā26 = Rx
43, ā27 = 0, ā28 = 0,

ā29 = Mx
431, ā210 = 0, ā211 = Mx

432, ā212 = 0,
ā213 = 0, ā214 = Nx

41, ā2 = Lx
43,

ā31 = Qx
421, ā32 = Qx

422, ā33 = −1, ā34 = P x
42,

ā35 = 0, ā36 = 0, ā37 = Rx
42, ā38 = 0,

ā39 = Mx
421, ā310 = 0, ā311 = 0, ā312 = Mx

422,
ā313 = Nx

42, ā314 = 0, ā3 = Lx
42,

ā41 = Qx
442, ā42 = Qx

441, ā43 = P x
44, ā44 = −1,

ā45 = 0, ā46 = 0, ā47 = 0, ā48 = Rx
44,

ā49 = 0, ā410 = Mx
441, ā411 = Mx

442, ā412 = 0,
ā413 = Nx

44, ā414 = 0, ā4 = Lx
44,
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ā51 = Rx
42 +Rx

43 +Rx
44, ā52 = px

42 + P x
44,

ā53 = Qx
431 +Qx

441, ā54 = Qx
422 +Qx

432,
ā55 = −3, ā56 = P x

43,
ā57 = Qx

421, ā58 = Qx
442,

ā59 = Nx
42 +Mx

432, ā510 = Lx
44,

ā511 = Mx
431 +Nx

44, ā512 = Lx
42,

ā513 = Mx
421 +Mx

442, ā514 = Lx
43,

ā5 = Mx
422 +Mx

441 +Nx
43,

ā61 = P x
42 + P x

44, ā62 = Rx
41 +Rx

42 +Rx
44,

ā63 = Qx
412 +Qx

442, ā64 = Qx
411 +Qx

421,
ā65 = P x

41, ā66 = −3,
ā67 = Qx

422, ā68 = Qx
441,

ā69 = Lx
42, ā610 = Mx

412 +Nx
44,

ā611 = Lx
44, ā612 = Mx

411 +Nx
42,

ā613 = Mx
422 +Mx

441, ā614 = Lx
41,

ā6 = Mx
421 +Mx

442 +Nx
41,

ā71 = Qx
431 +Qx

441, ā72 = Qx
412 +Qx

442,
ā73 = Rx

41 +Rx
43 +Rx

44, ā74 = P x
41 + P x

43,
ā75 = Qx

411, ā76 = Qx
432,

ā77 = −3, ā78 = P x
44,

ā79 = Lx
43, ā710 = Mx

442 +Nx
41,

ā711 = Mx
441 +Nx

43, ā712 = Lx
41,

ā713 = Lx
44, ā714 = Mx

411 +Mx
432,

ā7 = Mx
412 +Mx

431 +Nx
44,

ā81 = Qx
422 +Qx

432, ā82 = Qx
411 +Qx

421,
ā83 = P x

41 + P x
43, ā84 = Rx

41 +Rx
42 +Rx

43,
ā85 = Qx

412, ā86 = Qx
431,

ā87 = P x
42, ā88 = −3,

ā89 = Mx
442 +Nx

43, ā810 = Lx
41,

ā811 = Lx
43, ā812 = Mx

421 +Nx
41,

ā813 = Lx
42, ā814 = Mx

412 +Mx
431,

ā8 = Mx
411 +Mx

432 +Nx
42,
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ā91 = Lx
44, ā92 = Mx

412 +Nx
44,

ā93 = Mx
442 +Nx

41, ā94 = Lx
41,

ā95 = Mx
411, ā96 = 0,

ā97 = 0, ā98 = Mx
441,

ā99 = −2, ā910 = Rx
41 +Rx

44,
ā911 = P x

44, ā912 = P x
41,

ā913 = Qx
441, ā914 = Qx

411,
ā9 = Qx

412 +Qx
442,

ā101 = Mx
432 +Nx

42, ā102 = Lx
42,

ā103 = Lx
43, ā104 = Mx

422 +Nx
43,

ā105 = 0, ā106 = Mx
431,

ā107 = Mx
421, ā108 = 0,

ā109 = Rx
42 +Rx

43, ā1010 = −2,
ā1011 = P x

43, ā1012 = P x
42,

ā1013 = Qx
421, ā1014 = Qx

431,
ā10 = Qx

422 +Qx
432,

ā111 = Lx
42, ā112 = Mx

411 +Nx
42,

ā113 = Lx
41, ā114 = Mx

421 +Nx
41,

ā115 = Mx
412, ā116 = 0,

ā117 = Mx
422, ā118 = 0,

ā119 = P x
42, ā1110 = P x

41,
ā1111 = −2, ā1112 = Rx

41 +Rx
42,

ā1113 = Qx
422, ā1114 = Qx

412,
ā11 = Qx

411 +Qx
421,

ā121 = Mx
431 +Nx

44, ā122 = Lx
44,

ā123 = Mx
441 +Nx

43, ā124 = Lx
43,

ā125 = 0, ā126 = Mx
432,

ā127 = 0, ā128 = Mx
442,

ā129 = P x
43, ā1210 = P x

44,
ā1211 = Rx

43 +Rx
44, ā1212 = −2,

ā1213 = Qx
442, ā1214 = Qx

432,
ā12 = Qx

431 +Qx
441,
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ā131 = Lx
43, ā132 = Lx

41,
ā133 = Mx

411 +Mx
432, ā134 = Mx

412 +Mx
431,

ā135 = Nx
41, ā136 = Nx

43,
ā137 = 0, ā138 = 0,
ā139 = Qx

431, ā1310 = Qx
411,

ā1311 = Qx
432, ā1312 = Qx

412,
ā1313 = −2, ā1314 = Rx

41 +Rx
43,

ā13 = P x
41 + P x

43,
ā141 = Mx

421 +Mx
442, ā142 = Mx

422 +Mx
441,

ā143 = Lx
44, ā144 = Lx

42,
ā145 = 0, ā146 = 0,
ā147 = Nx

42, ā148 = Nx
44,

ā149 = Qx
421, ā1410 = Qx

441,
ā1411 = Qx

442, ā1412 = Qx
422,

ā1413 = Rx
42 +Rx

44, ā1414 = −2,
ā14 = P x

42 + P x
44.

В одночастинковому наближеннi з (4.1) маємо

d

dt
η
(1)
f (j) = − 1

α
η
(1)
f (j) +

1

α
tanh

1

2
z̄fj. (4.7)

5. Релаксацiйна динамiка механiчно затиснутих
кристалiв ДСОФ

Розглянемо на основi отриманих систем рiвнянь релаксацiйну дина-
мiку ДСОФ при наявностi поля E1 у випадку малих вiдхилень вiд
стану рiвноваги. В цьому випадку функцiї розподiлу та ефективнi
поля можна представити у виглядi суми двох доданкiв – рiвноваж-
них функцiй i їх вiдхилень вiд стану рiвноваги:

η
(1)x
f (4) = η̃(1)(4) + η

(1)x
ft (4), η

(3)x
f (4) = η̃(3)(4) + η

(3)x
ft (4),

η
(2)x
23
34

(4) = η̃
(2)
1
2

(4) + η
(2)x
23
34 t

(4), η
(2)x
12
41

(4) = η̃
(2)
2
1

(4) + η
(2)x
12
41 t

(4),

η
(2)x
13
24

(4) = η̃
(2)
3 (4) + η

(2)x
13
24 t

(4), (5.1)

x14 = x+ [−β∆41t + 2βν1η
(1)x
1t (4) + 2βν3η

(1)x
3t (4) + 2βν2η

(1)x
2t (4) +

+2βν2η
(1)x
4t (4) − βµ1E1t cos γ],

x34 = x+ [−β∆43t + 2βν3η
(1)x
1t (4) + 2βν1η

(1)x
3t (4) + 2βν2η

(1)x
2t (4) +

+2βν2η
(1)x
4t (4) + βµ1E1t cos γ],

x24 = x+ [−β∆42t + 2βν2η
(1)x
1t (4) + 2βν2η

(1)x
3t (4) + 2βν1η

(1)x
2t (4) +
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+2βν3η
(1)x
4t (4) + βµ2E1t sinγ],

x44 = x+ [−β∆44t + 2βν2η
(1)x
1t (4) + 2βν2η

(1)x
3t (4) + 2βν3η

(1)x
2t (4) +

+2βν3η
(1)x
4t (4) − βµ2E1t sinγ].

Розкладемо в ряд по
xx
4f

2 коефiцiєнти P x
6f , . . . , L

x
6f , i отримаємо:

P x
4f = P

(0)
6 +

x4ft

2
P

(1)
6 , Qx

41f = Q
(0)
61 +

x4ft

2
Q

(1)
61 ,

Qx
42f = R

(0)
62 +

x4ft

2
Q

(1)
6 , Rx

4f = R
(0)
6 +

x4ft

2
R

(1)
6 ,

Nx
4f = N

(0)
6 +

x4ft

2
N

(1)
6 , Mx

41f = M
(0)
61 +

x4ft

2
M

(1)
61 , (5.2)

Mx
42f = M

(0)
62 +

x4ft

2
M

(1)
62 , Lx

4f = L
(0)
6 +

x4ft

2
L

(1)
6 .

Коефiцiєнти розкладу P
(0)
6 , . . . , L

(1)
6 мають такий самий вигляд, як i

у випадку поздовжньої релаксацiї ДСОФ [10].
У випадку прикладання до кристалу поперечного поля E1t, вра-

ховуючи спiввiдношення (5.1) i (5.2), легко отримати систему рiвнянь

для залежних вiд часу рiзницевих функцiй розподiлу η
(1)x
(1−3)t(4) =

η
(1)x
1t (4)−η(1)x

3t (4); η
(1)x
(2−4)t(4) = η

(1)x
2t (4)−η(1)x

4t (4); η
(3)x
(1−3)t(4) = η

(3)x
1t (4)−

η
(3)x
3t (4); η

(3)x
(2−4)t(4) = η

(3)x
2t (4) − η

(3)x
4t (4); η

(2)x
1t (4) = η

(2)x
23t (4) − η

(2)x
14t (4);

η
(2)x
2t (4) = η

(2)x
34t (4) − η

(2)x
12t (4):

α
d

dt























η
(1)x
(1−3)t(4)

η
(1)x
(2−4)t(4)

η
(3)x
(1−3)t(4)

η
(3)x
(2−4)t(4)

η
(2)x
1t (4)

η
(2)x
2t (4)























=





















a
(0)
11 + βνaY

(1)
6 a

(0)
12 a

(0)
13 0 a

(0)
15 a

(0)
16

a
(0)
12 a

(0)
11 + βνaY

(1)
6 0 a

(0)
13 −a(0)

15 a
(0)
16

a
(0)
31 + βνaY

(3)
61 2a

(0)
12 + βνaY

(3)
62 a

(0)
33 a

(0)
12 a

(0)
35 a

(0)
36

2a
(0)
12 + βνaY

(3)
62 a

(0)
31 + βνaY

(3)
61 a

(0)
12 a

(0)
33 −a(0)

35 a
(0)
36

−(a
(0)
35 + βνaY

(2)
61 ) (a

(0)
35 + βνaY

(2)
61 ) −a(0)

15 a
(0)
15 a

(0)
55 0

−(a
(0)
36 + βνaY

(2)
62 ) −(a

(0)
36 + βνaY

(2)
62 ) −a(0)

16 a
(0)
16 0 a

(0)
55





















×
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×























η
(1)x
(1−3)t(4)

η
(1)x
(2−4)t(4)

η
(3)x
(1−3)t(4)

η
(3)x
(2−4)t(4)

η
(2)x
1t (4)

η
(2)x
2t (4)























− β

2
(∆43t − ∆41t)



















Y
(1)
6

0

Y
(3)
61

Y
(3)
62

−Y (2)
61

−Y (2)
62



















− (5.3)

−β
2

(∆44t − ∆42t)



















0

Y
(1)
6

Y
(3)
62

Y
(3)
61

Y
(2)
61

−Y (2)
62



















+βE1t





















Y
(1)
6 µ1 cos γ

Y
(1)
6 µ2 sinγ

Y
(3)
61 µ1 cos γ + Y

(3)
62 µ2 sin γ

Y
(3)
62 µ1 cos γ + Y

(3)
61 µ2 sin γ

−Y (2)
61 (µ1 cos γ − µ2 sinγ)

−Y (2)
62 (µ1 cos γ + µ2 sinγ)





















.

Тут використанi наступнi позначення:

a
(0)
11 = −(1 + P

(0)
6 ), a

(0)
12 = Q

(0)
61 −Q

(0)
62 , a

(0)
13 = R

(0)
6 ,

a
(0)
15 = M

(0)
61 , a

(0)
61 = M

(0)
62 , a

(0)
31 = 3R

(0)
6 − 2P

(0)
6 ,

a
(0)
33 = −(3 + P

(0)
6 ), a

(0)
35 = (−N (0)

6 −M
(0)
62 + L

(0)
6 ), (5.4)

a
(0)
36 = (−N (0)

6 −M
(0)
61 + L

(0)
6 ), a

(0)
55 = −(2 + 2R

(0)
6 ),

а

Y
(1)
6 =

(

P
(1)
6 +Q

(1)
61 +Q

(1)
62

)

η̃(1)(6) + R
(1)
6 η̃(3)(6) +M

(1)
61 η̃

(2)
1 (6) +

+M
(1)
62 η̃

(2)
2 (6) +N

(1)
6 η̃

(2)
3 (6) + L

(1)
6 ,

Y
(3)
61 = −

(

Q
(1)
61 +Q

(1)
62 +R

(1)
6

)

η̃(1)(6) − P
(1)
6 η̃(3)(6) −

−M (1)
62 η̃

(2)
1 (6) −M

(1)
61 η̃

(2)
2 (6) − L

(1)
6 η̃

(2)
3 (6) −N

(1)
6 ,

Y
(3)
62 =

(

Q
(1)
62 −Q(1)

61

)

η̃(1)(6)+
(

Q
(1)
61 −Q(1)

62

)

η̃(3)(6)+
(

N
(1)
6 −L(1)

6

)

η̃
(2)
1 (6)+

+
(

−N (1)
6 + L

(1)
6

)

η̃
(2)
2 (6) +

(

M
(1)
61 −M

(1)
62

)

η̃
(2)
3 (6) +

(

M
(1)
62 −M

(1)
61

)

,

Y
(2)
61 =

(

N
(1)
6 +M

(1)
62 + L

(1)
6

)

η̃(1)(6) +M
(1)
61 η̃

(3)(6) +R
(1)
6 η̃

(2)
1 (6) +

+P
(1)
6 η̃

(2)
2 (4) +Q

(1)
61 η̃

(2)
3 (4) +Q

(1)
62 ,

Y
(2)
62 =

(

N
(1)
6 +M

(1)
61 + L

(1)
6

)

η̃(1)(6) +M
(1)
62 η̃

(3)(6) + P
(1)
6 η̃

(2)
1 (6) +

+R
(1)
6 η̃

(2)
2 (6) +Q

(1)
62 η̃

(2)
3 (6) +Q

(1)
61 ,
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η̃(1)(6) =
1

D6
[sinh(2z6 + βδs6ε6) + 2b sinh(z6 − βδ16ε6)],

η̃(3)(6) =
1

D6
[sinh(2z6 + βδs6ε6) − 2b sinh(z6 − βδ16ε6)],

η̃
(2)
1 (6) =

1

D6
[cosh(2z6 + βδs6ε6) − aa6 +

a

a6
− d],

η̃
(2)
2 (6) =

1

D6
[cosh(2z6 + βδs6ε6) + aa6 −

a

a6
− d],

η̃
(2)
3 (6) =

1

D6
[cosh(2z6 + βδs6ε6) − aa6 −

a

a6
+ d],

де

D6 = cosh(2z6 + βδs6ε6) + 4b cosh(z6 − βδ16ε6) + aa6 +
a

a6
+ d,

z6 =
1

2
ln

1 + η̃(1)(6)

1 − η̃(1)(6)
+ βνcη̃

(1)(6) − βψ6ε6.

В одночастинковому наближеннi

α
d

dt
η
(1)x
(1−3)t(4) =

−[1 − βνar6]η
(1)x
(1−3)t(4) − β

(

∆41t − ∆43t

)

r6 + βµ1E1t cos γr6,

α
d

dt
η
(1)x
(2−4)t(4) =

−[1 − βνar6]η
(1)x
(2−4)t(4) − β

(

∆42t − ∆44t

)

r6 + βµ2E1t sinγr6. (5.5)

Виключаючи iз систем (5.3) i (5.5) параметри
(

∆41t − ∆43t

)

i
(

∆42t − ∆44t

)

, отримуємо наступну систему рiвнянь:

d

dt























η
(1)x
(1−3)t(4)

η
(1)x
(2−4)t(4)

η
(3)x
(1−3)t(4)

η
(3)x
(2−4)t(4)

η
(2)x
1t (4)

η
(2)x
2t (4)























=

















a11 a12 a13 0 a15 a16

a12 a11 0 a13 −a15 a16

a31 a32 a33 a34 a35 a36

a32 a31 a34 a33 −a35 a36

−a51 a51 −a53 a53 a55 0
−a61 −a61 −a63 −a63 0 a55

















×
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×























η
(1)x
(1−3)t(4)

η
(1)x
(2−4)t(4)

η
(3)x
(1−3)t(4)

η
(3)x
(2−4)t(4)

η
(2)x
1t (4)

η
(2)x
2t (4)























− βE1t

















a1µ1 cos γ
a1µ2 sin γ

a3µ1 cos γ + a2µ2 sin γ
a4µ1 cos γ + a3µ2 sin γ
a5(µ1 cos γ − µ2 sin γ)
a6(µ1 cos γ − µ2 sin γ)

















. (5.6)

Тут використанi наступнi позначення:

a11 =
1

α

[

a
(0)
11 + βνaY

(1)
6 −K

(1)
6 Ψx

6

]

, a12 =
1

α

[

a
(0)
12 −K

(1)
6 a

(0)
12

]

,

a13 =
1

α

[

a
(0)
13 −K

(1)
6 a

(0)
13

]

, a15 =
1

α

[

a
(0)
13 −K

(1)
6 a

(0)
15

]

,

a16 =
1

α

[

a
(0)
16 −K

(1)
6 a

(0)
16

]

, a1 =
1

α
K

(1)
6 r6,

a31 =
1

α

[

a
(0)
31 + βνaY

(3)
61 −K

(3)
61 Ψx

6 −K
(3)
62 a

(0)
12

]

,

a32 =
1

α

[

2a
(0)
12 + βνaY

(3)
62 −K

(3)
61 a

(0)
12 −K

(3)
62 Ψx

6

]

,

a33 =
1

α

[

a
(0)
33 −K

(3)
61 a

(0)
13

]

, a34 =
1

α

[

a
(0)
12 −K

(3)
62 a

(0)
13

]

,

a35 =
1

α

[

a
(0)
35 −K

(3)
61 a

(0)
15 +K

(3)
62 a

(0)
15

]

,

a36 =
1

α

[

a
(0)
36 −K

(3)
61 a

(0)
16 −K

(3)
62 a

(0)
16

]

, a3 =
1

α
K

(3)
61 r6, a4 =

1

α
K

(3)
62 r6,

a51 =
1

α

[

a
(0)
35 + βνaY

(2)
61 +K

(2)
61 a

(0)
12 −K

(2)
61 Ψx

6

]

,

a53 =
1

α

[

a
(0)
15 −K

(2)
61 a

(0)
13

]

, a55 =
1

α

[

a
(0)
55 + 2K

(2)
61 a

(0)
15

]

, a5 = − 1

α
K

(2)
61 r6,

a61 =
1

α

[

a
(0)
36 + βνaY

(2)
62 −K

(2)
62 a

(0)
12 −K

(2)
62 Ψx

6

]

,

a63 =
1

α

[

a
(0)
16 −K

(2)
62 a

(0)
13

]

, a66 =
1

α

[

a
(0)
55 + 2K

(2)
62 a

(0)
16

]

, a6 = − 1

α
K

(2)
62 r6,

де

K
(1)
6 = Y

(1)
6

(

Y
(1)
6 − 2r6

)−1

, K
(3)
61 = Y

(3)
61

(

Y
(1)
6 − 2r6

)−1

,

K
(3)
62 = Y

(3)
62

(

Y
(1)
6 − 2r6

)−1

,K
(2)
61 = Y

(2)
61

(

Y
(1)
6 − 2r6

)−1

,

K
(2)
62 = Y

(2)
62

(

Y
(1)
6 − 2r6

)−1

,

Ψx
6 = 1 + a

(0)
11 + βνa(Y

(1)
6 − r6), r6 = 1 − (η̃(1)(6))2.
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Отримана система рiвнянь (5.6) розпадається на двi системи вiднос-

но змiнних η
(1)x
±t (4) = η

(1)x
(1−3)t(4) ± η

(1)x
(2−4)t(4), η

(3)x
±t (4) = η

(3)x
(1−3)t(4) ±

η
(3)x
(2−4)t(4); η

(2)x
1
2t

(4), тобто

d

dt







η
(1)x
+t (4)

η
(3)x
+t (4)

η
(2)
2t (4)






=





a11 + a12 a13 2a16

a31 + a32 a33 + a34 2a36

−a61 −a63 a66











η
(1)x
+t (4)

η
(3)x
+t (4)

η
(2)
2t (4)






−

−βE1t(µ1 cos γ + µ2 sin γ)





a1

a3 + a4

a6



 , (5.7)

d

dt







η
(1)x
−t (4)

η
(3)x
−t (4)

η
(2)
1t (4)






=





a11 − a12 a13 2a15

a31 − a32 a33 − a34 2a35

−a51 −a53 a55











η
(1)x
−t (4)

η
(3)x
−t (4)

η
(2)
1t (4)






−

−βE1t(µ1 cos γ − µ2 sin γ)





a1

a3 − a4

a5



 . (5.8)

Розглянемо спочатку випадок E1t = 0. Розв’язуючи системи (5.7)
i (5.8), отримуємо однорiднi диференцiальнi рiвняння iз сталими ко-
ефiцiєнтами

...
η

(1)x

+t (4) +m2+

..
η
(1)x

+t (4) +m1+

.
η

(1)x

+t (4) +m0+η
(1)x
+t (4) = 0,

...
η

(1)x

−t (4) +m2−

..
η

(1)x

−t (4) +m1−

.
η
(1)x

−t (4) +m0−η
(1)x
−t (4) = 0, (5.9)

де

m2+ = −(a11 + a12 + a33 + a34 + a66),

m2− = −(a11 − a12 + a33 − a34 + a55),

m1+ =

∣

∣

∣

∣

a11 + a12 a13

a31 + a32 a33 + a34

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a11 + a12 2a16

−a61 a66

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a33 + a34 2a36

−a63 a66

∣

∣

∣

∣

,

m1− =

∣

∣

∣

∣

a11 − a12 a13

a31 − a32 a33 − a34

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a11 − a12 2a15

−a51 a55

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a33 − a34 2a35

−a53 a55

∣

∣

∣

∣

,

m0+ = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 + a12 a13 2a16

a31 + a32 a33 + a34 2a36

−a61 −a63 a66

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

m0− = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 − a12 a13 2a15

a31 − a32 a33 − a34 2a35

−a51 −a53 a55

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Загальний розв’язок рiвнянь (5.9) має вигляд

η
(1)x
+t (4) =

3
∑

i=1

Cx
i exp

(

− t

τx
i

)

, η
(1)x
−t (4) =

6
∑

j=4

Cx
j exp

(

− t

τx
j

)

, (5.10)

де τx
i,j – часи релаксацiй, причому

τx
i = −(qi+)−1, τx

j = −(qj−)−1,

а qi+, qj− – коренi характеристичних рiвнянь

+(q+)3 +m2+(q+)2 +m1+q+ +m0+ = 0,

+(q−)3 +m2−(q−)2 +m1−q− +m0− = 0.

Неоднорiднi ж системи рiвнянь (5.7) i (5.8) мають розв’язок

η
(1)x
(1−3)t(4) + η

(1)x
(2−4)t(4) =

3
∑

i=1

Cx
i exp

(

− t

τx
i

)

+

+
E1t

kBT
(µ1 cos γ + µ2 sinγ)

(iω)2m
(2)
+ + (iω)m

(1)
+ +m

(0)
+

(iω)3 + (iω)2m2+ + (iω)m1+ +m0+
,

η
(1)x
(1−3)t(4) − η

(1)x
(2−4)t(4) =

6
∑

j=4

Cx
j exp

(

− t

τx
j

)

+ (5.11)

+
E1t

kBT
(µ1 cos γ − µ2 sinγ)

(iω)2m
(2)
− + (iω)m

(1)
− +m

(0)
−

(iω)3 + (iω)2m2− + (iω)m1− +m0−
,

де

m
(2)
+ = −a, m(2)

− = −a1,

m
(1)
+ = −

(∣

∣

∣

∣

a13 a1

a33 + a34 a3 + a4

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2a16 a1

a66 a6

∣

∣

∣

∣

)

,

m
(1)
− = −

(∣

∣

∣

∣

a13 a1

a33 − a34 a3 − a4

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2a15 a1

a55 a5

∣

∣

∣

∣

)

,

m
(0)
+ = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a13 2a16 a1

a33 + a34 2a36 a3 + a4

−a63 a66 a6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

m
(0)
− = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a13 2a15 a1

a33 − a34 2a35 a3 − a4

−a53 a55 a6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Iз (5.11) отримуємо

η
(1)x
1t (4) − η

(1)x
3t (4) =

1

2





3
∑

i=1

Cx
i exp

(

− t

τx
i

)

+

6
∑

j=4

Cx
j exp

(

− t

τx
j

)



+

+
µ1 cos γ + µ2 sinγ

kB

1

2T
F

(1)
+ (ω)E1t +

µ1 cos γ − µ2 sin γ

kB

1

2T
F

(1)
− (ω)E1t,

η
(1)x
2t (4) − η

(1)x
4t (4) =

1

2





3
∑

i=1

Cx
i exp

(

− t

τx
i

)

−
6
∑

j=4

Cx
j exp

(

− t

τx
j

)



+

+
µ1 cos γ + µ2 sinγ

kB

1

2T
F

(1)
+ (ω)E1t −

µ1 cos γ − µ2 sin γ

kB

1

2T
F

(1)
− (ω)E1t,

(5.12)

де

F
(1)
± (ω) =

(iω)2m
(2)
± + (iω)m

(1)
± +m

(0)
±

(iω)3 + (iω)2m2± + (iω)m1± +m0±
.

Отже, якщо до кристалу ДСОФ прикладено поперечне поле E1t, то
динамiчна сприйнятливiсть механiчно затиснутого кристалу

χε
11(ω, T ) = χε0

11 +
µ1 cos γ

v

d

dE1t

1

2

[

η
(1)x
3t (4) − η

(1)x
1t (4)

]

+

+
µ2 sinγ

v

d

dE1t

1

2

[

η
(1)x
4t (4) − η

(1)x
2t (4)

]

=

= χε0
11 + v̄

(µ1 cos γ + µ2 sin γ)2

v2

1

4T
F

(1)
+ (ω) +

+v̄
(µ1 cos γ − µ2 sin γ)2

v2

1

4T
F

(1)
− (ω).

Оскiльки кут γ дуже малий, то

χε
11(ω, T ) = χε0

11 + v̄
µ2

1

v2

1

4T



















3
∏

j=1

τx
j [(iω)2m

(2)
+ + (iω)m

(1)
+ +m

(0)
+ ]

3
∏

j=1

(1 + iωτx
j )

+

+

6
∏

j=4

τx
j [(iω)2m

(2)
− + (iω)m

(1)
− +m

(0)
− ]

6
∏

j=4

(1 + iωτx
j )



















= (5.13)
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= χε0
11 +

3
∑

j=1

χ1j

1 + iωτx
j

+

6
∑

j=4

χ1j

1 + iωτx
j

. (5.14)

Коефiцiєнти χ1i задовольняють наступнi системи рiвнянь:




m11 m12 m13

−m21 −m22 −m23

m31 m32 m33









χ11

χ12

χ13



 = −





m1

m2

m3



 ;





m41 m42 m43

−m51 −m52 −m53

m61 m62 m63









χ14

χ15

χ16



 = −





m4

m5

m6



 ,

де

m11 = rx
2 r

x
3 , m12 = rx

1r
x
3 , m13 = rx

1r
x
2 ;

m21 = rx
2 + rx

3 , m22 = rx
1 + rx

3 , m23 = rx
1 + rx

2 ;

m41 = rx
5 + rx

6 , m42 = rx
4 r

x
6 , m43 = rx

4 r
x
5 ;

m51 = rx
5 + rx

6 , m52 = rx
4 + rx

6 , m53 = rx
4 + rx

5 ;

m31 = m32 = m33 = m61 = m62 = m63 = 1;

m1 = v̄
µ2
⊥

v2

1

2T
τx
1 τ

x
2 τ

x
3m

(2)
+ , m4 = v̄

µ2
⊥

v2

1

2T
τx
4 τ

x
5 τ

x
6m

(2)
− ,

m2 = v̄
µ2
⊥

v2

1

2T
τx
1 τ

x
2 τ

x
3m

(1)
+ , m5 = v̄

µ2
⊥

v2

1

2T
τx
4 τ

x
5 τ

x
6m

(1)
− ,

m3 = v̄
µ2
⊥

v2

1

2T
τx
1 τ

x
2 τ

x
3m

(0)
+ , m6 = v̄

µ2
⊥

v2

1

2T
τx
4 τ

x
5 τ

x
6m

(0)
− .

Вiдповiдно, комплексна поперечна дiелектрична проникнiсть ДСОФ

εε′

11(ω, T ) = ε∞1 +

6
∑

i=1

4πχ1i

1 + (ωτx
i )2

, εε′′

11 (ω, T ) =

6
∑

i=1

4πχ1iωτ
x
i

1 + (ωτx
i )2

. (5.15)

6. Поперечнi динамiчнi характеристики механiчно
вiльного кристалу MD2XO4

Розглянемо коливання тонкої квадратної пластинки кристалу
ДСОФ, яка вирiзана в площинi [1,0,0] зi сторонами завдовжки l пiд
дiєю зовнiшнiх змiнних електричного поля E1t = E1e

iωt або зсувної
напруги σ4t = σ4e

iωt. Такi зовнiшнi поля, окрiм зсувної деформа-
цiї ε4, iндукують у кристалi ще й дiагональнi компоненти тензора
деформацiї εi. Однак для простоти розгляду динамiчних характе-
ристик будемо нехтувати дiагональними деформацiями. Спонтанну
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деформацiю ε6 вважатимемо незалежною вiд часу. У глауберiвсь-
кому пiдходi система рiвнянь для часозалежних функцiй розподiлу
квазiспiнової пiдсистеми MD2XO4 має вигляд (4.6).

Динамiку деформацiйних процесiв у кристалi будемо описувати
мовою класичних рiвнянь руху елементарного об’єму кристалу, якi
мають наступний вигляд:

ρ
∂2ui

∂t2
=
∑

k

∂σik

∂xk

, (6.1)

де ρ – густина кристалу, ui – змiщення елементарного об’єму вздовж
осi xi, σik – механiчна напруга. Зсувну деформацiю ε4 визначають
змiщення u2 та u3:

ε4 =
∂u2

∂z
+
∂u3

∂y
. (6.2)

У нашому випадку вiдмiнною вiд нуля є зсувна напруга σ4 = σ23,
яка має наступний вигляд:

σ4 =cE0
44 ε4−e014E1−

2ψ̃4

v̄

1

2

[

η
(1)
1 (4) − η

(1)
3 (4)

]

− 2δ̃a4

v̄D4
κ

a
s14−

2δ̃14
v̄D4

κ
b
s24.

Отже,

ρ
∂2u2

∂t2
= cE0

44

∂ε4
∂z

− ψ̃4

v̄

[

∂η
(1)
1 (4)

∂z
− ∂η

(1)
3 (4)

∂z

]

−

−2δ̃a4

v̄

∂

∂z

(

κ
a
s14

D4

)

− 2δ̃14
v̄

∂

∂z

(

κ
b
s24

D4

)

, (6.3)

ρ
∂2u3

∂t2
= cE0

44

∂ε4
∂y

− 2ψ̃4

v̄

[

∂η
(1)
1 (4)

∂y
− ∂η

(1)
3 (4)

∂y

]

−

−2δ̃a4

v̄D4

∂κ
a
s14

∂y
− 2δ̃14
v̄D4

∂κ
b
s24

∂y
.

При малих вiдхиленнях вiд стану рiвноваги видiлимо в системах
(4.6) i (6.2) статичну i часозалежну частини, записавши функцiї роз-
подiлу, ефективнi поля, змiщення u2 i u3 i деформацiю ε4 у виглядi
двох доданкiв – рiвноважних функцiй i їх вiдхилень вiд стану рiвно-
ваги:

η
(1)x
f (4) = η(1)(6) + η

(1)x
ft (4), η

(3)x
f (4) = η(3)(6) + η

(3)x
ft (4),

η
(2)x
14
23

(4) = η
(2)
1 (6) + η

(2)x
14t
23t

(4), η
(2)x
12
34

(4) = η
(2)
2 (6) + η

(2)x
12t
34t

(4),
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η
(2)x
13
24

(4) = η
(2)
3 (6) + η

(2)x
13t
24t

(4), u2,3 = ũ2,3 + u2,3t, (6.4)

ε4 = ε̃4 + ε4t = ε̃4 +
∂u2t

∂z
+
∂u3t

∂y
, ∆4f = ∆̃4f + ∆4ft.

Розкладемо коефiцiєнти P x
41, . . . , L

x
44 (4.4) у ряд за часозалежними

доданками:

P x

4 1
3

= P
(0)
6 +

(

−
β∆4 1

3 t

2
∓ βµ1

2
cos γE1t

)

P
(1)
6 +

+
[

βν 1
3
η
(1)x
1t (4) + βν 3

1
η
(1)x
3t (4) + βν2η

(1)x
2t (4) + βν2η

(1)x
4t (4)

]

P
(1)
6 +

+
(

∓βψ4P
(1)
6 ± βδ14P

(1)
41 ± βδa4M

(1)
a

)

ε4t,

Qx
4 1

3 1
= Q

(0)
61 +

(

−
β∆4 1

3 t

2
∓ βµ1

2
cos γE1t

)

Q
(1)
61 +

+
[

βν 1
3
η
(1)x
1t (4) + βν 3

1
η
(1)x
3t (4) + βν2η

(1)x
2t (4) + βν2η

(1)x
4t (4)

]

Q
(1)
61 +

+
(

∓βψ4Q
(1)
61 ± βδ14Q

(1)
41 ± βδa4L

(1)
a

)

ε4t,

Qx

4 1
3 2

= Q
(0)
62 +

(

−
β∆4 1

3 t

2
∓ βµ1

2
cos γE1t

)

Q
(1)
62 +

+
[

βν 1
3
η
(1)x
1t (4) + βν 3

1
η
(1)x
3t (4) + βν2η

(1)x
2t (4) + βν2η

(1)x
4t (4)

]

Q
(1)
62 +

+
(

∓βψ4Q
(1)
62 ± βδ14Q

(1)
41 ∓ βδa4L

(1)
a

)

ε4t,

Rx
4 1

3

= R
(0)
6 +

(

−
β∆4 1

3 t

2
∓ βµ1

2
cos γE1t

)

R
(1)
6 +

+
[

βν 1
3
η
(1)x
1t (4) + βν 3

1
η
(1)x
3t (4) + βν2η

(1)x
2t (4) + βν2η

(1)x
4t (4)

]

R
(1)
6 +

+
(

∓βψ4R
(1)
6 ± βδ14P

(1)
41 ∓ βδa4M

(1)
a

)

ε4t,

Nx

4 1
3

= N
(0)
6 +

(

−
β∆4 1

3 t

2
∓ βµ1

2
cos γE1t

)

N
(1)
6 +

+
[

βν 1
3
η
(1)x
1t (4) + βν 3

1
η
(1)x
3t (4) + βν2η

(1)x
2t (4) + βν2η

(1)x
4t (4)

]

N
(1)
6 +

+
(

∓βψ4N
(1)
6 ± βδ14N

(1)
41 ∓ βδa4Q

(1)
a

)

ε4t,

Mx
4 1

3 1
= M

(0)
61 +

(

−
β∆4 1

3 t

2
∓ βµ1

2
cos γE1t

)

M
(1)
61 +



38 Препринт

+
[

βν 1
3
η
(1)x
1t (4) + βν 3

1
η
(1)x
3t (4) + βν2η

(1)x
2t (4) + βν2η

(1)x
4t (4)

]

M
(1)
61 +

+
(

∓βψ4M
(1)
61 ± βδ14M

(1)
41 ± βδa4P

(1)
a

)

ε4t,

Mx
4 1

3 2
= M

(0)
62 +

(

−
β∆4 1

3 t

2
∓ βµ1

2
cos γE1t

)

M
(1)
62 +

+
[

βν 1
3
η
(1)x
1t (4) + βν 3

1
η
(1)x
3t (4) + βν2η

(1)x
2t (4) + βν2η

(1)x
4t (4)

]

M
(1)
62 +

+
(

∓βψ4M
(1)
62 ± βδ14M

(1)
41 ± βδa4P

(1)
a

)

ε4t,

Lx
4 1

3

= L
(0)
6 +

(

−
β∆4 1

3 t

2
∓ βµ1

2
cos γE1t

)

L
(1)
6 +

+
[

βν 1
3
η
(1)x
1t (4) + βν 3

1
η
(1)x
3t (4) + βν2η

(1)x
2t (4) + βν2η

(1)x
4t (4)

]

L
(1)
6 +

+
(

∓βψ4L
(1)
6 ± βδ14N

(1)
41 ± βδa4Q

(1)
a

)

ε4t,

P x

4 2
4

= P
(0)
6 +

(

−
β∆4 2

4 t

2
∓ βµ2

2
sinγE1t

)

P
(1)
6 +

+
[

βν2η
(1)x
1t (4) + βν2η

(1)x
3t (4) + βν 1

3
η
(1)x
2t (4) + βν 3

1
η
(1)x
4t (4)

]

P
(1)
6 +

−
(

∓βδ14L(1)
a ± βδa4L

(1)
a

)

ε4t,

Qx
4 2

4 1
= Q

(0)
61 +

(

−
β∆4 2

4 t

2
∓ βµ2

2
sin γE1t

)

Q
(1)
61 +

+
[

βν2η
(1)x
1t (4) + βν2η

(1)x
3t (4) + βν 1

3
η
(1)x
2t (4) + βν 3

1
η
(1)x
4t (4)

]

Q
(1)
61 +

−
(

∓βδ14M (1)
a ± βδa4M

(1)
a

)

ε4t,

Qx

4 2
4 2

= Q
(0)
62 +

(

−
β∆4 2

4 t

2
∓ βµ2

2
sin γE1t

)

Q
(1)
62 +

+
[

βν2η
(1)x
1t (4) + βν2η

(1)x
3t (4) + βν 1

3
η
(1)x
2t (4) + βν 3

1
η
(1)x
4t (4)

]

Q
(1)
62 +

−
(

±βδ14M (1)
a ∓ βδa4M

(1)
a

)

ε4t,

Rx
4 2

4

= R
(0)
6 +

(

−
β∆4 2

4 t

2
∓ βµ2

2
sin γE1t

)

R
(1)
6 +

+
[

βν2η
(1)x
1t (4) + βν2η

(1)x
3t (4) + βν 1

3
η
(1)x
2t (4) + βν 3

1
η
(1)x
4t (4)

]

R
(1)
6 +
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−
(

±βδ14L(1)
a ∓ βδa4L

(1)
a

)

ε4t,

Nx

4 2
4

= N
(0)
6 +

(

−
β∆4 2

4 t

2
∓ βµ2

2
sin γE1t

)

N
(1)
6 +

+
[

βν2η
(1)x
1t (4) + βν2η

(1)x
3t (4) + βν 1

3
η
(1)x
2t (4) + βν 3

1
η
(1)x
4t (4)

]

N
(1)
6 +

−
(

±βδ14P (1)
a ∓ βδa4P

(1)
a

)

ε4t,

Mx
4 2

4 1
= M

(0)
61 +

(

−
β∆4 2

4 t

2
∓ βµ2

2
sin γE1t

)

M
(1)
61 +

+
[

βν2η
(1)x
1t (4) + βν2η

(1)x
3t (4) + βν 1

3
η
(1)x
2t (4) + βν 3

1
η
(1)x
4t (4)

]

M
(1)
61 +

−
(

∓βδ14Q(1)
a ± βδa4Q

(1)
a

)

ε4t,

Mx
4 2

4 2
= M

(0)
62 +

(

−
β∆4 2

4 t

2
∓ βµ2

2
sin γE1t

)

M
(1)
62 +

+
[

βν2η
(1)x
1t (4) + βν2η

(1)x
3t (4) + βν 1

3
η
(1)x
2t (4) + βν 3

1
η
(1)x
4t (4)

]

M
(1)
62 +

−
(

±βδ14Q(1)
a ∓ βδa4Q

(1)
a

)

ε4t,

Lx

4 2
4

= L
(0)
6 +

(

−
β∆4 2

4 t

2
∓ βµ2

2
sinγE1t

)

L
(1)
6 +

+
[

βν2η
(1)x
1t (4) + βν2η

(1)x
3t (4) + βν 1

3
η
(1)x
2t (4) + βν 3

1
η
(1)x
4t (4)

]

L
(1)
6 +

−
(

∓βδ14P (1)
a ± βδa4P

(1)
a

)

ε4t,

де коефiцiєнти P
(0)
6 , . . . , L

(1)
6 наведенi в [10], а

P
(1)
41 =

1

2

(

l
(1)
12− + n

(1)
12−

)

, M (1)
a =

1

2

(

m
(1)
14− +m

(1)
32−

)

,

Q
(1)
41 =

1

2

(

l
(1)
12− − n

(1)
12−

)

, L(1)
a =

1

2

(

m
(1)
14− −m

(1)
32−

)

,

N
(1)
41 =

1

2

(

l
(1)
12+ + n

(1)
12+

)

, Q(1)
a =

1

2

(

m
(1)
14+ +m

(1)
32+

)

,

M
(1)
41 =

1

2

(

l
(1)
12+ − n

(1)
12+

)

, P (1)
a =

1

2

(

m
(1)
14+ −m

(1)
32+

)

.

В результатi, виключаючи параметри ∆4ft, отримуємо для часоза-

лежних рiзницевих функцiй розподiлу η
(1)x
(1−3)t(4) = η

(1)x
1t (4)−η(1)x

3t (4),

η
(1)x
(2−4)t(4) = η

(1)x
2t (4) − η

(1)x
4t (4), η

(3)x
(1−3)t(4) = η

(3)x
1t (4) − η

(3)x
3t (4),
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η
(3)x
(2−4)t(4) = η

(3)x
2t (4)− η

(3)x
4t (4), η

(2)x
1t (4) = η

(2)x
23t (4)− η

(2)x
14t (4), η

(2)x
2t (4) =

η
(2)x
34t (4) − η

(2)x
12t (4) систему рiвнянь у наступному виглядi:

d

dt























η
(1)x
(1−3)t(4)

η
(1)x
(2−4)t(4)

η
(3)x
(1−3)t(4)

η
(3)x
(2−4)t(4)

η
(2)x
1t (4)

η
(2)x
2t (4)























=

















a11 a12 a13 0 a15 a16

a12 a11 0 a13 −a15 a16

a31 a32 a33 a34 a35 a36

a32 a31 a34 a33 −a35 a36

−a51 a51 −a53 a53 a55 0
−a61 −a61 −a63 −a63 0 a66

















×

×























η
(1)x
(1−3)t(4)

η
(1)x
(2−4)t(4)

η
(3)x
(1−3)t(4)

η
(3)x
(2−4)t(4)

η
(2)x
1t (4)

η
(2)x
2t (4)























− E1t

kBT

















a1µ1 cos γ
a1µ2 sinγ

a3µ1 cos γ + a4µ2 sinγ
a4µ1 cos γ + a3µ2 sinγ
a5(µ1 cos γ − µ2 sin γ)
a6(µ1 cos γ + µ2 sin γ)

















− (6.5)

−βψ4ε4t

















2a1

0
2a3

2a4

2a5

2a6

















− βδ14ε4t

















a141

a142

a143

a144

a145

a146

















− βδa4ε4t

















aa41

aa42

aa43

aa44

aa45

aa46

















,

де коефiцiєнти a11, . . . , a6 спiвпадають з коефiцiєнтами в системi (3.6)
[10], а

a141 =
1

α
2Y

(1)
141

(

K
(1)
6 − 1

)

,

a142 =
1

α
2Y

(1)
142

(

K
(1)
6 − 1

)

,

a143 =
2

α

(

K
(3)
61 Y

(1)
141 +K

(3)
62 Y

(1)
142 − Y

(3)
141

)

,

a144 =
2

α

(

K
(3)
62 Y

(1)
141 +K

(3)
61 Y

(1)
142 − Y

(3)
142

)

,

a145 =
2

α

(

K
(2)
61 Y

(1)
142 −K

(2)
61 Y

(1)
141 − Y

(2)
141

)

,

a146 = − 2

α

(

K
(2)
62 Y

(1)
142 +K

(2)
62 Y

(1)
141 + Y

(2)
142

)

,

aa41 =
1

α
2Y

(1)
a41

(

K
(1)
6 − 1

)

,
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aa42 =
1

α
2Y

(1)
a42

(

K
(1)
6 − 1

)

,

aa43 =
2

α

(

K
(3)
61 Y

(1)
a41 +K

(3)
62 Y

(1)
a42 − Y

(3)
a41

)

,

aa44 =
2

α

(

K
(3)
62 Y

(1)
a41 +K

(3)
61 Y

(1)
a42 − Y

(3)
a42

)

,

aa45 =
2

α

(

K
(2)
61 Y

(2)
a42 −K

(2)
61 Y

(2)
a41 − Y

(2)
a41

)

,

aa46 = − 2

α

(

K
(2)
62 Y

(1)
a42 +K

(2)
62 Y

(1)
a41 + Y

(2)
a42

)

,

i

Y
(1)
141 = −

[(

P
(1)
41 + 2Q

(1)
41

)

η(1)(6) + P
(1)
41 η

(3)(6) +M
(1)
41 η

(2)
1 (6) +

M
(1)
41 η

(2)
2 (6) +N

(1)
41 η

(2)
3 (6) +N

(1)
41

]

−Y (1)
142 = −Y (3)

142 = Y
(1)
a42 = L(1)

a η(1)(6) − L(1)
a η(3)(6) +Q(1)

a η
(2)
1 (6) −

−Q(1)
a η

(2)
2 (6) − P (1)

a η
(2)
3 (6) + P (1)

a ,

Y
(3)
141 =

(

P
(1)
41 + 2Q

(1)
41 + 2M (1)

a

)

η(1)(6) +
(

P
(1)
41 − 2M (1)

a

)

η(3)(6) +

+
(

M
(1)
41 + 2P (1)

a

)

η
(2)
1 (6) +

(

M
(1)
41 − 2P (1)

a

)

η
(2)
2 (6) +

+
(

N
(1)
41 − 2Q(1)

a

)

η
(2)
3 (6) +

(

N
(1)
41 + 2Q(1)

a

)

,

Y
(2)
141 = Y

(2)
142 =

(

2N
(1)
41 +M

(1)
41 +Q(1)

a

)

η(1)(6) +

+
(

M
(1)
41 −Q(1)

a

)

η(3)(6) +
(

P
(1)
41 + L(1)

a

)

η
(2)
1 (6) +

+
(

P
(1)
41 − L(1)

a

)

η
(2)
2 (6) +

(

Q
(1)
41 −M (1)

a

)

η
(2)
3 (6) +

(

Q
(1)
41 +M (1)

a

)

,

Y
(1)
a41 = −M (1)

a η(1)(6) +M (1)
a η(3)(6) − P (1)

a η
(2)
1 (6) +

+P (1)
a η

(2)
2 (6) +Q(1)

a η
(2)
3 (6) −Q(1)

a ,

Y
(3)
a41 = 3Y

(1)
a41, Y

(3)
a42 = −3Y

(1)
142 ,

Y
(2)
a41 = −

(

P (1)
a +Q(1)

a

)

η(1)(6) +
(

P (1)
a +Q(1)

a

)

η(3)(6) −

−
(

M (1)
a + L(1)

a

)

η
(2)
1 (6) +

(

M (1)
a + L(1)

a

)

η
(2)
2 (6) +

+
(

M (1)
a + L(1)

a

)

η
(2)
3 (6) −

(

M (1)
a + L(1)

a

)

,

Y
(2)
a42 =

(

P (1)
a −Q(1)

a

)

η(1)(6) +
(

−P (1)
a +Q(1)

a

)

η(3)(6) +

+
(

M (1)
a − L(1)

a

)

η
(2)
1 (6) +

(

−M (1)
a + L(1)

a

)

η
(2)
2 (6) +
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+
(

M (1)
a − L(1)

a

)

η
(2)
3 (6) +

(

−M (1)
a + L(1)

a

)

.

Систему рiвнянь (6.5) можна записати у виглядi двох систем рiв-

нянь вiдносно змiнних η
(1)x
±t (4) = η

(1)x
(1−3)t(4) ± η

(1)x
(2−4)t(4), η

(3)x
±t (4) =

η
(3)x
(1−3)t(4) ± η

(3)x
(2−4)t(4), η

(2)x
1
2 t

(4) i ε4t, тобто

d

dt







η
(1)x
+t (4)

η
(3)x
+t (4)

η
(2)x
2t (4)






=





a11 + a12 a13 2a16

a31 + a32 a33 + a34 2a36

−a61 −a63 a66











η
(1)x
+t (4)

η
(3)x
+t (4)

η
(2)x
2t (4)






−

−βE1t(µ1 cos γ + µ2 sinα)





a1

a3 + a4

a6



−βψ4ε4t





2a1

2(a3 + a4)
2a6



− (6.6)

−βδ14ε4t





a141 + a142

a143 + a144

a146



− βδa4ε4t





aa41 + aa42

aa43 + aa44

aa46



 ,

d

dt







η
(1)x
−t (4)

η
(3)x
−t (4)

η
(2)
1t (4)






=





a11 − a12 a13 2a15

a31 − a32 a33 − a34 2a35

−a51 −a53 a55











η
(1)x
−t (4)

η
(3)x
−t (4)

η
(2)
1t (4)






−

−βE1t(µ1 cos γ − µ2 sin γ)





a1

a3 − a4

a5



−βψ4ε4t





2a1

2(a3 − a4)
2a5



− (6.7)

−βδ14ε4t





a141 − a142

a143 − a144

a145



− βδa4ε4t





aa41 − aa42

aa43 − aa44

aa45



 .

Враховуючи вирази (6.4), рiвняння для змiщень (6.3) запишемо у
наступному виглядi:

ρ
∂2u2t

∂t2
= c14

∂ε4t

∂z
+ c24

∂

∂z

1

2

[

η
(1)
1t (4) − η

(1)
3t (4)

]

+

c34
∂

∂z

1

2

[

η
(1)
2t (4) − η

(1)
4t (4)

]

,

ρ
∂2u3t

∂t2
= c14

∂ε4t

∂e
+ c24

∂

∂y

1

2

[

η
(1)
1t (4) − η

(1)
3t (4)

]

+

c34
∂

∂y

1

2

[

η
(1)
2t (4) − η

(1)
4t (4)

]

, (6.8)
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де використанi наступнi позначення:

c14 = cE0
44 +

2ψ̃4

v̄DT
(δ̃a4κ

a
1 + δ̃142κ

b) − 2

v̄DT
(δ̃2a4κ

a
1 + δ̃2142κ

b),

c24 = −2ψ̃4

v̄
+

2ϕη
a

v̄D
(δ̃a4κ

a
1 + δ̃142κ

b),

c34 =
2ϕη

a

v̄D
δ̃a4κ

a
2 .

Розв’язки систем (6.6)–(6.8) шукатимемо у виглядi гармонiчних
хвиль:

η
(1)x
(1−3)

(2−4)
t
(4) = η

(1)x
(1−3)

(2−4)
E

(4, y, z)eiω, η
(3)x
(1−3)

(2−4)
t
(4) = η

(3)x
(1−3)

(2−4)
E

(4, y, z)eiω,

η
(2)x
1
2t

(4) = η
(2)x
1
2E

(4, y, z)eiω,

ε4t = ε4E(y, z)eiω, u2t = u2(z)e
iω, u3t = u3(y)e

iω (6.9)

В результатi, розв’язуючи системи рiвнянь (6.6)–(6.8) з врахуванням
(6.9), отримуємо, що

η
(1)x
(3−1)
(4−2)

E
(4, y, z) =

βµ1

2
cos γ

[

F
(1)
+ (ω) ± F

(1)
− (ω)

]

E1 +

+
βµ2

2
sinγ

[

F
(1)
+ (ω) ∓ F

(1)
− (ω)

]

E1 +

+

{

βψ4

2

[

F
(1)
4+ (ω) ± F

(1)
4− (ω)

]

+
βδ14

2

[

F
(1)
14+(ω) ± F

(1)
14−(ω)

]

∓

∓βδa4

2

[

F
(1)
a4+(ω) ± F

(1)
a4−(ω)

]

}

ε4E(y, z),

де використанi наступнi позначення:

F
(1)
4± =

(iω)2m
(2)
4± + (iω)m

(1)
4± +m

(0)
4±

(iω)3 + (iω)2m2± + (iω)m1± +m0±
,

F
(1)
14± =

(iω)2m
(2)
14± + (iω)m

(1)
14± +m

(0)
14±

(iω)3 + (iω)2m2± + (iω)m1± +m0±
,

F
(1)
a4± =

(iω)2m
(2)
a4± + (iω)m

(1)
a4± +m

(0)
a4±

(iω)3 + (iω)2m2± + (iω)m1± +m0±
,

а

m
(2)
4± = −2a1, m

(2)
14± = −(a141 ± a142), m

(2)
a4± = −(aa41 ± aa42),
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m
(1)
4+ = −

(∣

∣

∣

∣

a13 2a1

a33 + a34 2(a3 + a4)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2a16 2a1

a66 2a6

∣

∣

∣

∣

)

,

m
(1)
4− = −

(∣

∣

∣

∣

a13 2a1

a33 − a34 2(a3 − a4)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2a15 2a1

a55 2a5

∣

∣

∣

∣

)

,

m
(1)
14+ = −

(∣

∣

∣

∣

a13 a141 + a142

a33 + a34 a143 + a144

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2a16 a141 + a142

a56 2a146

∣

∣

∣

∣

)

,

m
(1)
14− = −

(∣

∣

∣

∣

a13 a141 − a142

a33 − a34 a143 − a144

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2a15 a141 − a142

a55 2a145

∣

∣

∣

∣

)

,

m
(1)
a4+ = −

(∣

∣

∣

∣

a13 aa41 + aa42

a33 + a34 aa43 + aa44

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2a16 aa41 + aa42

a66 2aa46

∣

∣

∣

∣

)

,

m
(1)
a4− = −

(∣

∣

∣

∣

a13 aa41 − aa42

a33 − a34 aa43 − aa44

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2a15 aa41 − aa42

a55 2aa45

∣

∣

∣

∣

)

,

m
(0)
4+ = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a13 2a16 2a1

a33 + a34 2a36 2(a3 + a4)
−a63 a66 2a6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

m
(0)
4− = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a13 2a15 2a1

a33 − a34 2a35 2(a3 − a4)
−a53 a55 2a5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

m
(0)
14+ = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a13 2a16 a141 + a142

a33 + a34 2a36 a143 + a144

−a63 a66 2a146

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

m
(0)
14− = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a13 2a15 a141 − a142

a33 − a34 2a35 a143 − a144

−a53 a55 2a145

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

m
(0)
a4+ = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a13 2a16 aa41 + aa42

a33 + a34 2a36 aa43 + aa44

−a63 a66 aa46

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

m
(0)
a4− = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a13 2a15 aa41 − aa42

a33 − a34 2a35 aa43 − aa44

−a53 a55 aa45

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Враховуючи вирази (6.8) i (6.9), отримуємо хвильовi рiвняння для
u2, u3 в наступному виглядi:

cE44(ω)
∂2u2

∂z2
+ ρω2u2 = 0, cE44(ω)

∂2u3

∂y2
+ ρω2u3 = 0, (6.10)

де

c444(ω) = cE0
44 +

2ψ̃4

v̄DT
(δ̃a4κ

a
1 + δ̃142κ

b) − 2

v̄DT
(δ̃2a4κ

a
1 + δ̃2142κ

b) −
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2ψ̃4

v̄

1

4T

{

ψ̃4

[

F
(1)
4+ (ω) + F

(1)
4− (ω)

]

+ δ̃14

[

F
(1)
14+(ω) + F

(1)
14−(ω)

]

+

+δ̃a4

[

F
(1)
a4+(ω) + F

(1)
a4−(ω)

]}

+ (6.11)

+
4ϕη

a

v̄DT
(δ̃a4aa6 + δ̃14κ

b)
{

ψ̃4F
(1)
4+ (ω) + δ̃a4F

(1)
a4+(ω) + δ̃14F

(1)
14+(ω)

}

+

+
4ϕη

a

v̄DT
(δ̃a4

a

a6
+ δ̃14κ

b)
{

ψ̃4F
(1)
4− (ω) + δ̃a4F

(1)
a4−(ω) + δ̃14F

(1)
14−(ω)

}

.

Рiвняння (6.10) запишемо в такому виглядi:

∂2u2

∂z2
+ k2

4u2 = 0,
∂2u3

∂y2
+ k2

4u3 = 0, (6.12)

де хвильове число

k4 =
ω
√
ρ

√

cE44(ω)
, (6.13)

Розв’язки рiвнянь (6.12) шукаємо в наступному виглядi:

u2 = A2 cos k4z +B2 sin k4z; u3 = A3 cos k4Ey +B3 sink4y.

В результатi

ε4(y, z)=k4[−(A2 sin k4z+A3 sin k4y)+(B2 cos k4z+B3 cos k4y)].(6.14)

Граничнi умови задаємо в наступному виглядi:

ε4E(0, 0) = ε4E(l, l) = ε4E(0, l) = ε4E(l, 0) = ε
(0)
4E . (6.15)

Значення ε
(0)
4E отримуємо з виразу (3.2), враховуючи спiввiдношення

(6.9). В результатi

ε
(0)
4E =

e14(ω)

cE66(ω)
E1, (6.16)

де

e14(ω) = e014 + (6.17)

+
µ1 cos γ + µ2 sin γ

v

1

4T

[

ψ̃4F
(1)
4+ (ω) + δ̃a4F

(1)
a4+(ω) + δ̃14F

(1)
14+(ω)

]

+

+
µ1 cos γ − µ2 sin γ

v

1

4T

[

ψ̃4F
(1)
4− (ω) + δ̃a4F

(1)
a4−(ω) + δ̃14F

(1)
14−(ω)

]

.

Враховуючи граничнi умови (6.15), отримуємо, що

ε4E(y, z)=
ε
(0)
4E

2

[

−cos k4l−1

sin k4l
(sin k4z+sink4y)+(cos k4z+cos k4y)

]

.(6.18)
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Використовуючи вираз, що пов’язує поляризацiю P1 iз (η
(1)x
1 (4) −

η
(1)x
3 (4)) та деформацiю ε4, отримуємо, що

P1(y, z, t) = P1E(y, z)eiω, (6.19)

де

P1E(y, z) = e14(αω)ε4E(y, z) + χε
11(αω)E1,

а χε
11(αω) задано виразом (5.12). Використовуючи спiввiдношення

χσ
11(ω) =

1

l2
∂

∂E1

l
∫

0

l
∫

0

P1E(y, z)dydz, (6.20)

можна розрахувати дiелектричну сприйнятливiсть вiльного криста-
лу χσ

11(ω). Враховуючи вирази (6.18), знаходимо, що

1

l2

l
∫

0

dy

l
∫

0

dzε4E(y, z) =
2ε

(0)
4E

k4E l
tanh

K4El

2
=

ε
(0)
4E

R4(ω)
, (6.21)

де
1

R4(ω)
=

2

k4l
tanh

k4l

2
.

Беручи до уваги вирази (6.19) i (6.21), на основi спiввiдношення
(6.20), отримуємо, що

χσ
11(ω) = χε

11(ω) +
1

R4(ω)

e214(ω)

cE44(ω)
. (6.22)

7. Поглинання i швидкiсть ультразвуку в криста-
лах M(H1−xDx)2XO4

Нехай уздовж бруска, який вирiзаний уздовж напрямку [100], поши-
рюється поперечна ультразвукова хвиля, яка поляризована вздовж
[010]. Серед похiдних ∂ui

∂xj
вiдмiнною вiд нуля є лише ∂u2

∂z
i тому мож-

на записати наступнi рiвняння:

d

dt























η
(1)x
(1−3)t(4)

η
(1)x
(2−4)t(4)

η
(3)x
(1−3)t(4)

η
(3)x
(2−4)t(4)

η
(2)x
1t (4)

η
(2)x
2t (4)























= (7.1)
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a11 a12 a13 0 a15 a16

a12 a11 0 a13 −a15 a16

a31 a32 a33 a34 a35 a36
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ρ
∂2u2t
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= c14
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1t (4) − η
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+

c34
∂
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η
(1)
2t (4) − η

(1)
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]

,

ρ
∂2u3t

∂t2
= c14

∂ε4t

∂e
+ c24

∂

∂y

1

2

[

η
(1)
1t (4) − η

(1)
3t (4)

]

+

c34
∂

∂y

1

2

[

η
(1)
2t (4) − η

(1)
4t (4)

]

,

Розв’язуючи систему рiвнянь (7.1), отримуємо для такого вибору
брускiв хвильове число, яке збiгається зi знайденим вище, а саме

k4 =
ω
√
ρ

√

c44(αω)
. (7.2)

Використовуючи спiввiдношення (7.2), можна розрахувати швид-
кiсть ультразвукової хвилi, а саме

v44(ω) =
ω

Re|k4|
= Re

√

cE44(αω)√
ρ

(7.3)

i внесок квазiспiнової пiдсистеми у коефiцiєнт поглинання звуку:

α4(ω) = α04 − Im|k4| = α04 − Im

∣

∣

∣

∣

∣

ω
√
ρ

√

cE44(αω)

∣

∣

∣

∣

∣

, (7.4)

де α04 – сталий, частотно i температурно незалежний доданок, який
описує внесок iнших механiзмiв у поглинання, що спостерiгається на
експериментi.
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8. Порiвняння результатiв числових розрахункiв з
експериментальними даними. Обговорення от-
риманих результатiв

Перейдемо тепер до аналiзу результатiв числового розрахунку,
отриманих в рамках запропонованої моделi поперечних дiелек-
тричних, п’єзоелектричних i пружних характеристик кристалiв
M(H1−xDx)2XO4 (M = K, Rb; X = P, As) i порiвняємо їх з вiдпо-
вiдними експериментальними даними для цих сполук. При цьому
вважатимемо [10], що розвинена нами для ДСОФ теорiя є справед-
лива i для M(H1−xDx)2XO4 з усередненими ефективними мiкропа-
раметрами. Пiдставою для цього є суттєве подавлення тунелювання
короткосяжними кореляцiями [38–40].

Для числового розрахунку температурних i частотних характе-
ристик кристалiв M(H1−xDx)2XO4, якi отриманi в попереднiх роздi-
лах, необхiдно знайти значення ефективних параметрiв. Величини
енергiй дейтронних конфiгурацiй ε(x), w(x), енергiї далекосяжної
взаємодiї νc(x) i деформацiйних потенцiалiв ψ6(x), δs6(x), δa6(x) i
δ16(x) вибираємо такими, як i при розглядi поздовжнiх характерис-
тик кристалiв M(H1−xDx)2XO4 [10].

При розрахунку поперечних характеристик потрiбно визначити
ще такi ефективнi параметри:
- енергiї далекосяжної взаємодiї νaH , νaD,
- ефективних дипольних моментiв µ1H , µ1D,
- “затравочнi” дiелектричнi сприйнятливостi χε

11H , χε
11D,

- “затравочнi” пружнi сталi cE0
44H , cE0

440,12H ,

- “затравочнi” коефiцiєнти п’єзоелектричної напруги e014H , e0140,12H ,
- параметри αH i αD, якi визначають часову шкалу релаксацiйних
процесiв, якi дослiджуються в данiй роботi.

Iндекс H у параметрах теорiї вiдповiдає кристалу MH2XO4, iн-
декс D – MD2XO4. Вважаємо, що кристалам M(H1−xDx)2XO4 з рiз-
ними значеннями x вiдповiдають усередненi ефективнi параметри:

νa(x) = νaH(1 − x) + νaD(x),

µ1(x) = µ1H(1 − x) + µ1D(x)

i так далi.
Для визначення оптимальних параметрiв мiкротеорiї ми вико-

ристали температурнi залежностi фiзичних характеристик криста-
лiв M(H1−xDx)2XO4, якi отриманi експериментально. Зокрема, для
K(H1−xDx)2PO4 ε

σ
11(0, T ) [45], ε∗11(ω, T ) [24], d14H [46], d140,12H [47],

ICMP–07–24U 49

cE44H [48], cE440,12H [47]; для RbH2PO4 εσ
11(0, T ) [47], ε∗11(ω, T ) [49],

d14H [47], cE44H [47]; для KH2AsO4 ε
σ
11(0, T ) [14], ε∗11(ω, T ) [49], d14 [50],

cE44 [50].
Числовий аналiз показує, що для визначення ефективних дипо-

льних моментiв µ1(x) треба враховувати не лише данi експеримен-
ту для статичної дiелектричної проникностi εσ

11(0), але й результати
вимiрювань ε∗11(ω, T ). Для адекватного опису температурних залеж-
ностей εσ

11(0, T ) i ε∗11(ω, T ) слiд прийняти, що величина µ1(x) незнач-
но збiльшується з ростом температури:

µ1(x) = µ0
1(x) + kµ(T − Tc).

Незначно температурно залежним отримано i параметр α(x):

α(x) = [P (x) +R(x)(|∆T | − 1)] · 10−14.

Отриманий набiр оптимальних параметрiв на основi “прив’язки”
розрахованих поперечних характеристик кристалiв M(H1−xDx)2XO4

до даних експериментiв наведений у табл. 2-4.

Табл. 2. Оптимальнi набори параметрiв для K(H1−xDx)2PO4

x νa µ0
1 kµ χ0

11 P R
(K) (esu · cm) ( esu·cm

K
) (s) ( s

K
)

0.00 7.00 4.27 0.0057 0.80 0.46 0.0130
0.21 9.39 4.57 0.0053 0.76 1.13 0.0117
0.64 14.27 5.18 0.0046 0.69 2.50 0.0090
0.84 16.55 5.46 0.0043 0.66 3.14 0.0077
0.93 17.57 5.59 0.0042 0.64 3.43 0.0072

x ψ4 δa4 δ14 c044 · 10−10 e014
(K) (K) (K) (dyn/cm2) (esu/cm2)

0.00 124.0 92.0 80.0 13.00 500
0.21 139.3 92.7 132.5 12.96 500
0.64 170.5 94.2 240.0 12.89 500
0.84 185.1 94.9 290.0 12.86 500
0.93 191.6 95.2 312.5 12.84 500

Зупинимось тепер на отриманих результатах. На рис.2 пред-
ставлено температурнi залежностi розрахованих поперечних ста-
тичних дiелектричних проникностей механiчно вiльних кристалiв
K(H1−xDx)2PO4 i результати експериментальних вимiрювань, якi
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Табл. 3. Оптимальний набiр параметрiв для RbH2PO4

x νa µ0
1 kµ χ0

11 P R
(K) (esu · cm) ( esu·cm

K
) (s) ( s

K
)

0.00 28.00 3.68 0.0057 1.25 0.56 0.0107

x ψ4 δa4 δ14 c044 · 10−10 e014
(K) (K) (K) (dyn/cm2) (esu/cm2)

0.00 152.0 80.0 5.0 10.60 2000

Табл. 4. Оптимальний набiр параметрiв для K(H1−xDx)2AsO4

x νa µ0
1 kµ χ0

11 P R
(K) (esu · cm) ( esu·cm

K
) (s) ( s

K
)

0.00 20.00 4.85 0.0064 0.70 3.20 0.0140
1.00 21.00 6.26 0.0000 0.20 3.20 0.0140

x ψ4 δa4 δ14 c044 · 10−10 e014
(K) (K) (K) (dyn/cm2) (esu/cm2)

0.00 370.0 70.0 30.0 10.80 2000
1.00 450.0 80.0 100.0 9.90 2000
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можна подiлити на двi групи. Перша – це роботи [47, 48, 52], в яких
в околi Tc спостерiгався λ-подiбний характер εσ

11(0, T ), друга – ро-
боти [14, 15, 45, 53–55], в яких εσ

11(0, T ) має куполоподiбну поведiн-
ку. В [45] виявлено, що поява λ-подiбного пiку, як проекцiї аномалiї
εσ
33(0), викликана неточнiстю орiєнтацiї x-зрiзiв, якi використовува-

лись. У цiй роботi проведено детальнi вимiрювання температурної
залежностi εσ

11(0, T ) для кристалiв K(H1−xDx)2PO4 з рiзними сту-
пенями дейтерування x. Виявлено дуже малу залежнiсть значень
εσ
11(0, T ) вiд концентрацiї x. Величина εσmax

11 (0) зростає вiд 56,4 при
x = 0, 00 до 57,4 при x = 0, 98. В точцi фазового переходу спостерiга-
ється стрибок εσ

11(0), який iз ростом x зростає. Значення εσ
11(0, T ) [45]

при рiзних x на 6–10% менше в параелектричнiй фазi вiд даних iн-
ших робiт.
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11
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Рис. 2. Температурна залежнiсть поперечної проникностi
K(H1−xDx)2PO4 при рiзних x: 0.0 – 1, [52], [48], [15],

[54], [55], [45]; 0.35 – 2, [45]; 0.64 – 3, [45]; 0.84
– 4, [14]; 0.88 – 5, [47]; 0.98 – 6, [45], [15]. Точки –
експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.

Ефективнi дипольнi моменти µ0
1H i µ0

1D вибираємо такими, щоб
данi розрахунку ε11(0, T ) вiдповiдали даним роботи [45]. Отри-
мано добрий опис температурного ходу ε11(0, T ) для KH2PO4 i
K(H0,02D0,98)2PO4 роботи [45], однак теорiя не вiдтворює куполо-
подiбної поведiнки проникностi ε11(0, T ) при T = Tc рiвна 3,25 для
KH2PO4 i 32,8 для K(H0,02D0,98)2PO4, що узгоджуються iз, вiдповiд-
но, 4,0 i 37,1 [15] i 5,2 i 37,5 [45].

На рис.3 зображено температурнi залежностi εσ
11(0) кристалiв
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KH2PO4, K(H0,12D0,88)2PO4, RbH2PO4 i KH2AsO4. Як видно, роз-
рахованi на основi запропонованої теорiї кривi εσ

11(0, T ) добре опису-
ють данi експериментiв. Для кристалiв KH2PO4, K(H0,12D0,88)2PO4,
RbH2PO4 значення поперечних проникностей механiчно вiльного i
затиснутого кристалiв збiгаються. У випадку KH2AsO4 крива 4 вiд-
повiдає εσ

11(0), а крива 4’ – εε
11(0).
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ε
11
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4’ 

Рис. 3. Температурна залежнiсть поперечної проникностi сегнето-
електричних ортофосфатiв: KH2PO4 – 1, [45]; K(H0.12D0.88)2PO4

– 2, [45], [47]; RbH2PO4 – 3, [47]; KH2AsO4 – 4, [14].
Точки – експериментальнi, суцiльнi лiнiї – теоретичнi значення.

При iзоморфному замiщеннi K → Rb значення проникностi εσ
11(0)

незначно зменшується в параелектричнiй фазi i збiльшується в сегне-
тофазi. При замiнi P → As значно зростає величина εσ

11(0) у парафазi
i до незначного – в сегнетофазi.

Температурнi залежностi коефiцiєнтiв п’єзоелектричних дефор-
мацiї d14 i напруги e14 зображенi на рис.4, а на рис.5 – змiни iз тем-
пературою констант п’єзоелектричних напруги h14 i деформацiї g14,
якi розрахованi на основi отриманих спiввiдношень для MH2XO4 i
K(H0,12D0,88)2PO4. На цих рисунках наведено й експериментально
отриманi значення d14 при рiзних температурах. Використовуючи
данi експериментiв для d14, ε

σ
11(0) i cE44 (sE

44), отримуємо значення
e14, h14 i g14, якi i наведенi на рис.4,5. Експериментальнi i перера-
хованi п’єзомодулi кiлькiсно добре описуються на основi мiкротеорiї.
П’єзоелектричнi характеристики d14, e14, h14 i g14 не виявляють ано-
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мальної температурної залежностi.
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Рис. 4. Температурна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоелектричної де-
формацiї d14 кристалiв KH2PO4 – 1, [46], K(H0,12D0,88)2PO4 –
2, [47], RbH2PO4 – 3, [47], KH2AsO4 – 4, [50] i темпера-
турна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоелектричної напруги e14 криста-
лiв KH2PO4 – 1, – d14 [46]/sE

44 [48], K(H0,12D0,88)2PO4 – 2, –
d14 [47]/sE

44 [56], RbH2PO4 – 3, – d14 [47]/sE
44 [56], KH2AsO4 – 4,

– d14/s
E
44 [50].

Не виявлено аномальних температурних залежностей для роз-
рахованих температурних залежностей пружних сталих cE44 = cP44 i
податливостей sE

44 = sP
44 (рис.6,7) для кристалiв, якi дослiджуються.

Результати розрахункiв узгоджуються з даними експериментiв.
Розглянемо особливостi дисперсiї комплексної дiелектричної про-

никностi ε∗11(ω, T ) кристалiв M(H1−xDx)2XO4 при прикладаннi по-
перечного електричного поля E1. Експериментальнi данi при рiз-
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Рис. 5. Температурна залежнiсть константи п’єзоелектричної напру-
ги h14 KH2PO4 – 1, – d14 [46]/(sE

44 [48] - d2
14 [46]), – d14 [46]/(sE

44

[48]χσ
11 [45] - d2

14 [46]); K(H0,12D0,88)2PO4 – 2, – d14 [47]/(sE
44 [51]χσ

11

[47] - d2
14 [47]), – d14 [47]/(sE

44 [51]χσ
11 [45] - d2

14 [47]); RbH2PO4 – 3,
– d14 [47]/(sE

44 [51]χσ
11 [47] - d2

14 [47]), KH2AsO4 – 4 i температур-
на залежнiсть константи п’єзоелектричної деформацiї g36 KH2PO4 –
1, – d14 [46]/χσ

11 [48], – d14 [46]/χσ
11 [45], K(H0,12D0,88)2PO4 –

2, – d14 [47]/χσ
11 [47], – d14 [47]/χσ

11 [45], RbH2PO4 – 3, –
d14 [47]/χσ

11 [47], KH2AsO4 – 4.
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Рис. 6. Температурна залежнiсть пружної сталої cE44 кристалiв
KH2PO4 – a), – [48], K(H0,12D0,88)2PO4 – b), [51]; RbH2PO4

– c), – [51], KH2AsO4 – d), – [50].
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Рис. 7. Температурна залежнiсть податливостi sE
44 кристалiв KH2PO4

– a), – [48], K(H0,12D0,88)2PO4 – b), [51]; RbH2PO4 – c), –
[51], KH2AsO4 – d), – [50].
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них значеннях температур i частот для цих кристалiв, а також роз-
рахованi на основi запропонованої теорiї температурнi залежностi
ε′11(ω, T ) i ε′′11(ω, T ) при частотах вiд ω = 0 Гц до 1000 ГГц наведенi
на рис.8-13.
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Рис. 8. Температурна залежнiсть ε′11 i ε′′11 KH2PO4 при рiзних час-
тотах ν (ГГц): 0 – [45]; 9.2 – [55]; 138.6 – 1, [24], [58];
372.0 – 2, [24]; 576.0 – 3, [24]; 800.0 – 5; 1500.0 – 6. Точки –
експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.

Iз рис.8-11 видно, що мiкротеорiя в цiлому дає добрий кiль-
кiсний опис температурної залежностi ε′11(ω, T ) i ε′′11(ω, T ) для
K(H1−xDx)2PO4 за винятком даних робiт [24, 58] для ε′11(ω) при
x = 0, 0. Розрахованi значення ε′11(ω) в цьому випадку меншi на
∼ 12% вiд експериментальних даних. Але вiдмiтимо, що значення
статичної проникностi ε11(0, T ) робiт [45, 47, 52] меншi, нiж отрима-
нi в [24, 58] значення ε′11(ω, T ) i якi вимiрянi при частотах, на яких
дисперсiя ще не спостерiгається.

Температурний хiд ε′11(ω) характеризується в параелектричнiй
фазi при T = Tc неглибоким мiнiмумом, який при збiльшеннi частоти
зменшується. При ростi температури величина ε′11(ω) повiльно зрос-
тає, досягаючи максимуму, яке при пiдвищеннi частоти змiщується
в область вищих температур. При збiльшеннi концентрацiї дейтерiю
значення ε

′ min
11 (ω) зменшується, наприклад, для ν = 138, 6 ГГц при

x = 0, 0 ця величина дорiвнює 57,0, при x = 0, 64 – 42,0, x = 0, 84
– 33,2 i x = 0, 93 – 31,2. У сегнетоелектричнiй фазi при зменшеннi
|∆T | величина ε′11(ω) дуже слабо зростає, а при |∆T | → 0 стрiм-
ко збiльшується, досягаючи максимуму. Дисперсiї ε′11(ω) у цiй фазi
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Рис. 9. Температурна залежнiсть ε′11 i ε′′11 K(H0.36D0.64)2PO4 при рiз-
них частотах ν (ГГц): 0.0 – 1; 80.0 – 2; 154.2 – 3, ; 249.0 – 4, ; 372.0
– 5, ; 600.0 – 6. Точки – експериментальнi [24], лiнiї – теоретичнi
значення.
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Рис. 10. Температурна залежнiсть ε′11 i ε′′11 K(H0.16D0.84)2PO4 при
рiзних частотах ν (ГГц): 0.0 – 1; 80.0 – 2; 154.2 – 3, ; 249.0 – 4,

; 372.0 – 5, ; 600.0 – 6. Точки – експериментальнi [24], лiнiї –
теоретичнi значення.
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Рис. 11. Температурна залежнiсть ε′11 i ε′′11 K(H0.07D0.93)2PO4 при
рiзних частотах ν (ГГц): 0.0 – 1; 80.0 – 2; 154.2 – 3, ; 249.0 – 4,

; 372.0 – 5, ; 600.0 – 6. Точки – експериментальнi [24], лiнiї –
теоретичнi значення.
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Рис. 12. Температурна залежнiсть ε′11 i ε′′11 RbH2PO4 при рiзних час-
тотах ν (ГГц): 27.0 – 1, [56]; 342.0 – [57]; 381.0 – 2, [49]; 483.0
– 3, [49]; 576.0 – 4, [49]; 1000.0 – 5; 2000.0 – 6; 4000.0 – 7. Точки
– експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 13. Температурна залежнiсть ε′11 i ε′′11 KH2AsO4 при рiзних час-
тотах ν (ГГц): 9.2 – 1, [55]; 200.0 – 2; 381.0 – 3, [49]; 483.0 – 4,

[49]; 576.0 – 5, [49]; 1000.0 – 6. Точки – експериментальнi, лiнiї
– теоретичнi значення.

практично не спостерiгається.
Аналогiчна температурна залежнiсть i ε′′11(ω) в сегнетофазi. В

параелектричнiй фазi при частотах субмiлiметрового дiапазону для
ε′′11(ω) властивий мiнiмум при T = Tc, який у кристалах з x вiд 0,0
до ∼ 0,7 з ростом частоти збiльшується, а при наступному збiльшен-
нi x – зменшується. При збiльшеннi температури величина ε′′11(ω)
зростає, досягаючи максимуму, який при x > 0, 64 дуже слабо зале-
жить вiд частоти i концентрацiї дейтерiю. Оскiльки кривi ε′′11(ω, T ),
якi вiдносяться до рiзних частот, перетинаються при певних ∆T для
високодейтерованих кристалiв, то при збiльшеннi температури ∆T
аномальна дисперсiя змiнюється на нормальну.

Як видно з рис.12, розрахованi значення ε′11(ω, T ) RbH2PO4 добре
описують данi експерименту [49]. Вимiрювання ε′11(ω, T ), виконанi на
частотi 27 ГГц [56], дають величини ε′11(ω, T ), якi значно бiльшi вiд
ε11(0, T ) [47]. На частотах, при яких проводились дослiдження в [49],
вiдповiдають лише початку дисперсiї ε′11(ω, T ). Експериментальнi ж
[49] кривi ε′′11(ω, T ) розмитi значно сильнiше, нiж розрахованi.

У випадку кристалу KH2AsO4 температурна залежнiсть експери-
ментально отриманих ε′11(ω, T ) i ε′′11(ω, T ) у роботах [49,55] адекватно
вiдтворюється результатами розрахунку (рис.13).

Розрахованi на основi запропонованої теорiї частотнi залежнос-
тi ε′11(ω, T ) i ε′′11(ω, T ) при рiзних температурах ∆T добре описують
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експериментальнi данi робiт [24,49] для K(H1−xDx)2PO4, RbH2PO4 i
KH2AsO4 i результати вимiрювань ε∗11(ω) [55] для KH2AsO4 (рис.14–
19). Дещо гiрше узгодження теорiї i даних експериментiв [55,58] для
частотного ходу ε′11(ω), отриманого при x = 0, 0 i x = 0, 63 для
K(H1−xDx)2PO4 (рис.14,15) i для ε∗11(ω) [56, 57] кристалу RbH2PO4

(рис.18).
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Рис. 14. Частотна залежнiсть ε′11 i ε′′11 KH2PO4 при рiзних темпера-
турах ∆T(K): 1 – 1, [58], [24], [55]; 50 – 2, [58], [24],

[55]; 100 – 3, [58], [24], [55]; 173 – 4, [58]. Точки –
експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.

При збiльшеннi концентрацiї дейтерiю x частота дисперсiї νT1

при ∆T = +0 K зменшується, а значення ε
′′ max
11 незначно збiльшує-

ться (табл.5).

Табл. 5.
K(H1−xDx)2PO4 RbH2PO4 K(H1−xDx)2AsO4

x=0.00 x=0.64 x=0.84 x=0.93

νт1, ГГц 1935 251 174 150 1893 599

ε
′′max
11 23.3 23.5 24.2 24.6 17.2 51.4

При ростi ∆T частота дисперсiї ε∗11(ω) кристалiв KH2PO4 i
RbH2PO4 не змiнюється, а при збiльшеннi x в K(H1−xDx)2PO4 i
в KH2AsO4 збiльшується, при цьому максимальне значення ε′′11(ω)
зменшується.



62 Препринт

10
10

10
11

10
12

10
13

0

10

20

30

40

50

60

70

10
10

10
11

10
12

10
13

0

5

10

15

20

25
ε’

11
 ε’’

11

ν, Hz ν, Hz 

1 
2 
3 

1 

2 

3 

Рис. 15. Частотна залежнiсть ε′11 i ε′′11 K(H0.36D0.64)2PO4 при рiз-
них температурах ∆T(K) [24]: 1 – 1, ; 50 – 2, ; 100 – 3, ;
K(H0.37D0.63)2PO4 при рiзних температурах ∆T(K) [19]: 1 – 1, ;
50 – 2, ; 100 – 3, . Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi
значення.
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Рис. 16. Частотна залежнiсть ε′11 i ε′′11 K(H0.16D0.84)2PO4 при рiзних
температурах ∆T(K) [24]: 1 – 1, ; 50 – 2, ; 100 – 3, . Точки –
експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 17. Частотна залежнiсть ε′11 i ε′′11 K(H0.07D0.93)2PO4 при рiз-
них температурах ∆T(K) [24]: 1 – 1, ; 50 – 2, ; 100 – 3, ;
K(H0.09D0.91)2PO4 при рiзних температурах ∆T(K) [19]: 1 – 1, ;
50 – 2, ; 100 – 3, . Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi
значення.
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Рис. 18. Частотна залежнiсть ε′11 i ε′′11 RbH2PO4 при рiзних темпе-
ратурах ∆T(K): 1 – 1, [49], [57], [56]; 10 – 2, [49], [57],

[56]; 80 – 3, [49], [57], [56]; 150 – 4, [49], [57], [56].
Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 19. Частотна залежнiсть ε′11 i ε′′11 KH2AsO4 при рiзних темпе-
ратурах ∆T(K): 5 – 1, [49], [55]; 20 – 2, [49], [55]; 50 – 3,

[49], [55]; 100 – 4, [49], [55]. Точки – експериментальнi,
лiнiї – теоретичнi значення.

Як видно з табл.5 i рис.20, iзоморфне замiщення K → Pb майже
не змiнює частоти дисперсiї ε∗11(ω), а значення ε′11(ω) i ε′′11(ω) змен-
шуються на ∼ 26%. Якщо P → As, то частота дисперсiї зменшується,
а величина ε∗11(ω) зростає майже вдвiчi.

На рис.21–28 наведено температурно-частотнi залежностi ε′11(ω)
i ε′′11(ω) для KH2PO4, K(H0,07D0,93)2PO4, RbH2PO4 i KH2AsO4, роз-
рахунки яких проведенi в широкому температурному i частотному
дiапазонах.

Температурна залежнiсть оберненого часу релаксацiї (τx
1 )−1(T )

для кристалiв K(H1−xDx)2PO4 при рiзних значеннях x, RbH2PO4 i
KH2AsO4 наведена на рис.29. Як видно, для (τx

1 )−1(T ) характерна
лiнiйна залежнiсть вiд температури. Значення τx

1 (T ) для KH2PO4 i
RbH2PO4 близькi мiж собою i практично не залежать вiд темпера-
тури. Збiльшення концентрацiї дейтерiю x приводить до росту τx

1 (T )
i незначної температурної залежностi.

Порiвняння результатiв розрахунку τx
1 для K(H1−xDx)2PO4 на

основi запропонованої теорiї у випадку ν1(0) = 0 iз вiдповiдними ре-
зультатами роботи [18], показує, що вони є досить близькими мiж со-
бою. Однак врахування далекодiї при описi ε∗11(ω, T ) покращує кiль-
кiсне узгодження теорiї з експериментом. Отриманi в [25] темпера-
турнi залежностi часiв релаксацiї, якi одержанi в результатi обробки

ICMP–07–24U 65

10
10

10
11

10
12

0

20

40

60

80

100

120

10
10

10
11

10
12

0

10

20

30

40

50

60
ε’

11
 ε’’

11

ν, Hz ν, Hz 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

4 

4 

6

5

5

6

Рис. 20. Частотна залежнiсть ε′11 i ε′′11 сегнетоелектричних ортофос-
фатiв: при ∆T=1K: KH2PO4 – 1, [49], [58]; RbH2PO4 – 2, [49];
KH2AsO4 – 3, [49]; при ∆T=50K: KH2PO4 – 4, [49], [58];
RbH2PO4 – 5, [49]; KH2AsO4 – 6, [49].

−40 −20 0  20 40 60 80 100 120 140  

10
9

10
10

10
11

10
12

10

20

30

40

50

60

70

ε’
11

 

∆T, K 

ν, Hz 

Рис. 21. Частотно-температурна залежнiсть ε′11 KH2PO4. – [55],
, – [24]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 22. Частотно-температурна залежнiсть ε′′11 KH2PO4. , ,
– [24]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 23. Частотно-температурна залежнiсть ε′11 K(H0.07D0.93)2PO4.
, , – [24]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi зна-

чення.
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Рис. 24. Частотно-температурна залежнiсть ε′′11 K(H0.07D0.93)2PO4.
, , – [24]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi зна-

чення.
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Рис. 25. Частотно-температурна залежнiсть ε′11 RbH2PO4. , –
[49]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 26. Частотно-температурна залежнiсть ε′′11 RbH2PO4. , ,
– [49]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.

−20
0

20
40

60
80

100

10
9

10
10

10
11

10
12

0

20

40

60

80

100

120
ε’

11
 

ν, Hz 

∆T, K 

Рис. 27. Частотно-температурна залежнiсть ε′11 KH2AsO4. – [55];
, , – [49]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi зна-

чення.
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Рис. 28. Частотно-температурна залежнiсть ε′′11 KH2AsO4. – [55];
, , – [49]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi зна-

чення.
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Рис. 29. Температурна залежнiсть оберненого часу релаксацiї поля-
ризацiї (τx

1 )−1 K(H1−xDx)2PO4 при рiзних x: 0.0 – 1; 0.64 – 2; 0.84 –
3; 0.93 – 4; RbH2PO4 – 5; KH2AsO4 – 6.
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експериментальних даних на базi феноменологiчної моделi дисперсiї,
добре узгоджуються iз результатами розрахункiв на основi мiкроте-
орiї (рис.29).

Проаналiзуємо тепер температурнi i частотнi залежностi роз-
рахованих динамiчних характеристик механiчно вiльних кристалiв
M(H1−xDx)2XO4, якi вирiзанi у виглядi квадратної пластинки зi сто-
ронами l = 1 мм у площинi [1, 0, 0]. Для числових розрахункiв у цьо-
му випадку треба задати значення тих же параметрiв теорiї, якi були
використанi при описi статичної i динамiчної дiелектричної проник-
ностi механiчно затиснутого кристалу i п’єзоелектричних модулiв.

Ми, на жаль, не можемо провести кiлькiсне порiвняння теоретич-
но отриманих температурних i частотних динамiчних характеристик
механiчно вiльного кристала в областi п’єзоелектричного резонансу
iз експериментальними даними, оскiльки нам не вiдомi такi вимiрю-
вання.

На рис.30 наведено температурнi залежностi дiйсної та уяв-
ної частин дiелектричної проникностi ε∗σ

11 кристалiв KH2PO4,
K(H0,07D0,93)2PO4, RbH2PO4 i KH2AsO4 при частотi, що вiдповiдає
приблизно резонанснiй частотi того чи iншого кристалу. З рiвняння
для резонансних частот

νn =
2n+ 1

2l

√

cE44
ρ

для KH2PO4 i n = 1, зокрема отримуємо, що ν1 = 1, 185943424 МГц,
а резонанс ε′11 спостерiгається в дуже вузькому частотному околi,
а саме 1,185943423 – 1,185943425 МГц. Величина ж ε′11(ν1) досягає
значення ∼ 107.

На вiдмiну вiд температурного ходу ε∗σ
33 , в якому спостерiгались

в кожнiй фазi по кiлька резонансних пiкiв, на кривих ε∗σ
11 (∆T ) при

певнiй частотi має мiсце один резонансний пiк. Це пов’язано з тим,
що cE66 є температурно залежною величиною, а cE44 практично стала
в обох фазах. Для кристалiв KH2PO4, K(H0,07D0,93)2PO4, RbH2PO4

i KH2AsO4 при однаковому значеннi n резонанснi пiки спостерiгаю-
ться при рiзних ∆T .

Частотнi залежностi дiйсної та уявної частин дiелектричної про-
никностi ε∗σ

11 кристалiв KH2PO4, K(H0,07D0,93)2PO4, RbH2PO4 та
KH2AsO4 при температурi ∆T = 5 K наведенi на рис.31. В областi
частот 10−108 Гц має мiсце дисперсiя резонансного типу. При ω → 0
отримуємо статичну дiелектричну проникнiсть вiльного кристалу.
Штрихова лiнiя вiдповiдає низькочастотному ходу проникностi за-
тиснутого кристалу. Вище вiд резонансних частот спостерiгається
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Рис. 30. Температурнi залежностi дiйсної та уявної части-
ни дiелектричної проникностi вiльних кристалiв KH2PO4 (1),
K(H0.07D0.93)2PO4 (2), RbH2PO4 (3), KH2AsO4 (4) при частотах ν,
МГц: 1 – 20.162, 2 – 19.807, 3 – 20.060, 4 – 20.000.
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затискання кристалу високочастотним полем i для проникностi за-
тиснутого кристалу вище частот 109 Гц має мiсце дисперсiя релакса-
цiйного типу. Невеликi значення резонансних пiкiв для ε

′σ
11 обумовле-

нi тим, що вони не вiдповiдають точно резонансним частотам. Щоб
досягнути цього, розрахунок потрiбно було б проводити з кроком
10−9 Гц.

Температурнi залежностi динамiчних e∗14(ω), d∗14(ω), c∗44(ω) та
s∗44(ω) для кристалiв KH2PO4 на частотi ν = 302, 55 ГГц,
K(H0,07D0,93)2PO4 при ν = 25, 48 ГГц, RbH2PO4 при ν = 302, 55 ГГц
i KH2AsO4 при ν = 103, 50 ГГц наведенi на рис.32, а частотнi залеж-
ностi цих характеристик при ∆T = 5 K – на рис.33. При частотах
менших 1011 Гц значення дiйсних частин e′14(ω) i d′14(ω) є незмiнни-
ми, а при збiльшеннi частоти цi величини зменшуються. В частот-
ному ходi e′′14, d

′′
14, c

E′′

44 , sE′′

44 спостерiгається максимум на частотах,
якi мають рiзне значення для кристалiв KH2PO4, K(H0,07D0,93)2PO4,
RbH2PO4 i KH2AsO4.

9. Завершальнi зауваження

У данiй роботi розглянуто модифiковану протонну модель, у ме-
жах якої можна вивчати впливи механiчної напруги σ4 та електрич-
них полiв Ei з врахуванням спонтанної деформацiї ε6 на п’єзоелек-
тричнi, дiелектричнi та пружнi властивостi сегнетоелектрикiв типу
KD2PO4. У межах цiєї моделi, використовуючи наближення чотири-
частинкового кластера за короткосяжними взаємодiями та молеку-
лярного поля за далекосяжними, отриманi вирази для коефiцiєнтiв
п’єзоелектричної напруги e14, статичних поперечних дiелектричних
сприйнятливостей при сталiй деформацiї χε

11, χ
ε
22. В роботi розрахо-

вано пружнi сталi при постiйному полi cE44. Запропонована модель
дала можливiсть при належному виборi параметрiв теорiї адекват-
но кiлькiсно описати експериментальнi данi для температурних за-
лежностей дiелектричнi, п’єзоелектричних та пружних характерис-
тик, якi пов’язанi з деформацєю ε4 та полем E1, сегнетоелектрикiв
M(H1−xDx)2XO4.

В роботi розрахованi поперечнi динамiчнi проникностi затисну-
тих i механiчно вiльних кристалiв типу KD2PO4. Показано, що в пев-
нiй частотнiй областi спостерiгається п’єзоелектричний резонанс. За-
пропонована теорiя задовiльно описує данi експериментiв для крис-
талiв M(H1−xDx)2XO4.
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