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Зарядово модульованi фази в квазiодновимiрних структу-
рах з водневими зв’язками

I.В.Стасюк, Р.Я.Стецiв, Р.Я.Юречко

Анотацiя. На основi запропонованої нами псевдоспiн-електронної
моделi дослiджено фазовi переходи першого i другого роду з одно-
рiдної фази до фази з подвоєнням перiоду гратки в квазiодновимiр-
них структурах з водневими зв’язками. Отримано залежнiсть елек-
тронної концентрацiї i середньої заселеностi протонних позицiй вiд
температури i зовнiшнього поздовжнього поля h. Показано, що ве-
личина стрибка цих величин при фазовому переходi першого роду
є меншою для структур з бiльшою частотою тунелювання протона
на водневому зв’язку. Отримано рiвняння для температури фазово-
го переходу другого роду з однорiдної фази до фази з подвоєнням
перiоду гратки i вiдповiдно з модуляцiєю заряду. Розраховано елек-
тронний спектр. Дослiджено залежнiсть щiлини в спектрi а також
електронної провiдностi вiд поля h i температури.

Charge modulated phases in the quasi-one-dimensional struc-
tures with hydrogen bonds

I.V.Stasyuk, R.Ya.Stetsiv, R.Ya.Yurechko

Abstract. The possibility of the first- or the second-order transitions
from uniform phase into phase with doubled lattice period in the quasi-
one-dimensional structures with hydrogen bonds is studied in framework
of proposed pseudospin-electron model. The dependence of the electron
concentration and mean number of protons on site on temperature and
asymmetry field were obtained. It was shown, that abruptly changes of
this characteristics at the first- -order transitions is smaller for the struc-
tures with high proton tunnelling frequency. The equation for the second-
order phase transition temperature is obtained. The electron spectrum is
calculated. The dependence of the splitting of the electron spectrum and
dependence of the electron conductivity on temperature and asymmetry
field is investigated.
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1. Вступ

В роботах [1, 2] проведенi дослiдження переносу заряду в системах
з водневими зв’язками на основi запропонованої нами псевдоспiн-
електронної моделi. Модель враховує протон-електронну взаємодiю,
яка описує змiну заряду iонiв, що формують водневий зв’язок, при
змiщеннi протона на зв’язку. Ангармонiчнiсть змiщень протонiв опи-
сується за допомогою псевдоспiнового формалiзму. До уваги беруть-
ся лише два найнижчi коливнi стани в ангармонiчнiй потенцiальнiй
ямi (S = 1/2). Крiм цього модель враховує скорельований протон-
електронний перенос. В роботi [2] встановлено, що система з водне-
вими зв’язками може перебувати в трьох режимах з рiзною шири-
ною електронної зони i суттєво рiзним значенням ефективної частоти
тунелювання протона Ωeff . Отримано частотну залежнiсть дiйсної
частини провiдностi. При фiксованому значеннi хiмiчного потенцiа-
лу µ = const встановлено можливiсть, залежно вiд значення µ, пе-
реходiв мiж однорiдними фазами з рiзними електронними концент-
рацiями n. При заданому середньому значеннi n має мiсце розшару-
вання системи на фази з рiзною шириною електронної зони, рiзними
n i Ωeff , а також рiзними електронними провiдностями [2]. Ранiше
псевдоспiн-електронна модель в основному використовувалася для
дослiдження ролi локально ангармонiчних елементiв у високотем-
пературних надпровiдниках (ВТНП) у формуваннi їх електронного
спектру. В такому випадку модель враховує взаємодiю електронiв
провiдностi з пiдсистемою т.зв. апексних iонiв кисню, що можуть
мати два положення рiвноваги. У випадку ВТНП ця взаємодiя є од-
новузлова, оскiльки апексний кисень змiщується перпендикулярно
до надпровiдних площин. У випадку квазiодновимiрних структур з
водневими зв’язками, який в нас розглядається, вона зачiпає сусiд-
нi вузли ланцюжкової структури, провiднiсть якої дослiджується.
В зв’язку з цим важливо є визначити, що нового в термодинамiч-
нi властивостi системи вносить саме такий характер вище згаданої
взаємодiї. З цiєю цiллю в данiй роботi розглядається спрощений ва-
рiант запропонованої нами псевдоспiн-електронної моделi, а саме,
скорельований протон-електронний перенос замiняється просто ту-
нелюванням протона (чи iона ), саме так, як це робилося в моделях
застосованих для ВТНП. В данiй роботi дослiджено фазовi перехо-
ди першого i другого роду з однорiдної фази до фази з подвоєнням
перiоду гратки i вiдповiдно модуляцiєю заряду в квазiодновимiрних
структурах з водневими зв’язками .
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2. Гамiльтонiан задачi

Гамiльтонiан квазiодновимiрної структури, що мiстить ланцюжки з
водневими зв’язками, запишемо подiбно як i в роботi [2]:

Heff =
∑

l

∑

i,σ

((ε − µ)niσ(l) + g(niσ(l) − ni+1,σ(l))Sz
i (l)) +

+
∑

l,l′

∑

i,j,σ

ti(l),j(l′)(a
+
iσ(l)aj,σ(l′) + a+

j,σ(l′)aiσ(l)) + (1)

+
∑

l

∑

i

ΩSx
i (l)

−
∑

l

∑

i

hSz
i (l)

−
1

2

∑

l,l′

∑

i,j

Ji(l),j(l′)S
z
i (l)Sz

j (l′).

Тут видiлено сумування вздовж ланцюжкiв,iндекси i, j; i суму-
вання по ланцюжках, iндекс l. Оператор псевдоспiна Ŝi описує стани
протона у двомiнiмумному потенцiалi на водневому зв’язку. Домiну-
ючим вважається перенос вздовж водневих зв’язкiв t = ti(l),i+1(l);
niσ – оператор електронної заселеностi i – го вузла ланцюжка, σ –
спiн електрона, µ – хiмiчний потенцiал електронiв.

Гамiльтонiан включає протон-електронну взаємодiю (параметр
g), електронний перенос (параметр t), енергiю тунелювання прото-
на (параметр Ω), асиметрiю локального ангармонiчного потенцiалу
(параметр h). Останнiй доданок описує протон-протонну взаємодiю
.

Псевдоспiн-електронна взаємодiя (параметр g) формує ефектив-
ну взаємодiю мiж псевдоспiнами (в нашому випадку ефективну вза-
ємодiю мiж протонами ) i, як показано в [3,4], може бути причиною
появи модульованої фази з подвоєнням вихiдного перiоду гратки. До-
слiдженню саме такого явища i присвячена дана робота. При подвiй-
нiй модуляцiї перiоду гратки кристал подiляється на двi пiдгратки.
Введемо позначення: ηα = 〈Sz

i,α〉, nα = 〈
∑

σ

ni,α,σ〉,(α = 1, 2 є iндекси

пiдгратки .) В наближеннi молекулярного поля (МП) гамiльтонiан
(1) запишеться:

HMF = Hel + Hsp + U, (2)

Hel =
∑

k,α,σ

(ε − µ + g(ηα − ηβ))nk,α,σ +
∑

k,α,σ

tk,α,σa+
k,α,σak,β,σ, α 6= β,
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t11k = t22k = 0, tk ≡ t12k = t21k =
∑

i(l)−j(l′)

t12i(l),j(l′) exp[i~k(~Ri(l),1 − ~Rj(l′),2)],

Hsp =
∑

l

∑

i,α

(ΩSx
i,α(l) − (h + jηβ − g(nα − nβ))Sz

i,α(l)),

U =
1

2
Njη1η2 −

N

2
g(n1 − n2)(η1 − η2), J =

∑

l′

∑

j

Ji(l),j(l′).

Електронна частина Гамiльтонiану в k - представленнi (2) дiаго-
налiзується унiтарним перетворенням

ak,1,σ = ãk,1,σ cosϕ + ãk,2,σ sin ϕ, (3)

ak,2,σ = −ãk,1,σ sinϕ + ãk,2,σ cosϕ,

cos 2ϕ =
−g(η1 − η2)

√

g2(η1 − η2)2 + t2k
, sin 2ϕ =

tk
√

g2(η1 − η2)2 + t2k

В результатi отримано :

Hel =
∑

k,α,σ

(Ek,α − µ)ñk,α,σ, (4)

Ek,α = ε + (−1)α
√

g2(η1 − η2)2 + t2k.

Дiагоналiзована спiнова частина має наступний вигляд

Hsp =
∑

l

∑

i,α

λαS̃z
i,α(l), (5)

λα =
√

(h + jηβ − g(nα − nβ))2 + Ω2.

3. Термодинамiчнi функцiї модульованої фази

Використовуючи свiдношення (2) - (5) отримано наступну систему
рiвнянь для середнiх значень псевдоспiнiв ηα i електронної концент-
рацiї nα:
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nα =
1
N
2

∑

k,α,σ

(
1 + cos 2ϕ

2
(1 + exp[β(Ek,α − µ)])−1 +

1 − cos 2ϕ

2
(1 + exp[β(Ek,β − µ)])−1), (6)

ηα =
h + jηβ − g(nα − nβ)

2λα

th

(

λα

2kT

)

. (7)

З усiх можливих розвязкiв системи рiвнянь (6) - (7)вибираємо
такi, що дають мiнiмальне значення термодинамiчного потенцiалу
Φ в режимi µ = const чи мiнiмальне значення вiльної енергiї F =
Φ + µN в режимi n = const. Термодинамiчний потенцiал моделi в
наближеннi молекулярного поля має вигляд:

Φ = −2kT
∑

k

ln((1 + exp[−β(Ek,1 − µ)])(1 + exp[−β(Ek,2 − µ)])) −

1

2
kTN ln(4ch

(

λ1

2kT

)

ch

(

λ2

2kT

)

) +

1

2
Njη1η2 −

1

2
Ng(n1 − n2)(η1 − η2) (8)

Виходячи з рiвнянь (6) - (7) можна записати рiвняння для вели-
чин δn = n1 − n2 i δη = η1 − η2 якi можуть грати роль параметра
порядку для модульованої фази . Видiливши внески першого поряд-
ку отримаємо:

δn = −
4

N

∑

k

g

tk
δη((1 + exp[β(ε − |tk| − µ)])−1 −

(1 + exp[β(ε + |tk| − µ)])−1) (9)

δη = −
2

λ2
(
Ω2

λ
〈σz〉 +

1

kT
(h + jη)2(

1

4
− 〈σz〉2))(gδn +

1

2
jδη) (10)

Тут:

n =
n1 + n2

2
, η =

η1 + η2

2
, 〈σz〉 =

1

2
th

(

λ

2kT

)

.
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λ =
√

(h + jη)2 + Ω2.

З рiвнянь (9) - (10) отримано умову для появи ненульового роз-
вязку для δn i δη, тобто рiвняння для темпетатури фазового переходу
другого роду.

На рисунку 1 показана лiнiя фазових переходiв першого i дру-
гого роду з однорiдної до модульованої фази для випадкiв Ω = 0 i
Ω = 0.05eV . Лiнiя фазових переходiв другого роду наведена жир-
нiше. Для випадку Ω = 0.05eV показана лише та частина кривої
фазового переходу другого роду, яка реалiзується в данiй моделi,
тобто вище певної температури. Нижче цiєї температури реалiзує-
ться перехiд першого роду зi стрибками величин δn i δη вiдмiнними
вiд нуля. Для випадку Ω = 0 наведена бiльша частина кривої для
температури фазового переходу другого роду, крива 2 (рис.1), а реа-
лiзується в системi вiдповiдно також лише її верхня частина. Темпе-
ратурна залежнiсть середньої електронної заселеностi пiдграток n1,
n2, а також однорiдної фази n0 вздовж лiнiї фазових переходiв по-
казано на рис.2. Там же наведенi отриманi температурнi залежностi
середнiх значень псевдоспiна (протонної заселеностi) η1, η2, η0. Кри-
вi δn(T ) i δη(T ) показанi на рис. 3. Розщеплення електронної зони
при фазовому переходi показано на рис. 4. Тут наведенi результати
розрахунку при наступних значеннях параметрiв моделi: g = 0.08eV ,
t = 0.05eV , j = 0, µ = 0, Ω = 0 i Ω = 0.05eV . Вибiр таких значень
параметрiв обгрунтовано в роботi [1]. Всi наведенi залежностi харак-
теристик системи є вздовж лiнiї фазових переходiв. На графiках всi
енергетичнi характеристики є в одиницях 10−1 eV.

4. Динамiчна провiднiсть

Динамiчна провiднiсть квазiодновимiрної структури, що мiстить
ланцюжки з водневими зв’язками визначалася за формулою Кубо [5]

σ(ω, T ) =
1

Na

∞
∫

0

dt exp[i(ω + iε)t]

β
∫

0

dλ〈ĵ(t − ih̄λ)ĵ(0)〉, (11)

де ĵ – оператор густини струму,

ĵ(0) =
i

h̄
[Ĥ, d̂], (12)
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Рис. 1. Лiнiя фазових переходiв першого (кривi 1, 3) i другого роду
(кривi 2, 4) з однорiдної до модульованої фази; 1, 2 - Ω = 0; 3, 4 -
Ω = 0.05eV .
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Рис. 2. Температурна залежнiсть середньої електронної заселеностi
пiдграток n1, n2, а також однорiдної фази n0 вздовж лiнiї фазових
переходiв i температурна залежнiсть середнiх значень псевдоспiна
(протонної заселеностi) η1, η2, η0 для Ω = 0.
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Рис. 3. Температурна залежнiсть величин δn i δη вздовж лiнiї фазо-
вих переходiв, 1 - Ω = 0; 2 - Ω = 0.05eV .
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Рис. 4. Розщеплення електронної зони вздовж лiнiї фазових перехо-
дiв, Ω = 0.
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d̂ – оператор дипольного моменту системи

d̂ = (−e)
∑

l

∑

i

Ri(l)ni(l) + zeff
H δ

∑

l

∑

i

Sz
i (l),

включає електронну i псевдоспiнову (iонну) складовi. Тут δ – вiд-
стань мiж рiвноважними положеннями протона на зв’язку, δ ≈ 0.40
Å. Згiдно з квантовохiмiчними розрахунками ефективний заряд вод-
ню zeff

H дорiвнює zeff
H ≈ 0.25e

j(t) = e
i

h̄
Htj(0)e−

i

h̄
Ht. (13)

В наближеннi молекулярного поля оператор густини струму роз-
дiляється на суму електронного i протонного (псевдоспiнового) до-
данкiв

ĵ = ĵe + ĵsp. (14)

Для цих складових на основi рiвняння (12)отриманi такi вирази:

ĵe(0)=−
2e

h̄

∑

k,α

∂ε(k)

∂kz

a+
k,αak,α=

4e

h̄
a
∑

k,α

t2 sin(2aqz)
√

g2(η1−η2)2+t2k
a+

k,αak,α,(15)

ĵsp(0) =
i

2

δ

h̄
Ωzeff

H

∑

l

∑

i,α

(S−

i,α(l) − S+
i,α(l)). (16)

Розрахунок кореляцiйних функцiй у виразi (11) з використанням
теореми Вiка дає наступнi вирази для реальної частини провiдностi:

σ = σe + σsp, (17)

де електронний доданок має такий вигляд:

σe(ω) =
16πe2

Nah̄2 t4β
∑

k,α

eβ(Eα(k)−µ) sin2(2kza)

(1 + eβ(Eα(k)−µ))2(g2(η1 − η2)2 + t2k)
δ(ω). (18)

Для протонної провiдностi маємо:

σsp(ω) =
π

2a

(

δ

2h̄
zeff

H Ω

)2
∑

α

1

λα

1−e−βλα

1+e−βλα

(δ(ω−λα/h̄) + δ(ω+λα/h̄)) .

(19)
На рисунку 5 наведена температурна залежнiсть електронної

провiдностi модульованої структури σ1 i системи в однорiднiй фазi
σ0 вздовж лiнiї фазових переходiв. При фазовому переходi першо-
го роду з однорiдної до модульованої фази електронна провiднiсть
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Рис. 5. Температурна залежнiсть електронної провiдностi модульова-
ної структури σ1 i системи в однорiднiй фазi σ0 вздовж лiнiї фазових
переходiв; 1 - Ω = 0; 2 - Ω = 0.05eV .

системи з водневими зв’язками стрибкоподiбно зменшується: на два
порядки при низьких температурах, а при зростаннi температури ве-
личина стрибка стає меншою. Значення провiдностi наведенi у вiд-
носних одиницях.

Протонна динамiчна провiднiсть має пiки на частотах, що вiд-
повiдають енергiям λi протонiв на водневих зв’язках ωi = λi

h̄
. Один

пiк (λ0) для випадку однорiдної фази i два пiки (λ1, λ2) для випад-
ку модульованої структури. Залежнiсть енергiй λi вiд температури
i зовнiшнього поля h вздовж лiнiї фазових переходiв показана на
рис. 6.

5. Висновки

Дослiджено рiвноважнi стани i фазовi переходи в квазiодновимiр-
них структурах з водневими зв’язками на основi запропонованої на-
ми псевдоспiн-електронної моделi. Встановлено, що в таких структу-
рах в залежностi вiд зовнiшнього поля реалiзуються фазовi переходи
першого чи другого роду з однорiдної фази до фази з подвоєнням пе-
рiоду гратки i вiдповiдно модуляцiєю заряду. Дослiджено поведiнку
при цьому електронної концентрацiї i середньої заселеностi протон-
них позицiй. Дослiджено залежнiсть щiлини в електронному спектрi
вiд поля i температури. Показано, що при фазовому переходi першо-
го роду з однорiдної до модульованої фази електронна провiднiсть
системи з водневими зв’язками стрибкоподiбно зменшується: на два
порядки при низьких температурах, а при зростаннi температури
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Рис. 6. Температурна i польова залежнiсть частот при яких отриманi
пiки протонної динамiчної провiдностi . Частоти поданi в енергетич-
них одиницях λi = h̄ωi; а - Ω = 0; б - Ω = 0.05eV .
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величина стрибка стає меншою. Показано, що протонна динамiчна
провiднiсть має один пiк для випадку однорiдної фази i два пiки
для випадку модульованої структури на частотах, що вiдповiдають
енергiям протонiв на водневих зв’язках.
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