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Аналiтичний метод опису критичної поведiнки 3D iзингопо-

дiбної моделi в зовнiшньому полi

М.П.Козловський

Анотацiя. Розвинуто метод аналiтичного розрахунку фiзичних ха-
рактеристик 3D iзингоподiбної моделi поблизу точки фазового пере-
ходу. На основi аналiзу рекурентних спiввiдношень мiж коефiцiєнта-
ми, що характеризують ефективнi блочнi спiни встановлена область
значень хвильових векторiв, для якої флуктуацiї параметру поряд-
ку описуються негаусовим розподiлом флуктуацiй. Знайдена зале-
жнiсть величини цiєї областi вiд температури та значення зовнiшньо-
го поля. Це дозволило знайти вираз для вiльної енергiї, параметра
порядку та сприйнятливостi системи поблизу точки фазового пере-
ходу. Одним iз результатiв розрахунку є кросоверна форма рiвняння
стану, яке в граничних випадках (малих температур чи полiв) пере-
ходить у вiдомi на сьогоднi рiвняння стану.

Analytical method for description of the critical behaviour of

3D Ising-like model in an external field

M.P.Kozlovskii

Abstract. The method of analytic calculations for physical characteri-
stics of the 3D Ising-like model near the phase transition point is devel-
oped. Basing on the analysis of recurrent relations among coefficients,
which characterize the effective block spins, the region of wave vectors for
which the order parameter fluctuations are described by non-Gaussian
measure density is established. The dependence of the region width on
the temperature and field value is found. It allows us to find expressions
for the free energy, order parameter and susceptibility of the system near
the phase transition point. The crossover form of the equation of state,
which can transfer into the well-known equations of state in the limit
cases, is one of the results of calculations.

Подається в Український фiзичний журнал

Submitted to Ukrainian Journal of Physics

c© Iнститут фiзики конденсованих систем 2008
Institute for Condensed Matter Physics 2008

ICMP–08–10U 1

В роботi запропонований метод розрахунку основних величин,
що характеризують поведiнку тривимiрної iзiнгоподiбної моделi по-
близу точки фазового переходу (ТФП) при наявностi зовнiшнього
поля. Вiн ґрунтується на використаннi пiдходу запропонованого в
[1] та використовує результати дослiджень, виконаних в [2, 3]. Як
було показано в цих роботах, використання розподiлу флуктуацiй
параметра порядку в виглядi полiному за колективними змiнними
(КЗ) ρ~k в показнику експоненти не передбачає використання непар-
них степенiв цiєї змiнної за винятком першої. Їхнiй вклад в фiзичнi
величини є зникаюче малим, оскiльки при операцiї зсуву [4, 5] такi
доданки зникають.

Використовуючи результати робiт [4,6], запишемо функцiональне
представлення моделi Iзiнга в зовнiшньому полi h

Z = Z0Z
−N0

j

∫

(dη)N0 exp
[

a1

√

N0η0−

− 1

2

∑

k∈B0

d(k)η~kη−~k − a4

4!
N−1

0

∑

~k1,...,~kn
~ki∈B0

η~k1
. . . η~k4

δ~k1+...+~k4









. (1)

Тут використане наближення моделi η4, хоча це не принципово. Уза-
гальнення на випадок вищих моделей η2m можна виконати подiбно
до [7]. Iнтегрування в (1) вiдбувається за N0 колективними змiнними
(N0 = N ·s−d

0 , N – число частинок, s0 – параметр моделi (s0 > 1) [4,5])
η~k = ηc

~k
− iηs

~k
, дiйсна та уявна частини яких приймають значення iз

областi дiйсних чисел [1]. Елемент об’єму фазового простору КЗ має
вигляд

(dη)N0 = dη0

∏

k∈B0

′

dηc
~k
dηs

~k
,

де штрих бiля знаку добутку означає, що k > 0. Величина d(k) вклю-
чає фур’є-образ Φ(k) деякого короткодiючого потенцiалу взаємодiї
[5, 6]

d(k) = ã2 − βΦ(k), (2)

тут β – обернена температура, ã = a2 + βΦ(0)Φ̄, а Φ̄ – параметр
потенцiалу взаємодiї [7, 8]. Для коефiцiєнтiв an в [4] отриманi вирази

a1 = s
d/2
0 h′,

a2 = 1 − ε +
2

3
ε2,

a4 = 2ε(1 − 3ε), (3)
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де h′ = βh, ε = s−d
0 . Розглядається випадок d = 3. Величина ε викори-

стовується в якостi малого параметра, оскiльки параметр s0 приймає
великi значення (s0 ≥ 2) [4].

Для фур’є-образу потенцiалу взаємодiї Φ(k) використовується на-
ступна апроксимацiя

Φ(k) =

{

Φ(0)(1 − 2b2k2), ~k ∈ B0

Φ0 = Φ(0)Φ̄, ~k ∈ B\B0,
(4)

де постiйна величина Φ̄ ≤ 1. Область значень хвильового вектора
~k ∈ B визначає першу зону Брiллюена простої кубiчної гратки з
перiодом c

B =

{

~k=(kx, ky, kz)|ki= − π

c
+

2π

c

ni

Ni
; ni=1, 2, . . . , Ni; i=x, y, z

}

,

(5)

де N = NxNyNz – загальне число вузлiв гратки, а область значень

B0 =

{

~k=(kx, ky, kz)|ki= − π

c0
+

2π

c0

ni

N0i
; ni=1, 2, . . . , N0i; i=x, y, z

}

,

(6)

де N0 = N0xN0yN0z – вiдповiдає першiй зонi Брiллюена для та-
кої ж гратки з перiодом c0 = c · s0. Параметр s0 вибирається з
умови, яка забезпечує параболiчну апроксимацiю фур’є-образу де-
якого короткосяжного потенцiалу ΦG(k) в областi значень ~k ∈ B0

типу Φ(0)(1 − const k2). Так для експонентно-спадного потенцiалу
Φ(r) = A exp(−r/b) маємо наступний фур’є-образ

ΦG(k) = Φ(0)(1 + b2k2)−2, (7)

де Φ(0) = A · 8π(b/c)3. При достатньо малих значеннях ~k ∈ B0 вираз
(7) достатньо добре описується параболiчною апроксимацiєю Φ(k) =
Φ(0)(1−2b2k2). Подiбна ситуацiя має мiсце для потенцiалу взаємодiї
найближчих сусiдiв, який традицiйно використовується при описi
фазових переходiв. Зрозумiло, що для цього потенцiалу s0 > 2.

Основний вклад в фiзичнi характеристики системи поблизу то-
чки фазового переходу здiйснюється за рахунок врахування довго-
хвильових флуктуацiй параметра порядку. Тому, врахування явної
залежностi вiд хвильового вектора особливо важливе для областi
~k ∈ B0. Що стосується великих значень хвильових векторiв ~k ∈ B\B0,
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то для опису критичної поведiнки системи тут достатньо обмежитись
для Φ(k) деяким постiйним значенням Φ0.

Умовою застосовностi параболiчної апроксимацiї для (7) є спiв-
вiдношення

Φ(B0) = Φ(0)(1 − 2b2B2
0) ≥ α′Φ(0), (8)

де B0 = B/s0 (тут B = π/c – границя пiвзони Брiллюена B, а пара-
метр α′ змiнюється в iнтервалi 0 ≤ α′ ≤ Φ̄). Для величини Φ̄ маємо

Φ̄ = 〈ΦG(k)〉 + Φ∞, (9)

де 〈ΦG(k)〉 – середнє значення (7) для ~k ∈ B\B0, а постiйна Φ∞ визна-
чає асимптотику температури фазового переходу в границi b/c → ∞.

Величина Z0 iз (1) має вигляд [4]

Z0 = 2N(chh′)N exp

(

1

2
NβΦ(0)Φ̄

)

, (10)

а Zj вiдповiдає за нормування функцiї переходу вiд спiнових σ~l до
колективних змiнних

η~k =
1√
N

∑

~l

σ~le
−i~k~l

та має вигляд [4]

Zj =

∫ ∞

−∞

dη exp

(

a1

√

N0η − 1

2
a2η

2 − 1

4!
a4η

4 − 1

6!
a6η

6

)

. (11)

Розрахунок (1) здiйснюватимемо, використовуючи iдею кон-
струювання блочних граток [9] вiдповiдно до гiпотези Каданова [10].
Перша реалiзацiя цiєї гiпотези на мiкроскопiчному рiвнi була здiй-
снена в роботах К. Вiльсона [11, 12]. Шляхом послiдовного виклю-
чення з розгляду змiнних η~k iз великими значеннями хвильових ве-
кторiв (т.з. процедура згладжування) йому вдалося в такий спосiб
побудувати послiдовнiсть ефективних блочних граток та встанови-
ти закон їхньої еволюцiї. Основною ланкою проведених розрахункiв
стали рекурентнi спiввiдношення (РС) мiж коефiцiєнтами розподiлiв
флуктуацiй параметра порядку двох сумiжних блочних структур.
Поряд з безсумнiвним успiхом пiдходу Вiльсона вiн мав суттєвий
недолiк. Виконання процедури згладжування здiйснювалося з вико-
ристанням гаусового розподiлу флуктуацiй. На даний час достовiрно
встановлено [1, 8], що такий пiдхiд не дозволяє виконати коректний
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розрахунок статистичної суми тривимiрної статистичної системи з
реалiстичним потенцiалом взаємодiї поблизу точки фазового перехо-
ду. Використання гаусового розподiлу флуктуацiй в якостi базисно-
го дає незадовiльний опис фазового переходу другого роду (вiльна
енергiя та термодинамiчнi характеристики, сприйнятливiсть тощо),
як це показано зокрема в [1, 8].

Реалiзований в данiй роботi пiдхiд базується, на вiдмiну вiд
пiдходу Вiльсона, на використаннi негаусових базисних розподiлах
флуктуацiй параметра порядку, як це було запропоновано в методi
I.Р. Юхновського [1, 8]. Це дозволяє усунути з розгляду сингуляр-
ностi математичного характеру та описати фiзичнi особливостi по-
ведiнки системи при наближеннi до точки фазового переходу h → 0,
τ → 0 (τ = (T − Tc)/Tc), де Tc – температура фазового переходу).

1. Метод розрахунку статистичної суми поблизу
ТФП при наявностi поля

Виконаємо поетапний розрахунок виразу для статистичної суми (1).
Скористаємося для цього результатами робiт [1, 8], де запропонова-
ний аналiтичний спосiб виключення з розгляду змiнних η~k з велики-
ми значеннями хвильових векторiв. На першому етапi iнтегрування
виключається множина змiнних η~k iз ~k ∈ B0\B1, де

B1=

{

~k=(kx, ky, kz)|ki= − π

c1
+

2π

c1

ni

N1i
; ni=1, 2, . . . , N1i; i=x, y, z

}

.

(1.1)

Тут c1 = c0 · s, де параметр s(s > 1) визначає перiод ефективної бло-
чної гратки з перiодом c1 > c0, N1 = N1xN1yN1z – число вузлiв цiєї
гратки, N1 = N0s

−d. Зауважимо, що значення параметра s вiдрiз-
няється вiд s0 тим, що вiн може приймати довiльнi значення бiльшi
вiд одиницi. На вiдмiну вiд s параметр s0 є фiксованим для кожної
конкретної фiзичної системи i визначається виглядом фур’є-образу
потенцiалу взаємодiї.

Подальший опис процедури виключення з розгляду “несуттєвих”
змiнних η~k здiйснюється схематично, оскiльки це детально описано
в [1]. Основну увагу звернуто на модифiкацiю пiдходу [8], пов’язану
iз вiдмiннiстю вiд нуля величини Φ̄ iз (4), та використанню умови
нормування функцiї переходу вiд спiнових до колективних змiнних,
що приводить до вiдповiдного вкладу у статистичну суму системи
(11).
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Загальна методика iнтегрування за η~k iз ~k ∈ B0\B1 передбачає
замiну величини Φ(k) iз (4) деяким середнiм значенням Φ(B1, B).
При цьому, для величини d(k) iз (2) маємо

〈d(k)〉B0\B1
= a2 − βΦ(0)(1 − Φ̄) + 2βΦ(0)b2〈k2〉. (1.2)

Для простоти подальшого розгляду визначимо 〈k2〉 як середнє ариф-
метичне значення k2 в областi хвильових векторiв ~k ∈ B0\B1. Маємо

〈k2〉 =
π2

c2
s−2
0

1

2
(1 + s−2).

Тодi
d(B1, B0) = d̃(0) + q, (1.3)

де

d̃(0) = ã2 − βΦ(0), ã2 = a2 + βΦ(0)Φ̄,

q = βΦ(0)q̄, q̄ =
1

2
(1 + s−2)(1 − α′). (1.4)

Величина α′ iз (8) є додатньою постiйною. При виконаннi числових
оцiнок виберемо α′ таким, щоб виконувалася рiвнiсть

q̄ = 0.5. (1.5)

Для виконання (1.5) необхiдно, щоб α′ = s−2/(1 + s−2). Вiдповiдно
до виконаного вище усереднення (1.2) коефiцiєнт d(k) має вигляд

d(k) =

{

d(k), ~k ∈ B1,

d(B1, B0), ~k ∈ B0\B.
(1.6)

Наближення (1.6) має позитивнi та негативнi наслiдки. З однiєї сто-
рони воно дозволяє виконати в (1) iнтегрування за змiнними ηk iз
~k ∈ B0\B1, не використовуючи розкладу в ряд доданку, пропорцiй-
ного до четвертого степеня ηk, як це робиться в пiдходах [13-15], а за-
лишаючи його в показнику експоненти. Це дозволяє уникнути появи
нефiзичних розбiжностей, якi мають мiсце у випадку використання
теорiї збурень за гаусовим розподiлом, оскiльки в ТФП коефiцiєнт
бiля другого степеня змiнної η~k обертається в нуль, а при T < Tc

стає вiд’ємним, що i є причиною виникнення таких розбiжностей.
З iншої сторони наближення (1.6) приводить до обертання в нуль

критичного показника кореляцiйної функцiї. Щоб отримати в рам-
ках даного пiдходу значення η 6= 0 необхiдно врахувати поправки
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на усереднення потенцiалу. Така методика описана в [1, 8]. Надалi
обмежимося випадком η = 0, оскiльки основна увага придiляється
вивченню принципових моментiв схеми опису поведiнки магнетика
в зовнiшньому полi поблизу ТФП.

Результатом поетапного розрахунку статистичної суми (1) для
послiдовностi np ефективних блочних структур є вираз

Z = Z0Z
−N0

j [Q(d)]N0

( np
∏

n=1

Qn

)

ZLGR, (1.7)

де вiдповiдно до [8] маємо

Q(d) = (2π)1/2 (3/a4)
1/4

exp

(

x2

4

)

U(0, x). (1.8)

Аргумент x функцiї параболiчного цилiндра Вебера U(0, x) має ви-
гляд

x = d(B1, B0) (3/a4)
1/2

, (1.9)

а для самих функцiй має мiсце iнтегральне представлення

U(a, x) =
2

Γ
(

a + 1
2

) exp

(

−x2

4

)∫ ∞

0

t2a exp

(

−xt2 − 1

2
t4
)

dt. (1.10)

Величини Qn являють собою парцiальнi статистичнi суми n-того рiв-
ня

Qn = [Q(Pn−1)Q(dn)]
Nn , (1.11)

де Nn = N0s
−3n, s – параметр подiлу простору КЗ на пiдпростори

(s ≥ 1),

Q(dn) = (2π)1/2
(

3/a
(n)
4

)1/4

exp

(

x2
n

4

)

U(0, xn),

Q(Pn) = (2π)−1/2

(

a
(n)
4

ϕ(xn)

)1/4

s3/4 exp

(

y2
n

4

)

U(0, yn). (1.12)

Для аргументiв xn та yn маємо вирази

xn = dn(Bn+1, Bn)

(

3

a
(n)
4

)1/2

,

yn = s3/2U(xn)

(

3

ϕ(xn)

)1/2

, (1.13)
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де
dn(Bn+1, Bn) = a

(n)
2 − βΦ(Bn+1, Bn). (1.14)

Величина Φ(Bn+1, Bn) є середнiм значенням фур’є-образу потенцiа-
лу (4) для значень ~k ∈ Bn\Bn+1. Тут

Bn =

{

~k = (kx, ky, kz)|ki = − π

cn
+

2π

cn

ni

Nni
; ni = 1, 2, . . . , Nni; i = x, y, z

}

,

(1.15)

де cn = c0s
n, Nn = NnxNnyNnz число вузлiв n - ої ефективної блочної

структури, причому Nn = N0s
−3n. Для спецiальних функцiй U(t) та

ϕ(t) маємо

U(t) = U(1, t)/U(0, t); ϕ(t) = 3U2(t) + 2tU(t) − 2. (1.16)

Для величин dn(Bn+1, Bn) та a
(n)
4 мають мiсце рекурентнi спiв-

вiдношення (РС). Їхнiй явний вигляд отриманий в [4]. Якщо ввести
позначення

dn(Bn+1, Bn) = dn(0) + qs−2n, q = βΦ(0)q̄,

a
(n)
1 = s−nwn, dn(0) = s−2nrn, a

(n)
4 = s−4nun,

тодi маємо

wn+1 = s
d+2
2 wn,

rn+1 = s2 [−q + (rn + q)N(xn)] ,

un+1 = sunE(xn), (1.17)

де

N(xn) =
ynU(yn)

xnU(xn)
, E(xn) = s2d ϕ(yn)

ϕ(xn)
.

Для початкових значень величин wn, rn та un (при n = 0) маємо

w0 = s
d/2
0 h′, r0 = a2 − βΦ(0)(1 − Φ̄), u0 = a4, (1.18)

де h′ = βh, а величини a2, a4 приведенi в (3).
Рекурентнi спiввiдношення (1.17) вiдрiзняються вiд РС, отрима-

них в [1, 8], наявнiстю додаткового рiвняння для величини wn, що
вiдображає факт наявностi зовнiшнього поля.
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У виразi (1.7) залишилась не визначеною величина ZLGR. Вона
має вигляд

ZLGR = 2(Nnp−1)/2Q(Pnp
)Nnp+1Znp+1, (1.19)

де

Znp+1 =

=

∫

(dη)Nnp+1 exp



a
(np+1)
1 N

1/2
np+1η0 −

1

2

∑

k∈Bnp+1

dnp+1(k)η~kη−~k−

−a
(np+1)
4

4!
N−1

np+1

∑

~k1,...,~k4
~ki∈Bnp+1

η~k1
. . . η~k4

δ~k1+...~k4











. (1.20)

Номер np характеризує ефективну блочну структуру спiнiв з перiо-
дом гратки cnp

, де
cnp

= c0s
np . (1.21)

Представлення статистичної суми у виглядi (1.7) пов’язане iз наяв-
нiстю поблизу ТФП нового масштабу вiддалi. Якщо далеко вiд ТФП
такою вiддалю є постiйна гратки c, то поблизу ТФП її роль вiдiграє
кореляцiйна довжина ξ = cnp

для якої при h = 0 маємо

ξ = ξ0|τ |−ν , (1.22)

де ξ0 – критична амплiтуда, а ν – критичний показник цiєї величини,
τ = (T − Tc)/Tc.

Якщо величина перiоду cn ефективної блочної гратки менша за
cnp

, то в системi має мiсце ренормгрупова симетрiя [8] i для всiх n <
nnp

загальнi РС (1.17) можуть бути замiненi наближеними РС, якi
вiдповiдають їхнiй лiнеаризацiї поблизу нерухомої точки. Процедура
лiнеаризацiї описана нижче. У випадку, коли cn > cnp

ренормгрупо-
ва симетрiя порушується i при розрахунку вкладу до вiльної енергiї
системи слiд використовувати загальнi, а не лiнеаризованi поблизу
фiксованої точки рекурентнi спiввiдношення.

Зауважимо, що виконанi нижче розрахунки стосуються областi
температур |τ | < τ∗, де τ∗ ∼ 10−2. Якихось обмежень на величину
поля h накладати не будемо.
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2. Визначення точки виходу iз критичного режи-
му флуктуацiй параметра порядку при наявно-
стi поля

Для розрахунку виразу (1.7) необхiдно визначити величину np. За-
уважимо, що в принципi, результат обчислення (1.7) не залежить
вiд вибору значення np. Фактично величина np роздiляє статисти-
чну суму (1.7) на двi частини. Перша з них враховує вклади вiд КЗ
η~k iз ~k ∈ B\Bnp+1. Друга частина вiдповiдає вкладам вiд КЗ η~k iз
~k ∈ Bnp+1, включаючи вклади вiд “макроскопiчної” змiнної η0. Змен-
шення чи збiльшення величини np приводить лише до перенесення
вкладiв з однiєї частини статистичної суми до iншої, що в принци-
пi не повинно впливати на загальний результат розрахунку. Метою
введення величини np є оптимiзацiя математичних розрахункiв по-
близу ТФП, оскiльки при їхньому виконаннi будуть здiйснюватися
певнi наближення. Якщо би розрахунки проводилися точно, то вибiр
величини np був би довiльним. Однак, вже лiнеаризацiя загальних
РС (1.17) поблизу фiксованої точки передбачає певнi обмеження на
величину np.

Як було показано в [8] для випадку h = 0, вклади до першої
частини статистичної суми (1.7) (дiлянка критичного режиму флук-
туацiй параметра порядку) вiдповiдають за формування критичних
показникiв. Тут мають мiсце негаусовi розподiли флуктуацiй пара-
метра порядку. Для вкладiв другого типу (змiннi η~k iз ~k ∈ Bnp+1)
характернi гаусовi розподiли флуктуацiй. Саме такого типу роз-
подiли мають мiсце для всiх η~k при вiддаленнi системи вiд ТФП
(τ > τ∗, h > h∗), оскiльки в цьому випадку кореляцiйна довжина
стає порядку сталої гратки.

Таким чином, умова на знаходження величини np спiвпадає з
умовою застосовностi лiнеаризованої форми рекурентних спiввiдно-
шень по вiдношенню до їх загального виду (1.17). Для всiх n ≤ np

спiввiдношення (1.17) можуть бути замiненi лiнеаризованою формою
поблизу фiксованої точки. При n > np вiдбувається змiна форми роз-
подiлу флуктуацiй з негаусового на гаусовий. Флуктуацiї параметра
порядку стають незалежними i подальше iнтегрування за змiнними
η~k iз ~k ∈ Bnp+1 не приводить до перенормування ефективних взає-
модiй.

Величина np визначає перiод деякої особливої ефективної бло-
чної гратки (1.15), яка роздiляє два рiзних флуктуатацiйних про-
цеси. Для всiх ефективних блочних граток (при заданих τ та h) з
перiодом меншим за cnp

має мiсце перенормування ефективних вза-
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ємодiй. Коли cn > cnp
, то таке перенормування припиняється. Це

дозволяє утотожнити величину cnp
iз кореляцiйною довжиною си-

стеми при заданих τ та h.
Дослiдимо властивостi РС (1.17). Їхня фiксована точка знайдена

в загальному випадку в [8]. Зокрема, було показано, що величина yn

iз (1.13) приймає великi значення. Приймаючи це до уваги, спiввiд-
ношення (1.17) можна записати в спрощеному видi (Додаток 1)

wn+1 = s
d+2
2 wn,

rn+1 = s2

[

−q +

√
un√
3

1

U(xn)
− 1

2s3

√
un√
3

ϕ(xn)

U3(xn)

]

,

un+1 = sun
ϕ(xn)

3U4(xn)

[

1 − 7

2
s−3 ϕ(xn)

U2(xn)

]

. (2.1)

Використання РС у формi (2.1) є особливо зручним, коли аргумент

xn =
√

3(rn + q)/
√

un (2.2)

приймає малi значення поблизу нерухомої точки (w∗, r∗, u∗).
В загальному випадку величина аргументу в фiксованiй точцi x∗

залежить вiд параметра ренормгрупи s. Як показано в Додатку 1
при s = s∗ (s∗ = 3.5977) величина x∗ = 0. При цьому координати
нерухомої точки є наступними

w∗ = 0, r∗ = −f0βΦ(0), u∗ = ϕ0(βΦ(0))2, (2.3)

де

f0 = q̄ =
1

2
, ϕ

1/2
0 = f0(1 − s−2)

√
3U(0)

(

1 +
3

2

1

y2
0

)

.

Тут

y0 = s3/2y
(0)
0 , y

(0)
0 = U(0)

(

3

ϕ(0)

)1/2

.

Таким чином, вибираючи в якостi параметра РГ s = s∗ для коорди-
нат фiксованої точки РС (1.17) знаходимо значення

f0 = 0.5, ϕ0 = 0.5939. (2.4)

Зауважимо, що постiйнi f0 та ϕ0 не залежать вiд мiкроскопiчних
параметрiв системи та присутностi зовнiшнього поля.
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Запишемо розв’язки РС (2.1) в околi фiксованої точки (w∗, r∗, u∗)
в виглядi розкладу за власними векторами матрицi R лiнеаризова-
ного перетворення:





wn+1 − w∗

rn+1 − r∗

un+1 − u∗



 = R





wn − w∗

rn − r∗

un − u∗



 . (2.5)

Вони мають вигляд

wn = s
d/2
0 h′En

1 ,

rn = r∗ + c1E
n
2 + c2REn

3 ,

un = u∗ + c1R1E
n
2 + c3E

n
3 , (2.6)

де El – власнi значення матрицi R. При s = s∗ отримуємо (див.
Додаток 1) наступнi числовi значення

E1 = s
d+2
2 = 24, 551, E2 = 8, 308, E3 = 0.374. (2.7)

Величини R та R1 iз (2.6) мають вигляд

R = R(0)(u∗)−1/2, R1 = R
(0)
1 (u∗)1/2.

Тут R(0) та R
(0)
1 – унiверсальнi постiйнi (приведенi в Додатку 1), якi

при s = s∗ приймають значення

R(0) = −0.530, R
(0)
1 = 0.162.

Коефiцiєнти c1 та c2 є функцiями температури

c1 =
[

a2 + βΦ(0)(Φ̄ − 1) − r∗ − R(a4 − u∗)
]

D−1,

c2 =
[

a4 − u∗ − R1(a2 − βΦ(0)(1 − Φ̄)) + r∗R1

]

D−1, (2.8)

де
D = (E2 − E3)/(R22 − E3) = 1.086.

Присутнiсть зовнiшнього постiйного поля змiнює тип фiксованої то-
чки РС (2.1). Iз однократно нестiйкої (при h = 0) вона стає двократно
нестiйкою (E1 > 1, E2 > 1 < E3 < 1). Iз ростом n кожна з величин
wn, rn та un iз (2.6) буде вiддалятися вiд свого фiксованого значен-
ня. Вiдхилення величини wn пов’язане iз власним значенням E1, а
вiдхилення величин rn та un вiдбувається за рахунок E2.
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Легко бачити, що iснує температура T = Tc, при якiй

c1(Tc) = 0. (2.9)

Випадок h 6= 0 та T = Tc вiдповiдає однократно нестiйкiй фiксованiй
точцi РС (1.17). Вiдхилення вiд фiксованої точки пов’язане лише iз
значенням E1 > 1, оскiльки c1(Tc)E

n
2 = 0.

Єдиний випадок, коли всi три величини wn, rn та un при n → ∞
прямують до своїх фiксованих значень вiдповiдає умовi

h = 0; T = Tc. (2.10)

Це i є визначення координат точки фазового переходу другого роду
в запропонованому нижче пiдходi.

Використаємо рiвнiсть (2.9) для розрахунку температури фазо-
вого переходу Tc. Приймаючи до уваги (2.8), отримуємо рiвняння

Ax2 + Bx + D = 0, (2.11)

де x = βcΦ(0), a для коефiцiєнтiв (2.11) маємо

A = 1 − f0 − R(0)ϕ
1/2
0 − Φ̄,

B = −a2, D = a4R
(0)ϕ

−1/2
0 . (2.12)

В якостi величини Φ̄ використовується вираз (9), де постiйна Φ∞

знаходиться з умови βcΦ(0) = 1 при b/c → ∞. Останнє приводить до
рiвностi

Φ∞ = q̄(1 + R(0)ϕ
1/2
0 ). (2.13)

Як видно iз (2.12), (2.13) значення температури фазового переходу
залежить вiд параметра s0, який визначає фур’є-образ потенцiалу
взаємодiї для великих значень хвильового вектора, а також вiд вiд-
ношення b/c (b – радiус дiї вихiдного потенцiалу взаємодiї, c – стала
простої кубiчної гратки). Розв’язки (2.11) як функцiї b/c при деяких
фiксованих значеннях s0 приведенi на Рис. 1. По осi ординат приве-
дена величина оберненої температури Jc = βcΦ(0)/6. Її значення пе-
ренормоване на число найближчих сусiдiв для простої кубiчної гра-
тки. Легко бачити, що з ростом радiуса дiї потенцiалу b величина Jc

спадає i має слабку залежнiсть вiд параметра s0. Числовi розрахунки
температури фазового переходу 3D моделi Iзiнга з потенцiалом вза-
ємодiї найближчих сусiдiв дають значення Jc = 0, 221655 ± 0, 00002
[15]. Для модифiкованої моделi Iзiнга [16] значення Jc отримане шля-
хом числового розрахунку при виборi параметра λ = 1.1 (яке мiнi-
мiзує поправки до скейлiнгу) приймає значення Jc = 0.3750966(4).
Очевидно, що зi змiною λ значення Jc також змiниться.
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β Φ(0)/6

Рис. 1. Залежнiсть оберненої температури фазового переходу (нор-
мованої на число найближчих сусiдiв z = 6) вiд радiуса дiї потенцiа-
лу b при рiзних значеннях параметра s0: крива 1 вiдповiдає значенню
s0 = 2, 0; крива 2 – s0 = 3, 0; крива 3 – s0 = 4, 0.

Рис. 2. Залежнiсть прямої температури фазового переходу Tc вiд
радiуса дiї потенцiалу b: крива 1 вiдповiдає значенню s0 = 2, 0; крива
2 – s0 = 3, 0; крива 3 – s0 = 4, 0.
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На Рис. 2 приведена залежнiсть прямої температури фазового
переходу Tc (в одиницях Φ(0)/k, де Φ(0) – значення фур’є-образу
потенцiалу взаємодiї при нульовому значення хвильового вектора, а
k – постiйна Больцмана) вiд радiуса дiї потенцiалу. Як свiдчать ре-
зультати розрахунку, при b > c значення Tc перестає залежати вiд b
та прямує до величини, яка спiвпадає iз даними iнших теорiй (моле-
кулярне поле, гаусове наближення тощо). Однак в областi значень
b < c маємо суттєву залежнiсть Tc вiд радiуса дiї потенцiалу для
всiх значень s0 ≥ 2. Приведений вище спосiб розрахунку температу-
ри фазового переходу дозволяє встановити її залежнiсть вiд радiуса
дiї потенцiалу (параметр b/c). Крiм того, значення Tc залежить вiд
вигляду типу потенцiалу взаємодiї (4), в якому закладений параметр
s0.

Обчислене вище значення температури фазового переходу Tc до-
зволяє записати розв’язки (2.6) як функцiй вiдносної температури
τ = (T − Tc)/Tc та поля h. Маємо

wn = s
d/2
0 βhEn

1 ,

rn = βΦ(0)
[

−f0 + c1T τEn
2 + R(0)ϕ

−1/2
0 c2T En

3

]

,

un = (βΦ(0))2
[

ϕ0 + c1T τϕ
1/2
0 R

(0)
1 En

2 + c2T En
3

]

. (2.14)

Тут використанi рiвностi

c1 = βΦ(0)τc1T , c2 = (βΦ(0))2c2T , (2.15)

де
c1T = c1k + τc1k1, (2.16)

а для c1k та c1k1 маємо

c1k =
[

c11 + c12(βcΦ(0))−2
]

D−1,

c1k1 = c12(βΦ(0))−2D−1, (2.17)

причому

c11 = 1 + Φ̄ − f0 − R(0)ϕ
1/2
0 , c12 = −a4R

(0)ϕ
−1/2
0 .

Для величини c2T отримуємо

c2T = c2k + c2k1τ + c2k2τ
2. (2.18)
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Тут

c2k =
[

c23 + c22(βcΦ(0))−1 + a4(βcΦ(0))−2
]

D−1,

c2k1 =
[

c22(βcΦ(0))−1 + 2a4(βcΦ(0))−2
]

D−1,

c2k2 = a4(βcΦ(0))−2D−1. (2.19)

Для скорочення запису (2.19) введенi позначення

c22 = −a2R
(0)
1 ϕ

1/2
0 ,

c23 = R
(0)
1 ϕ

1/2
0 (1 − f0 + Φ̄) − ϕ0.

Розв’язки РС (2.14) дозволяють отримати значення n = np, при яко-
му величини wn, rn та un починають вiдрiзнятися вiд їхнiх значень
у фiксованiй точцi. Очевидно, що в точцi фазового переходу (τ = 0,
h = 0) значення np → ∞, оскiльки E3 < 1. При вiдхиленнi вiд ТФП
можливi три рiзнi типи поведiнки величини np.

Перший з них вiдповiдає умовi вiдсутностi зовнiшнього поля. Вiн
був детально дослiджений в [1, 8], де використовувалося позначення
np = mτ , причому

mτ = − ln |τ̃ |
lnE2

− 1. (2.20)

Для зручностi тут використана перенормована вiдносна температура

τ̃ = τ(c1k/f0). (2.21)

Умова на визначення величини mτ сформульована в [1] i має вигляд

rnp+1 − r∗ =
−τ

|τ | r
∗. (2.22)

Iнший тип критичної поведiнки має мiсце для випадку τ = 0 при
h → 0. Величини rn та un в цьому випадку прямують до фiксованих
значень, а точка виходу системи iз критичного режиму флуктуацiй
параметра порядку (позначимо її через nh) визначається iз умови

wnh+1 − w∗ = h0, (2.23)

де h0 – деякий параметр, який задає умову нормування критичної
амплiтуди кореляцiйної довжини (при T = Tc) i визначається з умови
нормування намагнiченостi M при T = Tc [17,18] (Додаток 2)

M(τ = 0) = (h′)1/δ,
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де δ – критичний показник параметра порядку. Приймаючи до уваги
(2.14), отримуємо

nh = − ln h̃

lnE1
− 1. (2.24)

Тут введене позначення

h̃ = s
d/2
0 (h′/h0) . (2.25)

Найбiльш загальний тип критичної поведiнки має мiсце для ви-
падку τ 6= 0 та h 6= 0. Виявляється, що точка виходу np в загальному
випадку залежить вiд спiввiдношення мiж величинами τ та h. Як бу-
ло встановлено в [19, 20] iснує деяке граничне (температурне) поле
hc, яке роздiляє область значень полiв на сильнi та слабкi. Таке зна-
чення знаходимо iз умови

mτ = nh.

Використовуючи (2.20) та (2.24), отримуємо

hc = |τ̃ |p0 , (2.26)

де для критичного показника p0 маємо

p0 =
lnE1

lnE2
= ν/µ, µ =

2

d + 2
. (2.27)

Тут ν – критичний показник кореляцiйної довжини, який характе-
ризує її поведiнку при h = 0 i обчислюється iз спiввiдношення

ν =
ln s∗

lnE2
, (2.28)

а критичний показник µ – описує польову поведiнку кореляцiйної
довжини при T = Tc. Вiн залежить лише вiд вимiрностi просто-
ру i визначається вiдповiдними рекурентними спiввiдношеннями. В
загальному випадку, крiм критичних показникiв ν та µ система ха-
рактеризується також критичним показником кореляцiйної функцiї
η. Для тривимiрної моделi Iзiнга вiн приймає значення η = 0.04.

З метою спрощення подальшого викладу величина η покладає-
ться рiвною нулевi. Для критичного показника ν надалi використо-
вуватимемо значення ν = 0.605, яке слiдує iз наближених РС (2.1)
та власних значень (2.7) матрицi лiнеаризованого ренормгрупового
перетворення (2.5). Воно дещо вiдрiзняється вiд значення νc = 0.630,
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що вiдповiдає стандартнiй моделi Iзiнга. Вiдмiннiсть критичних по-
казникiв пов’язана з використанням в данiй роботi найпростiшого
наближення для якобiану переходу вiд спiнових до КЗ. З ростом
наближення значення ν зростають (див. [7,8]) i наближаються до νc.

Приймаючи до уваги (2.26), рiвнiсть (2.20) можна записати у ви-
глядi

mτ = − lnhc

lnE1
− 1. (2.29)

Порiвнюючи (2.24) та (2.29), знаходимо їхню функцiональну подiб-
нiсть. Зауважимо, що τ̃ в (2.20) та h̃ в (2.24) є додатнiми величинами.
Загальний вираз для точки виходу системи iз критичного режиму
флуктуацiй параметра порядку при T > Tc запишемо у виглядi [21]

np = − ln(h̃2 + h2
c)

2 lnE1
− 1. (2.30)

В граничних випадках вiн переходить в вiдомi вирази (в (2.20) при
h = 0 та в (2.24) при τ = 0). Саме цей вираз будемо використовувати
надалi в (1.7) при розрахунку статистичної суми поблизу ТФП при
T > Tc.

Для температур T < Tc формула (2.30) має дещо iнший вигляд.
Це пов’язано з наявнiстю в системi вiдмiнного вiд нуля параметра
порядку. Спонтанний спiновий момент iндукує деяке внутрiшнє ма-
гнiтне поле, яке має прийматися до уваги при визначеннi n′

p-точки
виходу системи з участку КРФ при T < Tc. Як вiдомо [8], наявнiсть
вiдмiнного вiд нуля параметра порядку (а отже спряженого до нього
поля) спричиняє зменшення точки виходу з КРФ. При T > Tc та-
ким полем є лише зовнiшнє поле i точка виходу np має вигляд (2.30).
При T < Tc крiм зовнiшнього поля h′ в системi наявне внутрiшнє по-
ле (впорядкування), що неодмiнно приводить до зменшення точки
виходу n′

p з участку КРФ. Даний ефект проявляється в “чистому
виглядi” при h = 0, де має мiсце спiввiдношення

n′
p = np − n0, (2.31)

тут n0 – постiйна величина (n0 ≥ 0). Скориставшись iз (2.29), знахо-
димо для областi температур T < Tc величину n′

p при h = 0 (позна-
чимо її через µτ )

µτ = − lnhc

lnE1
− n0 − 1 = − lnhcm

lnE1
− 1, (2.32)

де
hcm = τp0

1 , (2.33)
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а величина τ1 пов’язана з вiдносною температурою τ спiввiдношен-
ням

τ1 = −τ
c1k

f0
En0

2 . (2.34)

За наявностi зовнiшнього поля точка виходу системи з КРФ при
T < Tc має вигляд

n′
p = − ln(h̃2 + h2

cm)

2 lnE1
− 1. (2.35)

Вирази (2.30) та (2.35) визначають точку виходу системи з КРФ
при T > Tc та T < Tc вiдповiдно. Вони мають однаковий функцiо-
нальний вигляд i спiвпадають при T = Tc. Вiдрiзняються вони рi-
зним масштабом вимiру температури для дiапазонiв температур ви-
щих та нижчих за Tc i пов’язанi мiж собою спiввiдношенням

τ1 = −τ̃En0
2 .

В подальших розрахунках будемо використовувати в якостi точки
виходу з критичного режиму флуктуацiй параметра порядку фор-
мулу (2.30) для дiапазону температур T ≥ Tc, а також формулу
(2.35) при T ≤ Tc. Зауважимо, що для випадку T = Tc цi формули
спiвпадають.

3. Кореляцiйна довжина

Процедура поетапного виключення з розгляду змiнних η~k в (1) вiд-
повiдає переходу в координатному просторi до ефективних блочних
спiнiв в дусi гiпотези Каданова [9-12]. Величина перiоду ефективної
блочної гратки cn = c0s

n (c0 = cs0) зростає iз збiльшенням номера
iтерацiї n. Поблизу ТФП в системi виникає особливий негаусовий ре-
жим флуктуацiй параметра порядку для ефективних блочних гра-
ток iз n ≤ np, де має мiсце ренормгрупова симетрiя. Як слiдує iз
(2.14) для всiх n ≤ np величини wn, rn та un є близькими до їхнiх
значень у фiксованiй точцi (2.3). Для n > np цi величини вiдхиля-
ються вiд їхнiх значень у нерухомiй точцi i система переходить в
гаусовий (невзаємодiючий) режим флуктуацiй. При цьому величина
np (або n′

p при T < Tc) визначає величину перiоду гратки cnp
, яка

є спiввимiрною iз кореляцiйною довжиною системи ξ. Розглянемо
поведiнку величини

ξ = cnp
(3.1)
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як функцiї температури i поля. Для температур T ≥ Tc в якостi np

використаємо (2.30). Маємо

ξ/c = ξ0

(

h̃2 + τ̃ (d+2)ν
)− 1

d+2

. (3.2)

Тут ξ0 = (s0/s), де c – перiод початкової гратки, s0 – параметр фур’є-
образу потенцiалу (4), s – параметр ренормгрупи, h̃ – перенормоване
поле (2.25), а τ̃ – перенормована вiдносна температура (2.21).

Легко бачити, що у випадку T = Tc формула (3.2) переходить у
рiвнiсть

ξ/c = ξc(h
′)−µ, (3.3)

де µ – критичний показник iз (2.27), а для критичної амплiтуди ξc

iз врахуванням (2.25) знаходимо

ξc = ξ0

(

h0

s
3/2
0

)µ

=
1

s
(s0h0)

µ
. (3.4)

Абсолютне значення ξc визначається мiкроскопiчними параметрами
моделi s та s0 та величиною h0, яка вiдповiдно до (2.25) визначає
нормування величини h̃. З iншого боку, значення ξc вiдоме з число-
вих розрахункiв, зокрема [18]. Порiвнюючи величину ξc iз значенням
ξc = 0.3048(9) iз роботи [18] знаходимо, що для значень s = s∗ та
s0 = 2 параметр h0 iз (2.23) є порядку одиницi, а точнiше

h0 ≈ 0.760. (3.5)

В iншiй границi (h = 0) формула (3.2) переходить в рiвнiсть

ξ/c = ξ+|τ |−ν , (3.6)

де

ξ+ = ξ0

(

f0

c1k

)ν

=
s0

s

(

f0

c1k

)ν

. (3.7)

Для областi температур T < Tc формула (3.1) записується у ви-
глядi

ξ′ = c′np
, (3.8)

де величина n′
p має вигляд (2.35). Тому для всiх T ≤ Tc

ξ′/c = ξ0

(

h̃2 + τ
(d+2)ν
1

)− 1
d+2

. (3.9)
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Єдина вiдмiннiсть (3.9) вiд (3.2) полягає в змiнi масштабу вимiру
температури. Очевидно, що при T = Tc формула (3.9) переходить
в (3.3) (як це було у випадку (3.2)). При h = 0 формула (3.9), яка
вiдповiдає областi T ≤ Tc, набуває вигляду

ξ′/c = ξ−|τ |−ν , (3.10)

де

ξ− = ξ0

(

f0

c1k
E−n0

2

)ν

. (3.11)

Критична амплiтуда ξ− мiстить параметр n0, який характеризує змi-
щення точки виходу системи з режиму КРФ при T > Tc та T < Tc

(формула (2.31)). Величину цього параметра знаходимо з порiвняння
вiдношення

ξ+/ξ− = Eνn0
2 , (3.12)

яке слiдує iз виразiв (3.7) та (3.11) iз даними числового розрахунку
ξ+/ξ− = 1.896(10) [17,18]. Приймаючи до уваги, що ν = ln s/ lnE2

знаходимо

n0 =
ln(ξ+/ξ−)

ln s
. (3.13)

Для випадку s = s∗ маємо n0 = 0.50. В роботi [8], де дослiджувала-
ся критична поведiнка моделi Iзiнга при вiдсутностi поля, величина
n0 = 1. Легко бачити, що при збiльшеннi параметра s величина n0

зменшується. Загалом маємо 0 ≤ n0 ≤ 1.
Таким чином, використовуючи вiдомi експериментальнi факти

(як вiдношення критичних амплiтуд ) та данi числового розрахунку
[17,18] можна стверджувати, що при s = s∗ та s0 = 2 параметри h0

iз (2.23) та n0 iз (2.31) приймають значення

h0 = 0.760, n0 = 1/2. (3.14)

Саме такi значення будемо використовувати нижче, для iлюстрацiї
критичної поведiнки тривимiрної спiнової моделi з однокомпонен-
тним параметром порядку.

На Рис. 3 зображена залежнiсть величини ξ як функцiї поля h′

при фiксованому значеннi температури τ (при s0 = 2 та b/c = 0.5).
Випадок а) вiдповiдає великим значенням τ , якi не належать до кри-
тичної областi температур. Випадок в) демонструє зростання ξ при
зменшеннi величини поля для значень τ iз критичної областi тем-
ператур. Легко бачити, що при великих значеннях вiдносної тем-
ператури τ ' 0, 1 кореляцiйна довжина є порядку сталої гратки.
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a)

ξ

b)

ξ

Рис. 3. Залежнiсть кореляцiйної довжини вiд зовнiшнього поля h′

при деяких фiксованих значеннях температури τ = (T − Tc)/Tc при
s0 = 2 та b/c = 0.5. Випадок a: τ1=0,5, τ2=0,1, τ3=0,05, τ4=0,01.
Випадок b: τ4=0,01, τ5=0,005, τ6=0,002, τ7=0,001.
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Зростання ξ iз зменшенням поля спостерiгається лише для τ < 0, 1,
причому при τ∗ = 10−2 (що вiдповiдає границi критичної областi
температур |τ | ≤ 10−2) знаходимо, що ξ ∼ 6c, при τ = 10−3 маємо
ξ ∼ 25c, якщо h = 0. У випадку τ = const 6= 0 та h 6= 0 величина ξ є
суттєво меншою за ξ(h = 0) як це видно iз Рис. 3.

Подiбна ситуацiя має мiсце при фiксованих значеннях поля h′ iз
зменшенням τ . На Рис. 4 зображена температурна залежнiсть коре-
ляцiйної довжини ξ (в одиницях сталої гратки c) для деяких значень
поля h′ = hβ (при s0 = 2 та b/c = 0.5). Легко бачити, що для значень
h′ ≥ 0.01 кореляцiйна довжина залишається порядку сталої гратки
c навiть при τ = 0. Значення ξ при τ = 10−2 та h′ = 0, що вiдповiдає
границi критичної областi температур (при вiдсутностi поля) дося-
гається при τ = 0 та h′ ∼ 5 · 10−4. З ростом τ маємо зменшення ξ.
Таким чином, величина критичної областi для даної моделi (s0 = 2,
b/c = 0.5) залежить як вiд поля h′, так i вiд вiдносної температури
τ . Однак цi значення не можуть перевищувати величин τ∗ та h∗, для
яких маємо

τ∗ ≈ 10−2; h∗ ≈ 0.5 · 10−3. (3.15)

Використовуючи формулу (3.2) та приймаючи до уваги нормува-
ння величин τ̃ та h̃ (формули (2.21) та (2.25)) легко отримати значе-
ння τ∗ та h∗ для iнших значень мiкроскопiчних параметрiв гамiль-
тонiану s0 та b/c.

Формула (3.2) дозволяє знайти залежнiсть кореляцiйної довжи-
ни в часткових випадках. Так при h = 0 iз (3.2) отримуємо вiдому
залежнiсть (1.22). При цьому значення критичного показника ν ви-
значається для кожного значення вимiрностi простору d конкретним
виглядом РС. Використанi в роботi РС (2.6) при d = 3 дають значе-
ння ν = 0.61. У випадку d = 4 РС (2.1) набувають спрощеної форми
[8], i дають значення ν = 0.5. Для двовимiрної задачi ν = 1, як це слi-
дує iз точного розв’язку. Для d = 2 РС (2.1) суттєво ускладнюються
i потребують окремого дослiдження [1].

Значення польового критичного показника кореляцiйної довжи-
ни µ iз (2.27) визначається виключно вимiрнiстю простору. Очеви-
дно, що при d = 3 маємо µ = 0.4. Для випадку d = 4 отримує-
мо µ = 1/3, що спiвпадає з результатом розрахунку теорiї Ландау.
Для двовимiрної задачi (2.27) дає значення µ = 0.5, що незначно
вiдрiзняється вiд µ = 8/15 знайденого iз спiввiдношення скейлiнгу
µ(β + γ) = ν, де при d = 2 вiдомi точнi значення величин β, γ та ν
(β = 0.125, γ = 1.75, ν = 1.0).

ICMP–08–10U 23

a)

τ

ξ

b)

ξ

τ

Рис. 4. Залежнiсть кореляцiйної довжини вiд температури τ при
фiксованому зовнiшньому полi h′ (s0 = 2 та d/c = 0.5). Випадок
а: h1=0.01, h2=0.001, h3=0.0005, h4=0.0001. Випадок b: h4=0.0001,
h5=0.00005, h6=0.00001, h7=0.000005.



24 Препринт

4. Схема розрахунку вiльної енергiї
для областi температур T > Tc

Розрахунок вiльної енергiї системи однокомпонентних спiнiв поблизу
ТФП будемо здiйснювати iз використанням виразу для статистичної
суми (1.7). Основною вiдмiннiстю такого розрахунку у випадку на-
явностi поля (вiд його вiдсутностi [8]), є необхiднiсть використання
узагальненої точки виходу системи з критичного режиму флуктуа-
цiй параметра порядку. У випадку T > Tc координати цiєї точки (на
площинi поле – вiдносна температура) задаються виразом (2.30). Зо-
бразимо вiльну енергiю у виглядi декiлькох доданкiв

F = F0 + F1 + F
(+)
CR + FLGR. (4.1)

Кожен з цих доданкiв – вклад певного множника виразу (1.7). Так

F0 = −kTN [ln 2 + ln chh′] − 1

2
NΦ(0)Φ̄ (4.2)

вiдповiдає виразу Z0 i описує вiльну енергiю невзаємодiючих спiнiв.
Для F1 маємо вираз (див. Додаток 3)

F1 = kTN
[

F01 + F02h
′2 − F03τ − F04τ

2
]

, (4.3)

де F0n – постiйнi коефiцiєнти, приведенi в (Д3.16).

Доданок F
(+)
CR вiдповiдає вкладу до вiльної енергiї вiд дiлянки

критичного режиму флуктуацiй. Вiдповiдно до (1.7) вiн має вигляд

F
(+)
CR = −kT

np
∑

n=1

Nnfn, (4.4)

де Nn = N0 · s−3n, а для функцiї fn(xn, yn−1) справедливий вираз

fn =
1

4
ln (3/ϕ(yn−1)) +

1

4

(

x2
n + y2

n−1

)

+ lnU(0, xn) + lnU(0, yn−1). (4.5)

Вiдмiннiсть (4.4) вiд аналогiчної формули, що використовувала-
ся у випадку вiдсутностi поля [7], полягає у використаннi бiльш за-
гального виразу для точки виходу з дiлянки критичного режиму
флуктуацiй np. Величини xn та yn, що входять до (4.5), приведенi в
(1.13).

Доданок FLGR має вигляд

FLGR = −kT lnZLGR, (4.6)
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де вираз для LLGR приведений в (1.19). Зауважимо, що Znp+1 iз
(1.20) може бути зображено у виглядi, подiбному до вкладу вiд дi-
лянки критичного режиму флуктуацiй, тобто через добуток парцi-
альних статистичних сум. Тодi для (4.6) маємо

FLGR = F
(+)
TR + F ′. (4.7)

Тут

F
(+)
TR = −kTN0s

−3(np+1)
m0
∑

m=1

s−3(m−1)fnp+m, (4.8)

де для fnp+m маємо (4.5) при n = np + m, а для F ′ отримуємо

F ′ = −kTN lnZ ′. (4.9)

Тут
Z ′ = 2(Nn′+1−1)/2[Q(Pn′)]Nn′+1Zn′+1, (4.10)

де величина n′ = np +m0 є номером деякої блочної структури спiнiв,
причому n′ > np. Величина Q(Pn′) спiвпадає iз (1.12) при n = n′, а
для Zn′+1 маємо вираз (1.20), в якому замiсть np слiд пiдставити n′.

Зауважимо принципову рiзницю мiж F
(+)
CR iз (4.4) та F

(+)
TR iз (4.8).

Хоча вони мають однаковий функцiональний вигляд, значення ар-
гументiв xn та yn в цих виразах рiзнi за величиною. Якщо для F

(+)
CR

(область n < np) цi величини є близькими до їхнiх значень побли-

зу фiксованої точки (xn ≈ x∗, yn ≈ y∗), то при розрахунку F
(+)
TR

(область np < n ≤ np + m0) слiд приймати до уваги їхнє вiдхилення
вiд фiксованої точки.

Знайдемо величину F
(+)
CR iз (4.4). Для цього слiд видiлити явну

залежнiсть величини fn вiд n. Такi розрахунки виконанi в [8]. Було
встановлено, що аргумент yn для будь-яких значень температури
приймає великi значення. Тому для функцiй параболiчного цилiндра
U(0, yn) та їхнiх комбiнацiй U(yn) та ϕ(yn) iз (1.16) використовуються
асимптотичнi розклади

U(0, yn) = y−1/2
n e−y2

n/4

(

1 − 3

8
y−2

n +
105

108
y−4

n

)

,

U(yn) = y−1
n

(

1 − 3

2
y−2

n + 6y−4
n

)

, (4.11)

ϕ(yn) = 3y−4
n

(

1 − 21

2
y−2

n +
447

4
y−4

n

)

.
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Маємо спрощений вираз для fn iз (4.5)

fn =
1

2
ln yn−1 +

9

4
y−2

n−1 +
x2

n

4
+ lnU(0, xn) + 0(yn−1)

−4. (4.12)

Обмежимося надалi випадком, коли значення величини xn у фiксо-
ванiй точцi обертається в нуль (x∗ = 0). Вiн реалiзується при певному
значеннi параметра ренормалiзацiйної групи s = s∗, де s∗ = 3.5977
(Додаток 1). В цьому випадку для всiх n ≤ np маємо xn � 1 i
величину (4.12) можна зобразити у виглядi

fn = f
(0)
CR + A1xn−1 + A3xn, (4.13)

де

f
(0)
CR =

1

2
ln y0 +

9

4
y−2
0 + lnU(0, 0),

y0 = s3/2y
(0)
0 , y

(0)
0 = U(0) (3/ϕ(0))

1/2
,

а для коефiцiєнтiв Al маємо

A1 =
1

2
r1

(

1 − 9(y
(0)
0 )−2

)

, A3 = −1

2
U(0), (4.14)

де коефiцiєнт r1 виражається через функцiї параболiчного цилiндра
U(0), ϕ(0) та їхнi похiднi. В (4.13) обмежимося врахуванням додан-
кiв лiнiйних за величиною xn. Врахування квадратичних доданкiв
детально описано в [8]. Приймаючи до уваги результати Додатку 4,
знаходимо

f
(0)
CR = 1.496, A1 = 0.115, A3 = −0.478. (4.15)

Скориставшись iз явних розв’язкiв РС (2.12) в областi n ≤ np отри-
муємо вираз для xn:

xn = c1T B3τEn
2 + c2

1T B6τ
2E2n

3 . (4.16)

Тут не приймаються до уваги доданки пропорцiйнi до En
3 (E3 < 1),

а для коефiцiєнтiв Bl маємо

B3 =
√

3ϕ
−1/2
0 , B6 = −

√
3

2
R

(0)
1 ϕ−1

0 .

Приймаючи до уваги (4.16) iз (4.12) знаходимо

fn = f
(0)
CR + d1c1T τEn

2 + d3c
2
1T τ2E2n

2 , (4.17)
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де
d1 = B3(A3 + A1/E2), d3 = B6(A3 + A1/E2

2).

Використаємо (4.17) для розрахунку (4.4). Зауважимо, що завдяки
(2.30) мають мiсце рiвностi

s−(np+1) =
(

h̃2 + h2
c

)
1

d+2

, E
np+1
1 =

(

h̃2 + h2
c

)−1/2

,

τ̃E
np+1
2 = Hc, Hc = τ̃

(

h̃2 + h2
c

)−1/2p0

,

E
np+1
3 = H3, H3 =

(

h̃2 + h2
c

)∆/2p0

. (4.18)

Тут використанi позначення

ν =
ln s∗

lnE2
, ∆ = − lnE3

lnE2
, p0 =

lnE1

lnE2
=

d + 2

2
ν, (4.19)

де ν – критичний показник кореляцiйної довжини, ∆ – критичний
показник поправки до скейлiнгу, p0 – кросоверний критичний пока-
зник. Для моделi ρ4 при s = s∗ вони приймають значення1

ν = 0.605, ∆ = 0.465, p0 = 1.512.

Результат розрахунку (4.4) має вигляд

F
(+)
CR = −kTN0

(

γ01 + γ02τ + γ03τ
2
)

+ F
(s)
CR, (4.20)

де для коефiцiєнтiв γ0l в Додатку 4 знайденi вирази

γ01 = s−3f
(0)
CR

(

1 − s−3
)−1

,

γ02 = s−3d1c1kE2(1 − E2s
−3)−1, (4.21)

γ03 = s−3d3c
2
1kE2

2(1 − s−3E2
2 )−1 + s−3c1k1d1E2(1 − E2s

−3)−1,

якi спiвпадають з результатами аналогiчних обчислень у випадку
вiдсутностi поля [8]. Сингулярна частина F

(s)
CR виразу (4.20) має ви-

гляд
F

(s)
CR = kTN0γ̄

+s−3(np+1). (4.22)

Коефiцiєнт γ̄+ є функцiєю Hc i зображається у виглядi

γ̄+ = γ̄1 + γ̄2Hc + γ̄3H
2
c , (4.23)

1Занижене значення ν в порiвняннi з даними методу МК [13] пов’язане iз
використанням недостатньо високого наближення для якобiану переходу вiд спi-
нових до КЗ. Використання вищих наближень [7,8] приводить до зближення цих
значень.
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де γ̄l – постiйнi величини

γ̄1 = f
(0)
CR(1 − s−3)−1,

γ̄2 = d1f0(1 − E2s
−3)−1,

γ̄3 = d3f
2
0 (1 − E2

2s−3)−1, (4.24)

якi при s = s∗ приймають значення: γ̄1 = 1.529, γ̄2 = −0.635,
γ̄3 = −0.058. Сингулярна частина вкладу F

(s)
CR суттєвим чином вiд-

рiзняється вiд аналогiчної величини при h = 0. Зауважимо, що при
вiдсутностi поля маємо Hc = 1, а тому

γ̄+(h = 0) = γ+ = γ̄1 + γ̄2 + γ̄3. (4.25)

При h 6= 0 величина Hc < 1, причому для h̃ � hc маємо Hc → 0 i
основний вклад до γ̄+ дає величина γ̄1.

Вклад до вiльної енергiї FLGR вiдповiдно до (4.7) мiстить два до-
данки. Для розрахунку першого з них F

(+)
TR iз (4.8) необхiдно знайти

явну залежнiсть величини fnp+m вiд m. Скористаємося iз розв’язкiв
РС (2.14), якi при врахуваннi (4.18) набувають вигляду

wnp+m = h0E
m−1
1 h̃

(

h̃2 + h2
c

)−1/2

,

rnp+m = βΦ(0)f0

[

−1 + HcE
m−1
2 + R(0)f−1

0 ϕ
−1/2
0 c2T Em−1

3 H3

]

,

unp+m = (βΦ(0))2ϕ0

[

1 + ΦHcE
m−1
2 + c2T Em−1

3 H3

]

. (4.26)

Тут Φ = f0ϕ
−1/2
0 R

(0)
1 . Доданками, якi пропорцiйнi до H3E

m−1
3 будемо

нехтувати, оскiльки поблизу ТФП величина H3 iз (4.18) є малою,
а Em−1

3 при m � 1 прямує до нуля (E3 < 1). Таке наближення
вiдповiдає нехтуванню поправками до скейлiнгу. При необхiдностi
такi поправки можна обчислювати, використовуючи метод, запро-
понований в [8].

Приймаючи до уваги (4.26) iз (1.13) знаходимо

xnp+m = x̄Em−1
2 Hc(1 + ΦEm−1

2 Hc)
−1/2, (4.27)

де введене позначення

x̄ = f0ϕ
−1/2
0

√
3. (4.28)

Аргумент xnp+m з ростом m зростає та залежить вiд значення Hc.
Легко переконатися, що величина Hc для кожного значення h̃ одно-
значно визначається параметром

α = h̃/hc. (4.29)
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Для малих значень полiв величина Hc наближається до одиницi, а з
ростом α – прямує до нуля.

Така поведiнка Hc приводить до рiзного характеру залежностi
величини xnp+m iз (4.27) вiд m для малих та великих значень полiв
(Додаток 5).

Приймаючи до уваги розв’язки (4.26) легко переконатися, що зна-
чення величини m0 = 1 приводить до доволi великих значень аргу-
мента xnp+m0+1, що є достатньою умовою використання гаусового

розподiлу флуктуацiй для всiх ρ~k iз |~k| ∈ Bnp+2. Отже, вклад до
вiльної енергiї системи (4.8) вiд перехiдної областi флуктуацiй мi-
стить лише один доданок i має вигляд

F
(+)
TR = −kTN0fnp+1

(

h̃2 + h2
c

)
d

d+2

, (4.30)

де для коефiцiєнта fnp+1 маємо вираз

fnp+1 =
1

2
ln ynp

+
9

4
y−2

np
+

1

4
x2

np+1 + lnU(o, xnp+1). (4.31)

Для розрахунку останнього iз вкладiв до вiльної енергiї системи F ′

iз (4.7) слiд обчислити вираз для Z ′ iз (4.9). При m0 = 1 маємо

Z ′ = 2(Nnp+2−1)/2
[

Q(Pnp+1)
]Nnp+2

Znp+2, (4.32)

де

Znp+2 =

∫

(dρ)Nnp+2 exp



h′
√

Nρ0 −
1

2

∑

k∈Bnp+2

dnp+2(k)ρ~kρ−~k−

−a
(np+2)
4

24
N−1

np+2

∑

k1,...,k4
ki∈Bnp+2

ρ~k1
. . . ρ~k4

δk1+...+k4









. (4.33)

Для коефiцiєнтiв dnp+2 та a
(np+2)
4 маємо

dnp+2(k) = dnp+2(0) + 2βΦ(0)b2k2,

dnp+2(0) = s−2(np+2)rnp+2,

a
(np+2)
4 = s−4(np+2)unp+2. (4.34)

Зауважимо, що методика розрахунку (4.33) у випадку h = 0
розвинута в [8]. Вона грунтується на тому фактi, що величина
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rnp+2(h = 0) � unp+2(h = 0), а отже, дозволяє використати для
обчислення (4.33) гаусове наближення. Однак, при наявностi поля
коефiцiєнт rnp+2 зменшується при ростi поля i приймає вiд’ємнi зна-
чення при достатньо великих полях. Тому розроблена ранiше мето-
дика обчислення (4.33) потребує розвитку.

5. Видiлення макроскопiчної частини
параметра порядку

Розрахунок явного виразу величини Znp+2 iз (4.32) суттєвим чином
залежить вiд того факту, вище чи нижче температури фазового пе-
реходу Tc знаходиться система. Така ситуацiя зобумовлена поведiн-
кою коефiцiєнтiв rnp+2 та unp+2, для яких маємо вирази

rnp+2 = βΦ(0)f0 (−1 + E2Hc) ,

unp+2 = (βΦ(0))2ϕ0 (1 + ΦE2Hc) . (5.1)

Коефiцiєнт unp+2 залишається додатнiм для довiльних значень
τ та h′, що забезпечує збiжнiсть iнтегрування в (4.33). Коефiцiєнт
rnp+2 є додатнiм i значно перевищує unp+2 при великих значеннях τ

(hc � h̃). Для цих температур при розрахунку (4.33) можна обмежи-
тись гаусовим наближенням, що детально обговорено в [8]. Однак,
для малих значень τ (hc � h̃) коефiцiєнт rnp+2 стає малим i при
подальшому зменшеннi температури стає вiд’ємним. В цiй темпера-
турнiй областi використання гаусового наближення є безпiдставним.
Ситуацiя змiнюється, якщо в (4.33) виконати замiну змiнних

ρ~k = η~k +
√

Nσ+δ~k, (5.2)

де σ+ – деяка постiйна величина.
У випадку T < Tc пiдставою для змiщення змiнної ρ0 (середнє

значення якої пов’язане з параметром порядку [1]) є наявнiсть в си-
стемi спонтанного параметру порядку. Подiбна ситуацiя має мiсце
також при температурах вищих за Tc при наявностi зовнiшнього по-
ля. В цьому випадку в системi iснує iндукований полем параметр
порядку. В результатi замiни (5.2) вираз (4.33) набуває вигляду

Znp+2 = eNE0(σ+)

∫

(dη)Nnp+2 exp






A0

√
Nη0 −

1

2

∑

~k∈Bnp+2

d̄(k)η~kη−~k−
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−1

6
b̄N

−1/2
np+2

∑

~k1,...,~k3

η~k1
...η~k3

δ~k1+...+~k3
−

− 1

24
ā4N

−1
np+2

∑

~k1,...,~k4

η~k1
...η~k4

δ~k1+...+~k4



 . (5.3)

Тут

E0(σ+) = h′σ+ − 1

2
dnp+2(0)σ2

+ − 1

24
a
(np+2)
4

N

Nnp+2
σ4

+, (5.4)

а для коефiцiєнтiв A0, d̄(k), b̄ та ā4 маємо вирази

A0 = h′ − dnp+2(0)σ+ − 1

6
a
(np+2)
4 s3

0s
3(np+2)σ3

+,

d̄(k) = d̄(0) + 2βΦ(0)b2k2;

d̄(0) = dnp+2(0) +
1

2
a
(np+2)
4 s3

0s
3(np+2)σ2

+,

b̄ = a
(np+2)
4 s

3/2
0 s3/2(np+2)σ+, ā4 = a

(np+2)
4 . (5.5)

Для проведення подальших розрахункiв слiд конкретизувати вели-
чину σ+. Оскiльки вирази (5.3)-(5.5) справедливi при довiльних зна-
ченнях σ+, знайдемо цю величину iз умови

∂E0(σ+)

∂σ+
= 0.

Приймаючи до уваги (5.4), отримуємо рiвняння

A0 = 0. (5.6)

Розв’язок (5.6) шукатимемо у виглядi

σ+ = σ0s
−(np+2)/2. (5.7)

Для величини σ0 отримуємо кубiчне рiвняння

σ3
0 + pσ0 + q = 0, (5.8)

де для коефiцiєнтiв p та q маємо вирази

p = 6s−3
0

rnp+2

unp+2
,

q = −6s
−9/2
0 s5/2 h0

unp+2

h̃

(h̃2 + h2
c)

1/2
. (5.9)
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В загальному випадку величини p та q є функцiями температури та
поля. Форма розв’язкiв (5.8) залежить вiд знаку дискримiнанта

Q = (p/3)3 + (q/2)2.

Як вiдомо, для додатнiх Q маємо один дiйсний розв’язок, а для Q < 0
рiвняння (5.8) має три дiйснi розв’язки. Легко переконатися, що при
T > Tc величина Q є додатньою при будь-яких значеннях поля.

Розглянемо деякi частковi випадки розв’язкiв (5.8). Нехай h = 0.
Тодi q = 0 для всiх τ 6= 0 i розв’язки (5.8) мають вигляд

σ
(1)
0 = 0; σ(2,3) = ±√−p. (5.10)

У цьому випадку знак величини p залежить вiд того, вище чи нижче
Tc є температура системи. Приймаючи до уваги рiвностi (4.18) та
(5.1), для T > Tc знаходимо

r
(+)
np+2 = βΦ(0)f0(E2 − 1),

u
(+)
np+2 = (βΦ(0))2ϕ0(1 + ΦE2). (5.11)

Використовуючи рiвностi (5.11), iз (5.9) знаходимо, що значення ве-
личини

p(+) = 6s−3
0

f0

ϕ0

1

βΦ(0)

E2 − 1

1 + ΦE2
(5.12)

є додатнiми. В цьому випадку (h = 0, T > Tc) рiвняння (5.8) не має
дiйсних розв’язкiв.

Iншим частковим випадком розв’язкiв рiвняння (5.8) є умова T =
Tc. Легко переконатися, що тодi величини p та q iз (5.9) перестають
залежати вiд поля. Дiйсно, при T = Tc маємо Hc = 0, а отже

r
(c)
np+2 = −βΦ(0)f0,

u
(c)
np+2 = (βΦ(0))2ϕ0. (5.13)

Тодi iз (5.9) отримуємо

p(c) = −6s−3
0 (f0/ϕ0) (βcΦ(0))−1 ,

q(c) = −6s
−9/2
0 s5/2 h0

ϕ0
(βcΦ(0))

−2
. (5.14)

Величина Q(c) = Q(τ = 0) приймає вигляд

Q(c) = Q(0)

[

1 − 8

9

f3
0

ϕ0h2
0

s−5βcΦ(0)

]

, (5.15)
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де
Q(0) = 9s−9

0 s5 (h0/ϕ0)
2 (βcΦ(0))−4 . (5.16)

Знак Q(c) визначається квадратною дужкою виразу (5.15) i завдя-
ки наявностi малого множника s−5 величина Q(c) завжди приймає
додатнi значення. Зауважимо також, що Q(c) не залежить вiд ве-
личини поля i визначається мiкроскопiчними параметрами системи.
Для значень параметрiв

s0 = 2, b/c = 0.3, h0 = 0.760 (5.17)

знаходимо

p(c) = −0.389, q(c) = −2.790, Q(c) = 1.944. (5.18)

Легко переконатися, що для iнших значень параметрiв s0 та b/c ве-
личина Q(c) завжди додатня. При T = Tc розв’язки рiвняння (5.8)
мають вигляд

σc = Ac + Bc, (5.19)

де

Ac =
(

−q(c)/2 + (Q(c))1/2
)1/3

,

Bc = −
(

q(c)/2 + (Q(c))1/2
)1/3

.

Для випадку (5.17) знаходимо

Ac = 1.408, Bc = 0.092, σc = 1.500. (5.20)

Величина змiщення σ+ iз (5.2) має вигляд:

σ+ = h̃1/5σc. (5.21)

В загальному випадку розв’язок рiвняння (5.8) залежатиме як
вiд величини поля, так i вiд температури.

Розв’язок (5.8) для всiх τ > 0 при h 6= 0 шукаємо з використанням
методу Кардано

σ0 = A + B,

де

A =
(

−q/2 + Q1/2
)1/3

, B = −
(

q/2 + Q1/2
)1/3

.

Кривi залежностi σ0(τ) приведенi на Рис. 5 для декiлькох значень
поля. Зауважимо, що значення σ0 = 1.500 при τ = 0 не залежить вiд
величини поля.
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τ

σ

Рис. 5. Залежнiсть розв’язку σ0 рiвняння (5.8) вiд температури. Кри-
ва 1 вiдповiдає значенню h

′

= 0.0001, крива 2 - h
′

= 0.00005, крива 3
- h

′

= 0.00001.

Вирази для перенормованих коефiцiєнтiв (5.5) запишемо у вигля-
дi

d̄(0) = s−2(np+2)rR,

b̄ = s−3(np+2)vR,

ā = s−4(np+2)uR. (5.22)

Тут

rR = rnp+2 +
1

2
unp+2s

3
0σ

2
0 ;

vR = unp+2s
3/2
0 σ0, uR = unp+2. (5.23)

При розрахунку виразу (5.3) використовуватимемо гаусове на-
ближення. Це пов’язано з малiстю коефiцiєнтiв vr та ur по вiдно-
шенню до rR. Виконавши в (5.3) замiну змiнних

η~k = ρ~ks(np+2)
√

2/rR

отримуємо

Znp+2 = eNE0(σ)s(np+2)Nnp+2(2/rR)Nnp+2/2ZG, (5.24)
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де

ZG =

∫

(dρ)Nnp+2 exp






−

∑

~k∈Bnp+2

(

1 + 2βΦ(0)b2k2s2(np+2)/rR

)

×

×ρ~kρ−~k − x3N
−1/2
np+2

∑

~k1,...,~k3

ρ~k1
...ρ~k3

δ~k1+...+~k3
−

−x4N
−1
np+2

∑

~k1,...,~k4

ρ~k1
...ρ~k4

δ~k1+...+~k4



 . (5.25)

Величини xn мають вигляд

x3 =

√
2

3
vr/(rR)3/2, x4 =

1

6
ur/r2

R (5.26)

i є малими в порiвняннi з одиницею i зменшуються з прямування
T → Tc. Тому (5.25) зводиться до добутку однократних iнтегралiв

ZG =
∏

~k∈Bnp+2

∫

dρ~k exp

(

−
(

1 + 2βΦ(0)
b2

rR
k2s2(np+2)

)

ρ~kρ−~k

)

.

(5.27)
Вклад до вiльної енергiї системи вiд (5.24) має вигляд

Fnp+2 = −kTNE0(σ) − 1

2
kTNnp+2 lnπ −

−kTNnp+2(np + 2) ln s +
1

2
kTNnp+2 ln rR +

+
1

2
kT

∑

~k∈Bnp+2

ln
(

1 + 2βΦ(0)b2k2s2(np+2)/rR

)

. (5.28)

Тут

E0(σ+) = e0h
′
(

h̃2 + h2
c

)
1

2(d+2) − e2

(

h̃2 + h2
c

)
d

(d+2)

, (5.29)

де введенi позначення

e0 = σ0s
−1/2,

e2 =
1

2
σ2

0s−3

(

rnp+2 +
1

12
unp+2s

3
0σ

2
0

)

. (5.30)
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Сума за ~k ∈ Bnp+2 в (5.28) може бути розрахована шляхом переходу
до iнтегралу за методикою, використаною в [1].

Приймаючи до уваги вирази (4.32) та (5.28), записуємо вiдповiдну
(4.32) частину вiльної енергiї як суму двох вкладiв

F ′ = F
(+)
0 + F ′

G,

де доданок
F

(+)
0 = −kTNE0(σ+) (5.31)

вiдповiдає видiленню макроскопiчної частини параметра порядку, а
для F ′

G маємо
F ′

G = −kTNnp+2fG. (5.32)

Коефiцiєнт fG має вигляд

fG =
1

2
ln 2 − 1

4
ln 3 + ln s +

1

4
lnunp+1 −

1

2
ln rR −

−1

2
lnU(xnp+1) −

3

8
y−2

np+1 −
1

2
f ′′

G. (5.33)

Тут

unp+1 = (βΦ(0))2ϕ0(1 + ΦHc),

xnp+1 = x̄Hc(1 + ΦHc)
−1/2, (5.34)

величини rR та ynp+2 визначенi в (5.23) та (1.13) вiдповiдно, а для
f ′′

G маємо вираз

f ′′
G = ln(1 + a2) − 2

3
+

2

a2
− 2

a3
arctg a, (5.35)

де

a =
π

s0

b

c

(

2βΦ(0)

rR

)1/2

. (5.36)

На цьому етапi завершується розрахунок вкладiв до вiльної енер-
гiї (4.1) вiд рiзного типу флуктуацiй параметра порядку для областi
температур T > Tc.

6. Вiльна енергiя системи в зовнiшньому полi
поблизу точки фазового переходу при T > Tc

Пiдсумуємо вклади до вiльної енергiї системи вiд рiзних флуктуа-
цiйних процесiв, якi мають мiсце поблизу точки фазового переходу
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другого роду. Вiдповiдно до представлення вiльної енергiї iз (4.1),
маємо декiлька типiв вкладiв. Вирази F0 та F1, як слiдує iз (4.2) та
(4.3), мiстять лише аналiтичну залежнiсть вiд поля h′ та вiдносної
температури τ . Такого ж типу є залежнiсть першого доданку FCR

виразу (4.20). Об’єднуючи цi вклади, введемо позначення

Fa = F0 + F1 +
(

F
(+)
CR − F s

CR

)

. (6.1)

Це є аналiтична частина вiльної енергiї. Вона має вигляд

Fa = −kTN
(

ln chh′ − F02h
′2
)

− 1

2
NΦ(0)Φ̄ −

−kTN
(

γ0 + γ1τ + γ2τ
2
)

, (6.2)

де

γ0 = ln 2 + γ01s
−3
0 − F10,

γ1 = F03 + γ02s
−3
0 ,

γ2 = F04 + γ03s
−3. (6.3)

Вклади до вiльної енергiї F
(s)
CR (4.22), F

(+)
TR (4.30) та F ′ (5.31) i

(5.32) мiстять суто неаналiтичну залежнiсть вiд температури τ та
поля h′. Запишемо їхню суму у виглядi двох типiв доданкiв. Перший
з них F

(+)
0 пов’язаний iз змiщенням змiнної ρ0 i має вигляд iз (5.31).

Другий F
(+)
s є сумою решти неаналiтичних вкладiв (область T > Tc)

F (+)
s = F

(s)
CR + F

(+)
TR + F ′

G (6.4)

i може бути зображений у виглядi

F (+)
s = −kTNγ(+)

s

(

h̃2 + h2
c

)
d

d+2

, (6.5)

де
γ(+)

s = s−3
0

(

fnp+1 − γ̄+ + fG/s3
)

. (6.6)

Таким чином замiсть представлення вiльної енергiї у виглядi (4.1)
маємо еквiвалентне йому представлення

F = Fa + F (+)
s + F

(+)
0 , (6.7)

де аналiтична частина Fa має вигляд (6.2), для F
(+)
s маємо (6.5), а

доданок F
(+)
0 iз (5.31) приймає вигляд

F
(+)
0 = −kTN

[

e0h
′(h̃2 + h2

c)
1

2(d+2) − e2(h̃
2 + h2

c)
d

d+2

]

. (6.8)
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Вирази для коефiцiєнтiв e0 та e2 приведенi в (5.30). Останнiй доданок
виразу (6.8) має той же вигляд, що i вираз Fs. Тому вираз (6.6) може
бути записаний також у виглядi

F = Fa + FN + Fh, (6.9)

де Fa приведено в (6.2),

FN = −kTNγN(h̃2 + h2
c)

d
d+2 , (6.10)

де
γN = γ(+)

s − e2, (6.11)

а для Fh знаходимо

Fh = −kTNe0h
′(h̃2 + h2

c)
1

2(d+2) . (6.12)

Зауважимо, що T = Tc(1 + τ). Вклад до вiльної енергiї Fh вiдiграє
основну роль з точки зору впливу зовнiшнього поля на критичну
поведiнку моделi.

7. Схема розрахунку вiльної енергiї
для областi температур T < Tc

Загалом спосiб розрахунку вiльної енергiї для випадкiв T > Tc та
T < Tc вiдрiзняється лише деякими деталями. Як вказувалося вище,
при T < Tc в системi має мiсце дещо iнший вираз для точки виходу
системи з критичного режиму флуктуацiй параметра порядку. Для
цiєї областi температур точка виходу з КРФ n′

p приймає меншi зна-
чення, нiж аналогiчна точка np (при T > Tc) вiдповiдно до формули
(2.31). Така поведiнка системи при T < Tc приводить до перенорму-
вання граничного значення поля hcm вiдповiдно до формули (2.33).
Це в свою чергу спричиняє асиметрiю у визначеннi областей “силь-
них” та “слабких” полiв для температур вищих та нижчих вiд Tc. На
Рис. 6 приведенi кривi залежностi величин αZ та αm (при τ > 0 та
τ < 0 вiдповiдно)

αZ = hc/h̃ = |τ̃ |p0 h̃−1

αm = hcm/h̃ = αZEn0p0

2 (7.1)

вiд температури, де n0 – постiйна величина iз (2.31). Якщо для обла-
стi T > Tc величина αZ близька до одиницi при h̃ ≈ hc, то для T < Tc

рiвнiсть h̃ ≈ hcm досягається при значно менших значеннях вiдносної
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температури. В областi температур T < Tc роль зовнiшнього поля
є значно бiльшою, нiж у випадку T > Tc. Це є наслiдком наявностi
в системi при T < Tc деякого внутрiшнього поля поряд з постiйним
зовнiшнiм полем.

Рис. 6. Залежнiсть величин αZ (крива 1) та αm (крива 2) вiд темпе-
ратури при h′ = 10−4.

Вiльна енергiя при T < Tc зображається у виглядi

F = F0 + F1 + F
(−)
CR + FIGR. (7.2)

Вклади F0 та F1 мають однаковий вигляд для температур T > Tc та
T < Tc i приведенi в (4.2) та (4.3).

Вираз для F
(−)
CR може бути розрахований iз (4.4), де сумування

вiдбувається до значення n′
p iз (2.35)

F
(−)
CR = −kT

n′
p
∑

n=1

Nnfn. (7.3)

Вклад FIGR до вiльної енергiї має вигляд

FIGR = −kT lnZIGR, (7.4)

де аналогiчно до (1.19) маємо

ZIGR = 2
(Nn′

p
)/2

Q(Pn′
p
)
Nn′

p+1Zn′
p+1, (7.5)
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причому Zn′
p+1 має вигляд (1.20), де величину np слiд замiнити на

n′
p.

Перш нiж приступити до розрахунку явного вигляду виразiв (7.3)
та (7.4), зауважимо, що в областi температур T < Tc вiдповiдно до
(2.35) мають мiсце рiвностi

s−(n′
p+1) =

(

h̃2 + h2
cm

)
1

d+2

, E
n′

p+1

1 =
(

h̃2 + h2
cm

)−1/2

,

τ̃E
n′

p+1

2 = −Hcm, Hcm = −τ̃
(

h̃2 + h2
cm

)−1/2p0

,

E
n′

p+1

3 = H3m, H3m =
(

h̃2 + h2
cm

)∆/2p0

, (7.6)

де використанi позначення (4.19).
Розв’язки РС (2.14) для областi температур T < Tc записуються

у виглядi

wn′
p+m = h0E

m−1
1 h̃

(

h̃2 + h2
cm

)−1/2

,

rn′
p+m = βΦ(0)f0

(

−1 − HcmEm−1
2 + R(0)f−1

0 ϕ
−1/2
0 c2T Em−1

3 H3m

)

,

un′
p+m = (βΦ(0))2ϕ0

(

1 − ΦHcmEm−1
2 + c2T Em−1

3 H3m

)

. (7.7)

Як i випадку T > Tc, доданками, що пропорцiйнi до H3mEm−1
3 надалi

будемо нехтувати.
Приймаючи до уваги (7.7) iз (1.13) знаходимо

xn′
p+m = −x̄Em−1

2 Hcm

(

1 − ΦEm−1
2 Hcm

)−1/2
, (7.8)

де величина x̄ означена в (4.28).
Вклад до вiльної енергiї системи вiд критичного режиму флукту-

ацiй (7.3) може бути записаний у виглядi

F
(−)
CR = −kTN0

(

γ01 + γ02τ + γ03τ
2
)

+ F
(c)
CR, (7.9)

де коефiцiєнти γ0l не залежать вiд температури i приведенi в (4.21),

а для F
(s)
CR маємо

F
(c)
CR = kTN0γ

−s−3(n′
p+1), (7.10)

де коефiцiєнт γ̄− залежить вiд величини Hcm

γ̄− = γ̄1 − γ̄2Hcm + γ̄3H
2
cm, (7.11)
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для якої маємо

Hcm = −τ̃
(

h̃2 + h2
cm

)−1/2p0

. (7.12)

Зауважимо, що величини Hc та Hcm, якi визначають коефiцiєнти γ̄+

та γ̄− завжди є додатнiми. В безрозмiрних змiнних (7.1) вони мають
вигляд

Hc =
(

1 + α−2
Z

)−1/2p0
,

Hcm = E−n0
2

(

1 + α−2
m

)−1/2p0
. (7.13)

В границi T → Tc кожна з них обертається в нуль, оскiльки вели-
чини α−1

Z та α−1
m iз (7.1) прямують до безмежностi. При вiдхиленнi

температури вiд Tc (або прямуваннi до нуля зовнiшнього поля) ве-
личини α−1

Z та α−1
m обертаються в нуль i для Hc та Hcm знаходимо

наступнi фiксованi значення

lim
h→0

Hc = 1; lim
h→0

Hcm = E−n0
2 . (7.14)

Приймаючи до уваги (7.6) iз (7.10) знаходимо явний вираз для вкла-
ду до вiльної енергiї системи вiд дiлянки критичного режиму флу-
ктуацiй параметра порядку при T < Tc

F
(c)
CR = kTN0γ̄

−
(

h̃2 + h2
cm

)
d

(d+2)

. (7.15)

Для розрахунку явного вигляду останнього доданку iз (7.2) запише-
мо його (як i у випадку T > Tc (4.6)) у виглядi

FIGR = F
(−)
TR + F ′′. (7.16)

Тут подiбно до (4.8) маємо

F
(−)
TR = −kTN0s

−3(n′
p+1)

m0
∑

m=1

s−3(m−1)fn′
p+m, (7.17)

де величина f ′
np+m має вигляд (4.5) при n = n′

p + m, а для F ′′ зна-
ходимо

F ′′ = −kTN lnZ ′′. (7.18)

Тут
Z ′′ = 2(Nn′′+1−1)/2Q(Pn′′)Nn′′+1Zn′′+1, (7.19)
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причому n′′ = n′
p + m0. Величина Q(Pn′′) спiвпадає iз (1.12) при

n = n′′, а для Zn′′+1 маємо вираз (1.20), в якому величину np слiд
замiнити на n′′.

Розрахунок величини F
(−)
TR iз (7.17) виконується подiбно до ви-

падку T > Tc. Знаходимо явний вигляд величини fn′
p+m вiд номера

m. Для цього скористаємося iз розв’язкiв (7.7) РС (2.14) при T < Tc.
Покладаючи m0 = 1 в виразi (7.17), знаходимо

F
(−)
TR = −kTN0fn′

p+1

(

h̃2 + h2
cm

)
d

d+2

, (7.20)

де для коефiцiєнта fn′
p+1 маємо

fn′
p+1 =

1

2
ln yn′

p
+

9

4
y−2

n′
p

+
1

4
x2

n′
p+1 + lnU(0, xn′

p+1). (7.21)

Тут xn′
p+1 визначається iз (7.8), а для yn′

p
маємо формулу:

yn′
p

= s3/2U(xn′
p
)

(

3

ϕ(xn′
p
)

)1/2

.

Обчислення вкладу F ′′ iз (7.16) пов’язано з розрахунком виразу
(7.19) для Z ′′, зокрема Zn′′+1 ≡ Zn′

p+2 (при m0 = 1). Маємо

Zn′
p+2 =

∫

(dρ)
Nn′

p+2 exp






h′
√

Nρ0 −
1

2

∑

k∈Bn′
p+2

dn′
p+2(k)ρ~kρ−~k −

− a
(n′

p+2)

4

24

1

Nn′
p+2

∑

k1,...,k4
~ki∈B

n′
p+2

ρ~k1
...ρ~k4

δ~k1+...+~k4











, (7.22)

де

dn′
p+2(k) = s−2(n′

p+2)rn′
p+2 + 2βΦ(0)b2k2,

a
(n′

p+2)
n = s−4(n′

p+2)un′
p+2, (7.23)

причому

rn′
p+2 = βΦ(0)f0 (−1 − HcmEn) ,

un′
p+2 = (βΦ(0))2ϕ0 (1 − ΦHcmE2) . (7.24)

ICMP–08–10U 43

Як i випадку T > Tc виконуємо в (7.22) замiну змiнних

ρ~k = ηk

√
Nσ−δ~k. (7.25)

В результатi отримуємо вираз

Zn′
p+2 = eNE0(σ−)

∫

(dη)
Nn′

p+2 exp
[

A′
0

√
Nη0−

−1

2

∑

~k∈Bn′
p+2

d̄′(k)η~kη−~k − 1

6
b̄′N

−1/2
n′

p+2

∑

~k1,...,~k3
~ki∈B

n′
p+2

η~k1
...η~k3

×

× δ~k1+...+~k3
− 1

24
ā′
4N

−1
n′

p+2

∑

~k1,...,~k4
~ki∈B

n′
p+2

η~k1
...η~k4

δ~k1+...+~k4











,(7.26)

в якому введенi позначення

E0(σ−) = h′σ− − 1

2
dn′

p+2(0)σ2
− − 1

24
a
(n′

p+2)

4 s3
0s

3(n′
p+2)σ4

−, (7.27)

а також

A′
0 = h′ − dn′

p+2(0)σ− − 1

6
a
(n′

p+2)

4 s3
0s

3(n′
p+2)σ3

−,

d̄′(k) = d̄(0) + 2βΦ(0)b2k2,

d̄′(0) = s−2(n′
p+2)

(

rn′
p+2 +

1

2
un′

p+2s
3
0s

(n′
p+2)σ2

−

)

,

b̄′ = un′
p+2s

3/2
0 s−

5
2 (n′

p+2)σ−,

ā′
4 = un′

p+2s
−4(n′

p+2). (7.28)

Величину змiщення σ− iз (7.25) зручно зобразити у виглядi

σ− = σ′
0s

− 1
2 (n′

p+2). (7.29)

Тодi вираз (7.27) набуває вигляду

E0(σ−) = h′e
(−)
0

(

h̃2 + h2
cm

)
1

2(d+2) − e
(−)
2

(

h̃2 + h2
cm

)
d

d+2

, (7.30)

де

e
(−)
0 = σ′

0s
−1/2,

e
(−)
2 =

1

2
σ

′2
0 s−3

(

rn′
p+2 +

1

12
un′

p+2s
3
0σ

′2
0

)

. (7.31)
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Величину змiщення σ− будемо визначати iз умови

dE0(σ−)

dσ−
= 0. (7.32)

Ця умова еквiвалентна до рiвняння

σ
′3
0 + p′σ′

0 + q′ = 0, (7.33)

де

p′ = 6s−3
0 rn′

p+2/un′
p+2,

q′ = −6s
−9/2
0 s5/2h0

1

un′
p+2

h̃

(h̃2 + h2
cm)1/2

. (7.34)

Порiвнюючи (7.34) iз (5.9), легко бачити, що вирази для коефiцiєнтiв
p та q рiвняння (5.8) спiвпадають iз виразами (7.34), якщо точку
виходу np (при T > Tc) замiнити на n′

p (при T < Tc). У випадку
T = Tc вирази (7.34) набувають вигляду

p′c = −6s−3
0

f0

ϕ0
(βcΦ(0))−1 ,

q′c = −6s
−9/2
0 s5/2 h0

ϕ0
(βΦ(0))−2 (7.35)

i спiвпадають iз значеннями коефiцiєнтiв p та q (5.9) при T = Tc (див.
(5.14)). Тому при τ = 0 для довiльних значень поля маємо рiвнiсть

σ0(Tc) = σ′
0(Tc). (7.36)

Вона забезпечує неперервнiсть розв’язку для змiщення як функцiї
температури при переходi через значення τ = 0. Для областi темпе-
ратур T < Tc число розв’язкiв рiвняння (7.33) визначається знаком
величини

Q′ = (p′/3)3 + (q′/2)2. (7.37)

Легко переконатися, що iснує таке τ0 < 0, що при τ0 < τ ≤ 0 вели-
чина Q′ > 0, та Q′ < 0 для τ < τ0. Значення τ0 знаходимо iз умови

Q′ = 0. (7.38)

Оскiльки при T < Tc завжди маємо rn′
p+2 < 0, тому умова (7.38)

набуває вигляду

8
∣

∣

∣rn′
p+2

∣

∣

∣

3

/un′
p+2 = 9s5h2

0

h̃2

h̃2 + h2
cm

. (7.39)
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Рiвняння (7.39) визначає деяку величину αm0 = h̃/h
(0)
cm, оскiльки

лише вiд неї залежать величини правої та лiвої частини (7.39).
Дiйсно, вiдповiдно до (7.24) маємо

rn′
p+2 = −βΦ(0)f0

(

1 + E2H
(0)
cm

)

;

un′
p+2 = (βΦ(0))2ϕ0

(

1 − ΦE2H
(0)
cm

)

,

тодi iз (7.6) отримуємо

H(0)
cm = E−n0

2

(

1 + α−2
m0

)−1/2p0
.

Вiдносно величини αm0 маємо рiвняння

α2
m0

1 + α2
m0

=
8

9
βΦ(0)

f3
0

ϕ0h2
0

s−5 (1 + E2H
(0)
cm)3

1 − E2ΦH
(0)
cm

. (7.40)

Для значень параметрiв моделi (5.17) величина αm0 = 0.3086. Ко-
жному фiксованому значенню αm0 вiдповiдає деяка температура T0,
для якої величина τ0 = (T0 − Tc)/Tc має вигляд

τ0 = −E−n0
2

f0

c1k

(

h̃

αm0

)1/p0

. (7.41)

Для всiх τ0 < τ < 0 рiвняння (7.33) має один дiйсний розв’язок, в
областi τ < τ0 iснує три дiйсних розв’язки. При прямуваннi поля
до нуля величина τ0 → 0. Залежнiсть величини τ0 (нормованої на
значення τ∗, яке визначає розмiри критичної областi температур)
вiд величини h′ приведена на Рис. 7.

Для дiапазону температур τ0 < τ ≤ 0 розв’язок рiвняння (7.33)
знаходимо як i для областi температур T ≥ Tc. У випадку, коли
τ < τ0 величина Q′ iз (7.37) стає вiд’ємною i рiвняння (7.33) має три
дiйсних розв’язки

σ′
1 = 2(−p′/3)1/2 cos(αr/3),

σ′
2,3 = −2(−p′/3) cos

(αr

3
± π

3

)

,

де кут αr визначається iз спiввiдношення

cosαr = − q′

2(−p′/3)2/3
.
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Рис. 7. Залежнiсть величини τ0 вiд величини поля.

Зауважимо, що вiдповiдно до (7.24) для величини p′ iз (7.34) маємо
вираз

p′ = −6s−3
0

f0

ϕ0
(βΦ(0))−1 E2 + 1

1 − ΦE2
,

який для всiх значень температур iз дiапазону τ < 0 приймає вiд’ємнi
значення.

Таким чином, отримавши розв’язок рiвняння (7.33), знаходимо
величину змiщення σ− iз (7.29)

σ− = σ′
0s

−1/2
(

h̃2 + h2
cm

)
1

2(d+2)

. (7.42)

Маючи величину σ−, можемо обчислити вклад (7.18) до вiльної енер-
гiї системи (7.16) та (7.2). Такий розрахунок проводиться аналогiчно
до розрахунку вкладу F ′ для випадку T > Tc. Знаходимо

F ′′ = F
(−)
0 + FI , (7.43)

де вираз
F

(−)
0 = −kTNE0(σ−) (7.44)

вiдповiдає видiленню макроскопiчної частини параметра порядку
при T < Tc, а для FI маємо вираз

FI = −kTNn′
p+2fI , (7.45)
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де

fI =
1

2
ln 2 − 1

4
ln 3 + ln s +

1

4
lnun′

p+1 −

−1

2
ln r′R − 1

2
lnU(xn′

p+1) −
3

8

1

yn′2
p +1

− 1

2
f ′′

I . (7.46)

Тут введенi позначення

un′
p+1 = (βΦ(0))2ϕ0(1 − ΦHcm),

xn′
p+1 = −x̄Hcm(1 − ΦHcm)−1/2,

r′R = rn′
p+2 +

1

2
un′

p+2s
3
0(σ

′
0)

2. (7.47)

Для величини f ′′
I маємо

f ′′
I = ln(1 + a2

I) −
2

3
+

2

a2
I

− 2

a3
I

arctg aI , (7.48)

де

aI =
π

s0

b

c

(

2βΦ(0)

r′R

)1/2

. (7.49)

Пiдсумовуючи знайденi вище вклади до вiльної енергiї системи по-
близу точки фазового переходу при T < Tc вiдповiдно до (7.2) зна-
ходимо загальний вираз

F (−) = Fa + F (−)
s + F

(−)
0 , (7.50)

де аналiтична частина Fa спiвпадає iз аналогiчним виразом (6.2) при
T > Tc,

F (−)
s = −kTNγ(−)

s

(

h̃2 + h2
cm

)
d

d+2

, (7.51)

де коефiцiєнт γ
(−)
s має вигляд

γ(−)
s =

(

fn′
p+1 − γ(−) + fI/s3

)

s−3
0 . (7.52)

Вклад F
(−)
0 приведений в (7.44), де для E0(σ−) справедливо (7.30).

Вираз для вiльної енергiї (7.50) є базовим при розрахунку фiзичних
характеристик системи при T < Tc.

Розрахунок поведiнки системи поблизу точки фазового переходу
здiйснюється фактично для загальної формули для вiльної енергiї

F (±) = Fa + F (±)
s + F

(±)
0 , (7.53)
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де аналiтична частина Fa є спiльною при T > Tc та T < Tc. Знаки
(±) бiля величин Fs та F0 характеризують областi температур вище
вiд Tc (знак +) та нижче вiд Tc (знак -).

8. Розрахунок параметра порядку та сприйнятли-
востi спiнової системи
поблизу ТФП в зовнiшньому полi при T > Tc

Використаємо вираз (7.53) для розрахунку температурних та польо-
вих залежностей параметра порядку та сприйнятливостi системи.
Для розрахунку параметра порядку скористаємося iз означення

M (±) = − 1

N

(

dF (±)

dh

)

T

. (8.1)

Зобразимо для зручностi розрахункiв величину M (±) у виглядi трьох
доданкiв

M (±) = Ma + M (±)
s + M

(±)
0 , (8.2)

якi вiдповiдають вкладам вiд рiзних доданкiв (7.53) i мають вигляд

Ma = − 1

N

(

dFa

dh

)

T

,

M (±)
s = − 1

N

(

dF
(±)
s

dh

)

T

,

M
(±)
0 = − 1

N

(

dF
(±)
0

dh

)

T

. (8.3)

Приймаючи до уваги (6.2), отримуємо

Ma = thh′ − 2F02h
′ ≈ h′(1 − 2F02). (8.4)

Для областi температур T > Tc величина M
(+)
s розраховується вiд-

повiдно до (6.5) i зображається у виглядi

M (+)
s = (h̃2+h2

c)
1

2(d+2)

[

(h̃2+h2
c)

1/2 dγ
(+)
s

dh′
+

6

5
γ(+)

s s
3/2
0 f−1

0

h̃

(h̃2+h2
c)

1/2

]

.

(8.5)

Похiдна величини γ
(+)
s розраховується вiдповiдно до (6.6), де для

кожного iз доданкiв вiдомий явний вираз.
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Для розрахунку M
(+)
0 використовуємо спiввiдношення (6.8), яке

справедливе для T > Tc. Зауважимо, що похiднi σ0 за полем при-
водять до виразу, що спiвпадає з умовою (5.6), а отже, вiдповiднi
вклади компенсуються. Тому при обчисленнi M

(+)
0 величина σ0 вва-

жається незалежною вiд поля. Отримуємо

M
(+)
0 = (h̃2 + h2

c)
1

2(d+2)

[

e0

(

1 +
1

5

h̃2

h̃2 + h2
c

)

−

−6

5
e2s

3/2
0

1

f0

h̃

(h̃2 + h2
c)

1/2
− (h̃2 + h2

c)
1/2 de2

dh′

]

, (8.6)

де
de2

dh′
=

1

2
σ2

0s−3

(

drnp+2

dh′
+

1

12
σ2

0s3
0

dunp+2

dh′

)

. (8.7)

приймаючи до уваги (5.1), знаходимо

drnp+2

dh′
= s

3/2
0

1

h0
βΦ(0)f0E2

dHc

dh̃
,

dunp+2

dh′
= s

3/2
0

1

h0
(βΦ(0))2ϕ0ΦE2

dHc

dh̃
. (8.8)

Похiдна величини Hc може бути обчислена iз виразу (4.18) i має
вигляд

dHc

dh̃
= −Hc

p0

h̃

(h̃2 + h2
c)

. (8.9)

Використовуючи вираз (8.2), знаходимо сумарний вклад до параме-
тра порядку M (+) при наявностi зовнiшнього поля

M (+) = σ
(+)
00 (h̃2 + h2

c)
1

2(d+2) + h′(1 − 2F02), (8.10)

де для коефiцiєнта σ
(+)
00 маємо

σ
(+)
00 = e0

(

1 +
1

5

h̃2

h̃2 + h2
c

)

+ e00
h̃

(h̃2 + h2
c)

1/2
+ e01(h̃

2 + h2
c)

1/2. (8.11)

Тут величина e0 означена в (5.30), а для e00 та e01 знаходимо вирази

e00 =
6

5

(

s
3/2
0 /h0

)

(γ(+)
s − e2),

e01 =
dγ

(+)
s

dh′
− de2

dh′
. (8.12)
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Графiк температурної залежностi величини M (+) приведено на
Рис. 8, а величини σ

(+)
00 на Рис. 9 для значення поля h′ = 10−6.

При цьому прийнята до уваги умова нормування (3.5), а також по-
кладено, що s0 = 2, b/c = 0.3.

τ

Рис. 8. Залежнiсть намагнiченостi вiд температури при значеннi по-
ля h′ = 10−6.

Легко переконатися, що коефiцiєнт σ00 залежить лише вiд вiдно-
шення поля h̃ до перенормованої температури hc iз (2.26). Як випли-
ває iз спiввiдношень (8.7)-(8.9) справедлива рiвнiсть (Додаток 6)

de2

dh′
= −s

d/2
0

h0
qsσ

2
0

(

1 +
qe

12
σ2

0

)(

h̃2 + h2
c

)−1/2

, (8.13)

де постiйнi q1 та q2 приймають значення

qs =
E2

2p0
βΦ(0)f0s

−3Hc
α

(1 + α2)1/2
,

qe = Φs3
0ϕ0f

−1
0 βΦ(0).

Легко переконатися, що для похiдної величини γ
(+)
s за полем має

мiсце вираз, аналогiчний до (8.13). Вiн має вигляд

dγ
(+)
s

dh′
=

s
d/2
0

h0
fγ1

(

h̃2 + h2
c

)−1/2

, (8.14)
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σ(+)

00

τ

Рис. 9. Залежнiсть критичної амплiтуди σ
(+)
00 вiд температури при

значеннi поля h′ = 10−6.

де
fγ1 = s−3

0

(

fp + γp + fgv/s3
)

.

Величини fp, γp та fgv залежать лише вiд величини α = h̃/hc

fp =
1

2
rpgp

(

1 − 9/y2
np

)

− 1

2
gp+1U(xnp+1),

γp = Hcd (γ2 + 2γ3Hc) ,

fgv =
1

4

ϕ0Φ

unp+1
Hcd (βΦ(0))

2 − 1

2
(gR/rR + gaag) +

+gp+1

(

3

4

rp+1

(ynp+1)2
− 1

2

U ′(xnp+1)

U(xnp+1)

)

.

Постiйнi rp+m, gp+m та ga, ag, як i величина Hcd означенi в Додатку 6.
Приймаючи до уваги вирази (8.12)-(8.14), знаходимо явний ви-

гляд виразу для критичної амплiтуди σ
(+)
00 iз (8.10)

σ
(+)
00 = e0

(

1 +
1

5

α2

1 + α2

)

+ e00
α

(1 + α2)1/2
+ e02, (8.15)

де вираз для коефiцiєнта e02 отриманий в Додатку 6 i має вигляд

e02 =
s

d/2
0

h0

(

fγ1 + qsσ
2
0

(

1 + qeσ
2
0/12

))

.
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Отже, критична амплiтуда σ
(+)
00 не залежить нi вiд значення темпе-

ратури, нi вiд поля, а є функцiєю їхнього вiдношення

α =
h̃

hc
=
(

s
3/2
0 /h0

)

(

f0

c1k

)p0

αm,

де величина αm є вiдношенням вихiдних значень h′ та τ :

αm =
h′

τp0
.

Таким чином, вигляд рiвняння стану тривимiрної iзiнгоподiбної
системи при наявностi поля описується виразом (8.10). На вiдмiну вiд
загальновiдомих представлень цього рiвняння (Додаток 2), а також
параметричного представлення [17] форма (8.10) має ряд переваг.
Для зручностi подальшого викладу називатимемо його кросоверним
рiвнянням стану. Термiн кросовер вживається тут з огляду на те, що
вираз (8.10) дозволяє природним чином здiйснювати перехiд до ви-
падкiв, коли одна iз змiнних (температура чи поле) є визначальною
для опису поведiнки параметра порядку.

Дослiдимо поведiнку скейлiнгової функцiї кросоверного рiвняння
стану σ

(+)
00 при змiнi температури та величини поля. Як вiдзначалося

вище, ця величина залежить лише вiд величини α. Однак α є функцi-
єю мiкроскопiчних параметрiв гамiльтонiана, зокрема залежить вiд
величини s0, яка характеризує фур’є-образ потенцiалу взаємодiї (4).

Тому природнiше визначати залежнiсть σ
(+)
00 вiд параметра αm, який

є вiдношенням приведеного поля h′ = βH та вiдносної температури
τ = (T − Tc)/Tc. Подiбнi залежностi легко отримати iз (8.11) для iн-
ших значень цих параметрiв. Бiльш звичною є залежнiсть критичної
амплiтуди σ

(+)
00 вiд змiнної z = α

−1/p0
m

z =
τ

(h′)1/p0
.

Подiбна змiнна x = τ/M1/β використовується в рiвняннi стану
(Д2.5), запропонованому Вайдомом. Величина x в (Д2.5) та (Д2.6)
включає в себе параметр порядку M (+), який з точки зору мiкроско-
пiчного пiдходу має бути розрахований, а не введений “зверху”. Тому
використання змiнної z є бiльш природнiм, нiж змiнної x, хоча при
малих та вiд’ємних значеннях τ величини z та x є еквiвалентними.
Графiк залежностi σ

(+)
00 вiд z приведений на Рис. 10. Причому крива

1 описує ту ж залежнiсть, яка приведена на Рис.9 (лише в iнших
координатах).
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Рис. 10. Залежнiсть вiд змiнної z критичної амплiтуди параметра по-
рядку σ

(+)
00 рiвняння стану (8.10) (крива 1), критичної амплiтуди σ

(+)
01

спрощеного рiвняння стану (8.16) (крива 2) та критичної амплiтуди

σ
(+)
02 нормованого рiвняння стану (8.18) (крива 3).

Крива 2 на Рис.10 вiдповiдає критичнiй амплiтудi σ
(+)
01 рiвняння

стану, записаного у виглядi

M (+) = σ
(+)
01 h̃

1
d+2 + h′ (1 − 2F02) , (8.16)

де

σ
(+)
01 = σ

(+)
00

(

1 + α−2
)

1
2(d+2) , (8.17)

а крива 3 описує критичну амплiтуду σ
(+)
02 для рiвняння стану, запи-

саного у виглядi

M (+) = σ
(+)
02 h

′ 1
d+2 + h′ (1 − 2F02) , (8.18)

де

σ
(+)
02 = σ

(+)
01

(

s
3/2
0

h0

)
1

(d+2)

, (8.19)

Приймаючи до уваги рiвнiсть z = (αm)−1/p0 маємо

α =

(

s
3/2
0

h0

)

(

f0

c1k

)p0

z−p0.
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Тодi залежнiсть критичної амплiтуди σ
(+)
01 вiд змiнної z набуває ви-

гляду

σ
(+)
01 = σ

(+)
00

(

1 + h2
0s

−3
0 (c1k/f0)

2p0 z2p0

)
1

2(d+2)

.

Очевидно, що для малих значень z величини критичних амплiтуд
σ

(+)
00 та σ

(+)
01 спiвпадають (як це видно iз порiвняння кривих 1 та 2

Рис.10) i для цiєї областi параметра z рiвняння стану (8.10) перехо-
дить в бiльш звичну форму (8.16). Скориставшись iз малостi пара-
метра z можна виконати розклади в ряд за його степенями (z � 1)

та отримати вiдомi представлення для критичної амплiтуди σ
(+)
01 .

Однак в областi z ≈ 1 такi розклади не мають мiсця.
Формула (8.10) дозволяє, зокрема, описати поведiнку параметра

порядку для деяких граничних випадкiв. Одним iз них є вiдсутнiсть
в системi зовнiшнього поля (h′ = 0). Для цього випадку похiднi ве-
личин γs та e2 обертаються в нуль, а отже e02(h = 0) = 0, i маємо

σ00(h = 0) = e0.

Тодi iз (8.10) отримуємо залежнiсть

M (+)(h = 0) = e0|τ̃ |β ,

де2 β = ν/2. Коефiцiєнт e0 при h = 0 вiдмiнний вiд нуля лише при
T < Tc. Це пов’язано з тим, що e0 = σ0s

−1/2, а σ0 є розв’язком
рiвняння (5.8), яке для всiх τ > 0 та h = 0 має лише нульовий
дiйсний розв’язок.

Iншим граничним випадком є h 6= 0 та T = Tc. Йому вiдповiдає
значення α → ∞. При цьому Hc → 0 i величини rnp+2, unp+2 та xnp+2

втрачають залежнiсть вiд поля. Коефiцiєнти σ0, e0 та e2 обертаються
в деякi постiйнi величини. Параметр порядку M (+) iз (8.10) при T =
Tc має вигляд

M = h̃1/5σ0(Tc) + h′(1 − 2F ′
02),

де

σ0(Tc) =
6

5

(

e0 + (γ(+)
s − e2)s

3/2
0 /h0

)

.

Сприйнятливiсть системи знаходимо шляхом диферинцiювання
(8.10) за полем. Отримуємо

χ(+) = β(χ0 + χ(+)
s ), (8.20)

2Зауважимо, що для спрощення розрахункiв в данiй роботi використовується
наближення, при якому η = 0 (η – критичний показник кореляцiйної функцiї).
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де χ0 = (1 − 2F02) постiйна складова, β = 1/kT , а

χ(+)
s = (h̃2 + h2

c)
1

2(d+2)

(

dσ
(+)
00

dh′
+

1

5
σ00

s
3/2
0

h0

h̃

(h̃2 + h2
c)

)

. (8.21)

При обчисленнi похiдної вiд σ
(+)
00 необхiдно врахувати залежнiсть

величини σ0 вiд поля. Цю похiдну зручно зобразити у виглядi

dσ
(+)
00

dh′
= χ01(h̃

2 + h2
c)

−1/2, (8.22)

де
χ01 = χ011 + χ012 + χ013,

причому

χ011 =
2

5
s
3/2
0 h−1

0 (1 + α2)−1

[

e0
α

(1 + α2)1/2
+ 3(γ(+)

s − e2)s
3/2
0 h−1

0

]

,

χ012 = (h̃2 + h2
c)

1/2

[(

1 +
1

5

α2

(1 + α2)

)

de0

dh′

+
11

5

s
3/2
0

h0

α√
1 + α2

(

dγ
(+)
s

dh′
− de2

dh′

)]

,

χ013 = (h̃2 + h2
c)

[

d2γ
(+)
s

dh′2
− d2e2

dh′2

]

. (8.23)

Очевидно, що коефiцiєнт χ011 прямує до нуля у випадку росту h′

при фiксованому τ , або при зменшеннi τ при фiксованому значеннi
h′, оскiльки χ011 ∼ (1 + α2)−1.

Приймаючи до уваги (8.22), знаходимо формулу для сприйнятли-
востi

χ(+) = β(1 − 2F02) + βχ
(+)
00 (h̃2 + h2

c)
− d+1

2(d+2) , (8.24)

де

χ
(+)
00 = χ01 +

1

5
σ

(+)
00 s

3/2
0 h−1

0

α

(1 + α2)1/2
. (8.25)

Температурна залежнiсть величини критичної амплiтуди сприйня-
тливостi χ

(+)
00 приведена на Рис.11.

Вираз для сприйнятливостi (8.24) вiдрiзняється вiд загальновжи-
ваних виразiв в роботах [17,18]. Вважається, що сприйнятливiсть си-
стеми поблизу критичної точки має вигляд [18]

χ = h1/δ−1fχ(z), (8.26)
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χ+

00

τ

Рис. 11. Залежнiсть вiд вiдносної температури критичної амплiтуди
сприйнятливостi χ

(+)
00 при значеннi поля h′ = 10−6 .

χ+

0

Рис. 12. Залежнiсть вiд змiнної z критичної амплiтуди сприйнятли-
востi χ

(+)
e .
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де величина fχ(z) є скейлiнговою функцiєю сприйнятливостi. Са-
ме для такого вигляду χ дослiджена залежнiсть fχ(z) вiд величи-

ни z. Вона (на вiдмiну вiд χ
(+)
00 ) досягає максимуму при значеннях

z ∼ 1. Для порiвняння отриманого вище результату для сприйнятли-
востi (8.24) зведемо його до вигляду (8.26). Для сингулярної частини
сприйнятливостi знаходимо

χ(+) = βχ
(+)
01 h̃−d+1

d+2 , (8.27)

де

χ
(+)
01 = χ

(+)
00

(

1 + α−2
)− d+1

d+2 . (8.28)

Якщо в (8.27) величину h̃ замiнити на h′ вiдповiдно до (2.25), отри-
муємо ще одне представлення для сприйнятливостi системи

χ(+) = βχ
(+)
02 (h′)

− d+1
d+2 , (8.29)

де

χ
(+)
02 = χ

(+)
01

(

h0/s
3/2
0

)
d+1
d+2

. (8.30)

На Рис. 12 приведенi залежностi величин χ
(+)
01 (крива 2) та χ

(+)
02 (кри-

ва 1) вiд аргумента z. Як бачимо, наявнiсть максимуму критичної
амплiтуди сприйнятливостi пов’язана iз формою представлення са-
мого виразу для неї.

Якщо абстрагуватися вiд термiнологiї, пов’язаної iз введен-
ням критичних амплiтуд та зобразити температурну залежнiсть
сприйнятливостi, то отримуємо криву, зображену на Рис. 13. Вона
вiдповiдає значенню h′ = 10−6 та не залежить вiд форми представ-
лення (8.24), (8.27) чи (8.29) i має максимум при деякiй температурi
τ 6= 0, що вiдповiдає z ∼ 1.

Формула (8.24) спрощується для граничних випадкiв. Так при
h = 0 маємо

χ(+)(h = 0) = βχ
(+)
00 (h = 0)|τ̃ |−γ . (8.31)

Тут γ = 2ν, а для критичної амплiтуди χ00(h = 0) знаходимо вираз

χ
(+)
00 (h = 0) =

6

5
s3
0h

−2
0 (γ(+)

s − e2). (8.32)

Зауважимо, що значення χ00(h = 0) суттєвим чином залежить вiд
того, вище чи нижче температури фазового переходу знаходиться
система. Для всiх T > Tc (та h = 0) маємо e2 = 0, однак, при T < Tc

e2 6= 0 i тому значення критичної амплiтуди буде iншим для темпе-
ратур вищих та нижчих вiд температури фазового переходу.
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χ+

τ

Рис. 13. Залежнiсть вiд температури сприйнятливостi системи.

9. Розрахунок ентропiї та теплоємностi поблизу
ТФП в зовнiшньому полi при T > Tc

Використаємо вираз для вiльної енергiї (7.53) для розрахунку ен-
тропiї та теплоємностi системи. Скористаємося вiдомим спiввiдно-
шенням для ентропiї

S(±) = −
(

dF (±)

dT

)

h

. (9.1)

Вiдповiдно до (6.7) зобразимо його у виглядi

S(±) = Sa + S(±)
c + S

(±)
0 , (9.2)

де Sa вiдповiдає вкладу аналiтичних доданкiв

Sa = −
(

dFa

dT

)

h

, (9.3)

Ss – вiдповiдає вкладу неаналiтичних доданкiв вiльної енергiї,

S(±)
s = −

(

dF
(±)
s

dT

)

h

,
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а S
(±)
0 – вклад вiд змiнної ρ0

S
(±)
0 = −

(

dF
(±)
0

dT

)

h

. (9.4)

Подальшi вирази для ентропiї (теплоємностi) будемо нормувати на
число частинок N . Приймаючи до уваги (6.2) iз (9.3), знаходимо

Sa = k(ln chh′ − F02h
′2) + k(γ0 + γ1τ + γ2τ

2) + k(1 + τ)(γ1 + 2γ2τ).

Оскiльки τ � 1, то доданками пропорцiйними до τ2 будемо нехту-
вати. Такi вклади вiдповiдають доданкам вiльної енергiї, якi про-
порцiйнi до τ3, а останнi не беруться до уваги при розрахунку Fa.
Отже,

Sa = k(ln chh′ − F02h
′2) + k(γ0 + γ1 + 2(γ1 + γ2)τ). (9.5)

Розглянемо окремо вклади до ентропiї при температурах вищих та
нижчих за Tc. У випадку T > Tc для S

(+)
s отримуємо

S(+)
s = k3ν

c1k

f0
γ(+)

s

|τ̃ |5ν−1

(h̃2 + h2
c)

2/5
+ k

dγ
(+)
s

dτ
(h̃2 + h2

c)
d

d+2 , (9.6)

де також знехтувано малими вкладами, якi пропорцiйнi до (h̃2 +

h2
c)

3/5, а для S
(+)
0 маємо вираз

S
(+)
0 = kh′(h̃2 + h2

c)
1/10

[

de0

dτ
+

ν

2

c1k

f0
e0

|τ̃ |5ν−1

(h̃2 + h2
c)

]

−

−k(h̃2 + h2
c)

3/5

[

de2

dτ
+ 3ν

c1k

f0
e2

|τ̃ |5ν−1

(h̃2 + h2
c)

]

. (9.7)

Залежнiсть загального виразу для ентропiї вiд температури та поля
поблизу точки фазового переходу знаходимо iз (9.2) iз врахуванням
виразiв (9.5)-(9.7).

Зауважимо, що похiднi по температурi величин e0 та e2 спрощу-
ються, оскiльки тут (як i у випадку розрахунку вкладу до параметра

порядку M
(+)
0 ) величина σ0 вважається незалежною вiд температу-

ри. В цьому легко переконатися, розглянувши вираз

E0 = h′
(

h̃2 + h2
c

)
1

2(d+2) de0

dτ
− de2

dτ

(

h̃2 + h2
c

)
d

d+2

.
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Приймаючи до уваги (5.30), знаходимо

E0 =
dσ0

dτ
E0σ −

(

h̃2 + h2
c

)
d

d+2

E0t, (9.8)

де

E0σ = s−3
(

h̃2 + h2
c

)
d

d+2

[

s5/2 h′

(h̃2 + h2
c)

1/2
−

−
(

σ0rnp+2 +
1

6
σ3

0unp+2s
3
0

)]

,

E0t =
1

2
σ2

0s
−3

(

drnp+2

dτ
+

1

12
σ2

0s
3
0

dunp+2

dτ

)

. (9.9)

Вираз E0σ обертається в нуль для довiльних h та τ , оскiльки спiвпа-
дає iз рiвнянням (5.8) для знаходження σ0. Тому

S
(+)
0 = k(S

(+)
01 + S

(+)
02 + S

(+)
03 ), (9.10)

де

S
(+)
01 = e0h

′ ν

2

c1k

f0
|τ̃ |5ν−1(h̃2 + h2

c)
−9/10,

S
(+)
02 = −e23ν

c1k

f0
|τ̃ |5ν−1(h̃2 + h2

c)
−2/5,

S
(+)
03 = −E0t(h̃

2 + h2
c)

3/5. (9.11)

Величина E0t може бути знайдена в явному виглядi. Приймаючи
до уваги (5.1), знаходимо

drnp+2

dτ
= βΦ(0)E2

dHc

dτ
,

dunp+2

dτ
= (βΦ(0))2ϕ0ΦE2

dHc

dτ
, (9.12)

причому вiдповiдно до (4.18) маємо

dHc

dτ
=

c1k

f0

h̃2

h̃2 + h2
c

(

h̃2 + h2
c

)−1/2ρ0

. (9.13)

В результатi пiдстановки цих виразiв в (9.9) знаходимо

S
(+)
03 = −E0t0

h̃2

h̃2 + h2
c

(

h̃2 + h2
c

)
3ν−1
5ν

. (9.14)
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Пiдсумовуючи всi вклади до ентропiї, отримуємо загальний вираз

S(+) = Sa + kS1

(

h̃2 + h2
c

)
3ν−1
5ν

+ kS2
τ̃5ν−1

(h̃2 + h2
c)

2/5
. (9.15)

Тут вираз для Sa приведений в (9.5), а для S1 та S2 маємо

S1 = γ
(+)
sd − E0t0

h̃2

h̃2 + h2
c

;

S2 =
c1k

f0

(

3ν
(

γ(+)
s − e2

)

+ e0
ν

2

h′

(h̃2 + h2
c)

1/2

)

. (9.16)

Для скорочення запису тут введенi позначення

E0t0 =
1

2
σ2

0s
−3βΦ(0)E2c1k

(

1 +
qeσ

2
0

12

)

,

γ
(+)
sd =

(

h̃2 + h2
c

)
1
5ν dγ

(+)
s

dτ
. (9.17)

У випадку h = 0 величина γ
(+)
sd = τ̃

dγ(+)
s

dτ i прямує до постiйної вели-
чини при τ → 0. Вираз (9.15) вiдповiдає областi температур T ≥ Tc.
Для областi значень T ≤ Tc можна отримати вiдповiдний вираз, ви-
користовуючи замiсть F (+) величину F (−) iз (7.53).

Теплоємнiсть системи C(+) будемо розраховувати, приймаючи до
уваги (9.15). Запишемо

C(+) = Ca + C
(+)
1 + C

(+)
2 . (9.18)

Тут
Ca = 2k(γ1 + γ2), (9.19)

а для вкладiв C
(+)
n маємо вирази

C
(+)
1 = kT

d

dT

[

S1

(

h̃2 + h2
c

)
3ν−1
5ν

]

,

C
(+)
2 = kT

d

dT

[

S2τ̃
5ν−1

(

h̃2 + h2
c

)−2/5
]

. (9.20)

Легко переконатися, що

C
(+)
1 = k

(

h̃2 + h2
c

)− α
5ν

[

S1t + (3ν − 1)S1
c1k

f0
τT

]

, (9.21)
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де α = 2 − 3ν, а S1t має вигляд

S1t =
(

h̃2 + h2
c

)
1
5ν dS1

dτ
. (9.22)

Скориставшись iз явного виразу для S1 iз (9.16) знаходимо

S1t =
c1k

f0
τT

(

γ
(+)
sd + 5νE0t0

h̃2

h̃2 + h2
c

)

−

−c1kσ0s
−3βΦ(0)E2

(

1 + σ2
0qe/6

)

σ0d
h̃2

h̃2 + h2
c

+ γ
(+)
sdd . (9.23)

Тут введенi позначення

τT =

(

τ̃

(h̃2 + h2
c)

1/5ν

)5ν−1

,

σ0d = (h̃2 + h2
c)

1/5ν dσ0

dτ
, (9.24)

γ
(+)
sdd = (h̃2 + h2

c)
2/5ν d2γ

(+)
s

dτ2
.

Розрахунок похiдної за температурою вiд величини σ0 виконує-
ться iз тiєї ж рiвностi, iз якої розраховувалася вище похiдна за полем.
В результатi такого розрахунку знаходимо

σ0d = −c1k

f0

σ0

rR
βΦ(0)f0E2

(

1 + σ2
0qe/6

) h̃2

h̃2 + h2
c

−

−c1k

f0

5ν

2

s5/2

rR
τT

h′

(h̃2 + h2
c)

1/2
. (9.25)

Приймаючи до уваги приведенi вище рiвностi, знаходимо вклад
до теплоємностi C

(+)
1 . Вiн має вигляд

C
(+)
1 = kC11

(

h̃2 + h2
c

)− α
5ν

, (9.26)

де

C11 =
c1k

f0

[

3ντT γ
(+)
sd + (2ν + 1)τT E0t0

h̃2

h̃2 + h2
c

−

− σ02σ0d
h̃2

h̃2 + h2
c

+
f0

c1k
γ

(+)
sdd

]

. (9.27)
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Тут
σ02 = σ0s

−3f0βΦ(0)E2

(

1 + σ2
0qe/6

)

.

Вклад до теплоємностi C
(+)
2 iз (9.18) має вигляд

C
(+)
2 = kC21

τ̃5ν−1

(h̃2 + h2
c)

(2ν+1)/5ν
+ kC22

τ̃5ν−2

(h̃2 + h2
c)

2/5
. (9.28)

Для коефiцiєнтiв C2n маємо:

C21 =
c1k

f0
3ν
(

γ
(+)
sd − e2d

)

+
h′

(h̃2
c + h̃2)1/2

(

ν

2
e0d − c1k

f0

5ν2

4
e0τT

)

,

C22 =

(

c1k

f0

)2(

5ν − 1 − 2ν
h2

c

h̃2 + h2
c

)

×

×
(

3ν
(

γ(+)
s − e2

)

+
ν

2
e0

h′

(h̃2 + h2
c)

1/2

)

. (9.29)

Тут введене позначення

e2d =
(

h̃2 + h2
c

)
1
5ν de2

dτ
. (9.30)

Таким чином вирази (9.26) та (9.28) описують поведiнку теплоємно-
стi системи поблизу точки фазового переходу при наявностi зовнi-
шнього поля. Графiк залежностi теплоємностi системи вiд змiнної z
приведений на Рис.14.

Рис. 14. Теплоємнiсть системи.
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Рис. 15. Залежнiсть вiд змiнної z критичної амплiтуди C00 теплоєм-
ностi, зображеної у виглядi C(+) = C00/(h̃2 + h2

c)
−ϕ/2 (крива 1) та

амплiтуди C01 теплоємностi у виглядi C(+) = C01/h̃−ϕ (крива 2).

Рис. 16. Залежнiсть вiд змiнної z критичної амплiтуди C0h теплоєм-
ностi, зображеної у виглядi C(+) = C0h/h̃−ϕ (крива 1) та амплiтуди
C0t теплоємностi у виглядi C(+) = C0t/τ−α (крива 2).
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На Рис.15 та Рис.16 приведенi залежностi критичної амплiтуди
теплоємностi для рiзних способiв нормування вiд змiнної z.

Легко бачити, що при умовi h → 0 вирази (9.20) мають вигляд

C
(+)
1 (h = 0) = |τ̃ |−αC1τ , (9.31)

де C1τ = C11(h = 0) має вигляд

C1τ = k
c1k

f0
3νγ

(+)
sd + kγ

(+)
sdd .

Для C
(+)
2 при h = 0 знаходимо

C
(+)
2 (h = 0) = C2τ |τ̃ |−α, (9.32)

де

C2τ =
c1k

f0
3ν
(

γ
(+)
sd − e2d

)

+

(

c1k

f0

)2

(3ν − 1)
[

3ν
(

γ
(+)
3 − e2

)]

.

В границi τ → 0 теплоємнiсть залежить вiд поля. Для C
(+)
1 маємо

C
(+)
1 (τ = 0) = h̃− 2α

5ν C1h.

Тут

C1h = k
c1k

f0

[

−σ02σ0d +
f0

c1k
γ

(+)
sdd

]

.

Вираз для C
(+)
2 при τ = 0 рiвний нулевi. Тому поведiнка теплоємно-

стi при T = Tc має польову особливiсть з критичним показником

ϕ =
α

δβ
,

де в використаному нами наближеннi α = 2 − dν, δ = (d + 2) та
β = ν/2.

10. Висновки

Запропонований метод розрахунку, який дозволяє встановити в рам-
ках єдиного пiдходу поведiнку основних фiзичних величин 3D iзiн-
гоподiбної системи поблизу точки фазового переходу. Вiд звичної
моделi Iзiнга, яка описується потенцiалом взаємодiї найближчих су-
сiдiв, дана модель вiдрiзняється потенцiалом взаємодiї. Формула
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(4) задає фур’є-образ потенцiалу, який вiдповiдає модифiкованому
експонентно-спадному потенцiалу взаємодiї Φ(r) = A exp(−r/b). При
малих значеннях хвильового вектора ~k для Φ(k) використовується
параболiчна апроксимацiя (як це є в звичайнiй моделi Iзiнга), а для
значень ~k поблизу границi зони Брiллюена Φ(k) замiнюється на де-
яке постiйне значення Φ0. Усереднення Φ(k) для великих значень ~k
спотворює модель Iзiнга, однак критична поведiнка при цьому змi-
нюється не принципово, оскiльки визначається областю малих зна-
чень хвильового вектора. Тому можна сподiватися, що така модифi-
кацiя потенцiалу Φ(k) несуттєво вплине на її критичну поведiнку.

Використовуючи пiдхiд Юхновського [1], записано функцiональ-
не представлення статистичної суми моделi, узагальнене на випадок
присутностi зовнiшнього поля. Шляхом поетапного iнтегрування об-
числено статистичну суму моделi поблизу точки фазового переходу.
Метод поетапного розрахунку статистичної суми використовує iдею
Вiльсона [11,12], однак, на вiдмiну вiд пiдходу [12], де обчислення
передбачають використання теорiї збурень вiдносно гаусового роз-
подiлу флуктуацiй параметра порядку, розрахунок виконано з вико-
ристанням негаусових розподiлiв флуктуацiй. В результатi отрима-
но рекурентнi спiввiдношення (РС) мiж коефiцiєнтами ефективних
блочних структур. Знайдена нерухома точка цих спiввiдношень та
записанi явнi розв’язки РС в околi нерухомої точки. Встановлено, що
загальнi рекурентнi спiввiдношення можна наближено замiнити їхнi-
ми розв’язками лише для певної областi хвильових векторiв ~k ∈ Bnp

.
Вона названа областю критичного режиму флуктуацiй параметра
порядку (КРФ) i характеризується деяким значенням номера iтте-
рацiй np. Показано, що величина np залежить вiд величини вiдносної
температури τ та значення поля h. Встановлено характер такої за-
лежностi. При ненульових значеннях τ та h в системi крiм областi
КРФ має мiсце область граничного гаусового режиму флуктуацiй
для T > Tc та область iнверсного гаусового режиму (IГР) для всiх
T < Tc.

Знайдено явний вираз для вiльної енергiї системи поблизу точки
фазового переходу як суму вкладiв вiд згаданих вище областей флу-
ктуацiй параметра порядку як функцiї температури та поля. Вiдпо-
вiдно до вiдомих термодинамiчних рiвностей розрахованi вирази для
параметра порядку, сприйнятливостi системи та теплоємностi.

Виконанi розрахунки є наближеними. Вони пов’язанi, по-перше,
з використанням функцiонального представлення статистичної су-
ми моделi (1), яке мiстить в показнику експоненти лише другу та
четверту степенi змiнної η~k. Як вiдомо [8], таке наближення не до-
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зволяє отримати достатньо доброго значення критичного показни-
ка кореляцiйної довжини ν. Вiдповiднi використаному наближенню
рекурентнi спiввiдношення дають значення ν = 0.605, що є заниже-
ним по вiдношенню до загальноприйнятого значення νI = 0.630 для
3D моделi Iзiнга. Однак, як показано нами в [7], врахування шо-
стої степенi змiнної η~k в показнику експоненти виразу (1) дозволяє
отримати значення ν зовсiм близьке до νI . Викладена в роботi схе-
ма розрахунку не змiнюється при використаннi вищих (за четверту)
степенiв змiнної η~k, однак робить їх бiльш громiздкими. Тому для
викладу самого методу розрахунку використана модель “η4”. Друге
наближення, яке використано в роботi полягає в тому, що критичний
показник кореляцiйної функцiї η = 0. Таке наближення зобумовле-
не усередненням фур’є-образу потенцiалу Φ(k) для кожного з етапiв
розрахунку статистичної суми на деяке середнє значення Φn для пев-
ної областi хвильових векторiв ~k ∈ Bn\Bn+1. Нехтування залежностi
вiд ~k є причиною того, що η = 0. Однак, цей недолiк можна усу-
нути, якщо розглянути поправку на усереднення потенцiалу, як це
описано, зокрема, в [1,8].

Будучи свiдомим, що запропонований метод розрахунку фiзи-
чних величин поблизу точки фазового переходу другого роду є на-
ближеним, вiн дозволяє здiйснити опис ряду фiзичних величин без
використання феноменологiчних параметрiв (як параметр порядку).
Крiм некласичних значень критичних показникiв вiн дозволяє отри-
мати загальнi характеристики системи, зокрема значення температу-
ри фазового переходу. Однак основною перевагою запропонованого
методу є можливiсть розрахунку аналiтичних виразiв для таких ве-
личин, як параметр порядку, сприйнятливiсть, теплоємнiсть тощо.
Частковим результатом розрахунку є нова форма рiвняння стану
(8.10), яка в граничних випадках переходить в добре вiдомi пред-
ставлення цього рiвняння.
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Додаток 1. Дослiдження рекурентних спiввiдно-
шень

Запишемо явний вигляд РС (1.17) у випадку великих значень yn.
Маємо

rn+1 = s2

[

−q +
(un

3

)1/2 1

U(xn)

(

1 − 3

2

1

y2
n

+ 0(y−4
n )

)]

,
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un+1 = sun
ϕ(xn)

3U4(xn)

(

1 − 21

2

1

y2
n

+ 0(y−4
n )

)

. (Д1.1)

Приймаючи до уваги (1.13), знаходимо їхнiй явний вигляд

rn+1 = s2

[

−q +
(un

3

)1/2 1

U(xn)
− s−3

2

(un

3

)1/2 ϕ(xn)

U3(xn)

]

,

un+1 = sun
ϕ(xn)

3U4(xn)

[

1 − 7

2
s−3 ϕ(xn)

U2(xn)

]

. (Д1.2)

Нерухома точка РС (Д1.2) шукається iз умов

rn+1 = rn = r∗, un+1 = un = u∗. (Д1.3)

Друге рiвняння (Д1.2) при виконаннi (Д1.3) приводить до рiвностi

s−1 =
ϕ(x∗)

3U4(x∗)

(

1 − 7

2

ϕ(x∗)

U2(x∗)
s−3

)

, (Д1.4)

яка кожному значенню параметра РГ перетворення s ставить у вiд-
повiднiсть деяке значення x∗ =

√
3(r∗ + q)/

√
u∗.

Як вiдомо [8], при s = s∗ маємо x∗ = 0. Значення s∗ знаходимо iз
рiвняння (Д1.4)

s∗ = 3.5977. (Д1.5)

При s = s∗ маємо (див. (1.4) та (1.5))

r∗ = −q = −f0βΦ(0). (Д1.6)

Величина u∗ знаходиться iз першого рiвняння (Д1.2) при x = x∗.
Маємо

u∗ = ϕ0(βΦ(0))2, (Д1.7)

де

ϕ
1/2
0 = f0(1 − s−2)

√
3U(0)

(

1 +
3

2

1

(y∗)2

)

. (Д1.8)

Знайдемо матричнi елементи матрицi R iз (2.5).

R11 =
∂wn+1

∂wn
, R12 =

∂wn+1

∂rn
, R13 =

∂wn+1

∂un
,

R21 =
∂rn+1

∂wn
, R22 =

∂rn+1

∂rn
, R23 =

∂rn+1

∂un
,

R31 =
∂un+1

∂wn
, R32 =

∂un+1

∂rn
, R33 =

∂un+1

∂un
. (Д1.9)
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Приймаючи до уваги, що

∂xn

∂rn

∣

∣

∣

∣

x∗

=

(

3

u∗

)1/2

,
∂xn

∂un

∣

∣

∣

∣

x∗

= 0, (Д1.10)

маємо (R12 = R13 = 0, а також R21 = R31 = 0)

R11 = s
d+2
2 , R22 = s2

[

− U ′(0)

U(0)2
− s−3

2

(

ϕ′(0)

U3(0)
− 3

ϕ(0)U ′(0)

U4(0)

)]

,

R23 = R
(0)
23 /

√
u∗, R32 = R

(0)
32

√
u∗,

R
(0)
23 =

s2

2
√

3

1

U(0)

(

1 − s−3

2

ϕ(0)

U2(0)

)

,

R
(0)
32 =

s√
3

ϕ(0)

U4(0)

[

ϕ′(0)

ϕ(0)
− 4

U ′(0)

U(0)
− 7

s3

ϕ(0)

U2(0)

(

ϕ′(0)

ϕ(0)
− 3

U ′(0)

U(0)

)]

,

R33 = 1. (Д1.11)

Cпецiальнi функцiї U(t) та ϕ(t) iз (1.16) та їхнi похiднi за аргументом
t мають вигляд

U(t) = U(1, t)/U(0, t),

ϕ(t) = 3U2() + 2tU(t) − 2,

U ′(t) = tU(t) +
1

2
U2(t) − 1,

U ′′(t) = U(t)U ′(t) + U(t) + tU ′(t),

ϕ′(t) = 6U(t)U ′(t) + 2tU ′(t) + 2U(t),

ϕ′′(t) = 6(U ′(t))2 + 6U(t)U ′′(t) + 4U ′(t) + 2tU ′′(t). (Д1.12)

Покладаючи в (Д1.12) t = 0 iз (Д1.11) знаходимо

R22 = s2 1 − 4γ2

8γ2

[

1 + s−3

(

2
1 − 6γ2

1 − 4γ2
− 3

8

12γ2 − 1

γ2

)]

,

R
(0)
23 =

s2

4
√

6γ

(

1 − s−3 12γ2 − 1

8γ2

)

,

R
(0)
32 = s

(

2

3

)1/2
1

32γ5

[

(12γ2 − 1)(1 − 4γ2) − 4γ2(1 − 6γ2)+

+ s−3 7(12γ2 − 1)

16γ2
(3 − 32γ2 + 48γ4) ] , (Д1.13)

де введено позначення

γ = Γ

(

3

4

)

/Γ

(

1

4

)

= 0.377989.
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При s = s∗ маємо числовi значення матричних елементiв

R11 = 24.5506, R12 = 0, R13 = 0,

R21 = 0, R22 = 7.6817, R
(0)
23 = 3.8745,

R31 = 0, R
(0)
32 = 1.1811, R33 = 1.0000. (Д1.14)

Внаслiдок блочної форми матрицi R ї ї власне значення E1 = R11, а
решту власних значень шукаємо iз рiвняння

E2,3 =
1

2

[

R11 + R22 ±
√

(R11 − R22)2 + 4R12R21

]

.

Приймаючи до уваги (Д1.14) знаходимо

E1 = 24.551, E2 = 8.308, E3 = 0.374. (Д1.15)

Для постiйних величин

R(0) =
R

(0)
23

E3 − R22
, R

(0)
1 =

E2 − R22

R
(0)
23

, (Д1.16)

якi входять до розв’язкiв РС (2.14), маємо

R(0) = −0.530, R
(0)
1 = 0.162. (Д1.17)

Додаток 2. Про форми рiвняння стану

Як вiдомо [16-18] iснує декiлька форм рiвняння стану iзiнгоподiбних
систем. Для випадку вiдсутностi зовнiшнього поля (H = 0) намагнi-
ченiсть системи M iснує лише при T < Tc i записується у виглядi

M = B(−τ)β , (Д2.1)

де β – критичний показник (температурний), τ = (T − Tc)/Tc – при-
ведена температура, а B – критична амплiтуда. Для випадку τ = 0
при H > 0 маємо залежнiсть

M = BcH1/δ або H = DcM
1/δ. (Д2.2)

Тут δ – критичний показник (польовий), а Bc та Dc – вiдповiднi
критичнi амплiтуди.

В загальному випадку (τ 6= 0 та H = 0) поблизу температури
фазового переходу Tc рiвняння стану записується у формi

M = h1/δfG(z), (Д2.3)
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де використовуються наступнi позначення

h = H/H0, τ̄ = τ
Tc

T0
, z =

τ̄

h1/βδ
, (Д2.4)

величина fG є скейлiнговою функцiєю, а H0 та T0 – деякi постiйнi
нормування. Така форма рiвняння стану вiдповiдає великим значе-
нням поля (або малим температурам z ≤ 1). Iнша форма рiвняння
стану (запропонована Вайдомом [22] та дослiджувалася Грiфiтсом
[23]) має вигляд

y = f(x), (Д2.5)

де

y ≡ h/M δ, x =
τ̄

M1/β
. (Д2.6)

Приймаючи до уваги (Д2.6), вираз (Д2.5) можна записати у виглядi

M = h1/δf(x)−1/δ. (Д2.7)

Зауважимо, що якщо (Д2.3) виражає намагнiченiсть M через змiннi
τ̃ та h з допомогою невiдомої функцiї fG(z), то (Д2.7) є по-сутi нелi-
нiйним рiвнянням для величини M , яке мiстить невiдому функцiю
f(x).

При аналiзi рiвняння стану (Д2.5) використовуються стандартнi
умови нормування

f(0) = 1, f(−1) = 0, (Д2.8)

якi дозволяють отримати постiйнi нормування H0 та T0 iз (Д2.4).
Дiйсно, покладаючи T = Tc та використовуючи умову f(0) = 1,
знаходимо

M(τ = 0) = h1/δ (Д2.9)

або iз (Д2.2) H0 = Dc. Параметр T0 визначається iз умови H = 0.
Тодi вiдповiдно до (Д2.1)

M(H = 0) = (−τ̄ )β , (Д2.10)

що приводить до умови T0 = B−1/βTc.
Умови нормування (Д2.8) можна переписати як функцiї fG(z).

Вони мають вигляд
fG(0) = 1 (Д2.11)

для випадку τ = 0 та

lim
z→−∞

fG(z) = (−z)β (Д2.12)
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для випадку H → 0. Приймаючи до уваги (Д2.12), iз (Д2.3) отриму-
ємо (Д2.10). Зауважимо, що такий перехiд має мiсце при z → −∞.

Таким чином, умови (Д2.9) та (Д2.10) є загальноприйнятими умо-
вами нормування змiнних h та τ , з допомогою яких записується рiв-
няння стану. Приймаючи до уваги явний вигляд кросоверного рiв-
няння стану (8.10), маємо

M = σ00

(

s3
0

(

h′

h0

)2

+ τ2

(

c1k

p0

)2
)1/10

+ h′(1 − 2F02). (Д2.13)

У випадку великих значень поля α � 1 iз (Д2.13) знаходимо

M = σ00

(

s
3/10
0 h

−1/5
0

)

(h′)1/5

[

1 +
1

α2

]1/10

+ h′(1 − 2F01). (Д2.14)

Вибiр величини h0 полягає у виконаннi умови

σ00s
3/10
0 h

−1/5
0 (1 + α−2)1/10 = 1

або
h0 = σ5

00s
3/2
0 (1 + α−2)1/2. (Д2.15)

Зауважимо, що (Д2.15) справедливо при T = Tc, де α → ∞. Тому

h0 = s
3/2
0 σ5

00(Tc).

Для σ00(Tc) маємо вираз

σ00 =
6

5
e0 + e00,

де

e0 = σ0s
−1/2, e00 =

6

5
s
3/2
0 f−1

0 (γs − e2).

Тут σ0 = σc = 1.500 при виконаннi (5.20).

e1(Tc) =
1

2
σ2

cs−3

(

r∗ +
1

12
u∗s3

0σ
2
c

)

.

При (α = 2 · 108 � 1) маємо σc = 1.500; e0 = 0.791; e00 = −0.206

σ00(Tc) = 0.743. (z = 2 · 10−6 ⇒ h0 = 0.640.



74 Препринт

Додаток 3. Температурна та польова залежнiсть
несингулярних вкладiв до вiльної енергiї

Знайдемо явну температурну та польову залежностi виразу для F1

iз (4.1). Вiдповiдно до (11) та (1.8) маємо

F1 = +kTNs−3
0 [lnZj − lnQ(d)] , (Д3.1)

де

Zj =

∫ ∞

−∞

dη exp

(

a1

√
Nη − a2

2
η2 − 1

4!
a4η

4

)

Q(d) = (2π)1/2 (3/a4)
1/4

exp

(

x2

4

)

U(0, x). (Д3.2)

Тут коефiцiєнти al приведенi в (3), а для x маємо спiввiдношення

x = d(B1, B0) (3/a4)
1/2

, (Д3.3)

де d(B1, B0) – середнє значення коефiцiєнта d(k) в областi значень
~k = B0\B1

d(B1, B0) = a2 − βΦ(0)(1 − q̄ − Φ̄). (Д3.4)

Обчислимо явний вигляд Zj . Виконаємо в (Д3.2) замiну змiнних

η =

(

2

a2

)1/2

x.

Тодi

Zj =

(

2

a2

)1/2 ∫ ∞

−∞

dxe−x2

exp

(

s
d/2
0 h′

(

2

a2

)1/2

x − gx4

)

, (Д3.5)

де

g =
a4

6a2
≈ 1

3
ε.

Величини h′ та g приймають малi значення. Тодi для розрахунку
(Д3.5) скористаємося наближенням малих ε. Маємо

Zj =

(

2

a2

)1/2 ∫ ∞

−∞

dxe−x2

[

1 + s
d/2
0

(

2

a2

)1/2

h′x +
1

2
sd
0

2

a2
h

′2x2−

− gx4 + . . .
]

≈
(

2

a2

)1/2 √
π

(

1 +
sd
0

2a2
h

′2 − 3

4
g

)

,
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або

lnZj =
1

2
ln

2π

a2
+

1

2a2
sd
0h

′2 − 3

4
g. (Д3.6)

При розрахунку Q(d) запишемо (Д3.4) у виглядi

d(B1, B0) = d0 + d1τ − d1τ
2, (Д3.7)

де

d0 = a2 − βcΦ(0)(1 − q̄ − Φ̄),

d1 = βcΦ(0)(1 − q̄ − Φ̄). (Д3.8)

Вiдповiдно до (Д3.7) отримуємо

x = x0 + x1τ − x1τ
2, (Д3.9)

тут
x0 = d0 (3/a4)

1/2
, x1 = d1 (3/a4)

1/2
. (Д3.10)

Розкладемо величину lnU(0, x) в ряд Тейлора в околi точки x = x0.
Маємо

lnU(0, x) = ul0 + ul1τ + ul2τ
2, (Д3.11)

де

ul0 = lnU(0, x0),

ul1 = −1

2
x1(x0 + U(0, x0)),

ul2 = −1

4
x2

1(x0 +
1

2
U(0, x0))U(x0) − ul1. (Д3.12)

Таким чином, при малих значеннях τ отримуємо

lnQ(d) = q00 + q01τ + q02τ
2, (Д3.13)

де введенi позначення

q00 =
1

2
ln(2π) +

1

4
ln (3/a4) +

1

4
x2

0 + ul0,

q01 = −1

2
x1U(x0),

q02 =
1

4
x2

1 −
1

2
x0x1 + ul2. (Д3.14)

Приймаючи до уваги (Д3.6) та (Д3.13) iз (Д3.1) отримуємо

F1 = kTN
[

F01 + F02h
′2 − F03τ − F04τ

2
]

. (Д3.15)
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Тут для коефiцiєнтiв F0m маємо

F01 = s−3
0

(

1

2
ln

2π

a2
− 1

4
s−d
0 − q00

)

,

F02 = (2a2)
−1, F03 = s−3

0 q01, F04 = s−3
0 q02. (Д3.16)

Коефiцiєнт F01 може бути записаний в явному виглядi

F01 = −s−3
0

(

1

4
ln

(

3a2
2

a4

)

+
1

4
s−3
0 +

x2

4
+ lnU(0, x0)

)

. (Д3.17)

Додаток 4. Розрахунок вкладiв до вiльної енергiї
вiд критичного режиму флуктуацiй
параметра порядку

Видiлимо в (4.12) явну залежнiсть величини fn вiд номера n. Ви-
користовуючи явнi розв’язки рiвнянь РГ-перетворення, отримуємо
[8]

xn = x∗ + c1T B3τEn
2 + c2

1T B6τ
2E2n

2 , (Д4.1)

де

B3 = ϕ
−1/2
0

(√
3 − 1

2
x∗R

(0)
1

)

, B6 = ϕ−1
0 R

(0)
1

(

3

8
x∗R

(0)
1 −

√
3

2

)

.

(Д4.2)
У випадку x∗ = 0 цi формули спрощуються.

Для коефiцiєнта c1T маємо вираз (2.16), який визначає його тем-
пературну залежнiсть. Промiжний аргумент yn поблизу фiксованої
точки може бути записаний у виглядi

yn = y∗ (1 + r1(xn − x∗)) , (Д4.3)

де

y∗ = s3/2U(x∗) (3/ϕ(x∗))1/2 ,

r1 = U ′(x∗)/U(x∗) − 1

2
ϕ′(x∗)/ϕ(x∗). (Д4.4)

Похiднi спецiальних функцiй U(x) та ϕ(x) приведенi в Додатку 1.
Пiдставляючи формули (Д4.1) та (Д4.3) в (4.12), знаходимо

fn = f
(0)
КР

+ A1 (xn−1 − x∗) + A3 (xn − x∗) , (Д4.5)
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де

f
(0)
КР

=
1

2
ln y∗ +

9

4
(y∗)−2 + lnU(0, 0),

A1 =
1

2
r1

(

1 − 9(y∗)−2
)

, A3 = −1

2
U(0). (Д4.6)

Оскiльки x∗ = 0, маємо

U(0, 0) =
√

π2−1/4/Γ

(

3

4

)

≈ 1.21628,

U(1, 0) =
√

π2−3/4/Γ

(

5

4

)

≈ 1.16273,

U(0) = U(1, 0)/U(0, 0) = 2
√

2γ ≈ 0.9560,

y∗(0) = s3/22
√

3γ(12γ2 − 1)−1/2 ≈ 13.1201. (Д4.7)

Похiднi спецiальних функцiй U(x∗) та ϕ(x∗) при x∗ = 0 приймають
значення

U ′(0) = 4γ2 − 1 ≈ −0.5430 ϕ′(0) = 8
√

2γ(1 − 6γ2) ≈ −1.2029

тому

r1 =
U ′(0)

U(0)
− 1

2

ϕ′(0)

ϕ(0)
≈ 0.2429.

Приймаючи до уваги (Д4.1) iз (Д4.5) знаходимо

fn = f
(0)
КР

+ c1T d1τEn
2 + c2

1T d3τ
2E2n

2 . (Д4.8)

Тут введенi позначення

d1 = B3

(

A3 +
A1

E2

)

, d3 = B6

(

A3 +
A1

E2
2

)

. (Д4.9)

Приймаючи до уваги (Д4.8), виконуємо операцiю сумування в (4.4).
Отримуємо

FCR = −kTN0

(

γ01 + γ02τ + γ03τ
2 − γ+

1 s−3(np+1)−

− γ+
2 s−3(np+1)Hc − γ+

3 s−3(np+1)H2
c

)

, (Д4.10)

де

Hc = h1/p0
c

(

h̃2 + h2
c

)1/2p0

, (Д4.11)
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а для коефiцiєнтiв маємо

γ01 = f
(0)
КР

s−3(1 − s−3)−1,

γ02 = s−3c1kd1E2(1 − E2s
−3)−1,

γ03 = s−3c2
1kd3E

2
2/(1 − E2

2s−3) + s−3c1k1d1E2(1 − E2s
−3)−1;

γ+
1 =

f
(0)
КР

1 − s−3
; γ+

2 =
d1f0

1 − E2s−3
; γ+

3 =
d3f

2
0

1 − E2
2s−3

. (Д4.12)

Додаток 5. Поведiнка деяких величин
в областi слабких та сильних значень поля

При описi фазового переходу малi та великi значення поля є поняття-
ми вiдносними. Це залежить вiд того, наскiльки близько знаходиться
температура до Tc. Одне i теж значення поля h̃ може вважатися як
малим так i великим по вiдношенню до температурнозалежної ве-
личини hc = τ̃p0 . В подальшому розглядi будемо фiксувати вiдносну
температуру τ , задаючи тим самим значення hc. Тодi для всiх h̃ � hc

для Hc iз (4.18) маємо наближений вираз

Hc,τ = 1 − h̃2

2p0h2
c

. (Д5.1)

Як видно iз Рис. Д5.1 значення Hcτ спiвпадають iз точним виразом
для Hc iз (4.18) для всiх h̃ ≤ 0.2hc. У випадку h̃ � hc маємо iншу
апроксимацiйну формулу для Hc, а саме

Hc,h =
(

hc/h̃
)1/p0

(

1 − h2
c

2p0h̃2

)

. (Д5.2)

Як легко бачити iз Рис. Д5.2 для всiх h̃ ≥ 5hc значення Hc,h

спiвпадають iз Hc. Для промiжної областi значень поля

hc/5 < h̃ < 5hc (Д5.3)

для величини Hc необхiдно використовувати бiльш складнi набли-
ження як (Д4.1) або (Д4.2).

У випадку слабких полiв для Hc справедливе наближення (Д5.1) i
вiдповiдно до цього можемо знайти величини rnp+m, unp+m, а також
вiдповiднi їм значення аргументiв xnp+m. Iз (4.26) маємо

rnp+m = βΦ(0)f0

(

Em−1
2 − 1 − Em−1

2

2p0

h̃

h2
c

)

, (Д5.4)
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τ

α

Рис. Д5.1. Порiвняння точного значення величини Hc (крива 1), та
наближеного виразу Hcτ (крива 2).

α

Рис. Д5.2. Порiвняння точного значення величини Hc (крива 1), та
наближеного виразу Hch (крива 2) .
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unp+m = (βΦ(0))2ϕ0

(

1 + ΦEm−1
2

)

(

1 − ΦEm−1
2

1 + ΦEm−1
2

h̃

2p0h2
c

)

.

Легко бачити, що unp+m > 0 для довiльних значень m. Величина
rnp+m > 0 лише при m > 1, а для всiх m ≤ 1 вона є вiд’ємною.
Зауважимо, що знак величини rnp+m однозначно визначає знак ко-
ефiцiєнта dn′+1, який входить до складу величини Zn′+1 iз (4.10).
Розрахунок величини Zn′+1 iз використанням гаусового розподiлу
флуктуацiй параметра порядку можливий лише для значень m ≥ 2,
де rnp+m > 0.

Скористаємося формулою

xnp+m =
√

3
rnp+m + q

(unp+m)1/2
(Д5.5)

для розрахунку значень аргумента спецiальних функцiй U(xnp+m)
та ϕ(xnp+m). Маємо

xnp+m = x
(0)
np+m

(

1 + x
(1)
np+m

h̃2

h2
c

)

, (Д5.6)

де

x
(0)
np+m = x̄Em−1

2

(

1 + ΦEm−1
2

)−1/2
, x̄ =

√
3f0ϕ

−1/2
0 ,

x
(1)
np+m =

1

2p0

(

−1 +
1

2
ΦEm−1

2

(

1 + ΦEm−1
2

)−1
)

. (Д5.7)

Приймаючи до уваги (Д5.6) iз (1.13) знаходимо

ynp+m = y
(0)
np+m

(

1 + y
(1)
np+m

h̃2

h2
c

)

. (Д5.8)

Тут введенi позначення

y
(0)
np+m = s3/2U(x

(0)
np+m)

(

3

ϕ(x
(0)
np+m)

)1/2

,

y
(1)
np+m = x

(0)
np+mx

(1)
np+m

[

U ′(x
(0)
np+m)/U(x

(0)
np+m)−

− 1

2
ϕ′(x

(0)
np+m)/ϕ(x

(0)
np+m)

]

, (Д5.9)

де вирази для похiдних спецiальних функцiй U ′(t) та ϕ′(t) приведенi
в Додатку 1.
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Додаток 6. Розрахунок явного вигляду коефiцiєн-
тiв e01 рiвняння стану (8.10)

Критична амплiтуда рiвняння стану (8.10) має вигляд

σ
(+)
00 = e0

(

1 +
1

5

α2

1 + α2

)

+ e00
α

(1 + α2)1/2
+ e01

(

h̃2 + h2
c

)1/2

. (Д6.1)

Коефiцiєнт e0 пов’язаний iз розв’язком (5.8) та має вигляд e0 =
σ0/

√
s. Для e00 вiдповiдно до (8.12) маємо

e00 =
6

5

(

s
3/2
0

h0

)

(

γ(+)
s − e2

)

, (Д6.2)

де величина γ
(+)
s означена в (6.6) та є сумою доданкiв до вiльної

енергiї системи вiд областi критичного режиму флуктуацiй параме-
тра порядку γ̄+, перехiдної областi fnp+1 та вiд областi граничного
гаусового режиму

γ+
s = s−3

0

(

fnp+1 − γ̄+ + fG/s3
)

, (Д6.3)

а величина e2 приведена в (5.30) та має вигляд

e2 =
1

2
σ2

0s−3

(

rnp+2 +
1

12
unp+2s

3
0σ

2
0

)

. (Д6.4)

Зрозумiло, що першi два доданки правої частини рiвностi (Д6.1) за-
лежать лише вiд змiнної

α = h̃/hc, (Д6.5)

яка є вiдношенням перенормованого поля h̃ = h′
(

s
3/2
0 /h0

)

та пере-

нормованої температури τ̃ = τ (c1k/f0).
Останнiй доданок рiвностi (Д6.1) включає явним чином поле та

температуру. Для того, щоб амплiтуда σ
(+)
00 була функцiєю лише ве-

личини α (а не окремо h̃ чи hc) необхiдно, щоб коефiцiєнт e01 iз
(8.11)

e01 =
dγ

(+)
s

dh′
− de2

dh′
(Д6.6)

був пропорцiйним до
(

h̃2 + h2
c

)−1/2

.

В цьому легко переконатися шляхом прямого розрахунку похi-
дних величин γ

(+)
s та e2. Знайдемо похiдну за полем вiд e2

de2

dh′
=

1

2
σ2

0s
−3

[

drnp+2

dh′
+

1

12
s3
0σ

2
0

dunp+2

dh′

]

.
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Зауважимо, що похiдна вiд σ0 не береться, оскiльки такi вклади ком-
пенсуються вiдповiдно до умови (5.6). Приймаючи до уваги (4.26),
знаходимо

drnp+2

dh′
= βΦ(0)f0E2

dHc

dh′
,

dunp+2

dh′
= (βΦ(0))2ϕ0E2Φ

dHc

dh′
. (Д6.7)

Приймаючи до уваги (Д6.7), знаходимо

de2

dh′
=

1

2
σ2

0s−3βΦ(0)f0E2
dHc

dh′

(

1 +
qe

12
σ2

0

)

, (Д6.8)

де
qe = s3

0βΦ(0)
ϕ0

f0
Φ. (Д6.9)

Оскiльки Hc = τ̃
(

h̃2 + h2
c

)−1/2p0

маємо

dHc

dh′
= −s

d/2
0

h0
Hcd

(

h̃2 + h2
c

)−1/2

, (Д6.10)

де

Hcd =
Hc

p0

α

(1 + α2)1/2
,

то вираз (Д6.8) записується у виглядi

de2

dh′
= −s

d/2
0

h0
qsσ

2
0

(

1 +
qe

12
σ2

0

)(

h̃2 + h2
c

)−1/2

, (Д6.11)

де

qs =
E2

2p0
βΦ(0)f0s

−3 Hcα

(1 + α2)1/2
. (Д6.12)

Таким чином, вклад до коефiцiєнта e01 вiд похiдної de2/dh′ є про-

порцiйним до множника
(

h̃2 + h2
c

)−1/2

, а отже залишається лише

залежнiсть вiд α.
Знайдемо явний вираз похiдної величини γ

(+)
s за полем. Скори-

ставшись (Д6.3), знаходимо

dγ
(+)
s

dh′
= s−3

0

[

dfnp+1

dh′
− dγ̄(+)

dh′
+ s−3 dfG

dh′

]

.
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Для fnp+1 маємо вираз

ln ynp
+

9

4
y−2

np
+

1

4
x2

np+1 + ln U(0, xnp+1).

Зауважимо, що

dynp+m

dxnp+m
= ynp+mrp+m, rp+m =

u′(xnp+m)

u(xnp+m)

1

2

ϕ′(xnp+m)

ϕ(xnp+m)
,

причому
dxnp+m

dh′
=

s
d/2
0

h0
qp+m

(

h̃2 + h2
c

)−1/2

, (Д6.13)

де

gp = − x̄

E2
Hcd

(

1 + Φ
Hc

E2

)−1/2
[

1 − ΦHc

2E2

(

1 + Φ
Hc

E2

)−1
]

,

gp+1 = −x̄Hcd (1 + ΦHc)
−1/2

[

1 − 1

2
ΦHc (1 + ΦHc)

−1

]

.(Д6.14)

Приймаючи до уваги приведенi вище рiвностi, отримуємо

dfnp+1

dh′
=

s
d/2
0

h0
fp

(

h̃2 + h2
c

)−1/2

, (Д6.15)

де введене позначення

fp =
1

2
rpgp

(

1 − 9

y2
np

)

− 1

2
U(xnp+1)gp+1. (Д6.16)

Похiдна за полем вiд γ̄+ вiдповiдно до (4.23) має вигляд

dγ̄(+)

dh′
= −s

d/2
0

h0
γp

(

h̃2 + h2
c

)−1/2

, (Д6.17)

де
γp = Hcd (γ2 + 2γ3Hc) . (Д6.18)

При розрахунку похiдної величини fG за полем скористаємося iз рiв-
ностi (5.33). Тут слiд приймати до уваги, що величина змiщення σ0

є функцiєю поля. Для розрахунку dσ0/dh′ скористаємося iз рiвностi
(5.6), що дозволяє отримати

dσ0

dh′
=

s
d/2
0

h0
gσ

(

h̃2 + h2
c

)−1/2

, (Д6.19)
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де

gσ =
h0

s
d/2
0

s5/2

rR

1

1 + α2
+

σ0

rR
HcdβΦ(0)f0E2

(

1 +
ql

6
σ2

0

)

,

rR = rnp+2 +
1

2
unp+2s

3
0σ

2
0 . (Д6.20)

Для похiдної величини rR маємо

drR

dh′
=

s
d/2
0

h0
gR

(

h̃2 + h2
c

)−1/2

, (Д6.21)

де

gR = −βΦ(0)f0E2Hcd

(

1 +
1

2
qeσ

2
0

)

+ unp+2s
3
0gσσ0,

а для похiдної величини a iз (5.36) знаходимо

da

dh′
=

s
d/2
0

h0
ga

(

h̃2 + h2
c

)−1/2

, ga = −agR

2rR
.

Величина f
′′

G, що входить до складу fG iз (5.33) має наступну похiдну

df
′′

G

dh′
=

s
d/2
0

h0
gaag

(

h̃2 + h2
c

)−1/2

,

де

ag =
2a

1 + a2
− 4

a3
+

6

a4
arctg a − 2

a3

1

1 + a2
.

приймаючи до уваги записанi вище рiвностi, знаходимо

dfG

dh′
=

s
d/2
0

h0
fgv

(

h̃2 + h2
c

)−1/2

, (Д6.22)

де

fgv = −1

4

Hcd

unp+1
(βΦ(0))2ϕ0Φ − gR

2rR
− 1

2
gaag +

+

(

3

4

rp+1

(ynp+1)2
− 1

2

U ′(xnp+1)

U(xnp+1)

)

gp+1. (Д6.23)

Пiдсумовуючи вклади (Д6.15), (Д6.17) та (Д6.22), отримуємо похiдну

величини γ
(+)
3 за полем

dγ
(+)
s

dh′
=

s
d/2
0

h0
fγ1

(

h̃2 + h2
c

)−1/2

, (Д6.24)
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де
fγ1 = s−3

0

[

fp + γp + s−3fgv

]

. (Д6.25)

Пiдставимо тепер вирази (Д6.11) та (Д6.24) у (Д6.6). Отримуємо

e01 =
s

d/2
0

h0
(fγ1 + fγ2)

(

h̃2 + h2
c

)−1/2

(Д6.26)

fγ2 = q3σ
2
0

(

1 + (qe/12)σ2
0

)

.

Таким чином, критична амплiтуда рiвняння стану σ
(+)
00 записується

у виглядi

σ
(+)
00 = e0

(

1 +
1

5

α2

1 + α2

)

+ e00
α

(1 + α2)1/2
+ e02, (Д6.27)

де

e02 =
s

d/2
0

h0
(fγ1 + fγ2) . (Д6.28)

Коефiцiєнти fγ1 та fγ2, приведенi в (Д6.12) та (Д6.25) i залежать
лише вiд вiдношення α = h̃/hc.


