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Граткова модель для iнтеркальованого лiтiєм анатазу: фа-

зова рiвновага, термодинамiчнi та дiелектричнi властивостi

I.В.Стасюк, О.В.Величко

Анотацiя. Запропоновано модельний опис iнтеркальованого лiтiєм
анатазу, для якого характерне спiвiснування багатої та бiдної на лi-
тiй фаз. Cиметрiйним аналiзом встановлено можливiсть виникнення
внутрiшнього п’єзоефекту (деформацiя гратки поєднується з впо-
рядкуванням антисегнетоелектричного типу). Аналiз основного ста-
ну системи дозволив встановити значення модельних параметрiв, що
вiдповiдають лiтiйованому анатазу. Як у рамках розкладу Ландау,
так i застосуванням мiкроскопiчної моделi встановлено можливiсть
фазового розшарування на бiдну та багату фази. Вивчено термоди-
намiку системи для режимiв фiксованого хiмпотенцiалу та фiксова-
ної концентрацiї лiтiю. Дослiджено особливостi поведiнки її дiеле-
ктричних та пружних характеристик в критичних областях.

Lattice model for lithium intercalated anatase: phase equilib-

rium, thermodynamic and dielectric properties

I.V.Stasyuk, O.V.Velychko

Abstract. A model description of lithium intercalated anatase is pre-
sented. Such a compound is known for the coexistence of Li-rich and
Li-poor phases. Performed symmetry analysis indicates the possibility
of internal piezoeffect (lattice deformation accompanied by the orderi-
ng of antiferroelectric type). The set of model parameters corresponding
to the lithiated anatase has been found by the analysis of the system
ground state. Both Landau expansion and microscopic model approach-
es are available to describe the phase separation into poor and rich phas-
es. Thermodynamics of the system is studied for the cases of constant
chemical potential and constant lithium concentration. Peculiarities of
dielectric, elastic and charge characteristics of the crystal in critical re-
gions are investigated.
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1. Огляд проблеми

Титан небезпiдставно вважають символом сучасної ери високих те-
хнологiй. Однак, якщо сам метал у чистому виглядi був видiлений
лише у 1910 р., то у формi оксидiв його виявили ще у 1791 р. А у
1795 р. нiмецький хiмiк Мартiн Гейнрiх Клапрот однозначно вста-
новив, що мiнерал рутил (полiморф дiоксиду титану) з Угорщини
мiстить невiдомий елемент, який i назвав титаном.

Рiдко хто має час i бажання читати маленькi лiтери на зворо-
тi упаковки. Iнакше кожен знав би, що повсякденно стикається з
дiоксидом титану, зокрема, в зубнiй пастi та кремах проти загару.
Високi оптичнi властивостi та хiмiчна стабiльнiсть забезпечили йому
широке використання у промисловостi. Своєю бiлизною вiн завдячує
вiдносно високому iндексу заломлення (особливо у рутилу: n = 2.76),
що у поєднаннi з малими розмiрами частинок забезпечує сильне роз-
сiяння свiтла в широкому хвильовому дiапазонi. Саме тому основна
частка промислового виробництва дiоксиду титану припадає на бi-
лий пiгмент для барвникiв, а титановi бiлила замiнюють токсичнi
свинцевi аналоги незважаючи на дещо вищу вартiсть. У 2004 р. за-
гальносвiтове споживання TiO2 становило 4.4 млн т, з чого на частку
лакофарбових матерiалiв припадало 58%, на виробництво пластмас
– 23%, i на виготовлення ламiнованого паперу – 11%. Хоча у проте-
зуваннi використовують металiчний титан та його сплави, саме шари
оксиду на його поверхнi у поєднаннi з дисоцiйованими молекулами
води забезпечують щiльне безпосереднє приєднання до живих тка-
нин [1]. Бiльш кумедним виглядає використання TiO2 (пiд назвою
E171) для “вiдбiлювання” знежиреного молока [2] (цей “цiнний” до-
свiд уже перейняли вiтчизнянi виробники згущеного молока “Омка”,
“Бiлики” та “Варiатор”). Хоча, на фонi повiдомлень про його можли-
ву цитотоксичну та канцерогенну дiю [3], особливо у наноформi [4,5],
це уже зовсiм не смiшно. Iснують i бiльш наукоємкi приклади вико-
ристання дiоксиду титану, яким i присвячена ця робота.

1.1. Дiоксид титану: кристалiчнi полiморфи, фiзичнi вла-

стивостi та практичне застосування

Зараз вiдомо одинадцять полiморфiв дiоксиду титану. Розповсюдже-
ними природними формами є тетрагональнi рутил i анатаз, а також
орторомбiчний брукiт. В метеоритному кратерi Рiс у Баварiї вияв-
лено також i два утворених пiд високим тиском полiморфи: моно-
клиннi кристали типу бадделеїту [6] та орторомбiчнi типу колум-
бiту α-PbO2 [7] (обидва штучно створенi ранiше [8, 9]). Окрiм то-
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го, вiдомi такi синтезованi в лабораторiях полiморфи: моноклинний
TiO2(B) [10], тетрагональний TiO2(H) типу голандиту [11], ортором-
бiчнi TiO2(R) типу рамсделлiту [12], TiO2-OI [13], TiO2-OII типу ко-
туннiту (найтвердiший з усiх вiдомих оксидiв) [14], та кубiчний [15].
Пiд дiєю тиску i температури полiморфи можуть перетворюватися
один в одного: наприклад, монокристалiчний анатаз перетворюється
у полiморф типу α-PbO2 при 4.5 ГПа, тодi як полiкристалiчний ана-
таз – у бадделеїт при 13 ГПа, який, у свою чергу, при пониженнi
тиску до 7 ГПа знову обертається на α-PbO2 [16]. З пiдвищенням
температури при атмосферному тиску полiморфи перетворюються
у рутил (зокрема, анатаз i брукiт при 700◦C i 900◦C, вiдповiдно).

Якщо для синтезованих пiд високим тиском полiморфiв хара-
ктерне пiдвищення координацiйного числа титану (так, у бадделеїту
воно рiвне семи, а для кубiчної структури – дев’яти [15]), то найпо-
ширенiшi природнi форми дiоксиду титану – рутил, анатаз i брукiт
– є просто рiзними просторовими комбiнацiями групи TiO6, де ка-
тiон титану розташований у центрi дещо деформованого октаедру,
утвореного шiстьма анiонами кисню. Для кожного полiморфу хара-
ктернi свої вiдхилення вiд iдеального октаедра, але у всiх випадках
вiн є витягнутим вздовж однiєї з осей, так що два (апекснi) киснi
бiльш вiддаленi вiд титану порiвняно з чотирма iншими (екваторi-
альними).

Найбiльше уваги придiляється вивченню та застосуванню рутилу
i анатазу як найбiльш стабiльних полiморфiв. За багатьма параме-
трами (наприклад, розташування атомiв та середнi довжини зв’яз-
кiв) вони дуже подiбнi [17]. Однак, густина анатазу майже на 10%
менша нiж у рутилу, а додатковий об’єм зосереджений у порожни-
нах i впливає на усередненi по комiрцi властивостi типу стисливостi
чи дiелектричної сталої. Крiм того, ця невелика вiдмiннiсть стає ва-
жливою при iнтеркаляцiї кристалiв.

В обидвох полiморфiв елементарна комiрка мiстить шiсть ато-
мiв, але на вiдмiну вiд тетрагонального рутилу (P42/mnm), стандар-
тну кристалографiчну комiрку об’ємо-центрованого тетрагонального
анатазу (I41/amd) вибирають так, що вона мiстить двi елементарнi
комiрки.

Атоми розташованi таким чином, що кожен кисень є одночасно
екваторiальним для одного титана i апексним для iншого у межах
однiєю комiрки. Сусiднi октаедри мають спiльнi ребра та кути: по
два i чотири спiльних ребра для кожного октаедра в рутилi та ана-
тазi, вiдповiдно. Октаедри деформуються так, що спiльнi ребра ско-
рочуються вiдносно iдеального розмiру, а решта ребер, у свою чергу,
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видовжуються. Скорочений зв’язок кисень-кисень часто називають
мiстковим зв’язком, оскiльки через нього вiдбувається взаємодiя мiж
iонами титану (метал-кисень-метал).

В рутилi мiстковий зв’язок поєднує два екваторiальнi атоми. То-
му октаедри утворюють там вертикальнi лiнiйнi ланцюжки. Октае-
дри, що належать до сусiднiх ланцюжкiв, поєднанi лише одним ку-
том: iоном кисню, що є для них одночасно апексним та екваторi-
альним. В анатазi октаедри дотикаються дiагональним ребром мiж
апексним та екваторiальним киснями. Тому вони формують зигзаго-
подiбнi ланцюжки, перпендикулярнi до кристалографiчної осi. Iснує
двi множини таких взаємоперпендикулярних ланцюжкiв, з’єднаних
спiльними октаедрами.

Сфера високотехнологiчних застосувань дiоксиду титану, без пе-
ребiльшення, вражає. Насамперед, вони пов’язанi з тою чи iншою
формою його фотоактивностi. Так, TiO2 (особливо у виглядi ана-
тазу) є фотокаталiзатором при ультрафiолетовому освiтленнi (а з
додатком iонiв азоту, оксидiв металiв типу триоксиду вольфраму
чи вуглецю [18] – i при видимому свiтлi). Високий окислювальний
потенцiал позитивних дiрок окислює воду з утворенням радикалiв
гiдроксилу. Фотокаталiтичнi властивостi дiоксиду титану (явище гi-
дролiзу) вiдкритi ще у 1967 р., а процес, що вiдбувається пiд дiєю
свiтла на поверхнi TiO2, вiдомий як ефект Хонди-Фуджiшими [19].
Окрiм очевидного використання цих властивостi для виробництва
водню (як палива), вони промислово застосовуються у рiзних фор-
мах для очистки i знезараження води та повiтря вiд забруднень (в
тому числi бактерiальних i органiчних), а також виготовлення по-
верхонь, що самоочищуються [20]. Специфiчне використання даного
ефекту в бiохiмiї дозволило також радикально спростити i вдоско-
налити методику розщеплення протеїнiв та пептидiв [21].

Цiкавим для практичного використання є виявлений у 1995 р.
ефект супергiдрофiльностi: пiд дiєю ультрафiолету на поверхнi дiо-
ксиду титану утворюється мiкроструктурована сумiш гiдрофiльної
та олеофiльної (мастилопоглинаючої) фаз за рахунок локального
вiдщеплення iонiв кисню [22]. Це дозволяє створювати скло з TiO2-
покриттям, що не запотiває та самоочищується (наприклад, дзеркала
бокового огляду автомобiлiв та вiкна у будинках).

Окрiм очистки навколишнього середовища вiд вiдходiв, дiоксид
титану допомагає отримати екологiчно чисту енергiю. Отримання
електроенергiї за допомогою звичайних фотоелементiв з p-n перехо-
дами обходиться на порядок дорожче вiд стандартних промислових
методiв. Новий тип сенсибiлiзованих барвниками сонячних батерей
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(елементи Гратцеля) роздiляє двi головнi задачi фотоелемента – по-
глинання свiтла та транспорт носiїв заряду. Фотони поглинаються
сенсибiлiзатором, нанесеним на поверхню широкозонного напiвпро-
вiдника, а роздiлення заряду вiдбувається на межi за рахунок iнже-
кцiї фотоiндукованих електронiв з барвника у зону провiдностi ма-
терiалу пiдкладки. Поєднання сенсибiлiзатора з широким спектром
поглинання з нанокристалiчною оксидною пiдкладкою дозволяє до-
сягнути понад 10% коефiцiєнта конверсiї [23–26]. До переваг новiтнiх
фотоелементiв слiд долучити надзвичайну стабiльнiсть, що досягає
мiльйонiв циклiв, високi густини допустимих струмiв та низьку со-
бiвартiсть через можливiсть використовувати матерiали невисокої
чистоти.

За своїми дiелектричними властивостями дiоксид титану є на-
пiвпровiдником [27] (при цьому анатаз є напiвпровiдником n-типу, а
рутил – p-типу, що використовується у їх сумiсному застосуваннi як
сенсора газiв [28]). Його висока дiелектрична проникнiсть знаходить
своє застосування у тонкоплiвкових конденсаторах [29] i електрон-
них пристроях типу метал-оксид-напiвпровiдник [30], противiдбив-
них покриттях та iнтерференцiйних фiльтрах [31], а також оптово-
локнi [32].

Хоча i рутил, i анатаз в принципi придатнi для використання
у фото-каталiтичних та фото-електрохiмiчних пристроях, здебiль-
шого предметом експериментальних дослiджень є анатаз як бiльш
ефективний матерiал. Зокрема, у нього вища зона оптичного по-
глинання i менша ефективна маса електронiв, тобто вища мобiль-
нiсть носiїв заряду [33]. Тому саме вiн застосовується у процесi iн-
жекцiї електронiв у нових сенсибiлiзованих барвниками фотоелемен-
тах [34]. Зрештою, часом обидва полiтипи використовуються одноча-
сно, а їхнi особливостi служать рiзним задачам. У тих же фотоеле-
ментах анатаз є фотосенсибiлiзованим електродом (через згаданий
вище ефективний зв’язок з барвником), а простiр мiж ним i гра-
фiтним електродом-пiдкладкою заповнений електроiзолюючими та
свiтловiдбивними часточками рутилу (оскiльки у нього вища дiеле-
ктрична стала) [35].

Наявнiсть кристалографiчних пустот дозволяє розмiстити в них
шляхом iнтеркаляцiї значну кiлькiсть невеликих iонiв (водню, лiтiю
i т.п.). Введення лiтiю змiнює оптичнi властивостi дiоксиду титану:
порошок з бiлого стає темносинiм, а плiвка перетворюється з прозо-
рої на частково дзеркальну (електрохромiзм). Цей ефект застосову-
ється в фотоелектрохромних приладах (вiкна, дзеркала, дисплеї), де
фотоелектрична плiвка описаного вище типу разом з електрохром-
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ною плiвкою утворюють два електроди комiрки, яка, таким чином,
є фотохромною [36]. Однак, на вiдмiну вiд звичайних фотохромних
плiвок, процеси поглинання свiтла та забарвлення фiзично роздiленi,
а тому можуть керуватися iндивiдуально (залежно вiд того, замкну-
тий контур, чи нi).

1.2. Iнтеркаляцiя анатазу та рутилу: експериментальнi та

теоретичнi дослiдження

Технiчний прогрес i пов’язане з ним пiдвищення енергоспоживан-
ня вимагають щораз потужнiших i компактнiших джерел живлен-
ня. Традицiйнi свинцевi та нiкель-кадмiєвi акумулятори з вмiстом
отруйних речовин та низькою енергетичною густиною (вимiрюється
в мАгод / г) вiдходять у минуле. Їм на замiну прийшли нетоксичнi
лiтiй-iоннi батареї високої енергоємностi з на порядок вищим числом
робочих циклiв та без ефекту пам’ятi. Анатаз може служити анодом
у елементах такого типу [37].

На практицi анатаз не є найкращим вибором для цiєї потреби,
зокрема, через досить низький потенцiал вiдносно iнших електро-
дних матерiалiв. Кращi характеристики демонструють, наприклад,
спорiдненi сполуки зi структурою шпiнелi LiTi2O4 [38], Li4Ti5O12 [39]
та їх марганцевi аналоги LiMn2O4 i LiMg0.1Ni0.4Mn1.5O4 [40]. Однак,
анатаз дуже зручний для дослiдження у якостi добре вивченого мо-
дельного матерiалу, що демонструє типовi властивостi електродiв з
оксидiв перехiдних металiв. Незважаючи на те, що властивостi iнтер-
кальованого анатазу досить добре вивченi та навiть використовую-
ться у виробництвi, вiдсутня чiтка картина мiкроскопiчних процесiв,
що лежать у їх основi. Однак, лише повне пiзнання механiзмiв, що
вiдбуваються при iнтеркаляцiї, дозволить ефективно використовува-
ти властивостi сполук цього класу.

Як згадувалось ранiше, анатаз має об’ємо-центровану тетраго-
нальну структуру (просторова група симетрiї I41/amd). Пiд час iн-
теркаляцiї лiтiю утворюється нова фаза зi складом Li0.5TiO2 (яку ча-
сто називають Li-титанат), де внаслiдок дисторсiї у площинi ab втра-
чено вiсь четвертого порядку (просторова група симетрiї Imma) [41].
При цьому змiщення атомiв незначнi, елементарна комiрка дещо сти-
скається вздовж осi c i розтягується вздовж осi b зi збiльшенням
об’єму на 4%. Лiтiй розташовується у порожнинах кисневих окта-
едрiв [41]. Структурнi змiни можна пояснити як наслiдок заселен-
ня зв’язуючих атомних орбiталей Ti-Ti електронами, що входять у
гратку анатазу паралельно з iонами лiтiю для пiдтримки зарядової
нейтральностi.
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У порiвняннi з числом експериментальних дослiджень iнтерка-
льованого дiоксиду титану список теоретичних праць у цьому на-
прямку виглядає досить коротким. Майже всi вони використовують
тi чи iншi методики числових розрахункiв “з перших принципiв”, ча-
сто вдало пояснюючи деякi виявленi факти, хоча ряд прогнозованих
явищ експериментально не спостерiгалися.

Вже в однiй з перших таких робiт [42] теоретично пiдтверджено
вищу здатнiсть анатазу до iнтеркаляцiї лiтiю порiвняно з рутилом, а
також розраховано енергiї адсорбцiї i встановлено, що одноелектрон-
нi привнесенi лiтiєм рiвнi розташуються у щiлинi мiж валентною i
провiдною зоною (стани Ti3+).

В перiодичному наближеннi Хартрi-Фока обчислено потенцiали
iнтеркаляцiї лiтiю для цiлого сiмейства полiморфiв дiоксиду титану
(рутил, анатаз, брукiт, рамсделлiт, колумбiт, спiнель) [43], а також
розраховано, що лiтiй повнiстю iонiзується при стехiометрiї LiTiO2 (з
переносом заряду здебiльшого у кисневу пiдгратку). Подiбнi розра-
хунки середньої напруги iнтеркаляцiї лiтiю в оксиди (зокрема, TiO2)
i дихалькогенiди металiв виконувались також методом псевдопотен-
цiалу [44]. Розрахунки теж показали повну iонiзацiю лiтiю, однак
привнесений заряд розподiлявся мiж анiонами та металом.

Слiд особливо звернути увагу на цикл робiт [45–51], де методом
моделювання з перших принципiв вивчались особливостi iнтеркаля-
цiї лiтiю в рутил i анатаз з врахуванням як термодинамiчних так i
кiнетичних ефектiв. Зокрема, встановлено важливу роль сильних ло-
кальних деформацiй гратки та пружнього екранування мiжлiтiєвих
взаємодiй, пояснено вiдсутнiсть iнтеркаляцiї у рутилi при кiмнатнiй
температурi (недоступнiсть низкоенергетичних конфiгурацiй через
високу анiзотропiю дифузiї), рiвновагу бiдної та багатої фаз у лiтi-
йованому анатазi, а також виявлено можливiсть iснування у ньому
фази LiTiO2. [45, 51]. Проведенi розрахунки вiдтворюють також ха-
рактернi експериментальнi риси розрядної кривої [47] для обох полi-
морфiв. Змодельовано шляхи iнтеркаляцiї лiтiю в рутил i показано,
що розширення гратки-господаря сприяє дифузiї iонiв лiтiю вздовж
тетрагональної осi c, а дисторсiя у площинi ab – практично призупи-
няє її; розрахованi при цьому коефiцiєнти дифузiї добре збiгаються з
експериментальними значеннями [49]. На основi розрахункiв перед-
бачено також появу нової фази LiTiO2 в полiморфi дiоксиду титану
типу рамсделлiту, яка забезпечує сталий потенцiал iнтеркаляцiї у
широкому дiапазонi концентрацiй лiтiю [52].

Проводилось також моделювання з перших принципiв пружних
властивостей полiморфу дiоксиду титану типу котуннiту [53].
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На жаль, вiдомо лише один квантово-статистичний опис дiокси-
ду титану з допомогою псевдоспiн-електронної моделi [54]. В даному
випадку псевдоспiновий формалiзм використано для опису пiдсисте-
ми iнтеркалянта (лiтiю). Виявлено можливiсть фазових переходiв зi
змiною концентрацiї iнтеркальованих iонiв та суттєвим зростанням
електростатичної ємностi системи.

1.3. Особливостi iнтеркальованого лiтiєм анатазу: фазова

рiвновага та подвiйнi позицiї для iонiв лiтiю

Iнтеркаляцiя лiтiю в анатаз TiO2 приводить до виникнення i поши-
рення фази титанату лiтiю Li0.6TiO2 (часом вказують стехiометри-
чний склад Li0.5TiO2 чи Li0.55TiO2; як буде проiлюстровано нижче,
це може залежати вiд розмiрiв часток TiO2). При цьому виникає
розшарування на багату та бiдну (Li0.01TiO2) лiтiєм фази [55].

Така двофазна рiвновага в електродах акумулятора забезпечує
сталий електричний потенцiал (т.зв. плато на розряднiй кривiй) в
широкому дiапазонi концентрацiї лiтiю, оскiльки при цьому стехi-
ометрiя фаз залишається незмiнною, при розрядi чи зарядi варiю-
ються лише їх вiдносний вмiст для пiдтримання загальної рiвнова-
ги [56]. Встановлено, що багата на лiтiй фаза Li-титанат рухається
всередину анатазного електрода суцiльним фронтом, паралельним
до поверхнi при iнтеркаляцiї лiтiю, i таким же чином повертається
при деiнтеркаляцiї [57].

I в анатазi, i в титанатi лiтiю iони лiтiю можуть перестрибувати
з вузла на вузол з енергiями активацiї 0.2 еВ та 0.09 еВ, вiдповiдно.
Однак, макроскопiчнi вимiрювання зразка як цiлого дають енергiю
активацiї приблизно 0.5 еВ, що легко можна пояснити iснуванням
мiжфазного бар’єру, який i визначає енергiю активацiї в цiлому [55].

Проведенi недавно методом ЯМР спектроскопiї дослiдження [58]
нанокристалiчних зразкiв iнтеркальованого лiтiєм анатазу виявили
ряд суттєвих особливостей. Спiвiснування бiдної та багатої на лiтiй
фаз можливе лише у частинках, бiльших за 120 нм, оскiльки по-
верхневий натяг мiж фазами робить його енергетично не вигiдним
у менших частинках. У системi частинок розмiром 40 нм стехiоме-
трiя фаз не є сталою i при iнтеркаляцiї вмiст лiтiю у обох зростає:
до Li0.1TiO2 в “бiднiй” та до Li0.7TiO2 “багатiй”. Подальше зменше-
ння розмiрiв частинок привело до виявлення фази з максимально
можливим вмiстом лiтiю Li1TiO2 [59]. Вона може спiвiснувати з ба-
гатою, проникаючи на глибину до 3–4 нм вiд поверхнi частинок (або
повнiстю займаючи частинки, меншi вiд 7 нм). Це пов’язано з рiз-
кою втратою рухливостi лiтiю при такiй концентрацiї, адже всi окта-
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едричнi порожнини заповненi, тодi як дифузiя iонiв лiтiю потребує
вакансiй; надзвичайно короткi шляхи дифузiї у наночастинках по-
легшують це завдання.

Експериментально встановлено [60], що iон лiтiю може займати
двi вiдмiннi позицiї в межах октаедра вздовж осi c (але лише одну
з них одночасно). Однак якщо у Li-анатазi вони симетрично розта-
шованi та знаходяться на вiдстанi 1.61 Å одна вiд одної та мають
однакову середню заселенiсть, то у Li-титанатi – змiщенi, їх роз-
дiляє лише 0.7 Å та з рiзною середньою заселенiстю (nLi I = 0.32,
nLi II = 0.19 при 10 K, розрахована з температурної залежностi засе-
леностей на основi розподiлу Больцмана рiзниця енергiй станiв ста-
новить 3.8 мЕв; симетрiя фази така, що у сусiднiх октаедрах пози-
цiї I i II орiєнтованi у протилежних напрямках). Експериментально
методом квазi-пружного розсiяння нейтронiв та теоретично методом
молекулярної динамiки виявлено можливiсть перескоку iонiв лiтiю
мiж цими позицiями в пiкосекундному часовому дiапазонi [61, 62].

Слiд зауважити, що наявнiсть двох позицiй для iонiв лiтiю
в межах октаедра експериментально виявлено також i у спiнелi
LixMg0.1Ni0.4Mn1.5O4 [40]. Цiлком можливо, що ця особливiсть ха-
рактерна для широкого класу кристалiв з подiбною структурою.

2. Симетрiйний аналiз iнтеркальованого лiтiєм

анатазу: можливiсть внутрiшнього п’єзоефекту

Як згадувалось ранiше, стандартну кристалографiчну комiрку
об’ємо-центрованого тетрагонального анатазу для зручностi та бiль-
шої наочностi вибирають так, що вона мiстить двi елементарнi комiр-
ки. Тому вiдповiдна просторова група D19

4h (або I41/amd початок ко-
ординат 2, № 141) мiстить вдвiчi бiльше операцiй симетрiї порiвняно
з вiдповiдною точковою групою симетрiї D4h (4/m m m). Насправдi
елементарна комiрка, що задовольняє усi симетрiйнi перетворення,
мiстить двi формульнi одиницi, тобто у нiй є два кисневих октаедри –
пустоти, в яких iнтеркальований лiтiй може займати одночасно одну
з двох позицiй (Рис. 1).

Заселенiсть кожного октаедра лiтiєм зручно описувати за допо-
могою проекцiйного оператора Хаббарда Xpp

ik , де i – iндекс елемен-
тарної комiрки (вузла гратки), k = 1, 2 – iндекс пiдгратки, p = 0
вiдповiдає порожньому октаедру, а p = 1, 2 – перебуванню iону лi-
тiю в позицiї 1 чи 2, вiдповiдно. Базове представлення у операторах
Хаббарда вiдображає мiкроскопiчну структуру системи i зручне для
подальших обчислень.
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Рис. 1. Схематичне зображення позицiй iнтеркальованого лiтiю в по-
рожнинах кисневих октаедрiв елементарної комiрки гратки анатазу.
Заселенiсть позицiй 1 i 2 однакова у бiднiй на лiтiй фазi Li-анатаз
та рiзна – у багатiй Li-титанат, при чому вони орiєнтованi антипара-
лельно у сусiднiх октаедрах (пiдгратки k = 1, 2).

Якщо перейти до псевдоспiнового формалiзму, то розташування
лiтiю у тiй чи iншiй позицiї кожної з пустот можна описати псев-
доспiновим оператором ŝik = (−1)k−1(X11

ik − X22
ik ), враховуючи при

цьому заселенiсть пустоти n̂ik = X11
ik + X22

ik . Такий формалiзм до-
зволяє роздiлити диполь-дипольнi (псевдоспiновi) та мiжчастинко-
вi взаємодiї аналогiчно до пiдходу, застосованого у моделi Блюма-
Емерi-Грiффiтса (БЕГ) [63].

Симетризованi комбiнацiї середнiх

n± =
1

2
(n1 ± n2), η± =

1

2
(s1 ± s2) (1)

натомiсть вiдображають симетрiйнi властивостi системи i є, одноча-
сно, параметрами порядку (ПП) вiдповiдних фазових переходiв (див.
Додаток A). Так, n+ (перетворюється за незвiдним представленням
A1g групи D4h) вiдповiдає концентрацiї лiтiю (середнiй заселеностi
октаедричних пустот), n− (представлення B2u) – рiзницi заселено-
стей пустот в пiдгратках 1 i 2, η+ (представлення A2u) – поляризацiї
вздовж осi z, а η− (представлення B1g, за яким вiдбувається фазовий
перехiд в пiдгрупу D2h, що вiдповiдає Li-титанату) одночасно описує
антиполяризацiю вздовж осi z i деформацiю Uxx −Uyy в площинi ab
(внутрiшнiй п’єзоефект).
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3. Аналiз фазової рiвноваги за допомогою розкла-

ду Ландау

Спираючись на результати симетрiйного аналiзу системи, виконано-
го у попередньому роздiлi, можна зробити якiсний аналiз її термо-
динамiчної поведiнки за допомогою розкладу Ландау

F = F0 +
1

2
aρ2 +

1

3
bρ3 +

1

4
cρ4 +

1

2
Aη2 +

1

4
Bη4 − hη − µρ , (2)

де ρ описує концентрацiю iнтеркалянта (лiтiю), а параметр порядку
η вiдповiдає ранiше означеному η−; на коефiцiєнти розкладу накла-
дено такi умови:

A = A0 + A1ρ, B > 0, c > 0.

Рiвноважний стан системи описується мiнiмумом вiльної енергiї

∂F

∂ρ
= aρ + bρ2 + cρ3 +

1

2
A1η

2 − µ = 0, (3)

∂F

∂η
= Aη + Bη3 − h = 0. (4)

Обмежимо наш подальший аналiз випадком вiдсутностi “поля”:
h = 0. Тодi рiвняння (4) може мати або тривiальний розв’язок η = 0,
або вiдмiнний вiд нуля:

A + Bη2
0 = 0 ⇒ η0 = ±

√
−(A0 + A1ρ)/B. (5)

Оскiльки B > 0, то для iснування дiйсного η0 повинна виконуватися
умова A0 + A1ρ < 0, яка змушує покласти A0 > 0 i A1 < 0, що дає

η2
0 =

|A1|ρ − A0

B
, ρ >

A0

|A1|
. (6)

Розглянемо окремо випадки η = 0 i η 6= 0.

I. η = 0
Як видно з рiвняння (3)

ϕ(ρ) = µ, ϕ(ρ) ≡ aρ + bρ2 + cρ3. (7)

Це рiвняння матиме три розв’язки для певного дiапазону зна-
чень хiмпотенцiалу (тобто, iснування фазового переходу зi
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стрибком ρ), якщо iснуватимуть екстремуми функцiї ϕ(ρ), тоб-
то рiвняння

∂ϕ(ρ)

∂ρ
= a + 2bρ + 3cρ2 = 0.

матиме ненульовi розв’язки

ρ1,2 =
1

3c

[
−b ±

√
b2 − 3ac

]
, (8)

що дає умову на значення коефiцiєнтiв розкладу Ландау

b2 − 3ac > 0. (9)

Аналогiчну умову можна отримати, розрахувавши з умови за-
нулення другої похiдної

∂2ϕ(ρ)

∂ρ2
= 2b + 6cρ = 0

ординату точки перегину

ρ∗ = −b/3c. (10)

i вимагаючи, щоб значення похiдної у цiй точцi було вiд’ємним
∂ϕ(ρ)/∂ρ|ρ=ρ∗ < 0. Оскiльки крива ϕ(ρ) завжди проходить че-
рез точку перегину i симетрична вiдносно неї, то через цю ж
точку проходить i лiнiя фазового переходу, що вiдбуватиметься
при такому значеннi хiмпотенцiалу:

ϕ(ρ∗) =
b

3c

(
2b2

9c
− a

)
= µ∗. (11)

Якщо параметр ρ описує концентрацiю, то це накладає дода-
ткову умову ρ > 0: для того, щоб менший з розв’язкiв (8) був
додатнiм, обов’язково, принаймнi, b > 0.

II. η = ±η0

Виконавши аналогiчнi розрахунки, отримуємо вираз, подiбний
до рiвняння (7), але дещо “перенормований”:

ãρ + bρ2 + cρ3 = µ̃, ã = a −
|A1|

2

2B
, µ̃ = µ −

A0|A1|

2B
. (12)

Умова iснування фазового переходу

b2 − 3ãc > 0 (13)
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та значення хiмпотенцiалу в цiй точцi

µ̃∗ =
b

3c

(
2b2

9c
− ã

)
. (14)

теж мають подiбний вигляд.

Як видно з наведених вище мiркувань, залежно вiд значень ко-
ефiцiєнтiв розкладу Ландау система може демонструвати рiзнома-
нiтну поведiнку, наприклад, при змiнi хiмпотенцiалу. Обмежимось
надалi аналiзом випадку, що якiсно вiдповiдає фазовому розшару-
ванню на бiдну i багату фази у лiтiйованому анатазi.

Якщо порiвняти умови (9) i (13), то можна отримати узагальне-
ний вираз

3ac −
3

2

|A1|
2

B
c < b2 < 3ac, (15)

що описує ситуацiю, коли у фазi I iснує лише один розв’язок для ρ,
а у фазi II при вiдмiнному вiд нуля η0 їх може бути три. Об’єднавши
рiвняння для визначення рiвноважних значень ρ i умову FI = FII

фазового переходу першого роду мiж фазами I i II, отримаємо си-
стему рiвнянь для розрахунку значень ρI, ρII i µ в точцi фазового
переходу:

aρI + bρ2
I + cρ3

I = µ,

ãρII + bρ2
II + cρ3

II = µ̃,

1

2
aρ2

I +
1

3
bρ3

I +
1

4
cρ4

I − µρI =

=
1

2
aρ2

II +
1

3
bρ3

II +
1

4
cρ4

II +
1

2
A(ρII)η

2
0(ρII) +

1

4
Bη4

0(ρII) − µρII. (16)

Якiсну iлюстрацiю фазових перетворень, якi виникають внаслi-
док iнтеркаляцiї лiтiю у анатаз, можна отримати для такого набору
коефiцiєнтiв розкладу Ландау (2): a = 10.8, b = −35.2, c = 45.7,
A0 = 0.2, A1 = −9.1, B = 9. Тодi задовольняється умова (15) i, як
показує аналiз вiльної енергiї (Рис. 2), при зростаннi хiмпотенцiалу
перехiд першого роду з гiлки I на гiлку II (16) вiдбувається швидше,
нiж мiг би вiдбутися потенцiйний фазовий перехiд другого роду при
досягненнi ρ(µ) = ρc.

Вiдповiдний фазовий перехiд першого роду супроводжується
стрибками параметрiв ρ та η (Рис. 3 i 4). Слiд зауважити, що вна-
слiдок близькостi точок фазових переходiв при зростаннi хiмпотен-
цiалу система може “проскочити” точку переходу першого роду за
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Рис. 2. Залежнiсть вiльної енергiї вiд хiмпотенцiалу для гiлок з ну-
льовим та вiдмiнним вiд нуля параметром порядку η: виконується
умова фазового переходу першого роду.
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Рис. 3. Стрибок параметра ρ при фазовому переходi першого ро-
ду. Термодинамiчно стiйкi розв’язки видiленi суцiльною кривою. В
режимi ρ = const вiдбувається фазове розшарування на фази зi зна-
ченнями ρI та ρII.
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Рис. 4. Стрибок параметра η при фазовому переходi першого роду.
Термодинамiчно стiйкi розв’язки видiленi суцiльною кривою.

рахунок метастабiльностi, тому перехiд другого роду таки може ре-
алiзуватися з подальшим переходом першого роду в точцi повороту
ρ(µ). Все наведене вище обговорення стосувалося випадку µ = const.
Однак, в iнтеркальованому анатазi реалiзується випадок фiксованої
концентрацiї лiтiю (ρ = const). Тодi система розшарується на фази
зi значеннями ρI i ρII (Рис. 3) та вiдповiдними вагами wI i wII, так
що ρfixed = wIρI + wIIρII. Хiмпотенцiал системи при цьому буде ста-
лий i рiвний хiмпотенцiалу, при якому вiдбувається фазовий перехiд
першого роду в режимi µ = const.

Скориставшись рiвнiстю

∂2F

∂η2
= A + 3Bη2 =

∂h

∂η
,

можна розрахувати сприйнятливiсть по параметру порядку η (спря-
жену до поля h; в даному випадку ця “сприйнятливiсть” вiдповiда-
тиме, зокрема, пружнiй сталiй системи)

χ ≡
∂η

∂h
=

[
A0 − |A1|ρ + 3Bη2

]−1
. (17)

Її вигляд залежатиме вiд того, в якiй фазi перебуває система:

η = 0: χI = [A0 − |A1|ρI]
−1

, (18)
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η = η0 : χII =
1

2
[|A1|ρII − A0]

−1 . (19)

Оскiльки згаданий вище фазовий перехiд є першого роду, то
сприйнятливiсть має стрибок, величину якого можна розрахувати
на основi виразiв (19), маючи розв’язки системи (16).

Скориставшись рiвнiстю A0−|A1|ρ = −Bη2, сприйнятливiсть (17)
при η 6= 0 можна записати у виглядi

χ =
[
2Bη2

]−1
. (20)

Таким чином, при наближеннi (як з одного, так i з другого боку) до
точки ρc = A0/|A1| (6) можливого фазового переходу другого роду,
сприйнятливостi (18) i (20) розбiгаються.

4. Граткова модель для опису iнтеркальованого лi-

тiєм анатазу

4.1. Модельний гамiльтонiан та опис термодинамiки в на-

ближеннi середнього поля

Хоча розклад Ландау i дозволяє виявити можливiсть фазового роз-
шарування у системi, спираючись лише на результати симетрiйного
аналiзу, детальне дослiдження її термодинамiчних властивостей з
врахуванням залежностi вiд температури та iнших параметрiв мо-
жна виконати лише з допомогою мiкроскопiчного пiдходу. Модель-
ний гамiльтонiан

Ĥ = Ĥ1 + Ĥint + Ĥdef, (21)

окрiм одночастинкового вкладу Ĥ1 враховує взаємодiю мiж частин-
ками Ĥint та деформацiю гратки Ĥdef:

Ĥ1 =
∑

i

∑

k

∑

p

(ε0 − µ)Xpp
ik − h

∑

i

(si1+si2) − ∆
∑

i

(si1−si2),

Ĥint = −
1

2

∑

i6=j

∑

kl

∑

pq

W pq
kl (i, j)Xpp

ik Xqq
jl ,

Ĥdef =
1

2
NCU2, (22)

де

∆ = αU, U = Uxx − Uyy; k, l = 1, 2, p, q = 0, 1, 2;

µ – хiмпотенцiал частинок iнтеркалянта (надалi приймемо за його
початок вiдлiку ε0), h – зовнiшнє електричне поле, ∆ – породжене
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деформацiєю внутрiшнє поле, U – ефективна деформацiя у площинi
XY (σ = ∂(Ω/N)/∂U – напруженiсть), W pq

kl (i, j) – енергiї взаємодiї
мiж частинками у вiдповiдних позицiях, N – число вузлiв. Таким
чином, окрiм напiвфеноменологiчного вкладу у змiну енергiї гратки
Ĥdef, враховано появу ефективного внутрiшнього антисиметричного
(як у моделi Мiцуї) поля ∆, що виникає внаслiдок iндукованої iн-
теркаляцiєю деформацiї гратки та робить позицiї нееквiвалентними.
На вiдмiну вiд звичайного граткового газу, запропонована модель
враховує двi рiвноважнi позицiї для iнтеркальованих частинок. Та-
кi багатостановi моделi (див., наприклад, [64, 65]) досить рiдкiснi,
оскiльки найпоширенiшими є однопозицiйнi iнтеркальованi сполу-
ки. Тут також враховано деформацiйнi ефекти, оскiльки iндукована
iнтеркаляцiєю деформацiя гратки анатазу впливає на ефективний
потенцiал для iонiв лiтiю [66].

У наближеннi середнього поля (НСП) гамiльтонiан (21) лiнеари-
зується

ĤMFA = NE0 +
∑

i

∑

k

∑

p

HkpX
pp
ik , (23)

i, якщо врахувати симетрiйнi властивостi фур’є-образiв енергiй вза-
ємодiї в центрi зони Брiлюена

W 11
11 = W 22

11 = W 11
22 = W 22

22 , W 12
11 = W 21

11 = W 12
22 = W 21

22 ,

W 12
12 = W 21

21 = W 21
12 = W 12

21 , W 11
12 = W 22

12 = W 11
21 = W 22

21 ,

то вклад середнiх та ефективнi поля мають такий вигляд

E0 = 1
2W 11

11

(
〈X11

1 〉2 + 〈X22
1 〉2 + 〈X11

2 〉2 + 〈X22
2 〉2

)

+ W 12
11

(
〈X11

1 〉〈X22
1 〉 + 〈X11

2 〉〈X22
2 〉

)

+ W 11
12

(
〈X11

1 〉〈X11
2 〉 + 〈X22

1 〉〈X22
2 〉

)

+ W 12
12

(
〈X11

1 〉〈X22
2 〉 + 〈X22

1 〉〈X11
2 〉

)
,

H11 = −µ − h − ∆

−
(
W 11

11 〈X
11
1 〉 + W 12

11 〈X
22
1 〉 + W 11

12 〈X
11
2 〉 + W 12

12 〈X
22
2 〉

)
,

H12 = −µ + h + ∆

−
(
W 11

11 〈X
22
1 〉 + W 12

11 〈X
11
1 〉 + W 11

12 〈X
22
2 〉 + W 12

12 〈X
11
2 〉

)
,

H21 = −µ + h − ∆

−
(
W 11

11 〈X
11
2 〉 + W 12

11 〈X
22
2 〉 + W 11

12 〈X
11
1 〉 + W 12

12 〈X
22
1 〉

)
,

H22 = −µ − h + ∆

−
(
W 11

11 〈X
22
2 〉 + W 12

11 〈X
11
2 〉 + W 11

12 〈X
22
1 〉 + W 12

12 〈X
11
1 〉

)
, (24)

ICMP–08–16U 17

Середнi заселеностi позицiй можна розрахувати, розв’язавши си-
стему рiвнянь самоузгодження

〈Xpp
k 〉 = Z−1

k e−βHkp , (25)

де статсуми пiдграток рiвнi

Zk = 1 + e−βHk1 + e−βHk2 , (26)

а термодинамiчно стiйкi розв’язки вибираються з умови мiнiмуму
великого термодинамiчного потенцiалу

Ω/N = E0 + 1
2CU2 − Θ ln(Z1Z2). (27)

Для введеного у роздiлi 2 (n, s)-представлення матимемо такi рiв-
нянь самоузгодження

nk = Z−1
k

(
e−βHk1 + e−βHk2

)
,

sk = (−1)k−1Z−1
k

(
e−βHk1 − e−βHk2

)
, (28)

де вигляд вкладу середнiх E0 у великий термодинамiчний потенцi-
ал (27) та ефективних полiв дещо змiнюється

E0 = 1
4

[
W+

11(n
2
1 + n2

2) + W−
11(s

2
1 + s2

2) + 2W+
12n1n2 − 2W−

12s1s2

]
,

H11 = −µ − h − ∆ − 1
2

(
W+

11n1 + W−
11s1 + W+

12n2 − W−
12s2

)
,

H12 = −µ + h + ∆ − 1
2

(
W+

11n1 − W−
11s1 + W+

12n2 + W−
12s2

)
,

H21 = −µ + h − ∆ − 1
2

(
W+

12n1 + W−
12s1 + W+

11n2 − W−
11s2

)
,

H22 = −µ − h + ∆ − 1
2

(
W+

12n1 − W−
12s1 + W+

11n2 + W−
11s2

)
, (29)

та введено такi позначення для енергiй взаємодiї

W±
11 = W 11

11 ± W 12
11 , W±

12 = W 11
12 ± W 12

12 . (30)

Якщо, зрештою, перейти до симетризованих комбiнацiй середнiх
(1), що перетворюються за незвiдними представленнями i можуть
бути ПП, то отримаємо таку систему рiвнянь самоузгодження

n± =
1

2

[
Z−1

1

(
e−βH11 + e−βH12

)
± Z−1

2

(
e−βH21 + e−βH22

)]
,

η± =
1

2

[
Z−1

1

(
e−βH11 − e−βH12

)
∓ Z−1

2

(
e−βH21 − e−βH22

)]
, (31)
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де вигляд вкладу середнiх E0 у великий термодинамiчний потенцi-
ал (27) i ефективних полiв знову зазнає змiн

E0 = 1
2

[
W++n2

+ + W+−n2
− + W−−η2

+ + W−+η2
−

]
,

H11 = −µ − h − ∆ − 1
2 (W++n+ + W+−n− + W−−η+ + W−+η−) ,

H12 = −µ + h + ∆ − 1
2 (W++n+ + W+−n− − W−−η+ − W−+η−) ,

H21 = −µ + h − ∆ − 1
2 (W++n+ − W+−n− − W−−η+ + W−+η−) ,

H22 = −µ − h + ∆ − 1
2 (W++n+ − W+−n− + W−−η+ − W−+η−) ,

(32)

та необхiдно ввести новi позначення для енергiй взаємодiї

W+± = W+
11 ± W+

12, W−± = W−
11 ± W−

12. (33)

Оскiльки напруженiсть σ = ∂(Ω/N)/∂U , то врахувавши означе-
ння ∆ = αU i вигляд великого термодинамiчного потенцiалу (27),
отримаємо вираз для деформацiї

U =
2α

C
(σ̃ + η−), (34)

де σ̃ = σ/2α – промасштабоване безрозмiрне напруження. Звiдси
слiдує

1

2
CU2 = k∆(σ̃ + η−)2, ∆ = k∆(σ̃ + η−), (35)

де k∆ = 2α2/C. Таким чином, деформацiя (34) може виникати спон-
танно за рахунок появи ПП η− навiть при вiдсутностi напруження,
породжуючи при цьому антисиметричне внутрiшнє поле ∆.

Оскiльки узагальненою координатою великого термодинамiчного
потенцiалу Ω (27) є деформацiя U , а у даному випадку зручно дослi-
джувати варiацiї напруження σ, то шляхом перетворення Лежандра

dΩ = · · · + σdU = · · · + d(σU) − Udσ,

слiд перейти до такої форми термодинамiчного потенцiалу Ω̃

Ω̃ = Ω − σU. (36)

Вiдповiдний деформацiйний вклад до термодинамiчного потенцiалу
матиме вигляд

1

2
CU2 − σU = k∆(η2

− − σ̃2).
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4.2. Аналiз фазової дiаграми основного стану

Оскiльки гамiльтонiан (21) має квазiкласичний вигляд, то при нульо-
вiй температурi розмиття станiв вiдсутнє i однорiдна система може
перебувати лише в одному з дев’яти можливих станiв |p1p2〉 (ниж-
че використано бiльш наочнi позначення, де стрiлочки “догори” та
“вниз” вказують зайнятi позицiї, наприклад, |10〉 ≡ |↑0〉) з вiдповiд-
ним значенням термодинамiчного потенцiалу (36):

|00〉 : Ω̃0 = −k∆σ̃2,

|↑0〉 : Ω̃1 = −µ − h − W1 − k∆(σ̃ + 1
2 )2,

|↓0〉 : Ω̃2 = −µ + h − W1 − k∆(σ̃ − 1
2 )2,

|0↓〉 : Ω̃3 = −µ + h − W1 − k∆(σ̃ + 1
2 )2,

|0↑〉 : Ω̃4 = −µ − h − W1 − k∆(σ̃ − 1
2 )2,

|↑↑〉 : Ω̃5 = −2µ − 2h − 2W2 − k∆σ̃2,

|↓↓〉 : Ω̃6 = −2µ + 2h − 2W2 − k∆σ̃2,

|↑↓〉 : Ω̃7 = −2µ − 2W3 − k∆(σ̃ + 1)2,

|↓↑〉 : Ω̃8 = −2µ − 2W3 − k∆(σ̃ − 1)2; (37)

де використано такi позначення для фур’є-образiв енергiй взаємодiї

W1 = 1
8 (W++ + W+− + W−− + W−+) = 1

2W 11
11 ,

W2 = 1
4 (W++ + W−−) = 1

2 (W 11
11 + W 12

12 ),

W3 = 1
4 (W++ + W−+) = 1

2 (W 11
11 + W 11

12 ). (38)

Як видно з виразiв (37), при σ̃ > 0 (в т.ч. σ̃ → +ε) рiвнi 1, 3 i
7 завжди лежатимуть нижче вiд рiвнiв 4, 2 i 8, вiдповiдно. Тому
останнi надалi не розглядатимуться.

Прирiвнявши значення термодинамiчного потенцiалу мiж рiзни-
ми станами, можна отримати рiвняння для вiдповiдного фазового
переходу (ФП):

|0〉 ↔ |1〉 : µ = −h − W1 − k∆(σ̃ + 1
4 ),

|0〉 ↔ |3〉 : µ = h − W1 − k∆(σ̃ + 1
4 ),

|0〉 ↔ |5〉 : µ = −h − W2,

|0〉 ↔ |6〉 : µ = h − W2,

|0〉 ↔ |7〉 : µ = −W3 − k∆(σ̃ + 1
2 ),

|1〉 ↔ |3〉 : h = 0,
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|5〉 ↔ |6〉 : h = 0,

|5〉 ↔ |7〉 : µ = (W3 − W2) + k∆(σ̃ + 1
2 ),

|6〉 ↔ |7〉 : µ = −(W3 − W2) − k∆(σ̃ + 1
2 ),

|1〉 ↔ |5〉 : µ = −h + (W1 − 2W2) + k∆(σ̃ + 1
4 ),

|3〉 ↔ |6〉 : µ = h + (W1 − 2W2) + k∆(σ̃ + 1
4 ),

|1〉 ↔ |7〉 : µ = h + (W1 − 2W3)k∆(σ̃ + 3
4 ),

|3〉 ↔ |7〉 : µ = −h + (W1 − 2W3)k∆(σ̃ + 3
4 ),

|1〉 ↔ |6〉 : µ = 3h + (W1 − 2W2) + k∆(σ̃ + 1
4 ),

|3〉 ↔ |5〉 : µ = −3h + (W1 − 2W2) + k∆(σ̃ + 1
4 ). (39)

Фазовi дiаграми (ФД) основного стану в площинi µ-h, розрахованi
на основi рiвнянь (39), зображено на рис. 5, 6 i 8 з використанням
таких позначень:

µ0 = −W3 − k∆(σ̃ + 1
2 ),

µ1 = −W1 − k∆(σ̃ + 1
4 ),

µ2 = W1 − 2W3 − k∆(σ̃ + 3
4 ),

µ3 = W1 − 2W2 + k∆(σ̃ + 1
4 ),

h1 = W3 − W2 + k∆(σ̃ + 1
2 ). (40)

Очевидно, що вигляд ФП залежить вiд значень параметрiв моделi,
тому нижче розглянемо детальнiше деякi характернi випадки.

У найбiльш загальному випадку (рис. 5) ФД мiстить порожнiй,
наполовину заповненi та цiлком заповненi стани (що вiдрiзняю-
ться наявнiстю i напрямком поляризацiї та заселенiстю пiдграток).
Оскiльки модель двопiдграткова, то, на вiдмiну вiд аналогiчної ФД
для моделi БЕГ, порожня та цiлком заповненi полярнi фази роздiле-
нi специфiчними для даної системи наполовину заповненими фазами
та неполярною заповненою фазою. Слiд звернути увагу, що внаслi-
док згаданого ранiше виключення станiв 2, 4 i 8, симетричною до
фази |↑0〉 є фаза |0↓〉. У зображеному випадку можливi як перехо-
ди мiж порожньою та наполовину заповненими фазами, так (при
малих значеннях поля) i мiж порожньою та цiлком заповненою фа-
зами. Оскiльки при вiдсутностi поля має мiсце саме останнiй ФП,
даний випадок не вiдповiдає ситуацiї у лiтiйованому анатазi, де до-
сягаються лише фази з половинним заповненням.

Спiвiснуванню бiдної та багатої на лiтiй фаз в лiтiйованому ана-
тазi вiдповiдає ФД, зображена на рис. 6. У всьому дiапазонi значень
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Рис. 5. Найбiльш загальний вигляд фазової дiаграми основного ста-
ну: iснування промiжних фаз з половинним заповненням, можли-
вiсть прямого фазового переходу мiж порожнiм та цiлком заповне-
ним станами.
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Рис. 6. Фазова дiаграма основного стану з фазовим переходом мiж
порожньою фазою та фазами з половинним заповненням (аналог пе-
реходу мiж бiдною та багатою на лiтiй фазами в лiтiйованому ана-
тазi).
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зовнiшнього електричного поля h (зокрема, i при його вiдсутностi)
вiдбувається лише ФП (який в режимi n = const переходить у фазове
розшарування) мiж порожньою та наполовину заповненою фазами.

Умовою iснування зображеної ФД є нерiвностi µ1 < µ2 < µ3, що
з врахуванням означень (40) i (38) при нехтуваннi деформацiйними
ефектами (k∆ = 0) еквiвалентно нерiвностям

W 12
12 < W 11

12 < 0. (41)

Тобто, даний тип ФД iснує, якщо взаємодiя мiж орiєнтацiйними ста-
нами у рiзних пiдгратках вiдштовхувальна, при чому мiж рiзноймен-
ними станами (з рiзним iндексом p, тобто |↑0〉 i |0↑〉 чи |↓0〉 i |0↓〉)
сильнiша, нiж мiж однойменними (з однаковим p, тобто |↑0〉 i |0↓〉 чи
|↓0〉 i |0↑〉). Цi висновки якiсно збiгаються з результатами моделюва-
ння методом молекулярної динамiки [60].

Якщо враховувати деформацiйнi ефекти, то нерiвностi µ1 < µ2 <
µ3 дають умови

−k∆(σ̃ + 1
4 ) < −W 11

12 − k∆(σ̃ + 3
4 ) < −W 12

12 + k∆(σ̃ + 1
4 ). (42)

Таким чином, прикладання напруження σ̃ сприяє зображенiй на
рис. 6 ФД, бо µ1 i µ2 зсуваються влiво ∼ σ̃, а µ3 – вправо ∼ σ̃. Тобто,
областi iснування фаз |↑0〉 i |0↓〉 розширюються. Проте, при h = 0 рi-
зниця µ2−µ1 = −W 11

12 − 1
2k∆ вiд напруження не залежить (як видно

зi зображеної на рис. 7 (злiва) фазової дiаграми µ-σ̃) i умовою iснува-
ння фаз половинного заповнення є W 11

12 < − 1
2k∆. Достатньо сильне
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Рис. 7. Ефект прикладання напруження: фазова дiаграма основно-
го стану в координатах µ-σ̃ при h = 0 (злiва) i сiмейство фазових
дiаграм основного стану для рiзних величин напруження (справа).
Решта модельних параметрiв приймають такi значення: W++ = 1,
W+− = 1.5, W−− = 0.2, W−+ = 0.3, k∆ = 0.05.
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Рис. 8. Редукований варiант фазової дiаграми основного стану: лише
порожня та цiлковито заповненi фази.

напруження σ̃ може “вiдкрити” цi фази навiть при порушеннi умов
(41). Цi мiркування iлюструє зображене на рис. 7 (справа) сiмейство
фазових дiаграм, розрахованих для рiзної величини напруження σ̃
(тут i надалi всi модельнi параметри вказано у безрозмiрних одини-
цях, у яких W++ = 1; як легко пересвiдчитися для продемонстро-
ваного випадку W 11

11 = 0.75, W 12
11 = 0.5, W 11

12 = −0.1, W 12
12 = −0.15,

тобто задовольняється умова (41)).
Коли умови (42) не виконуються, фази з половинним заповнен-

ням зникають (рис. 8). Якщо на додаток i h1 6 0, то придушується
i неполярна заповнена фаза, що дає певний аналог ФД основного
стану для моделi БЕГ.

4.3. Дослiдження термодинамiчних властивостей при T 6= 0

Оскiльки дослiджувана модель об’єднує риси моделей БЕГ та Мi-
цуї, то, як видно вже з аналiзу основного стану, фазова дiаграма
має складний вигляд. При розглядi тривимiрної фазової дiаграми
(рис. 9), однiєю з осей якої є температура, лiнiї фазових переходiв
перетворюються у поверхнi та з’являються новi фази. Повний аналiз
отриманої дiаграми надто складний i виходить поза рамки даного до-
слiдження, тому ми обмежимося розглядом випадку, що вiдповiдає
фазовому розшаруванню в iнтеркальованому анатазi (з iснуванням
промiжної наполовину заповненої фази).



24 Препринт

-0.4
-0.3

-0.2

0.0

0.1

0.2

0.00

0.05

0.10

T
em

pe
ra

tu
re

 Θ

Electric field hChemical potential µ

Рис. 9. Тривимiрна фазова дiаграма у координатах µ-h-Θ. Модельнi
параметри рiвнi: W++ = 1, W+− = 1.5, W−− = 0.2, W−+ = 0.3,
k∆ = 0.05, σ̃ = 0.

З цiєю метою проаналiзуємо фазову дiаграму системи за вiд-
сутностi зовнiшнього електричного поля h (рис. 10). При низьких
температурах у повнiй вiдповiдностi з фазовою дiаграмою основно-
го стану на рис. 6 iснують три фази: “порожня”, “напiвзаповнена” i
“заповнена” (за рахунок температурного розмиття цi назви бiльш-
менш вiдповiдають дiйсностi лише при низьких температурах). При
високих температурах у всьому дiапазонi хiмiчного потенцiалу iснує
лише “порожня” фаза, в якiй усi ПП окрiм n+ рiвнi нулю, а концен-
трацiя змiнюється неперервним чином.

Найскладнiшою є поведiнка ПП в “напiвзаповненiй” фазi. Як по-
казує “перерiз” при значеннi хiмпотенцiалу µ = −0.38 (рис. 11), зро-
стання температури веде до придушення диполь-дипольного впоряд-
кування (ПП η+ i η−) та повного його зникнення на лiнiї фазових
переходiв другого роду всерединi “напiвзаповненої” фази. Згори ця
фаза обмежена лiнiєю фазових переходiв iз зануленням n−. Двi три-
критичнi точки вiдмежовують вершину цiєї кривої, де рiд фазових
переходiв змiнюється з першого на другий. “Заповнена” фаза теж за-
вершується лiнiєю фазових переходiв другого роду, при яких η− → 0.

Поведiнка ПП при змiнi хiмпотенцiалу (рис. 11) наочно демон-
струє вiдмiнностi мiж фазами, розмежованими лiнiями фазових пе-
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Рис. 10. Фазова дiаграма µ-Θ при вiдсутностi електричного поля.
Решта модельних параметрiв приймають такi значення: W++ = 1,
W+− = 1.5, W−− = 0.2, W−+ = 0.3, k∆ = 0.05, σ̃ = 0. Назви фаз
(“порожня”, “напiвзаповнена” i “заповнена”) дещо умовнi, оскiльки
вiдповiдають основному стану. На лiнiї фазових переходiв, що обме-
жує “напiвзаповнену” фазу згори, розташованi двi трикритичнi то-
чки (TCP).
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Рис. 11. “Перерiзи” фазової дiаграми: температурний хiд ПП в “на-
пiвзаповненiй” фазi (злiва: µ = −0.38; в масштабi малюнку кривi η+

i η− практично накладаються) та залежностi ПП вiд хiмпотенцiалу,
якi демонструють фазовi переходи першого та другого родiв (справа:
Θ = 0.136). Значення iнших модельних параметрiв рiвнi: W++ = 1,
W+− = 1.5, W−− = 0.2, W−+ = 0.3, k∆ = 0.05, σ̃ = 0.
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Рис. 12. Набiр фазових дiаграм “хiмiчний потенцiал µ – напруже-
нiсть σ̃” для рiзних значень температури при вiдсутностi електри-
чного поля. Решта модельних параметрiв приймають такi значення:
W++ = 1, W+− = 1.5, W−− = 0.2, W−+ = 0.3, k∆ = 0.05.

реходiв першого роду (зокрема, характерна риса “напiвзаповненої”
фази: n− 6= 0). В певному температурному дiапазонi у нiй можна та-
кож натрапити на фазовий перехiд мiж полярними та неполярними
станами.

У широкому дiапазонi температур вигляд фазової дiаграми “хi-
мiчний потенцiал µ – напруженiсть σ̃” (рис. 12) слабо вiдрiзняється
вiд основного стану (рис. 7). Однак з подальшим зростанням темпе-
ратури “напiвзаповнена” фаза швидко придушується.

Оскiльки в режимi фiксованого хiмпотенцiалу (µ = const) на фа-
зовiй дiаграмi µ-Θ (рис. 10) “порожня” та “напiвзаповнена” фази роз-
межованi, в основному, лiнiєю переходiв першого роду, то у режимi
фiксованої концентрацiї (n+ = const) система розшаровується на “бi-
дну” та “багату” фази (рис. 13). Як видно з наведеної дiаграми в ши-
рокiй областi низьких температур розшарування вiдбувається саме
на концентрацiї n+ = 0 i n+ = 0.5, що добре вiдповiдає ситуацiї в
iнтеркальованому анатазi зi спiвiснуванням бiдної та багатої на лiтiй
фази. Область фазового розшарування вироджується у лiнiю фазо-
вих переходiв другого роду при температурi, що вiдповiдає трикри-
тичнiй точцi на рис. 10. Ще одна коротка лiнiя фазових переходiв
пов’язана з придушенням полярних станiв у “напiвзаповненiй” фазi.

Виникає запитання: чому в мiкроскопiчнiй моделi ми змушенi ма-
ти справу з чотирма ПП, тодi як для розкладу Ландау цiлком ви-
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Рис. 13. Дiаграма фазового розшарування на “бiдну” (n+ = 0) та
“багату” (n+ = 0.5) фази в режимi n+ = const (W++ = 1, W+− = 1.5,
W−− = 0.2, W−+ = 0.3, k∆ = 0.05, σ̃ = 0).
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Рис. 14. Фазова дiаграма µ-Θ при h = 0 для випадку фазового пе-
реходу першого роду мiж “порожньою” та “заповненою” фазами (в
обох n− = 0 i η+ = 0; W++ = 1, W+− = 0, W−− = 0, W−+ = 0.3,
k∆ = 0.05, σ̃ = 0).
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стачає двох? По-перше, напiвфеноменологiчний опис є лише якiсним
i просто демонструє можливiсть фазового переходу першого роду з
одночасними стрибками концентрацiї та ПП η (мiнiмальний набiр,
необхiдний для опису фазового переходу в лiтiйованому анатазi). Та-
ка картина вiдповiдає прямому фазовому переходу мiж “порожньою”
i “заповненою” фазами (див. фазову дiаграму при вiдсутностi зовнi-
шнього електричного поля на рис. 10), коли iншi ПП (n− i η+) зав-
жди рiвнi нулю. Залежнiсть “активних” ПП n+ i η− вiд хiмiчного
потенцiалу (рис. 15) цiлком подiбна до вiдповiдних кривих для ρ i
η, отриманих з розкладу Ландау (рис. 3 i 4). Однак, при розглядi
“напiвзаповненої” фази (що необхiдно для коректного опису лiтiйо-
ваного анатазу), матимемо справу з ненульовими ПП n− i η+, тобто
слiд вивчати повний набiр з чотирьох ПП, як це i зроблено вище.

-0.36 -0.35 -0.34 -0.33

0.0

0.5

1.0

 η
−
 = 0

 η
−
 > 0

 stable
         solutions

 

 

O
rd

er
 p

ar
am

et
er

 n
+

Chemical potential µ

1st order
PT point

-0.36 -0.35 -0.34 -0.33

0.0

0.5

1.0

 η
−
 = 0

 η
−
 > 0

 stable
         solutions

 

 

O
rd

er
 p

ar
am

et
er

 η
−

Chemical potential µ

1st order
PT point

Рис. 15. Стрибки ПП n+ (злiва) та η− (справа) при фазовому пе-
реходi першого роду, що iлюструють попередню фазову дiаграму.
Термодинамiчно стiйкi розв’язки позначено суцiльною кривою. Iншi
модельнi параметри приймають такi значення: W++ = 1, W+− = 0,
W−− = 0, W−+ = 0.3, k∆ = 0.05, Θ = 0.13, h = 0, σ̃ = 0.

4.4. Пов’язанi з лiтiєм вклади у “сприйнятливостi” iнтерка-

льованої системи

Дещо загадкова назва пiдроздiлу зумовлена тим, що у ньому опису-
ватиметься вклад, пов’язаний з iнтеркалянтом, у рiзноманiтнi хара-
ктеристики системи, що мають змiст сприйнятливостi: похiдної вiд
певного ПП по спряженому “ефективному полю”. Для даної системи
чiткий фiзичний змiст мають три таких “сприйнятливостi”:

• χh = ∂η+/∂h – величина, пропорцiйна до статичної дiелектри-
чної сприйнятливостi системи;
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• χσ̃ = ∂η−/∂σ̃ – величина, пропорцiйна до пружного модуля
системи (оскiльки U = −∂Ω̃/∂σ, то при σ̃ = 0 деформацiя про-
порцiйна до ПП η−);

• χµ = ∂n+/∂µ – величина, пропорцiйна до диференцiйної ємно-
стi системи (яку, звичайно, означують як ∂Q/∂V , де Q – еле-
ктричний заряд, привнесений у систему, напруга на якiй рiвна
V = µ/−e; µ – хiмпотенцiал iнтеркалянта, e – заряд електрона).

Рiзниця заселеностей пiдграток n− в даному пiдходi не має спряже-
ного “ефективного поля”.

Вираз для кожної з перелiчених “сприйнятливостей” можна отри-
мати, взявши похiдну по спряженому “полю” вiд вiдповiдного виразу
системи (31). Оскiльки, в загальному випадку, кожен з ПП зв’яза-
ний з iншими в систему рiвнянь, доведеться брати вiдповiднi похiднi
також i вiд решти ПП. Отримана таким чином система лiнiйних рiв-
нянь для похiдних матиме такий загальний вигляд у матричному
представленнi:

A · x = b, (43)

де A – матриця коефiцiєнтiв, залежних вiд ПП та параметрiв моделi
(зокрема, температури), вигляд якої не залежить вiд того, по якому з
“полiв” береться похiдна; x – вектор-стовпчик величин, пропорцiйних
до похiдних; b – вектор-стовпчик коефiцiєнтiв, вигляд якого явно
залежить вiд того, по якому з “полiв” береться похiдна. Допитливий
читач може знайти детальний вигляд елементiв матричного рiвняння
(43), а також аналiз граничного випадку n− = η+ = 0, у Додатку B.

Поведiнку обернених “сприйнятливостей” для випадкiв, що вiдпо-
вiдають зображеним на рис. 11 залежностям ПП, наведено на рис. 16.
Як видно з нього, оберненi сприйнятливостi χ−1

h i χ−1
σ̃ зануляються

у точцi фазового переходу iз придушенням поляризацiї (у високо-
температурнiй областi “напiвзаповненої” фази η+ = η− = 0, тому
там вирази (49) для обох сприйнятливостей мають однаковi знамен-
ники), тодi як обернена сприйнятливiсть χ−1

µ лише зазнає стрибка.
Зате при переходi мiж “порожньою” та “напiвзаповненою” фазами
для сприйнятливостi χµ характерна пiкоподiбна поведiнка, що свiд-
чить про зростання диференцiйної ємностi в цiй областi.

Слiд зауважити, що розбiжнiсть дiелектричної сприйнятливостi
χh у згаданiй точцi могла би зберiгатися навiть за умови нульової
повної поляризацiї (за рахунок взаємокомпенсацiї протилежноспря-
мованих поляризацiй рiзних доменiв), оскiльки за вiдсутностi зовнi-
шнього електричного поля спонтанна поляризацiя придушуватиме-
ться при зростаннi температури незалежно вiд її орiєнтацiї.
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Рис. 16. Поведiнка обернених “сприйнятливостей” для випадкiв, зо-
бражених на рис. 11: температурний хiд в “напiвзаповненiй” фазi
(вгорi: µ = −0.38) та залежностi вiд хiмпотенцiалу в усiх фазах
(внизу: Θ = 0.136). Значення iнших модельних параметрiв рiвнi:
W++ = 1, W+− = 1.5, W−− = 0.2, W−+ = 0.3, k∆ = 0.05, σ̃ = 0.
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5. Висновки

Таким чином, на дане дослiдження авторiв надихнули двi власти-
востi iнтеркальованого лiтiєм анатазу: спiвiснування бiдної та бага-
тої фаз та двi можливi локалiзацiї iонiв лiтiю в кисневих октаедрах
вздовж осi c. Остання з них передбачає можливiсть (анти)полярного
впорядкування, що виходить поза рамки звичайної моделi типу гра-
ткового газу, яка добре описує фазове розшарування. Отже, дове-
лося використати модель типу БЕГ, яка враховує як вклади типу
частинка-частинка, так i диполь-дипольнi.

Iншою менш очевидною особливiстю даної сполуки є викликана
iнтеркаляцiєю деформацiя гратки: у багатої на лiтiй фази симетрiя
нижча нiж у анатазу (осi a i b стають нееквiвалентними), що спри-
чиняє переважну заселенiсть однiєї з позицiй у згаданих парах, з
її антипаралельною орiєнтацiєю у сусiднiх октаедрах (тобто, рiзних
пiдгратках). Проведений нами симетрiйний аналiз пояснює це явище
можливiстю внутрiшнього п’єзоефекту: i деформацiя у площинi ab, i
поява ефективного внутрiшнього антипаралельного поля (яке викли-
кає впорядкування антисегнетоелектричного типу на зразок моделi
Мiцуї) належать обоє до того самого незвiдного представлення вихi-
дної високосиметричної фази анатазу, а, отже, описуються спiльним
параметром порядку. Таким чином, збiльшення вмiсту iнтеркалянта
веде до фазового переходу з одночасними стрибками середньої засе-
леностi та антиполяризацiї (останнiй супроводжується стрибком дi-
електричної сприйнятливостi), що пiдтверджено, зокрема, аналiзом
в рамках розкладу Ландау.

Запропонований мiкроскопiчний опис, що об’єднує вищезгаданi
властивостi моделей БЕГ та Мiцуї, дає напiвчисловий опис спiвiсну-
вання фаз у лiтiйованому анатазi. Аналiз фазових дiаграм основного
стану пiдтверджує можливiсть фазового переходу мiж “порожньою”
та “напiвзаповненою” фазами, який вiдповiдає фазовому розшару-
ванню кристалу на “бiдну” та “багату” на лiтiй фази. Модель пе-
редбачає, що таке розшарування майже не змiнюється у широкому
температурному дiапазонi. Мiкроскопiчний пiдхiд легко вiдтворює
результати розкладу Ландау як частинний випадок фазового перехо-
ду “порожня”-“заповнена” фази, що описується двома параметрами
порядку. Однак, наявнiсть “напiвзаповненої” фази змушує викори-
стовувати повний набiр параметрiв порядку, дозволених симетрiєю
кристалу.

Аналiз похiдних вiд параметрiв порядку по спряжених до них
“ефективних полях” показує, що у “напiвзаповненiй” фазi при зро-
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станнi температури (хiмпотенцiалу) можлива розбiжнiсть дiелектри-
чної проникливостi системи та її пружного модуля. В областi фазо-
вого переходу/розшарування “порожня”–“напiвзаповнена” фази спо-
стерiгається пiкоподiбна поведiнка диференцiйної ємностi системи.

Як звичайно, залишився ряд вiдкритих запитань. Так, модель
передбачає, що зовнiшнє напруження повинно зсувати точку фа-
зового переходу мiж “порожньою” та “напiвзаповненою” фазами до
нижчих значень хiмiчного потенцiалу. Експериментальна перевiрка
цього прогнозу наразi вiдсутня. Справжня середня заселенiсть у ба-
гатiй на лiтiй фазi становить 0.55–0.6 замiсть значення n+ = 0.5 у
“напiвзаповненiй” фазi моделi. Таке вiдхилення в реальному криста-
лi можна пояснити полiдоменною структурою цiєї фази, яка може
мiстити “домiшки” “заповненої” фази LiTiO2, тодi як змодельованi
фази – монодоменнi за означенням. Аналогiчно можна пояснити вiд-
сутнiсть загальної поляризацiї у “напiвзаповнених” фазах: при вiд-
сутностi зовнiшнього електричного поля цi фази з протилежними
напрямками поляризацiї можуть спiвiснувати у рiзних доменах, за-
безпечуючи повну взаємну компенсацiю. Подiбний механiзм взаємо-
компенсацiї поляризацiї в Li-“ланцюжках” з протилежною орiєнтацi-
єю iнтеркалянта пiдтверджено моделюванням методом молекулярної
динамiки [60].

Подяки

Олег Величко вдячний проекту “Вдосконалення функцiональних мо-
жливостей Захiдного координацiйного грiд-центру Український Ака-
демiчний Грiд (м. Львiв)” за фiнансову пiдтримку та надану можли-
вiсть провести числовi розрахунки на потужностях кластера.
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Додатки

A. Таблиця перетворень симетризованих середнiх

за операцiями точкової групи симетрiї D4h

Табл. 1. Перетворення симетризованих лiнiйних комбiнацiй середнiх,
що вiдповiдають незвiдним представленням (НП) точкової групи си-
метрiї D4h. Зiрочкою позначено операцiї, що залишаються при пере-
ходi з пониженням симетрiї до пiдгрупи D2h; вони зберiгають iнва-
рiантною симетризовану комбiнацiю η− (НП B1g).

НП ∗E ∗C
(z)
2 C4 C3

4
∗C

(y)
2

∗C
(x)
2 C

(xy)
2 C

(xȳ)
2

A1g n+ n+ n+ n+ n+ n+ n+ n+

B2u n− n− −n− −n− −n− −n− n− n−

A2u η+ η+ η+ η+ −η+ −η+ −η+ −η+

B1g η− η− −η− −η− η− η− −η− −η−

НП ∗I ∗m(xy) S3
4 S4

∗m(xz)
∗m(yz) m(xȳ) m(xy)

A1g n+ n+ n+ n+ n+ n+ n+ n+

B2u −n− −n− n− n− n− n− −n− −n−

A2u −η+ −η+ −η+ −η+ η+ η+ η+ η+

B1g η− η− −η− −η− η− η− −η− −η−

B. Системи лiнiйних рiвнянь для розрахунку

“сприйнятливостей”

Матриця A у рiвняннi (43) має такий явний вигляд:

A =




g+ − α1Θ g− r+ r−
g− g+ − α2Θ r− r+

r+ r− s+ − α3Θ s−
r− r+ s− s+ − α4Θ


 , (44)
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у її елементах використано такi позначення:

g+ = n+ − n2
+ − n2

−, g− = (1 − 2n+)n−,

r+ = (1 − n+)η+ − n−η−, r− = (1 − n+)η− − n−η+,

s+ = n+ − η2
+ − η2

−, s− = n− − 2η+η−, (45)

а також

α1 = 2W−1
++, α2 = 2W−1

+−, α3 = 2W−1
−−, α4 = (k∆ + 1

2W−+)−1.
(46)

Похiднi вiд ПП по “ефективних полях” пов’язанi з елементами
вектора-стовпчика x таким чином:

∂n+

∂f
= α1x1,

∂n−

∂f
= α2x2,

∂η+

∂f
= α3x3,

∂η−
∂f

= α4x4, (47)

де “ефективне поле” f = h, σ̃, µ приймає значення вiдповiдно до
“сприйнятливостi”, яку слiд розрахувати.

Явний вигляд вектора-стовпчика b теж залежить вiд вибору
“ефективного поля” f:

1) f = h : 2) f = σ̃ : 3) f = µ :

b =




−r+

−r−
−s+

−s−


 ; b =




−k∆r−
−k∆r+

−k∆s−
−k∆s+


 ; b =




−g+

−g−
−r+

−r−


 . (48)

Цiкавим є частинний випадок η+ = η− = 0, що реалiзується у
високотемпературнiй областi “напiвзаповненої” фази. Тодi матриця
A стає блочно-дiагональною i можна отримати досить простi вирази
для “сприйнятливостей”:

χh =
α3

[
s+(α4Θ − s+) + s2

−

]

(α3Θ − s+)(α4Θ − s+) − s2
−

,

χσ̃ =
α4k∆

[
s+(α3Θ − s+) + s2

−

]

(α3Θ − s+)(α4Θ − s+) − s2
−

,

χµ =
α1

[
g+(α2Θ − g+) + g2

−

]

(α1Θ − g+)(α2Θ − g+) − g2
−

. (49)

Знаменники виразiв для χh i χσ̃ є однаковими, тому у цьому випадку
згаданi сприйнятливостi розбiгаються одночасно.
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