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Просторово обмежена система частинок iз юкавiвським по-
тенцiалом взаємодiї

М.Ф.Головко, I.Я.Кравцiв, Є.М.Сов’як

Анотацiя. Розглянуто обмежену твердою стiнкою систему точкових
частинок з потенцiалом Юкави взаємодiї мiж частинками. Отрима-
но розв’язок рiвняння Орнштейна-Цернiке для парної кореляцiйної
функцiї. Методом функцiонального диференцiювання знайдено ви-
раз для профiлю густини частинок. Значення профiлю на поверхнi
вiдповiдає умовi контактної теореми. Показано, що у випадку притя-
гувальної взаємодiї iз збiльшенням густини системи змiнюється знак
коефiцiєнта адсорбцiї

Spatially confined system of the point particles with Yukawa
potential of the interaction

M.F.Holovko, I.Y.Kravtsiv, E.M.Soviak

Abstract. Hard wall confined system of the of point particles with
Yukawa potential of interaction is considered. The solution of Ornstien-
Zernike equation for the pair correlation function is obtained. The ex-
pression of particles density profile is founded by the method of functi-
onal differentiation. The contact value of profile satisfies the condition of
the contact theorem. In the case of attractive interaction it is shown the
change of the sign of the adsorption coefficient with the increase density
of particles.
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1. Вступ

Дослiдження систем iз далекосяжною складовою потенцiалу взає-
модiї мiж частинками типу потенцiалу Юкави представляє значний
теоретичний iнтерес, зумовлений перш за все простотою самого по-
тенцiалу. Вiдомий також аналiтичний розв’язок середньо сферично-
го наближення для системи твердих сфер з юкавiвською взаємодi-
єю [1]. Потенцiал Юкави можна застосовувати до опису систем як
заряджених , так i нейтральних частинок. Набори юкавiвських по-
тенцiалiв використовуються для апроксимацiї реальних потенцiалiв
взаємодiї в простих рiдинах [2], колоїдних флюiдах [3, 4] та iнших
системах [5].

Не дивлячись на значнi успiхи при дослiдженнi просторово одно-
рiдних систем частинок з потенцiалом Юкави, дослiдження просто-
рово неоднорiдних систем залишається актуальною задачею. Значно
бiльших результатiв досягнуто в дослiдженнях просторово неоднорi-
дних систем заряджених частинок. В працях [6–8] отримано вирази
для парних та унарних функцiй розподiлу системи точкових iонiв
обмеженої твердою стiнкою. Результати пiонерської працi [9] дозво-
лили отримати аналiтичний вигляд внеску близькосяжних взаємодiй
у структурнi властивостi просторово обмежених систем. Цi та iншi
дослiдження суттєво поглибили розумiння поверхневих ефектiв у си-
стемах з електростатичною взаємодiєю.

При розрахунках структурних властивостей просторово неодно-
рiдних систем важливим моментом є вiдповiднiсть отриманих ре-
зультатiв певним точним спiввiдношенням. Особливу роль вiдiгра-
ють точнi спiввiдношення для контактних значень профiлiв густи-
ни [10] та профiлiв заряду [11] , так званi контактнi теореми. Зокре-
ма, у вiдповiдностi з контактною теоремою для профiлю густини кон-
тактне значення густини числа частинок поблизу непроникної стiнки
визначається тиском флюїду при вiдсутностi стiнки. Для системи то-
чкових iонiв поблизу стiнки показано, що в наближеннi хаотичних
фаз отриманi вирази для профiлiв густини вiдповiдають умовi кон-
тактної теореми [12].

Дана робота присвячена дослiдженню термодинамiчних i стру-
ктурних властивостей просторово неоднорiдної системи частинок з
потенцiалом взаємодiї Юкави. Нами буде отримано вирази для вiль-
ної енергiї системи, парної кореляцiйної функцiї та розподiлу густи-
ни системи частинок. Буде показано, що для останнього виконується
контактна умова.
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2. Постановка задачi

Розглянемо двофазну систему точкових частинок одного сорту у об’-
ємi V , фази у якiй розмежованi площиною z = 0. Нехай у верхнiй
частинi простору ( z > 0 ) знаходиться фаза (верхня фаза) з густи-
ною частинок рiвною ρ+, а у нижнiй частинi простору ( z < 0 ) ни-
жня фаза з густиною частинок ρ−. Потенцiал взаємодiї мiж двома
частинками, розташування яких задається радiусами-векторами ~R1

та ~R2 декартової системи координат, представимо у виглядi суми
близькосяжного потенцiалу твердих сфер

uhs(R12) =

{

∞, R12 < σ,
0, R12 > σ

(2.1)

та далекосяжного потенцiалу Юкави

Φ(R12) = A
e−αR12

R12
, (2.2)

де: A – константа взаємодiї, R12 = |~R1 − ~R2| – вiдстань мiж частин-
ками, а σ – дiаметр твердих сфер.

Потенцiальна енергiя системи складається з енергiї взаємодiї мiж
частинками та енергiї частинок у зовнiшньому полi

UN =
∑

j<i

uhs(Rij) +
∑

j<i

Φ(Rij) +

N
∑

a,i

wa(zi) . (2.3)

Зовнiшнє поле wa(z1) формує межу подiлу фаз. Iндекс a вказує на
належнiсть частинки до певної фази i приймає значення + – для
верхньої i − – для нижньої фази,

w+(~Ri) =

{

0, zi > 0 ,
∞, zi < 0 ,

w−(~Ri) =

{

∞, zi > 0 ,
0, zi < 0 .

(2.4)

Надалi ми подiбно, як це здiйснюється в рамках методу коле-
ктивних змiнних при врахуваннi близькосяжних взаємодiй методом
функцiонального диференцiювання [6], обмежимося розглядом лише
далекосяжної складової потенцiальної енергiї. Введемо мiкроскопi-
чну густину частинок

ρ̂(~R) =

N
∑

a, i=1

δ(~R − ~Ri). (2.5)
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Здiйснимо в (2.3) фур’є-перетворення парного потенцiалу взає-
модiї Φ(Rij)

Φ̃(k) =

∫

V

Φ(R) ei~k ~R d~R (2.6)

i видiлимо власноенергетичну частину потенцiальної енергiї (i = j),
тодi для потенцiйної енергiї системи отримаємо рiвнiсть:

U l
N =

1

2

1

V

∑

~k

Φ̃(k)ρ̂~k ρ̂−~k − 1

2

N

V

∑

~k

Φ̃(k) +

N
∑

a, i

wa(zi) , (2.7)

де iндекс l вказує на те, що в потенцiальнiй енергiї враховуються
лише далекосяжнi складовi взаємодiї мiж частинками, а

ρ̂~k =

N
∑

a,i

exp(i~k ~Ri) (2.8)

– фур’є-образ мiкроскопiчної густини частинок.
Вiльна енергiя системи визначається за спiввiдношенням

F l
N = F id

N + F l,ex
N = F id

N − T lnQ l
N , (2.9)

в якому F id
N – вiльна енергiя системи без взаємодiї мiж частинками

F id
N = −T

N
∑

a,i

Na

{

1 − ln
(

ρaΛ3
)}

, (2.10)

Q l
N – конфiгурацiйний iнтеграл системи частинок iз далекосяжною

взаємодiєю

Q l
N =

1

V N

∫

V

N
∏

i

~Ri exp

(

− 1

T
U l

N

)

, (2.11)

а F l,ex
N представляє собою вклад у вiльну енергiю далекосяжних вза-

ємодiй, T – вимiрювана в одиницях енергiї температура, а N+ i N− –
число частинок у верхнiй та нижнiй половинi простору, вiдповiдно,
Λ – довжина теплової хвилi де Бройля.
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3. Наближення хаотичних фаз для вiльної енергiї

системи

Розрахуємо конфiгурацiйний iнтеграл Q l
N , який в рамках методу

колективних змiнних має наступний вигляд:

Q l
N =

∫

∏

i

d~Ri

∫

∏

~k

dρ~k

∫

∏

~k

dω~k exp







1

2

∑

~k

ν̃(k)ρ~k ρ−~k−

1

2
N
∑

~k

ν̃(k) +
1

T

N
∑

a, i

wa(zi) + 2iπ
∑

~k

ω ~−k

(

ρ−~k − ρ̂−~k

)







, (3.1)

в якому для зручностi розрахунку ми ввели

˜ν(k) =
1

T V
Φ̃(k) =

A

T V

4π

k2 + α2
. (3.2)

Iнтегрування гаусової форми за колективними змiнними приво-
дить до наступного результату:

Q l
N = exp







1

2
N
∑

~k

ν̃(k) − 1

2

∑

~k

ln
2π

ν̃(k)







∫

∏

~k

dω~k

∫ N
∏

a, i

d~Ri

e
− 1

T

N
∑

a, i

w(zi)

exp







−2π2
∑

~k

1

ν̃(k)
ω~kω−~k − 2iπ

∑

~k

ω−~kρ̂ ~−k







. (3.3)

Використавши кумулянтне розвинення [6], виконаємо iнтегруван-
ня в просторi iндивiдуальних змiнних частинок. Тодi, обмежуючись
врахуванням лише нульового, першого та другого кумулянтiв, для
конфiгурацiйного iнтеграла у наближеннi хаотичних фаз маємо

Q l,RPA
N = exp







M0 − 1

2
N
∑

~k

ν̃(k) − 1

2

∑

~k

ln
2π

ν̃(k)







∫

∏

~k

dω~k

exp







− 2π2
∑

~k1, ~k2

g̃−1(~k1, ~k2)ω~k1
ω~k2

− 2πi
∑

~k

M1(~k)ω~k







, (3.4)

де: M0(~k), M1(~k), M2(~k1, ~k2) представляють собою нульовий, перший
та другий кумулянти вiдповiдно

M0 = N+ ln{ 1

V

∫

V

d~R e−
1
T

w+(z)} + N− ln{ 1

V

∫

V

d~R e−
1
T

w+(z)} , (3.5)
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M1(~k) = δ~p, 0







ρ+

∫

V

dz e−
1
T

w+(z)eiqz + ρ−

∫

V

dz e−
1
T

w−(z)eiqz







, (3.6)

M2(~k1, ~k2) = δ~p1+~p2,0






ρ+

∫

V

dz e−
1
T

w+(z) ei(q1+q2)z + ρ−

∫

V

dz e−
1
T

w−(z) ei(q1+q2)z







−

δ~p1,0δ~p2,0







ρ+
1

V+

∫

V

dz e−
1
T

w+(z) ei(q1)z

∫

V

dz e−
1
T

w+(z)ei(q2)z +

ρ−
1

V−

∫

V

dz e−
1
T

w−(z) ei(q1)z

∫

V

dz e−
1
T

w−(z) ei(q2)z







, (3.7)

V+ =

∫

V

dz e−
1
T

w+(z) , V− =

∫

V

dz e−
1
T

w−(z) , (3.8)

а δ~p, 0, δ~p1+~p2, 0 – символи Кронекера.
В (3.4) ми ввели матрицю G−1 безмежної вимiрностi, елементами

якої є

g̃−1(~k1, ~k2) =
1

ν̃(k)1
δ~k1+~k2, 0 + M2(~k1, ~k2), (3.9)

а елементи оберненої до неї матрицi G визначаються з рiвняння

g̃(~k1, ~k2) = −ν̃(k1) − ν̃(k1)
∑

~k

M2(−~k1, ~k2)g̃(~k1, ~k2) , (3.10)

Квадратичну матричну форму за змiнними ω~k в рiвностi (3.4)
приведемо до дiагонального вигляду, подiбно, як це було здiйснено у
працi [8]. Тодi в результатi iнтегрування у наближення хаотичних
фаз конфiгурацiйний iнтеграл двофазної просторово неоднорiдної
системи точкових частинок з юкавiвською взаємодiєю можна запи-
сати у виглядi

Q l,RPA
N = exp







M0 +
1

2
N
∑

~k

ν̃(k)−

1

2
ln det{1 + ν̃M2} − 1

2

∑

~k1, ~k2

g̃(~k1, ~k2)M1(~k1)M1(~k2)







. (3.11)
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Розглянемо останнiй доданок рiвностi (3.11) з врахуванням (3.10).
∑

~k1, ~k2

g̃( ~k1, ~k2)M1(~k1)M1(~k2) = −
∑

~k1

ν̃(k1)M1(~k1)M1(−~k1) −

∑

~k1, ~k2, ~k

ν̃(k1)M2(−~k1, ~k)g̃(~k, ~k2)M1(~k1)M1(~k2) =

∑

~k1

ν̃(k1)M1(~k1)M1(−~k1) , (3.12)

оскiльки, в термодинамiчнiй границi (N → ∞, V → ∞, ρ = const)

∑

~k1, ~k2, ~k

ν̃(k1)M2(−~k1, ~k)g̃(~k, ~k2)M1(~k1)M1(~k2) = 0. (3.13)

Тодi для вiльної енергiї системи у наближеннi хаотичних фаз при
врахуваннi лише далекосяжних взаємодiй мiж частинками матиме-
мо:

1

T
F l,RPA

N =
1

T
F l,id

N − M0 − 1

2
N
∑

~k

ν̃(k) +

1

2
ln det{1 + ν̃M2} +

1

2

∑

~k

ν̃(k)M1(~k)M1(−~k) , (3.14)

де: 1 + ν̃M2 являє собою матрицю, елементи якої визначаються на-
ступним виразом

δ~k1+~k2, 0 + ν̃(k)1 M2(−~k1, ~k2). (3.15)

4. Профiль густини частинок

Густину системи будемо знаходити шляхом функцiонального дифе-
ренцiювання вiльної енергiї F l

N (3.14) системи за зовнiшнiм полем

ρ(z1) =
1

T

δ

δwa(z1)
F l

N . (4.1)

Функцiональну похiдна стосується доданкiв, якi мiстять куму-
лянти. Тодi у наближеннi хаотичних фаз:

1

T

δF l,RPA
N

δwa(~R1)
= − δM0

δwa(~R1)
+

1

2

δ

δw(~R1)
ln det{1 + ν̃M2} +

1

2

δ

δw(~R1)

∑

~k

ν̃(k)M1(~k)M1(−~k) , (4.2)
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Перший доданок в (4.2) рiвний

− δM0

δwa(~R1)
= ρa e−

1
T

wa(~R1) . (4.3)

У другому доданку врахуємо, що похiдна вiд M2(~k1,−~k1) у термо-
динамiчнiй границi рiвна нулю. Тодi:

δ

δwa(~R1)
ln det{1 + ν̃M2} =

∑

~k1, ~k2

δM2(~k1, ~k2)

δwa(~R1)

δ

δM2(~k1, ~k2)
ln det{1 + ν̃M2} =

− ρa e−
1
T

wa(~R1) ga(~R1), (4.4)

де: ga(~R1) - являє собою регулярну частину екранованого потенцiалу

ga(~R1) =
∑

~k1, ~k2

[ 1 − δ~k1 +~k2, 0 ] g̃(~k1, ~k2) e
−i~k1

~R1 − i~k2
~R2 . (4.5)

Третiй доданок (4.2), врахувавши вигляд для першого кумулянта
(3.6), можна записати у виглядi

δ

δwa(~R1)

∑

~k

ν̃(k)M1(~k)M1(−~k) =

ρa e−
1
T

wa(~R1)
∑

~k

ν̃(k) [1 − δ~k, 0] e
−i~k ~R1 M1(−~k) = (4.6)

− ρa
1

T
e−

1
T

wa(~R1)
∑

b

ρb

∫

V

d~R2 Φab(|~R1 − ~R2|)
[

e−
1
T

wb(~R2) − 1
]

.

Таким чином iз рiвностей (4.1–4.6) для профiлю густини просто-
рово неоднорiдної системи точкових частинок з юкавiвською взаємо-
дiєю у наближеннi хаотичних фаз отримаємо наступну рiвнiсть

ρa(~R1) = ρa e−
1
T

wb(~R1) { 1 − 1

2
ga(~R1) −

1

T

∑

b

ρb

∫

V

d~R2 Φab(|~R1 − ~R2|) [ e−
1
T

wb(~R2) − 1 ] } . (4.7)

Останнiй доданок в (4.6) має характер потенцiалу взаємодiї ча-
стинок з поверхнею. Подiбним чином з просторово однорiдного по-
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тенцiалу Ленарда-Джонса "6-12"визначається поверхневий потенцi-
ал "3-9" [6]. Вiдмiтимо, що в iонних системах останнiй доданок, зв’я-
заний iз вкладом вихiдного потенцiалу у профiль густини, вiдсутнiй
завдяки умовi загальної електричної нейтральностi системи.

5. Парна кореляцiйна функцiя системи

Рiвняння (3.10) для знаходження фур’є-образiв екранованих потен-
цiалiв у просторi координат з точнiстю до доданкiв, якi зникають у
термодинамiчнiй границi, має вигляд:

gab(~R1, ~R2) = − 1

T
Φab(R12) − (5.1)

1

T

∑

c

ρc

∫

V

d~R3 e−
1
T

wc(~R3) Φac(|~R1 − ~R3|) gcb(~R3, ~R2) .

Це рiвняння повнiстю спiвпадає з просторово неоднорiдним рiвнян-
ням Орнштейна-Цернiке

hab(~R1, ~R2) = cab(~R1, ~R2) + (5.2)
∑

c

∫

V

d~R3 ρc(~R3) cac(~R1, ~R3)hcb(~R3, ~R2) ,

якщо в останньому пряму кореляцiйну функцiю прирiвняти, як це
має мiсце у середньо сферичному наближеннi для системи точкових
частинок, до потенцiалу взаємодiї мiж частинками, а для густини за
нульове наближення використати густину вiльних частинок у зовнi-
шньому полi w(~R).

ρa(~R1) = ρae
− 1

T
wa(~R1) , cab(~R1, ~R2) = − 1

T
Φab(R12) , (5.3)

В цьому випадку екранований потенцiал i парна кореляцiйна фун-
кцiя спiвпадають hab(~R1, ~R2) = h l

ab(
~R1, ~R2) = gab(~R1, ~R2).

Розв’яжемо просторово неоднорiдне рiвняння Орнштейна-
Цернiке для системи точкових частинок у наближеннi густини вiль-
них частинок у зовнiшньому полi для густини системи. Враховуючи
симетрiю потенцiальної енергiї запишемо парну кореляцiйну фун-
кцiю та потенцiал Юкави наступним чином

hl
ab(~R1, ~R2) = hl(s12, z1, z2) ,

Φab(R12) = A
exp (−α

√

s2
12 + (z1 − z2)2)

√

s2
12 + (z1 − z2)2

. (5.4)
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де: ~s1, ~s2 - проекцiї радiус-векторiв ~R1 та ~R2, вiдповiдно, на пло-
щину z = 0, s12 = |~s1 − ~s2| – вiдстань мiж проекцiями, а z1 та z2

–координати частинок у напрямi перпендикулярному поверхнi.
Тодi рiвняння Орнштейна-Цернiке, враховуючи сходинковий ха-

рактер наближення для густини частинок системи, матиме вигляд

hl(s12, z1, z2) = −A

T

exp (−α
√

s2
12 + (z1 − z2)2)

√

s2
12 + (z1 − z2)2

−

Aρ+

T

∫

S

d~s3

∞
∫

0

dz3
exp (−α

√

s2
13 + (z1 − z3)2)

√

s2
13 + (z1 − z3)2

hl(s32, z3, z2) −

Aρ−
T

∫

S

d~s3

0
∫

−∞

dz3
exp (−α

√

s2
13 + (z1 − z3)2)

√

s2
13 + (z1 − z3)2

hl(s32, z3, z2), (5.5)

де iнтегрування за ~s3 виконується у нескiнченiй площинi S.
Подiбним чином, як у [13], введемо одностороннi парнi кореля-

цiйнi функцiї hl
+(s12, z1, z2) та hl

−(s12, z1, z2).

hl(s12, z1, z2) = hl
+(s12, z1, z2) − hl

+(s12, z1, z2),

hl
+(s12, z1, z2) =

{

hl(s12, z1, z2), z1 > 0,
0, z1 < 0,

(5.6)

hl
−(s12, z1, z2) =

{

0, z1 > 0,
−hl(s12, z1, z2), z1 < 0,

Здiйснивши у (5.6) перетворення Фур’є, для фур’є-образiв одно-
стороннiх парних кореляцiйних функцiй пiсля нескладних перетво-
рень отримаємо наступне рiвняння:

P+(p, q1) h̃l
+(p, q1, q2) − P−(p, q1) h̃l

−(p, q1, q2) =

−4π
A

T
δ(q1 + q2), (5.7)

де:

h̃l
+(−)(p, q1, q2) =

∫

S

d~s12e
i~p~s12

∞
∫

−∞

dz1e
iq1z1

∞
∫

−∞

dz2e
iq2z2hl

+(−)(s12, z1, z2), (5.8)

а коефiцiєнти P+(p, q1) та P−(p, q1) представляють собою квадрати-
чнi полiноми за змiнною q1

P+(p, q1) = p2 + q2
1 + γ2

+, P−(p, q1) = p2 + q2
1 + γ2

−,
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γ2
+ = α2 + κ

2
+, γ2

− = α2 + κ
2
−, (5.9)

κ
2
+ = 4πA

ρ+

T
, κ

2
− = 4πA

ρ−
T

.

Iндекси "+"i "−"в цих коефiцiєнтах не вiдповiдають областi їх ана-
лiтичностi, а лише вказують на їх мiсце у рiвностi (5.7).

Рiвняння (5.7) вiдоме, як задача Рiмана [15]. Скористаємося ме-
тодикою, запропонованою в [13, 14], i здiйснимо факторизацiю рiв-
няння. Надалi ми обмежимося випадком A > −αT/(4πρ), оскiль-
ки сильно притягальний потенцiал Юкави A < −αT/(4πρ) вимагає
окремого розгляду. Представимо дрiб P−(p, q1)/P+(p, q1) у виглядi

P−(p, q1)

P+(p, q1)
=

Q+(p, q1)

Q−(p, q1)
, (5.10)

в якому функцiї Q+(p, q1), Q−(p, q1), як функцiї змiнної q1, аналiти-
чнi i не мають нулiв у верхнiй + або нижнiй − пiвплощинах компле-
ксної площини. Останнi легко знайти, оскiльки коефiцiєнти рiвняння
(5.7) квадратичнi полiноми змiнної q1

Q+(p, q1) =
q1 + iα−(p)

q1 + iα+(p)
, Q−(p, q1) =

q1 − iα+(p)

q1 − iα−(p)
,(5.11)

α+(−)(p) =
√

(p2 + γ2
+(−)) .

Тодi рiвняння (5.7) можна переписати наступним чином:

h̃l
+(p, q1, q2)

Q+(p, q1)
− h̃l

−(p, q1, q2)

Q−(p, q1)
=

−4π
A

T

1

Q+(p,−q2)P+(p,−q2)
δ(q1 + q2). (5.12)

Представимо в рiвностi (5.7) δ-функцiю Дiрака у виглядi рiзницi
одностороннiх функцiй δ(q1 + q2) = δ+(q1 + q2) − δ−(q1 + q2), ана-
лiтичних, вiдповiдно, у верхнiй та нижнiй пiвплощинах комплексної
площини. Оскiльки iндекс задачi (5.12) рiвний нулю [15] для фур’є-
образiв одностороннiх парних кореляцiйних функцiй отримаємо:

h̃l
+(p, q1, q2) = −4π

A

T
Q+(p, q1)

δ+(q1 + q2)

Q+(p,−q2)P+(p,−q2)

h̃l
−(p, q1, q2) = −4π

A

T
Q−(p, q1)

δ−(q1 + q2)

Q+(p,−q2)P+(p,−q2)
. (5.13)
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Пiдставимо (5.9) та (5.11) у (5.13), тодi для h̃l
+(−)(p, q1, q2) отри-

маємо:

h̃l
+(p, q1, q2) = −4π

A

T

q1 + iα−(p)

q1 + iα+(p)

δ+(q1 + q2)

(q2 − iα−(p))(q2 + iα+(p))
,

h̃l
−(p, q1, q2) = −4π

A

T

q1 − iα+(p)

q1 − iα−(p)

δ−(q1 + q2)

(q2 − iα−(p))(q2 + iα+(p))
. (5.14)

Знайдемо тепер оригiнали одностороннiх парних кореляцiйних
функцiй. Для цього здiйснимо обернене перетворення Фур’є

hl(s12, z1, z2) =

∫

d~p

(2π)2
e−i~p~s12

∞
∫

−∞

dq1

2π
e−iq1z1

∞
∫

−∞

dq1

2π
e−iq2z2

{

h̃l
+(p, q1, q2) − h̃l

−(p, q1, q2)
}

. (5.15)

Розрахуємо iнтеграл за змiнною q2. Представимо одностороннi
δ-функцiї у наступному виглядi:

δ+(ζ) = lim
ε→+0

i

ζ + iε
, δ−(ζ) = lim

ε→+0

i

ζ − iε
. (5.16)

Розглянемо випадок, коли перша частинка знаходиться у верх-
нiй фазi z1 > 0. Оскiльки функцiя h̃l

−(p, q1, q2) аналiтична функцiя
змiнної q1 у нижнiй половинi комплексної площини, то результат
iнтегрування цiєї функцiї за q1 рiвний нулевi. Тодi для z2 > 0, за-
микаючи контур iнтегрування за q2 у нижнiй половинi комплексної
площини, знаходимо

lim
ε→+0

∞
∫

−∞

dq2

2π

i e−iq2z2

(q2 − iα−(p))(q2 + iα+(p))(q1 + q2 + iε)
= (5.17)

ie−α+(p)z2

(α+(p) + α−(p))(q1 − iα+(p))
+

eiq1z2

(q1 + iα−(p))(q1 − iα+(p))
.

Виконаємо тепер iнтегрування за змiнною q1. Оскiльки z1 > 0,
маємо

−4π
A

T

∞
∫

−∞

dq1

2π
e−iq1z1

{

ie−α+(p)z2

(α+(p) + α−(p))(q1 − iα+(p))

− eiq1z2

(q1 + iα−(p))(q1 − iα+(p))

}

q1 + iα−(p))

q1 + iα+(p))
=
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−2π
A

T

{

1

α+(p))
e−α+(p))|z1−z2|−

1

α+(p))

α+(p)) − α−(p))

α+(p)) + α−(p))
e−α+(p))(z1+z2)

}

. (5.18)

Здiйснивши обернене перетворення Фур’є за плоским вектором ~p,
отримаємо вираз для парної кореляцiйної функцiї у випадку, коли
обидвi частинки перебувають у верхнiй частинi простору z1 > 0, z2 >
0.

hl
++(s12, z1, z2) = −A

T

∞
∫

0

p J0(ps12) dp (5.19)

{

1

α+(p))
e−α+(p))|z1−z2| − 1

α+(p))

α+(p)) − α−(p))

α+(p)) + α−(p))
e−α+(p))(z1+z2)

}

=

−A

T

e−γ+R12

R12
+

A

T

∞
∫

0

J0(ps12)
p dp

α+(p))

α+(p)) − α−(p))

α+(p)) + α−(p))
e−α+(p))(z1+z2),

де перший доданок у (5.19) представляє просторово однорiдну ча-
стину парної кореляцiйної функцiї, а другий доданок - регулярну
частину парної кореляцiйної функцiї зумовлену вкладом просторо-
вої неоднорiдностi. J0(x) - функцiя Бесселя першого роду.

J0(ps12) =
1

π

π
∫

0

dϕ ei ps12 cos ϕ . (5.20)

Подiбним чином розраховуємо парну кореляцiйну функцiю для
iнших дiлянок простору. Остаточно для парної кореляцiйної функцiї
двофазної системи точкових частинок з юкавiвським потенцiалом
взаємодiї мiж частинками отримаємо наступнi вирази:

(z1 > 0, z2 > 0),

hl
++(s12, z1, z2) = −A

T

e−γ+R12

R12
+ (5.21)

A

T

∞
∫

0

J0(ps12)
p dp

α+(p))

α+(p)) − α−(p))

α+(p)) + α−(p))
e−α+(p))(z1+z2),

(z1 > 0, z2 < 0), (5.22)

hl
+−(s12, z1, z2) = −A

T

∞
∫

0

J0(ps12)p dp
e−α+(p)z1+α−(p)z2

α+(p)) + α−(p))
,
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(z2 > 0, z1 < 0), (5.23)

hl
−+(s12, z1, z2) = −A

T

∞
∫

0

J0(ps12)p dp
eα−(p)z1−α+(p)z2

α+(p)) + α−(p))
,

(z1 < 0, z2 < 0),

hl
−−(s12, z1, z2) = −A

T

e−γ−R12

R12
− (5.24)

a

T

∞
∫

0

J0(ps12)
p dp

α−(p))

α+(p)) − α−(p))

α+(p)) + α−(p))
eα−(p))(z1+z2), .

З рiвностей (5.21–5.24) легко отримати парнi кореляцiйнi функцiї
для кулонiвських систем точкових частинок [13, 14]. Для цього слiд
покласти α = 0 та A = Q1Q2, де Q1, Q2 електричнi заряди частинок
1 та 2.

6. Рiвняння стану просторово однорiдної системи з

потенцiалом взаємодiї типу потенцiалу Юкави

При вiдсутностi зовнiшнiх полiв , якi формують межу подiлу фаз,
рiвнiсть (3.14) переходить у вираз для вiльної енергiї просторово
однорiдної системи. При цьому частина вiльної енергiї, яка зв’язана з
взаємодiєю мiж частинками, у наближеннi хаотичних фаз може бути
знайдена шляхом iнтегрування за параметром включення взаємодiї
ξ [6]

F l,RPA,ex
N =

1

2
ρ N

∫

V

d~R12 Φ(R12)

1
∫

0

dξ [ 1 + h(ξ, R12)] . (6.1)

Просторово однорiдну частину парної кореляцiйної функцiї мо-
жна знайти з її просторово неоднорiдного вигляду, поклавши в
останньому ρ+ = ρ− = ρ. Включення параметра взаємодiї означає
замiну константи взаємодiї A на ξ A. Тодi, iнтегруючи за ~R12, маємо

A

∫ ∞

0

e−α R12

(

R12 − ξ
A

T
e−R12

√
α2 + ξ κ

2

)

= (6.2)

A

α2
+

A

4πρ

(

√

α2 + ξ κ2 − α
)

.
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Виконавши iнтегрування за параметром включення взаємодiї, для
F l,RPA,ex

N отримаємо наступний вираз

F l,RPA,ex
N = V T

(

α3

12π
−
(

α2 + κ2
)3/2

12π
+

α κ2

8π
+

ρ κ2

2α2

)

. (6.3)

Рiвняння стану просторово однорiдної системи знаходимо шляхом
диференцiювання вiльної енергiї за об’ємом системи при сталiй тем-
пературi та числi частинок.

P =

[

∂

∂V
FN

]

T ,N

=

[

∂

∂V

(

F id
N + F ex

N

)

]

T ,N

. (6.4)

Це диференцiювання стосується густини системи ρ та параметра κ.
В результатi у наближеннi хаотичних фаз для вкладу в тиск далек-
осяжної взаємодiї мiж частинками матимемо

1

T
P l,RPA,ex =

ρ κ2

2α2 +
α2

√
α2 + κ2

12π
−

√
α2 + κ2κ2

24π
− α3

12π
. (6.5)

Остаточно, оскiльки 1
T P id = ρ, тиск системи частинок рiвний

1

T
P l,RPA = ρ + ρ

κ2

2α2
+

α2
√

α2 + κ2

12π
− κ2

√
α2 + κ2

24π
− α3

12π
, (6.6)

Слiд вiдмiтити, що у випадку iонних систем доданок ρ κ
2

2α2 вiдсу-

тнiй внаслiдок умови електричної нейтральностi системи. Тодi, по-
клавши α = 0, отримаємо рiвняння стану iонної системи

1

T
P l,RPA = ρ − ρ

κ3

24π
, (6.7)

яке спiвпадає з результатами теорiї Дебая-Хюкеля [6].

7. Контактна теорема

Для просторово обмежених систем частинок з непроникною поверх-
нею справедливi певнi точнi спiввiдношення, якi встановлюють зв’я-
зок мiж структурними властивостями системи у поверхневiй областi
i її термодинамiчними властивостями. Зокрема, контактна теорема
спiвставляє значення густини частинок з тиском.

ρa(z1 = 0) =
1

T
P. (7.1)
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В [12] у наближеннi хаотичних фаз було показано справедливiсть
цього спiввiдношення для просторово обмеженої системи зарядже-
них точкових частинок. Покажемо, що розрахований нами профiль
густини частинок вiдповiдає умовi контактної теореми.

У випадку обмеженої твердою стiнкою системи покладемо, що
густина частинок у нижнiй фазi рiвна нулю, для профiлю густи-
ни частинок у верхнiй фазi z > 0 системи з (4.7), поклавши ρ+ =
ρ, ρ− = 0, отримуємо

ρ(z1)

ρ
= 1 − ρ

1

T

0
∫

−∞

dz2

∫

S

d~s12Φ(
√

s2
12 + (z1 − z2)2) −

1

2
h(z1) . (7.2)

Врахувавши вигляд потенцiалу Юкави (2.2) та регулярної частини
парної кореляцiйної функцiї (4.5),

h(z1) = lim
~R2→~R1

{

hl
++(s12, z1, z2) +

a

T

e−γ+R12

R12

}

= (7.3)

− A

2T

∞
∫

0

p dp

α+(p))

α+(p)) − α−(p))

α+(p)) + α−(p))
e−2 α+(p) z1 ,

для ρ(z1) маємо наступний вираз:

ρ(z1) = ρ

{

1 − 2πAρ

α2 T
e−α z1−

A

2T

∞
∫

0

p dp

α+(p))

α+(p)) − α−(p))

α+(p)) + α−(p))
e−2 α+(p) z1







. (7.4)

в якому

α+(p)) =
√

p2 + α2 + γ2, α−(p)) =
√

p2 + α2 ,

γ2 = α2 + κ
2, κ

2 =
4πAρ

T
. (7.5)

З рiвностi (7.4), поклавши z1 = 0, отримаємо значення густини
частинок на поверхнi

ρ(0) = ρ + ρ
κ2

2α2
+

α2
√

α2 + κ2

12π
− κ2

√
α2 + κ2

24π
− α3

12π
, (7.6)

що повнiстю спiвпадає з виразом (6.6) для тиску просторово однорi-
дної системи з потенцiалом взаємодiї Юкави. Таким чином справе-
дливiсть контактної теореми для системи з взаємодiєю мiж частин-
ками типу Юкави у наближеннi хаотичних фаз доведена.
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8. Адсорбцiя

Отриманий для профiлю густини вираз (7.4) можна записати у ви-
глядi

ρ(z1)

ρ
= 1 − κ

2

2α2 T
e−α z1 −

κ
2 A

2T

∞
∫

0

p dp

α+(p)

1

(α+(p) + α−(p))2
e−2 α+(p) z1 . (8.1)

Зi збiльшенням густини системи зростає внесок у функцiю розподi-
лу частинок потенцiалу Юкави, при цьому цей внесок тим бiльший
чим бiльший радiус його дiї потенцiалу. Слiд вiдзначити, що змiна
знаку взаємодiї не змiнює знаку доданку зв’язаного з колективни-
ми ефектами, тодi як вклад вихiдного потенцiалу змiнює знак. Ця
властивiсть приводить до суттєвих вiдмiнностей у поверхневих вла-
стивостях мiж кулонiвськими системами та системами нейтральних
частинок.

Переходячи до чисельних розрахункiв, вiдмiтимо, що система з
потенцiалом Юкави для взаємодiї мiж частинками характеризується
двома безрозмiрними параметрами: безрозмiрною оберненою темпе-
ратурою αA/T = 1/T ∗, яка характеризує iнтенсивнiсть взаємодiї та
безрозмiрною густиною системи ρ∗ = ρ/α3.

На Рис.1 представлено поведiнку безрозмiрного профiлю густини
частинок ρ(αz1)/ρ в залежностi вiд безрозмiрної вiдстанi до твердої
стiнки z = αz1. При малих значеннях безрозмiрного коефiцiєнта вза-
ємодiї α A/T < 1 основну роль у поведiнцi профiлю густини частинок
вносить доданок зв’язаний з потенцiалом Юкави. З ростом коефiцi-
єнта зростає внесок колективних ефектiв. При цьому вiн залишає-
ться вiд’ємним незалежно вiд характеру взаємодiї. Тому на малих
вiдстанях до поверхнi, де внесок колективних взаємодiй переважає
вклад вихiдного юкавiвського потенцiалу, значення одночастинкової
функцiї менше за одиницю як у випадку притягальної, так i вiдштов-
хувальної взаємодiї.
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Pис.1. Залежнiсть профiлю густини частинок вiд вiдстанi до
поверхнi.

(1 − 1
T∗

= −10.0, ρ∗ = 0.0005, 2 − 1
T∗

= 10.0, ρ∗ = 0.0005,
3 − 1

T∗
= −10.0, ρ∗ = 0.005, 4 − 1

T∗
= 10.0, ρ∗ = 0.005)

Iз збiльшенням вiдстанi до твердої стiнки вклад колективних вза-

ємодiй спадає швидше, нiж κ
2

2α2 e−α z1 . В результатi з вiддаленням

частинки вiд поверхнi у випадку притягальної взаємодiї густина си-
стеми стає бiльшою за об’ємне значення тодi, як у випадку вiдштов-
хувальної взаємодiї вона залишається меншою об’ємного значення.

Важливою характеристикою поверхневих властивостей системи
є коефiцiєнт адсорбцiї

Γ =

∞
∫

0

dz [ρ(z) − ρ] , (8.2)

Пiдставивши вираз (7.4) у рiвнiсть для коефiцiєнта адсорбцiї (8.2)
отримаємо

Γ = − ρ κ2

2α3 − κ2

32π
( 2 ln 2 − 1 ) +

κ2

16π
ln

(

1 +
α√

α2 + κ2

)

− α
(√

α2 + κ2 − α
)

16π
. (8.3)
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На Рис.2 представлено залежностi адсорбцiї вiд густини ча-
стинок ρ/α3. Адсорбцiя у системi суттєво залежить вiд знаку
взаємодiї, а також радiуса дiї потенцiалу Юкави. Для систем
з притягальною взаємодiєю характерною є змiна знаку адсорб-
цiї при переходi до бiльших густин. Iз збiльшенням параметра
iнтенсивностi взаємодiї 1/T ∗ точка змiни знаку коефiцiєнта ад-
сорбцiї перемiщується в область менших безрозмiрних густин ρ∗.

Pис.2. Залежнiсть коефiцiєнта адсорбцiї вiд густини частинок.
(1 − 1

T∗
α = −10, 2 − 1

T∗
= −1, 3 − 1

T∗
= 10, 4 − 1

T∗
= 1)

9. Висновки

Розглянута нами просторово неоднорiдна система точкових частинок
iз потенцiалом взаємодiї Юкави дозволяє виявити вiдмiнностi у стру-
ктурних i термодинамiчних властивостях мiж системами зарядже-
них i нейтральних частинок. Цi вiдмiнностi мають мiсце i в просто-
рово однорiдних системах, зокрема у наявностi у виразi для вiльної
енергiї вкладу потенцiалу взаємодiї мiж частинками. В системах за-
ряджених частинок такий доданок вiдсутнiй внаслiдок умови загаль-
ної електричної нейтральностi [6]. Цей доданок у випадку просторово
неоднорiдних систем приводить до появи у профiлях густини окрiм

ICMP–09–03U 19

просторової залежностi, зв’язаної з ефективною взаємодiєю, зале-
жностi, зумовленої обмеженiстю дiї вихiдного потенцiалу. В парнiй
кореляцiйнiй кореляцiйнiй функцiї нейтральних частинок не виникає
додаткових функцiональних залежностей вiд координат в порiвняннi
з просторово неоднорiдними системами заряджених частинок. Отри-
маний шляхом функцiонального диференцiювання вiльної енергiї за
зовнiшнiм полем вираз для профiлю густини системи мiстить до-
данки вiд вихiдного потенцiалу та парної кореляцiйної функцiї. При
цьому знайдений профiль густини частинок вiдповiдає умовi конта-
ктної теореми. Аналiз отриманого для коефiцiєнта адсорбцiї виразу
показує, що у випадку притягувальної взаємодiї з ростом густини
вiдбувається змiна знаку адсорбцiї. Для достатньо густих систем ад-
сорбцiя залишається вiд’ємною незалежно вiд характеру взаємодiї.
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