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кристала RbHSO4 в рамках моделi Мiцуї iз поперечним

полем

Р.Р.Левицький, А.Я.Андрусик

Анотацiя. На основi моделi Мiцуї з поперечним полем в наближен-
нi середнього поля було розраховано та дослiджено термодинамiчнi
та дiелектричнi характеристики кристала RbHSO4. При належному
виборi параметрiв теорiї було досягнуто добру згоду отриманих тео-
ретичних результатiв з наявними експериментальними даними. Було
з’ясовано, що найкраща згода запропонованої теорiї з експериментом
має мiсце при нульовому поперечному полi.

Study of RbHSO4 crystal thermodynamic and dynamic prop-

erties within the Mitsui model with transverse field
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Abstract. We studied dielectric (static and dynamic) and thermal char-
acteristics of RbHSO4 crystal within the Mitsui model with transverse
field. Within the research we derived optimal theory parameters yield-
ing good agreement between theory and experiment for all calculated
characteristics. We found out, the best agreement between theory and
experiment can be achieved at zero transverse field.
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Вступ

Дослiдження сегнетоактивних кристалiв з асиметричним двомi-
нiмумним потенцiалом показало, що вони володiють цiлим ря-
дом незвичайних властивостей. Особливий iнтерес серед них
представляють такi сполуки, як подвiйний тартрат натрiю-калiю
NaKC4H4O6·4H20 (сегнетова сiль або RS), NaNH4C4H4O6·4H20 (амо-
нiєва сiль або ARS), гiдросульфат рубiдiю RbHSO4 (або RHS) та гi-
дросульфат амонiю NH4HSO4 (або AHS). Структури цих сполук, їх
основнi фiзичнi властивостi та уявлення про можливi механiзми фа-
зових переходiв добре описанi в монографiях [1,2]. Спiльним для усiх
цих сегнетоелектричних кристалiв є iснування структурних елемен-
тiв, якi мають два рiвноважнi положення (у випадку RHS та AHS
це комплекси SO4 [3–5]). Їх упорядкування в одному з положень рiв-
новаги призводить до виникнення незкомпенсованого електричного
дипольного моменту що має своїм наслiдком появу спонтанної поля-
ризацiї у впорядкованiй фазi. Потенцiали, в яких рухаються елемен-
ти структури, що упорядковуються (надалi ЕСУ) є асиметричними
i дзеркально вiдображають один одного. Модель, що використовує
описану особливiсть кристалiчної будови цих сполук для пояснен-
ня спостережуваного в них сегнетоелектричного фазового переходу
називається моделлю Мiцуї.

Iсторично, першою сполукою, для опису фiзичних властивостей
якої було запропоновано модель Мiцуї [6] була сегнетова сiль. Ре-
зультати, одержанi для сегнетової солi, сприяли розвитку i вдоско-
наленню моделi Мiцуї, яка згодом була використана для дослiджен-
ня iнших кристалiв, зокрема RHS. Коротко зупинимось на основних
результатах, якi були отриманi в рамках цих дослiджень.

В роботах [7–10] в рамках моделi Мiцуї в НМП були розрахова-
нi i дослiдженi спонтанна поляризацiя, дiелектрична проникнiсть та
iншi термодинамiчнi характеристики кристалiв RS, DRS та RHS. Ре-
лаксацiйна динамiка цих кристалiв вивчалась в роботах [7,10–15]. В
цих роботах було розраховано температурну залежнiсть часiв рела-
ксацiї i динамiчну проникнiсть дослiджуваних кристалiв.

Для сегнетової солi, зокрема, було встановлено, що час релакса-
цiї зазнає критичного сповiльнення в точках фазових переходiв, тодi
як експеримент [16] однозначно показав, що час релаксацiї в цих то-
чках є хоч i великий, проте скiнченний. Крiм того для сегнетової со-
лi залишалася невирiшеною проблема вiдмiнностi сприйнятливостей
вiльного i затиснутого кристала. Обидвi проблеми були успiшно ви-
рiшенi врахуванням п’єзоелектричного зв’язку компоненти тензора
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деформацiї ε4 iз псевдоспiновою пiдсистемою [17]. Загалом для ча-
су релаксацiї i дiелектричних проникностей вiльного i затиснутого
кристала було одержано добру згоду теорiї з експериментом. Крiм
того, у цiй роботi вперше було одержано єдиний набiр параметрiв
теорiї, який забезпечив добру згоду теорiї з експериментом для ба-
гатьох вiдомих фiзичних характеристик сегнетової солi: пружних,
поздовжнiх дiелектричних i п’єзоелектричних. Єдиною термодина-
мiчною характеристикою, яку не вдалося описати належним чином
в рамках модифiкованої моделi є спонтанна поляризацiя.

В роботi [17] окрiм статичних були дослiдженнi i динамiчнi хара-
ктеристики сегнетової солi. В рамках методу Ґлаубера була розрахо-
вана динамiчна проникнiсть сегнетової солi i було описано спостере-
жувану на експериментi дисперсiю в мiкрохвильовiй областi частот.
Розрахунки показали, що основний вклад в дисперсiю сегнетової солi
дає одна релаксацiйна мода, що i пiдтверджується експериментом.

Проте, проведенi у субмiлiметровому дiапазонi дiелектричнi [18],
спектроскопiчнi (спектри раманiвського розсiяння [19]) i структур-
нi (розсiяння нейтронiв [20]) дослiдження свiдчать про резонансний
вiдгук системи, який передемпфовується при наближеннi до точки
фазового переходу iз низькотемпературної парафази. Така динамi-
чна поведiнка не описується моделлю Мiцуї, з врахуванням п’єзоеле-
ктричного зв’язку.

Для вирiшення проблеми незадовiльної згоди теорiї з експеримен-
том для спонтанної поляризацiї а також опису резонансної динамiки
сегнетової солi у субмiлiметровому дiапазонi частот було запропо-
новано [21, 22] додатково врахувати в моделi динамiчнi перескоки
ЕСУ мiж двома положеннями рiвноваги, що виражається у появi
в гамiльтонiанi доданку, який описує взаємодiю ЕСУ з поперечним
полем.

В рамках розширеної моделi було дослiджено термодинамiчнi [21]
та динамiчнi [22] властивостi RS. Цi дослiдження показали, що вра-
хування поперечного поля дозволяє досягти кращої згоди теорiї з
експериментом для спонтанної поляризацiї сегнетової солi (iншi дi-
електричнi, пружнi та п’єзоелектричнi характеристики в рамках мо-
дифiкованої моделi помiтно не змiнилися).

Було також показано, що динамiчний дiелектричний вiдгук для
моделi iз поперечним полем складається iз двох релаксацiйних i двох
резонансних мод. При чому одна релаксацiйна мода при всiх темпе-
ратурах має домiнуючий вклад (бiльше 0.99 вiд повної проникностi)
в мiкрохвильовому дiапазонi i одна резонансна мода при темпера-
турах значно нижчих за температуру нижнього фазового переходу
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(∼ 50K) має домiнуючий вклад (бiльше 0.99 вiд повної проникностi)
у субмiлiметровому дiапазонi.

Отже, врахування поперечного поля дозволило краще описати
динамiчнi характеристики RS в областi дисперсiї (мiкрохвильовий
дiапазон), а також дозволило показати iснування резонансної моди
в RS у субмiлiметровому дiапазонi. Проте виявилося, що при тео-
ретичних розрахунках резонансна мода проявляє себе на значно ви-
щих частотах, нiж це має мiсце на експериментi. Крiм того змiна ре-
зонансного дiелектричного вiдгуку при наближеннi до температури
нижнього фазового переходу виявилася суттєво iншою, нiж це спо-
стерiгається експериментально. Отриманi результати з одного боку
показали важливiсть врахування поперечного поля для пояснення
температурної поведiнки спонтанної поляризацiї а з другого показа-
ли обмеження моделi Мiцуї iз поперечним полем в описi сегнетової
солi. Правильний опис резонансного дiелектричного вiдгуку вима-
гає врахування додаткових (iмовiрно фононних) ступенiв вiльностi,
а також використання для розрахункiв в цьому випадку бiльш послi-
довного пiдходу-методу нерiвноважного статистичного оператора.

В данiй роботi ми провели аналогiчне дослiдження для кристала
RHS. В рамках моделi Мiцуї iз поперечним полем було дослiджено
термодинамiчнi i динамiчнi властивостi RHS i було встановлено, чи
є важливим поперечне поле для опису фiзичних властивостей цьо-
го сегнетоелектрика. Зауважимо, що ранiше дослiдження кристала
RHS в рамках моделi Мiцуї без поперечного поля проводилося в ря-
дi робiт [14, 23–25]. Проте з тих чи iнших причин цi дослiдження не
можна вважати вичерпними. Так, в жоднiй з робiт окрiм [25] не було
отримано єдиного оптимального набору параметрiв, на основi якого
були б проведенi розрахунки усiх фiзичних характеристик. В робо-
тi [25] розрахунки проводилися на основi єдиного набору параметрiв
теорiї, проте було не на належному рiвнi визначено структурнi еле-
менти, якi приймають участь у сегнетоелектричному фазовому пере-
ходi. Внаслiдок цього було отримано неправильний температурний
хiд теплоємностi. В роботi [24] для одержання правильних значень
констант Кюрi-Вейса нижче i вище температури фазового переходу
було зроблено припущення про рiзнi значення ефективного диполь-
ного моменту нижче i вище Tc. З огляду на те, що в RHS має мi-
сце фазовий перехiд другого роду, при якому перебудова структури
вiдбувається плавно, таке припущення є не вповнi виправданим. В
роботi [23] було проведено розрахунки лише для спонтанної поляри-
зацiї. Отже, проблема дослiдження кристала RHS в рамках моделi
Мiцуї залишається досi актуальною.
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У зв’язку з цим в данiй роботi проведено аналiз структури
RbHSO4 i встановлено, що двопiдграткова модель Мiцуї є застосов-
ною до опису фiзичних властивостей RbHSO4. Цей висновок було
перевiрено безпосереднiм розрахунками термодинамiчних та динамi-
чних характеристик RHS. В результатi було одержано хорошу згоду
теорiї з експериментом для температурних залежностей поляриза-
цiї, дiелектричної проникностi, теплоємностi а також було описано
дiелектричну дисперсiю.

1. Аналiз структури кристала RbHSO4 i її зв’язок

iз моделлю Мiцуї

Структура кристала RbHSO4 у параелектричнiй фазi, одержана в
роботi [4]. Елементарна комiрка RHS разом iз атомами, що їй нале-
жать, представлена на рисунку 1. У параелектричнiй i сегнетоеле-
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Rb
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Рис. 1. Структура кристала RbHSO4 зображена у площинi [010]. Во-
дневi зв’язки не зображено.

ктричнiй фазах структура є моноклiнною i у параелектричнiй фазi
описується просторовою групою симетрiї P21/c − C5

2h, а у сегнето-
електричнiй групою Pc − C2

s . У обидвох фазах вiсiм молекулярних
одиниць складають елементарну комiрку: Z = 8. Фазовий перехiд iз
сегнетоелектричної фази у параелектричну вiдбувається при темпе-
ратурi T = 265K i є фазовим переходом другого роду.

Фазовий перехiд в RHS пов’язаний iз рухом сульфатних компле-
ксiв типу “1” (комплекси цього типу складають комплекси (SO4)1a,
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(SO4)1′a, (SO4)1b, (SO4)1′b з елементарної комiрки) мiж двома по-
ложеннями рiвноваги. Комплекси типу “2” є повнiстю упорядкованi
у всьому температурному дiапазонi i не вiдiграють безпосередньої
ролi у сегнетоелектричному фазовому переходi. Комплекси типу “1”
формують сiтку елементарних диполiв напрямлених вздовж осi x,
рiзне впорядкування яких нижче Tc приводить до появи незкомпен-
сованого дипольного моменту i, вiдповiдно, до появи спонтанної по-
ляризацiї.

Аналiз симетрiї допоможе краще зрозумiти природу фазового пе-
реходу у кристалi RHS i побудувати адекватну йому модель. Як зга-
дувалося вище, просторова група симетрiї у параелектричнiй фазi є
P21/c− C5

2h. Ця група є несиморфною i її елементи симетрiї можна
записати у наступному виглядi:

E : x, y, z

P : x, −y + 1/2, z + 1/2

C : − x, −y, −z

L2 : − x, y + 1/2, −z + 1/2,

(1.1)

де E — операцiя тотожностi, P — дзеркальне вiдбивання в площинi
ac з наступною трансляцiєю на вектор (0, 1/2, 1/2), C — операцiя
iнверсiї, L2 — поворот на 180◦ навколо осi b з наступною трансляцiєю
на вектор (0, 1/2, 1/2).

Комплекси (SO4)1a та (SO4)2a є твiрними при побудовi елемен-
тарної комiрки у параелектричнiй фазi; координати усiх iнших суль-
фатних комплексiв, що належать елементарнiй комiрцi можуть бути
отриманi з них шляхом застосування вiдповiдних операцiй симетрiї.

Так, координати комплексу 1′a отримуються застосуванням опе-
рацiї симетрiї L2 до 1a з наступною його трансляцiєю на вектор ґра-
тки (1, 0, 0).

Комплекс 2′a отримується застосуванням операцiї L2 до 2a з на-
ступною його трансляцiєю на вектор ґратки (1, -1, 0).

Комплекс 1b отримується застосуванням операцiї P до 1a.
Комплекс 2b отримується застосуванням операцiї P до 2a з на-

ступною його трансляцiєю на вектор ґратки (0, 1, 0).
Комплекс 1′b отримується застосуванням операцiї C до 1a. з на-

ступною його трансляцiєю на вектор ґратки (1, 1, 1).
Комплекс 2′b отримується застосуванням операцiї C до 2a з на-

ступною його трансляцiєю на вектор ґратки (1, 1, 1).
Отже, оскiльки комплекс 1′a отримується шляхом повороту ком-

плексу 1a на 180◦ навколо осi b, то дипольний момент, який ство-
рюється цим комплексом у параелектричнiй фазi має протилежний
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напрямок до дипольного моменту, створеного комплексом 1a. Анало-
гiчно, дипольний момент, який створюється комплексом 2′a у пара-
електричнiй фазi має протилежний напрямок до дипольного момен-
ту, створеного комплексом 2a. Оскiльки комплекс 1b отримується
шляхом дзеркального вiдбивання комплексу 1a в площинi ac, то ди-
польний момент який вiн створює вздовж осi c має те саме значення,
що i дипольний момент комплексу 1a. Аналогiчно, дипольний мо-
мент, створений комплексом 1′b має протилежний напрямок до ди-
польного моменту, створеного комплексом 1b, i дипольний момент,
створений комплексом 2′b має протилежний напрямок до дипольно-
го моменту, створеного комплексом 2b.

У сегнетоелектричнiй фазi зникають елементи симетрiї L2 та C,
вiдповiдно елементи симетрiї просторової групи симетрiї є наступнi:

E : x, y, z

P : x, −y + 1/2, z + 1/2.
(1.2)

Комплекси 1′a та 2′а у сегнетоелектричнiй фазi вже не отримуються
застосуванням операцiй симетрiї до комплексiв 1a та 2а i, отже, їх ди-
польнi моменти не компенсують дипольнi моменти комплексiв 1a та
2а, що є причиною виникнення спонтанної поляризацiї. Комплекси
1b та 2b отримуються у сегнетоелектричнiй фазi iз 1a та 2а застосу-
вання тiєї самої операцiї симетрiї, що й у парафазi. Комплекси 1′b i
2′b одержуються у сегнетоелектричнiй фазi (що справедливо також i
для парафази) iз 1′a i 2′а застосуванням операцiї симетрiї P з насту-
пною трансляцiєю (-1, 0, -1) i P з наступною трансляцiєю (-1, -1, -1)
вiдповiдно.

Така взаємна симетрiя сульфатних комплексiв вище Tc дозволяє
припустити, що два положення рiвноваги (потенцiальнi ями) не є
еквiвалентними. Вище Tc комплекси “1” знаходяться кожен у своєму
бiльш енергетично вигiдному положеннi рiвноваги (глибшiй потенцi-
альнiй ямi). Математично нееквiвалентнiсть положень рiвноваги ви-
ражається у появi додаткового поздовжнього поля, що дiє на диполь
сформований сульфатним комплексом. Причому це поле є протиле-
жно напрямлене для комплексiв 1a та 1′a, а також для комплексiв
1b та 1′b.

При побудовi моделi ми знехтуємо можливими компонентами ди-
польного моменту вздовж осей a та b. Вiдповiдно в моделi компле-
кси “b” є повнiстю еквiвалентнi комплексам “a”. Елементарна комiрка
модельного гамiльтонiана буде вдвiчi меншою за справжню елемен-
тарну комiрку i мiститиме лише комплекси типу “a”.

Проведений аналiз природнiм чином обґрунтовує можливiсть
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опису кристала RHS в рамках моделi Мiцуї. Саму модель Мiцуї i
дослiдження на її основi фiзичних можливостей RHS буде приведе-
но нижче.

Слiд зауважити, що група симетрiї сегнетоелектричної фази не
є центросиметричною, i, отже, у сегнетоелектричнiй фазi кристал
RbHSO4 є п’єзоелектричним. Проте ми не враховуватимемо цей факт
у данiй роботi.

2. Статичнi дiелектричнi, пружнi, п’єзоелектричнi

i тепловi характеристики моделi Мiцуї iз п’єзо-

електричною взаємодiєю та поперечним полем

Розглянемо сегнетоелектричну систему типу лад-безлад з асиметри-
чним двомiнiмумним потенцiалом. Вважатимемо, що поляризацiя в
нiй напрямлена вздовж осi c i виникає за рахунок впорядкування
елементiв структури в одному з двох можливих положень рiвнова-
ги. Саме така ситуацiя має мiсце у випадку кристала RbHSO4. Для
дослiдження поведiнки ЕСУ в RbHSO4 ми використаємо модель Мi-
цуї iз поперечним полем, сформульовану у термiнах псевдоспiнових
операторiв [7, 16]:

H = −
∑

qf

[

ΩSx
qf + (∆f + µE3)S

z
qf

]

−
∑

q,q′

[

Jqq′

2
(Sz

q1S
z
q′1 + Sz

q2S
z
q′2) +Kqq′S

z
q1S

z
q′2

]

. (2.3)

У першiй сумi перший доданок є взаємодiєю з поперечним по-
лем, яке описує динамiчнi перескоки ЕСУ мiж двома положеннями
рiвноваги (Ω - частота перескокiв); другий доданок описує a) енер-
гiю, пов’язану з асиметрiєю потенцiалу (∆f — параметр асиметрiї
потенцiалу, в якому рухаються ЕСУ: ∆1 = −∆2 = ∆), b) взаємо-
дiю iз зовнiшнiм електричним полем E3 (µ — ефективний диполь-
ний електричний момент яким володiє елементарна комiрка). Друга
сума описує пряму взаємодiю мiж ЕСУ: Jqq′ = Jq′q — потенцiал вза-
ємодiї мiж ЕСУ, що належать до однакових пiдґраток (Jqq = 0), а
Kqq′ = Kq′q — потенцiал взаємодiї мiж ЕСУ, що належать до рiзних
пiдґраток.

Основнi термодинамiчнi характеристики, одержанi у наближен-
нi молекулярного поля (MFA) зручно представляти в змiнних ξz,
σz, якi є сегнетоелектричним i антисегнетоелектричним параметра-
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ми порядку

ξz =
〈

Sz
q1

〉

0
+
〈

Sz
q2

〉

0
, σz =

〈

Sz
q1

〉

0
−
〈

Sz
q2

〉

0
(2.4)

та iз параметрами теорiї

Ω̃ = Ω/kB, ∆̃ = ∆/kB, µ̃ = µ/kB,

R̃± =
J̃0 ± K̃0

2
, J̃0 =

1

kB

∑

q′

Jqq′ , K̃0 =
1

kB

∑

q′

Kqq′ ,
(2.5)

де kB — постiйна Больцмана i µ — ефективний дипольний момент,
що припадає на елементарну комiрку.

Термодинамiчнi характеристики моделi Мiцуї iз поперечним по-
лем та п’єзоелектричним зв’язком були ранiше отриманi в роботi [21]
тому тут лише коротко приведемо основнi результати, попередньо
модифiкувавши їх (усунувши з розгляду п’єзоелектричний зв’язок)
до нашого випадку.

Вiльна енергiя:

f =
1

2

[

R̃+(ξz)2 + R̃−(σz)2
]

− T
∑

f

ln

(

2 cosh
λ̃f

2T

)

, (2.6)

де

λ̃f =
√

ε̃2f + Ω̃2, (f = 1, 2)

ε̃1 = R̃+ξz + R̃−σz + ∆̃ + µ̃E3,

ε̃2 = R̃+ξz − R̃−σz − ∆̃ + µ̃E3,

(2.7)

Система рiвнянь для визначення параметра порядку:


























ξz =
1

2

[

ε̃1

λ̃1

tanh
λ̃1

2T
+

ε̃2

λ̃2

tanh
λ̃2

2T

]

,

σz =
1

2

[

ε̃1

λ̃1

tanh
λ̃1

2T
−

ε̃2

λ̃2

tanh
λ̃2

2T

]

.

(2.8)
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Система рiвнянь для визначення температури фазового переходу
Tc (другого роду):















Tc

2ε̃λ̃2

ε̃3(1− (σz)2) + Ω̃2σz(2Tc − σz ε̃)
− R̃+ = 0,

σz =
ε̃

λ̃
tanh

λ̃

2Tc

,

(2.9)

де ε̃, λ̃ мають наступний вигляд:

λ̃ =
√

ε̃2 + Ω̃2, ε̃ = R̃−σz + ∆̃. (2.10)

Поляризацiя:

P3 = χ0
33E3 +

µ̃

ṽ
ξz, (2.11)

де ṽ = v/kB, v — об’єм елементарної комiрки, що мiстить пару
псевдоспiнiв (диполiв) з одного вузла q i рiзних пiдґраток f = 1, 2.

Сприйнятливiсть:

χ33 = χ0
33 +

µ̃2

ṽ

e1 − R̃−(e1
2 − e2

2)

1− e1(R̃+ + R̃−) + R̃+R̃−(e12 − e22)
, (2.12)

де χ0
33 — високочастотний внесок у дiелектричну сприйнятливiсть i

e1 =
a1 + a2
4T

+
Ω̃2(b1 + b2)

2
, e2 =

a1 − a2
4T

+
Ω̃2(b1 − b2)

2
,

af =
ε̃2f

λ̃2
f

− ηf
2, bf =

ηf

ε̃f λ̃2
f

, f = 1, 2;

η1 = ξz + σz , η2 = ξz − σz. (2.13)

Молярна ентропiя:

S = −
R

2m

(

∂f(4)

∂T

)

E1

=

=
R

2m

{

∑

f

[

ln

(

2 cosh
λ̃f

2T

)

−
λ̃f

2T
tanh

λ̃f

2T

]}

,

(2.14)



10 Препринт

де R — унiверсальна газова стала, m — кiлькiсть молекул (формуль-
них одиниць), що формують один квазiспiн (дипольний момент).
Для кристала RHS слiд покласти m = 2.

Молярну теплоємнiсть, обумовлену псевдоспiновою пiдсистемою,
при постiйному зовнiшньому полi зручно обчислювати чисельним
диференцiюванням ентропiї:

∆CE = T

(

∂S

∂T

)

E1

. (2.15)

3. Динамiчнi властивостi кристала RbHSO4

Динамiчнi властивостi системи, що описується гамiльтонiаном (2.3)
ми будемо вивчати в рамках методу рiвнянь Блоха

~
d〈Sqf 〉t

dt
= −i〈[Sqf , H ]〉 −

~

T1

[

〈Sqf 〉t‖ − 〈Sqf 〉t

]

−
~

T2
〈Sqf 〉t⊥. (3.1)

Права частина цього рiвняння складається з трьох доданкiв. Пер-
ший доданок походить вiд рiвняння руху Гайзенберга, який ми бу-
демо розглядати у наближеннi хаотичних фаз (НХФ). Другий i тре-
тiй доданки описують релаксацiю псевдоспiна до квазiрiвноважного
значення, якi визначаються миттєвими значеннями молекулярних
полiв. Зокрема другий доданок описує релаксацiю компоненти псев-
доспiна 〈Sqf 〉t‖ (паралельної миттєвому значенню локального поля)
до свого квазiрiвноважного значення за характеристичний час T1.
Третiй доданок описує затухання поперечної компоненти псевдоспi-
на 〈Sqf 〉t⊥ за характеристичний час T2.

Детально рiвняння блохiвської динамiки були розглянутi ранiше
у [22]. Тут приведемо остаточний вираз для динамiчної проникностi
кристала RbHSO4:

ε33(ω) = ε33(∞) + 4π
µ̃2

ṽ
F1(iω), (3.2)

де ε33(∞) = 1 + 4πχ0
33 i

F1(iω) =

[

(

A− i ~

kB
ω · I

)−1

b

]

1

. (3.3)

Нижнiй iндекс “1” у виразi (3.3) означає першу компоненту вектора,

що одержується при множеннi матрицi
(

A− i ~

kB
ω · I

)−1

на вектор b.
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Матриця A i вектор b мають наступний вигляд:

A =



















a11 a12 −Ω̃ 0 a15 a16
a21 a22 0 −Ω̃ a16 a15
a31 a32 − 1

T ′

2

0 a35 a36

a41 a42 0 − 1
T ′

2

a36 a35

a51 a52 −a35 −a36 a55 a56
a61 a62 −a36 −a35 a56 a55



















, b =

















b1
b2
ξx

σx

b5
b6

















. (3.4)

Компоненти матрицi A i вектора b наступнi:

a11 = −1/T ′
2 + U1 + R̃+(Q1 +G1),

a12 = U2 + R̃−(Q2 +G2), a15 = V1,

a16 = V2, a21 = U2 + R̃+(Q2 +G2),

a22 = −1/T ′
2 + U1 + R̃−(Q1 +G1),

a31 = Ω̃− R̃+ξx, a35 = −R̃+ξz,

a32 = −R̃−σx, a36 = −
[

R̃−σz + ∆̃
]

,

a41 = −R̃+σx, a42 = Ω̃− R̃−ξx,

a51 = V1 + R̃+H1, a52 = V2 + R̃−H2,

a55 = −1/T ′
2 +W1, a56 = W2,

a61 = V2 + R̃+H2, a62 = V1 + R̃−H1;

(3.5)

b1 = −(Q1 +G1), b2 = −(Q2 +G2), b5 = −H1, b6 = −H2, (3.6)

де використано наступнi позначення:

Q1,2 =
1

2T ′
2

(

ξz + σz

ε̃1
±

ξz − σz

ε̃2

)

, U1,2 =
1

2

(

1

T ′
2

−
1

T ′
1

)

(

ε̃21

λ̃2
1

±
ε̃22

λ̃2
2

)

,

V1,2 =
1

2

(

1

T ′
2

−
1

T ′
1

)

(

Ω̃ε̃1

λ̃2
1

±
Ω̃ε̃2

λ̃2
2

)

, G1,2 = K1
ε̃21

λ̃2
1

±K2
ε̃22

λ̃2
2

,

W1,2 =
1

2

(

1

T ′
2

−
1

T ′
1

)

(

Ω̃2

λ̃2
1

±
Ω̃2

λ̃2
2

)

, H1,2 = K1
Ω̃ε̃1

λ̃2
1

±K2
Ω̃ε̃2

λ̃2
2

,

K1,2 =
1

T ′
1

1

4T cosh2
λ̃1,2

2T

−
1

2T ′
2

ξz ± σz

ε̃1,2
.
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Часи релаксацiї T ′
1 i T ′

2 мають наступний вигляд:

T ′
1 =

kB
~
T1, T ′

2 =
kB
~
T2. (3.7)

Функцiя F1(iω) є правильним рацiональним дробом iω, чисельник
якого є полiномом не вище 5-го степеня, а знаменник є полiномом 6-
го степеня. Тому функцiю F1(iω) можна представити у виглядi суми
простих дробiв:

F1(iω) =
n
∑

i=1

kiτi
1 + iωτi

+

m
∑

j=1

Mj(iω) +Nj

(iω)2 + pj(iω) + qj
. (3.8)

Тут коефiцiєнти ki, τi, Mj, Nj , pj, qj є дiйснi числа, n є число дiйсних
(рiвних −1/τi) власних значень, а 2m є число комплексних власних
значень матрицi A. Конкретне число дiйсних i комплексних власних
значень матрицi A визначається параметрами теорiї i температурою.
Проте зрозумiло, що загалом матриця A має 6 власних значень. Пер-
ша сума у виразi (3.8) є вкладом Дебаївських (релаксацiйних) мод у
динамiчну дiелектричну проникнiсть, а друга сума є вкладом резо-
нансних мод.

У параелектричнiй фазi вираз для динамiчної дiелектричної про-
никностi записується наступним чином:

ε
(0)
33 (ω) = ε33(∞) + 4π

µ̃2

ṽ
F

(0)
1 (iω), (3.9)

F
(0)
1 (iω) =

[

(

A(0) − i ~

kB
ω · I

)−1

b(0)
]

1

. (3.10)

Тут матриця A(0) та вектор b(0) мають вигляд

A(0) =





a11 −Ω̃ a16
a31 − 1

T ′

2

−ε̃

a61 ε̃ a55



 , b(0) =





b1
b3
b6



 , (3.11)

де

a11 = −1/T ′
2 + U + R̃+

k (Q+G), a31 = Ω̃− R̃+
k ξ

x,

a16 = V, a61 = V + R̃+
k H, a55 = −1/T ′

2 +W ; (3.12)

компоненти вектора b(0):

b1 = −(Q+G), b3 = ξx, b6 = −H, (3.13)
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i використано наступнi позначення:

Q =
1

T ′
2

σz

ε̃
, U =

(

1

T ′
2

−
1

T ′
1

)

ε̃2

λ̃2
, V =

(

1

T ′
2

−
1

T ′
1

)

Ω̃ε̃

λ̃2
,

W =

(

1

T ′
2

−
1

T ′
1

)

Ω̃2

λ̃2
, G = 2K

ε̃2

λ̃2
, H = 2K

Ω̃ε̃

λ̃2

K =
1

T ′
1

1

4T
(

cosh λ̃
2T

)2 −
1

2T ′
2

σz

ε̃
,

λ̃ =
√

Ω̃2 + ε̃2, ε̃ = R̃−σz + ∆̃. (3.14)

Отже, в залежностi вiд власних значень матрицi A(0) динамiка у
парафазi описується або трьома релаксацiйними модами або однiєю
релаксацiйною i однiєю резонансною модами.

4. Обговорення одержаних результатiв

4.1. Термодинамiчнi властивостi кристала RHS

Проведення конкретних розрахункiв вимагає вибiр модельних пара-
метрiв теорiї. Для вибору параметрiв теорiї скористаємося фазовою
дiаграмою моделi Мiцуї [25, 26], яка будується у вiдносних параме-
трах

ω =
Ω̃

2R̃+
, a = −

R̃−

R̃+
, γ =

∆̃

2R̃+
, t =

T

2R̃+
. (4.15)

Фазовi переходи, їх рiд i послiдовнiсть повнiстю визначаються пара-
метрами ω, γ, a.

Фазова дiаграма при ω = 0 представлена на рис. 2 (а), а при ω =
0.1 на рис. 5 (а). Лiнiї на фазовiй дiаграмi подiляють її на областi,
в кожнiй з яких вiдбувається своя послiдовнiсть фазових переходiв.
Детально фазову дiаграму було описано в роботi [26]. Нас цiкавитиме
область I, в якiй вiдбувається один фазовий перехiд другого роду,
саме так, як має мiсце в RHS.

Слiд визначити наступнi параметри теорiї:

Ω̃, J̃0, K̃0, ∆̃, µ̃, χ0
33,

при чому параметр µ̃ вважатимемо лiнiйно залежним вiд темпера-
тури. Параметри теорiї ми вибирали з умови найкращої згоди теорiї
з експериментом для термодинамiчних характеристик.
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На початку здiйснимо вибiр модельних параметрiв теорiї в рам-
ках моделi Мiцуї без поперечного поля. На фазовiй дiаграмi моделi
Мiцуї для кожної точки областi I, в якiй спостерiгається один фа-
зовий перехiд другого роду можна вибрати параметр R̃+ (що одра-
зу дозволяє однозначно визначити параметри J̃0, K̃0, ∆̃), який за-
безпечуватиме правильне значення температури фазового переходу:
Tc = 265K. Ще однiєю умовою, з якої вибиратимемо параметри тео-
рiї є згода теорiї з експериментом для стрибка теплоємностi в точцi
фазового переходу: ∆C = 8.98 Дж/(моль·K) [5,27]. При розрахунках
слiд врахувати, що лише одна з сульфатних груп приймає участь у
сегнетоелектричному русi (див. [4,28]), тому квазiспiн (елементарний
диполь) формується двома молекулами, а не однiєю, як було прийня-
то вважати при розрахунках в роботi [25]. Тобто для RHS у формулi
(2.14) слiд покласти m = 2. Помилка, допущена в роботi [25] ста-
ла причиною того, що розраховане значення стрибка теплоємностi
в точцi фазового переходу було вдвiчi менше за експериментальне
значення.

Експериментальне значення стрибка теплоємностi в точцi фазо-
вого переходу спостерiгається лише на певнiй лiнiї в областi I. Шу-
каний оптимальний набiр модельних параметрiв теорiї знаходиться
на зазначенiй лiнiї.

На рисунку 2 (a) показано фазову дiаграму моделi Мiцуї без по-
перечного поля iз п’ятьма точками на нiй з областi I, для яких значе-
ння стрибка теплоємностi спiвпадає iз експериментальними даними.
Для кожної з цих точок були проведенi розрахунки фiзичних хара-
ктеристик. При розрахунках значення об’єму, що припадає на два
квазiспiни згiдно з [4] ми взяли рiвним

v = 4.2104× 10−22 см3.

Дипольний момент ми визначали iз умови спiвпадiння теорiї та екс-
перименту для поляризацiї при T = 172.95 K. Високочастотний вне-
сок у дiелектричну проникнiсть визначався iз умови найкращої зго-
ди теорiї та експерименту для залежностi оберненої дiелектричної
проникностi вiд температури.

На рисунках 2 (b) та 3 (a) (b) представлено результати розра-
хункiв фiзичних характеристик кристала RHS одержанi на основi
знайдених нами параметрiв. Параметри для точки 1 iз фазової дi-
аграми 2 (a) представлено у таблицi 1 (перша стрiчка). Дипольний
момент, з яким проводилися розрахунки поляризацiї i сприйнятли-
востi iз параметрами точки 1, а також високочастотний внесок у
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Рис. 2. Результати розрахункiв при ω = 0. (a): Фазова дiаграма.
� — точки параметрiв, для яких ∆C(Tc) = 8.98 Дж/(моль·K). (b):
Спонтанна поляризацiя. Суцiльна лiнiя — результат, отриманий для
точки 1, штрихова — для точки 2. Точки — експериментальнi данi
[29].
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Рис. 3. Результати розрахункiв фiзичних характеристик при ω = 0.
(a): Теплоємнiсть. (b): Сприйнятливiсть. Суцiльна лiнiя — результат,
отриманий для точки 1, штрихова — для точки 2. Точки — експери-
ментальнi данi: ◦ — [5], △ — [29].
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дiелектричну проникнiсть рiвнi вiдповiдно

µ = 5.160× 10−30 Кл · м

ε∞ = 13.73.
(4.16)

Суцiльна лiнiя позначає результати розрахункiв, одержанi для
точки параметрiв 1, штрихова для точки параметрiв 2. Пунктир-
нi лiнiї позначають результати, одержанi для промiжних мiж 1 i 2

точок зображених на фазовiй дiаграмi.
Порiвнюючи результати згоди теорiї з експериментом для термо-

динамiчних характеристик кристала RHS можна зауважити, що для
всiх точок фазової дiаграми, що забезпечують правильне значення
стрибка теплоємностi в точцi фазового переходу можна пiдiбрати
такий ефективний дипольний момент, який забезпечуватиме дуже
хорошу згоду теорiї з експериментом для температурної залежностi
поляризацiї. Проте теплоємнiсть найкраще описується параметра-
ми, що представленi точкою 1 з фазової дiаграми. Щодо теплоєм-
ностi, то слiд зауважити, що ми порiвнює результати розрахункiв
не iз повною теплоємнiстю, а з вкладом ЕСУ у теплоємнiсть, який
ми визначаємо як рiзницю повною теплоємностi та ґраткової. Для
ґраткової теплоємностi ми припускаємо лiнiйну залежнiсть вiд тем-
ператури, та припускаємо, що при температурах, далеких вiд точки
фазового переходу вона спiвпадає iз повною. Експериментальнi данi
для повної теплоємностi та ґраткову теплоємнiсть представлено на
рисунку 4.

Так само як i теплоємнiсть дiелектрична проникнiсть (у пара-
фазi та сегнетофазi) теж найкраще описується параметрами пред-
ставленими точкою 1. Для порiвняння, експериментальнi значення
констант Кюрi-Вейса у сегнетофазi i парафазi рiвнi: CT<Tc

= 172K,
CT>Tc

= 155K [29], а вiдповiднi значення розрахованi теоретично
для точки параметрiв 1: CT<Tc

= 177K, CT>Tc
= 159К. Одержану

згоду результатiв розрахунку iз параметрами, представленими то-
чкою 1 з експериментом для всiх фiзичних характеристик на нашу
думку є дуже доброю.

На рисунках 5, 6 приведено аналогiчнi результати розрахункiв
при поперечному полi ω = 0.10. Як можна бачити з рисунку, резуль-
тати, одержанi при наявностi поперечного поля цiлком аналогiчнi
результатам, одержаним при ω = 0.00. А саме, набiр параметрiв, що
представляється точкою 1 з фазової дiаграми на рис. 5 (a) забезпечує
найкращу згоду теорiї з експериментом для всiх термодинамiчних
характеристик кристала RHS.
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Рис. 4. Молярна теплоємнiсть кристала RHS. Точки — експеримен-
тальнi данi роботи [5], суцiльна лiнiя — результат розрахунку iз па-
раметрами, представленими точкою 1 на фазовiй дiаграмi рис. 2 (a).
Конкретнi значення параметрiв представлено в табл. 1 (перша стрi-
чка) Поряд iз повною теплоємнiстю показано також ґратковий вклад
у теплоємнiсть (штрихова лiнiя).

Порiвняння результатiв, одержаних при вiдсутностi i при наяв-
ностi поперечного поля свiдчить, що модель без поперечного поля
краще описує термодинамiчнi характеристики (теплоємнiсть та дi-
електричну проникнiсть). В таблицi 1 представлено параметри, одер-
жанi в данiй роботi для точки 1 в моделi без поперечного поля (пер-
ша стрiчка таблицi), а також параметри, одержанi в iнших роботах.
Оскiльки дослiдження, проведенi в попереднiх роботах не прийма-
ли до уваги згоду теорiї з експериментом для теплоємностi, то вiд-
повiднi набори параметрiв не можуть описати цiєї термодинамiчної
характеристики.1

1В роботi [25] при виборi модельних параметрiв теорiї використовувалися да-
нi для теплоємностi. Проте, як було зауважено вище, при розрахунках не було
враховано, що у сегнетоелектричному русi приймає участь лише одна з сульфа-
тних груп, тобто у виразi 2.14 було взято значення m = 1. Це призвело до вдвiчi
заниженого значення стрибка теплоємностi в точцi фазового переходу.
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Рис. 5. Результати розрахункiв при ω = 0. (a): Фазова дiаграма.
� — точки параметрiв, для яких ∆C(Tc) = 8.98 Дж/(моль·K). (b):
Спонтанна поляризацiя. Суцiльна лiнiя — результат, отриманий для
точки 1, штрихова — для точки 2. Точки — експериментальнi данi
[29].
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Рис. 6. Результати розрахункiв фiзичних характеристик при ω = 0.
(a): Теплоємнiсть. (b): Сприйнятливiсть. Суцiльна лiнiя — результат,
отриманий для точки 1, штрихова — для точки 2. Точки — експери-
ментальнi данi: ◦ — [5], △ — [29].
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Табл. 1. Набори параметрiв для RHS отриманi в рiзних роботах.

№ Робота: J̃0, K K̃0, K ∆̃, K a γ

1 883.278 248.731 56.6005 -0.56055 0.05

2 [5] 784 616 245 -0.12 0.175

3 [14] 784 616 244 -0.12 0.174

4 [24] 777.2 616 244 -0.116 0.175

5 [23] 228 1040 468 0.64 0.369

6 [25] 780.9 880.64 398.8 0.06 0.24

На рис. 7 (a) показано взаємне розташування на фазовiй дiаграмi
точок параметрiв, одержаних в рiзних роботах. На рис. 7 (b) приведе-
но результати розрахункiв для теплоємностi, одержанi нами на осно-
вi набору параметрiв 1, результати, одержанi на основi параметрiв
робiт [14,23–25] (набори 2–6 iз таблицi 1) а також експериментальнi
данi. Порiвняння показує, що модель без поперечного поля та одер-
жаний нами набiр параметрiв найкраще описують термодинамiчнi
властивостi RHS.

Зрозумiло, що судити про адекватнiсть запропонованої моделi
кристалам RHS можна лише по всiй сукупностi фiзичних характери-
стик: статичних i динамiчних. Тому важливим також є дослiдження
динамiчних характеристик.

4.2. Динамiчнi властивостi кристала RHS в областi диспер-

сiї

Динамiчнi властивостi RHS дослiджувалися ранiше [14,23–25,30]. Цi
дослiдження проводилися на основi моделi Мiцуї без поперечного
поля в рамках методу Глаубера. Одержанi набори параметрiв дозво-
лили досягнути хорошу згоду теорiї з експериментом для динамiчних
характеристик, проте залишилося не вирiшеним питання, чи спро-
можна модель Мiцуї сукупно описати термодинамiчнi i динамiчнi
характеристики на основi єдиного набору параметрiв. В роботi [25]
було здiйснено спробу описати статичнi i динамiчнi характеристики
RHS на основi єдиного набору параметрiв, проте, як було зазначено
вище, було одержано вдвiчi занижене значення стрибка теплоємностi
в точцi фазового переходу. Отже питання можливостi опису сегне-
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Рис. 7. (a): Фазова дiаграма моделi Мiцуї iз точками параметрiв
представленими в табл. 1. (b): Теплоємнiсть, розрахована на осно-
вi параметрiв iз табл. 1 поряд iз експериментальними даними.
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тової солi єдиним набором параметрiв залишилося вiдкритим.
Ми спробували описати динамiчнi характеристики RHS на осно-

вi набору параметрiв, одержаного нами вище (набiр 1 в табл. 1) iз
згоди теорiї та експерименту для термодинамiчних характеристик.
Розрахунок динамiчних характеристик вимагає визначення ще па-
раметра T1.2 Аналiз показав, що найкраща згода теорiї з експери-
ментом для динамiчної дiелектричної проникностi досягається при
T1 = 5.04 × 1012 с. Для порiвняння, у [25] цей параметр був рiвним
4.80× 1012 с, а в роботi [24] вiн був рiвним 5.10× 1012 с.

На рисунках 8, 9, 10 приведенi отриманi вiдповiднi результати
розрахунку температурних залежностей динамiчної дiелектричної
проникностi на рiзних частотах, частотних залежностей динамiчної
дiелектричної проникностi при рiзних температурах а також зале-
жнiсть оберненого часу релаксацiї вiд температури. Поряд iз нашими
результатами розрахункiв приведено також результати розрахункiв
роботи [25] а також вiдповiднi експериментальнi данi.

Як видно з цих рисункiв, загалом було досягнуто дуже хорошу
згоду теорiї з експериментом. Порiвняння наших результатiв iз ре-
зультатами розрахункiв роботи [25] показує, що одержанi нами ре-
зультати дещо краще описують експеримент.

Заключнi зауваження

В данiй роботi на основi детально проведеного аналiзу структури
гiдросульфату рубiдiю обґрунтовано адекватнiсть моделi Мiцуї да-
ному кристалу. В рамках моделi Мiцуї iз поперечним полем про-
ведено дослiдження термодинамiчних та динамiчних властивостей
кристала RHS. Встановлено, що найкраще фiзичнi властивостi RHS
описуються при нульовому поперечному полi. Вперше було отримано
єдиний оптимальний набiр параметрiв теорiї, який дозволив одноча-
сно описати належним чином наявнi експериментальнi данi як для
термодинамiчних так i динамiчних характеристики RHS. Було пока-
зано, що в областi дисперсiї спостережувана динамiчна проникнiсть
головним чином описується однiєю релаксацiйною модою.

2Оскiльки термодинамiчнi властивостi RHS найкраще описуються при попе-
речному полi рiвному нулю, то поперечна одночастинкова релаксацiя в цьому
випадку перестає давати внесок у динамiчну проникнiсть i параметр T2 не впли-
ває на розрахунки. Рiвняння Блоха в цьому випадку спiвпадає iз рiвнянням Гла-
убера.
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Рис. 8. Температурнi залежностi динамiчної дiелектричної прони-
кностi кристала RHS вимiрянi у [24] на рiзних частотах (ГГц): ▽ –
3.27, � – 8.75, ◦ – 12.5, ⋄ – 22.5, + – 32, 6, ∗ – 78.7. Суцiльнi лiнiї
— результат теоретичних розрахункiв, проведених в данiй роботi.
Штриховi лiнiї — результат розрахункiв роботи [25].
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Рис. 9. Частотнi залежностi динамiчної дiелектричної проникностi
кристала RHS вимiрянi у [24] при рiзних температурах (К): △ – 259,
⋄ – 267, � – 280. Суцiльнi лiнiї — результати вiдповiдних теоретичних
розрахункiв, проведених в данiй роботi. Штриховi лiнiї — результати
розрахункiв, проведених в роботi [25].
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Рис. 10. Залежнiсть оберненого часу релаксацiї вiд температури. То-
чками показано данi експерименту [24]. Суцiльнi лiнiї — результат
теоретичних розрахункiв, проведених в данiй роботi. Штриховi лiнiї
— результат розрахункiв роботи [25].
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G. G. Shukla, R. Blinc // Phys. Rev. B. — 1971. — Apr. — Vol. 3,
no. 7. — Pp. 2306–2309.

8. Вакс, В. Г. Введение в микроскопическую теорию сегнетоэле-
ктриков / В. Г. Вакс. — Москва: Наука, 1973. — С. 328.

9. Kalenik, J. Pseudospin model for the ferroelectric Rochelle salt in
the molecular field approximation / J. Kalenik // Acta Phys. Pol. —
1975. — Vol. A48, no. 3. — Pp. 387–395.

10. Mori, K. Isotope effects in Rochelle salt / K. Mori // Ferro-

electrics. — 1981. — Vol. 31. — Pp. 173–178.
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