
Препринти Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України
розповсюджуються серед наукових та iнформацiйних установ. Вони
також доступнi по електроннiй комп’ютернiй мережi на WWW-сер-
верi iнституту за адресою http://www.icmp.lviv.ua/

The preprints of the Institute for Condensed Matter Physics of the Nati-
onal Academy of Sciences of Ukraine are distributed to scientific and
informational institutions. They also are available by computer network
from Institute’s WWW server (http://www.icmp.lviv.ua/)

Богдан Богданович Маркiв
Михайло Васильович Токарчук

Узгоджений опис кiнетики та гiдродинамiки запорошеної

плазми. Колективнi моди

Роботу отримано 29 листопада 2011 р.

Затверджено до друку Вченою радою IФКС НАН України

Рекомендовано до друку вiддiлом теорiї нерiвноважних процесiв

Виготовлено при IФКС НАН України
c© Усi права застереженi

Нацiональна академiя наук України

���������	
� IНСТИТУТ

ФIЗИКИ

КОНДЕНСОВАНИХ

СИСТЕМ

'

&

$

%

Б.Б.Маркiв, М.В.Токарчук

УЗГОДЖЕНИЙ ОПИС КIНЕТИКИ ТА ГIДРОДИНАМIКИ
ЗАПОРОШЕНОЇ ПЛАЗМИ. КОЛЕКТИВНI МОДИ

ICMP–11–10U

ЛЬВIВ



УДК: 537.5; 536.75

PACS: 52.27.Lw

Узгоджений опис кiнетики та гiдродинамiки запорошеної
плазми. Колективнi моди

Б.Б.Маркiв, М.В.Токарчук

Анотацiя. У роботi запропоновано узгоджений статистичний опис
кiнетики та гiдродинамiки запорошеної плазми на основi методу не-
рiвноважного статистичного оператора Д. Зубарєва. Побудовано не-
рiвноважний статистичний оператор та узагальненi рiвняння пере-
носу узгодженого опису кiнетики порошинок та гiдродинамiки еле-
ктронiв, iонiв та нейтральних атомiв для випадкiв поведiнки системи
з консервативними та парцiальними змiнними. У наближеннi слабо
нерiвноважних процесiв дослiджено спектр колективних збуджень
запорошеної плазми у гiдродинамiчнiй границi за допомогою теорiї
збурень для колективних мод.

Consistent description of kinetics and hydrodynamics of dusty
plasma. Collective modes
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Abstract. We propose a consistent statistical description of kinetics
and hydrodynamics of dusty plasma based on the Zubarev nonequilibri-
um statistical operator method. The nonequilibrium statistical operator
and the generalized transport equations for a consistent description of ki-
netics of dust particles and hydrodynamics of electrons, ions and neutral
atoms are obtained for the cases of conservative and partial dynamics.
In the approximation of weak nonequilibrium a spectrum of collective
excitations of dusty plasma in the hydrodynamic limit is investigated by
means of perturbation theory for collective modes.
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1. Вступ

Дослiдження нерiвноважних властивостей запорошеної плазми
актуальнi в галузi керованого термоядерного синтезу [1], плазмо-
пилових структур [2], низькотемпературної плазми [3]. Труднощi
опису таких систем з процесами самоорганiзацiї та структуризацiї
пов’язанi з сильною асиметрiєю у розмiрах, масах i зарядах ком-
понент (електронiв, iонiв, нейтральних атомiв та порошинок), ефе-
ктами iонiзацiї нейтральних частинок, а також адсорбцiї нейтраль-
них частинок на поверхню порошинок. Складнi електромагнiтнi про-
цеси зарядження, перезарядження порошинок, що приводять до по-
яви частинок з великим електричним зарядом, електронно-iоннi про-
цеси переносу вимагають розробки теорiї ефективних екрануючих
потенцiалiв взаємодiї мiж частинками [4]. У таких системах кiнети-
чнi та гiдродинамiчнi електромагнiтнi процеси потребують узгодже-
ного опису. Iз огляду на це кiнетична теорiя запорошеної плазми
розвивалась рiзними авторами у працях [5–13].

Зокрема, статистична теорiя запорошеної плазми була сфор-
мульована в [7], де отримано мiкроскопiчнi рiвняння для фазових гу-
стин та ланцюжок рiвнянь ББГКI для нерiвноважних функцiй роз-
подiлу електронiв, iонiв, атомiв i порошинок. На її основi у [14] розви-
нуто кiнетичну теорiю електромагнiтних флуктуацiй у запорошенiй
плазмi й, зокрема, показано, що такий опис приводить до залежностi
ефективних перерiзiв заряджання порошинок вiд хвильового числа,
що вiдображає вплив ефектiв неоднорiдностi плазми. Дослiдження
флуктуацiй заряду в запорошенiй плазмi становить одну з основних
проблем. Важливi результати в цьому напрямi отримано в [15–17].
Зокрема, в [17] флуктуацiї заряду у запорошенiй плазмi вивчали ком-
п’ютерним моделюванням методом броунiвської динамiки в межах
дифузiйно-дрейфового наближення. Процеси впливу емiсiї на заряд
та ефективний потенцiал порошинки у плазмi при рiзних iнтенсив-
ностях зовнiшнiх джерел iонiзацiї також дослiджувалися числовими
методами [18].

Окрему проблему становлять дослiдження часових кореляцiйних
функцiй та коефiцiєнтiв переносу, зокрема, в’язкостi, теплопровiд-
ностi, термодифузiї, iонної та електронної провiдностi для запоро-
шеної плазми як вiдкритої просторово неоднорiдної системи. Оскiль-
ки запорошена плазма характеризується сильною асиметрiєю в роз-
мiрах, зарядах i масах компонент, то, очевидно, характерною буде
й динамiка кожної компоненти в процесах переносу. Тобто, слiд очi-
кувати, що часовi кореляцiйнi функцiї “густина-густина”, “iмпульс-
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iмпульс”, а також коефiцiєнти переносу в’язкостi, теплопровiдностi
для кожної компоненти, iонна та електронна провiдностi матимуть
власну характерну часову та просторову поведiнку, на яку теж впли-
ватимуть кiнетичнi процеси, характернi для порошинок.

У запропонованiй роботi ми проведемо узгоджений статистичний
опис кiнетики та гiдродинамiки запорошеної плазми, скориставшись
методом нерiвноважного статистичного оператора Зубарева [19, 20].
Розгланемо випадки опису системи на мовi парцiальних та кон-
сервативних динамiчних змiнних без урахування процесiв iонiзацiї
та адсорбцiї атомiв на поверхню порошинок. У другому роздiлi по-
будовано нерiвноважний статистичний оператор та на його основi
система рiвнянь переносу для узгодженого опису кiнетики пороши-
нок та гiдродинамiки електронiв, iонiв i нейтральних атомiв. Роздiл 3
присвячений розгляду слабо нерiвноважних процесiв, де отримано та
проаналiзовано систему рiвнянь для часових кореляцiйних функцiй.
У четвертому роздiлi за допомогою теорiї збурень для колективних
мод [21, 22] дослiджується спектр колективних збуджень системи у
гiдродинамiчнiй границi. Отриманi результати коротко пiдсумуємо
у п’ятому роздiлi.

2. Узгоджений опис кiнетики та гiдродинамiки

запорошеної плазми

Будемо розглядати запорошену плазму як систему з Ne – електронiв,
Na – атомiв сорту a, Ni – iонiв сорту i та Nd – порошинок, що взає-
модiють мiж собою. Гамiльтонiан такої багатокомпонентної системи
запишемо у виглядi

H = He +Hi +Ha +Hd, (1)

де

Hα =

Nα
∑

s=1

(pαs )
2

2mα
+

1

2

∑

γ

Nα,Nγ
∑

s6=s′

Vαγ(|~rss′ |) (2)

– гамiльтонiани вiдповiдно електронної (e), iонної (i), атомної (a) та
пилової (d) модельних пiдсистем;

~pαs = ~p′αs − δα
Zαe

c
~A(~r; t),

δα =

{

1, α = i, e, d;
0, α = a.
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Тут ~pα – вектор-iмпульс вiдповiдної частинки, α = e, i, a, d, ~A(~r; t) –
векторний потенцiал електромагнiтного поля. Вирази для потенцiа-
лiв взаємодiї Vαα та мiжсортових енергiй взаємодiї Vei, Vea, Ved, Via,
Vid, Vad наведенi в [3].

Нерiвноважний стан такої багатокомпонентної системи зарядже-
них i нейтральних частинок зв’язаний з динамiкою кожної з компо-
нент та взаємодiєю мiж ними. Рiзнi компоненти можуть бути в кi-
нетичному чи гiдродинамiчному, стацiонарному чи нестацiонарному
станах, причому умова локальної електронейтральностi може бути
порушена внаслiдок заряджання, перезаряджання порошинок. Роз-
глянемо такий нерiвноважний стан системи, коли пiдсистема еле-
ктронiв, iонiв, атомiв перебуває в гiдродинамiчному станi, а поро-
шинки, заряд i маса яких можуть постiйно змiнюватись,– у кiнети-
чному станi. Часто реалiзується ситуацiя, коли густина зарядженої
компоненти є на 5–7 порядкiв меншою, нiж густина нейтральних
частинок, а густина порошинок є ще меншою. Оскiльки до скла-
ду запорошеної плазми входять частинки з великою рiзницею мас,
розмiрiв та зарядiв, характернi часи вiдповiдних пiдсистем будуть
сильно вiдрiзнятися. Тому параметрами опису такого нерiвноважно-
го стану системи загалом можуть бути парцiальнi характеристики:
середнi значення густини числа частинок, iмпульсу, енергiї електро-
нiв, iонiв, атомiв для опису гiдродинамiчного стану:

〈n̂α(~r)〉t, 〈~̂α(~r)〉t, 〈ε̂α(~r)〉t. (3)

Тут введено позначення 〈...〉t =
∫

dΓN ...̺(t),

n̂α(~r) =

Nα
∑

s=1

δ(~r − ~rs) (4)

– мiкроскопiчна густина частинок сорту α = {e, i, a};

~̂α(~r) =

Nα
∑

s=1

~psδ(~r − ~rs) (5)

– мiкроскопiчна густина iмпульсу частинок сорту α;

ε̂α(~r) =

Nα
∑

s=1





p2s
2mα

+
1

2

Nα
∑

s′ 6=s=1

Φαα(|~rs − ~rs′ |)



 δ(~r − ~rs) (6)

– мiкроскопiчна густина енергiї частинок сорту α.
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Для опису кiнетики порошинок може бути обрана нерiвноважна
функцiя розподiлу порошинок:

〈n̂d(~r, ~p, Z)〉t, (7)

де

n̂d(~r, ~p, Z) =

Nd
∑

s=1

δ(~r − ~rs)δ(~p−ms~vs)δ(Z − Zs) (8)

– мiкроскопiчна фазова густина числа заряджених порошинок, яка
враховує змiну заряду та маси частинки у процесах заряджання
та розряджання порошинок. Набiр парцiальних динамiчних змiн-
них дає можливiсть вивчати певнi процеси кiнетичної природи, що
є важливими при виходi з гiдродинамiчного режиму, наприклад, ре-
лаксацiйнi процеси, пов’язанi з рiзницею парцiальних температур у
пiдсистемах. Такi процеси релаксацiї неможливо вивчати, викори-
стовуючи набiр консервативних змiнних.

Рух електронiв, iонiв та заряджених порошинок породжує вiд-
повiднi електромагнiтнi поля, якi своєю чергою зумовлюють проце-
си поляризацiї та змiни дiелектричних властивостей усiєї системи.
Тобто параметрами опису, крiм (3), (7), будуть ще середнi значення
електричного та магнiтного полiв, створюваних електронами, iонами

та зарядженими порошинками: 〈 ~̂E(~r)〉t, 〈 ~̂B(~r)〉t та їх iндукцiї 〈 ~̂D(~r)〉t,
〈 ~̂H(~r)〉t, якi задовольняють усередненi рiвняння Максвелла:

~∇ · 〈 ~̂B(~r)〉t = 0, (9)

~∇ · 〈 ~̂D(~r)〉t =
∑

i

〈n̂i(~r)〉tZie+ e〈n̂e(~r)〉t +
∫

dZ

∫

d~p〈n̂d(~r, ~p, Zd)〉t, (10)

~∇× 〈 ~̂E(~r)〉t + ∂

∂t
〈 ~̂B(~r)〉t = 0, (11)

~∇× 〈 ~̂H(~r)〉t − ∂

∂t
〈 ~̂D(~r)〉t = e

me
〈~̂e(~r)〉t (12)

+
∑

i

Zie

mi
〈~̂i(~r)〉t +

∫

dZ

∫

d~p
~p

md
〈n̂d(~r, ~p, Zd)〉t.
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Хоча, як бачимо зi структури рiвнянь (9)–(12), параметри скороче-

ного опису (3), (7) не є незалежними вiд 〈 ~̂E(~r)〉t, 〈 ~̂B(~r)〉t, 〈 ~̂D(~r)〉t,
〈 ~̂H(~r)〉t, а навпаки, частинково-польовi процеси переносу взаємо-
пов’язанi й мають враховуватись самоузгоджено. Бiльше того, узго-
дження гiдродинамiки електронiв, iонiв, атомiв з кiнетикою поро-
шинок вiдбувається не тiльки через узагальненi рiвняння перено-
су, а також при формуваннi електромагнiтного поля (10), (12) [23].

Крiм цього, вiдомi iнтегральнi спiввiдношення мiж 〈 ~̂D(~r)〉t i 〈 ~̂E(~r)〉t

та 〈 ~̂B(~r)〉t i 〈 ~̂H(~r)〉t визначають просторово неоднорiднi дiелектри-
чну функцiю ε(~r, ~r′; t, t′) та намагнiченiсть χ(~r, ~r′; t, t′), що описують
поляризацiйнi процеси в системi.

Середнi значення густини числа частинок, iмпульсу, енергiї еле-
ктронiв, iонiв, атомiв i фазової густини числа заряджених пороши-
нок (3), (7) та полiв у (9)–(12) знаходяться за допомогою нерiвно-
важного статистичного оператора ̺(t), що задовольняє вiдповiдне
рiвняння Лiувiля. Для знаходження ̺(t) скористаємось методом не-
рiвноважного статистичного оператора (НСО) Зубарєва [19] з ура-
хуванням проектування, який дає змогу записати ̺(t) у загальнiй
формi:

̺(t) = ̺q(t)−
t
∫

−∞

eε(t
′−t)T (t, t′)(1− Pq(t

′))iLN̺q(t
′)dt′, (13)

де iLN – оператор Лiувiля запорошеної плазми, що вiдповiдає гамiль-

тонiану (1); T (t, t′) = exp
{

−
∫ t′

t
(1− Pq(t

′′))iLNdt′′
}

– узагальнений

оператор еволюцiї з проектуванням (1− Pq(t
′′)); Pq(t

′′) – узагальне-
ний проекцiйний оператор Кавасакi-Гантона, структура якого зале-
жить вiд квазiрiвноважного статистичного оператора ̺q(t). У методi
НСО ̺q(t) знаходять iз екстремуму iнформацiйної ентропiї при збе-
реженнi умови нормування

∫

dΓ̺q(t) = 1 i фiксованих значеннях
параметрiв скороченого опису, в нашому випадку (3), (7):

̺q(t) = exp

{

−Φ(t) (14)

−
∑

α

∫

d~rβα(~r; t)

[

ε̂α(~r)−
(

~vα(~r; t) + δα
Zαe

mαc
~A(~r; t)

)

· ~̂α

−
(

να(~r; t)−
mαv

2
α(~r; t)

2

)

n̂α

]

−
∫

d~r

∫

d~p

∫

dZad(~r, ~p;Z; t)n̂d(~r, ~p;Z)

}

,
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де Φ(t) – функцiонал Масьє-Планка, який визначають з умови нор-
мування ̺q(t):

Φ(t) = ln

∫

dΓN exp

{

−
∑

α

∫

d~rβα(~r; t) (15)

×
[

ε̂α(~r)−
(

~vα(~r; t) + δα
Zαe

mαc
~A(~r; t)

)

· ~̂α

−
(

να(~r; t)−
mαv

2
α(~r; t)

2

)

n̂α

]

−
∫

d~r

∫

d~p

∫

dZad(~r, ~p;Z; t)n̂d(~r, ~p;Z)

}

;

βα(~r; t) – локальна обернена температура частинок; ~vα(~r; t) – гiдро-
динамiчнi швидкостi компонент;

να(~r; t) = µα(~r; t) + ZαeΦ(~r; t); (16)

να(~r; t) – електрохiмiчний потенцiал iонiв та електронiв (при α =
i та α = e, вiдповiдно), Φ(~r; t) – електричний потенцiал, градiєнт
якого визначає електричне поле, створене iонами, електронами та
порошинками:

~E(~r; t) = −∇Φ(~r; t) = 〈 ~̂E(~r)〉t; (17)

µα(~r; t) – локальний хiмiчний потенцiал компоненти α. Локальнi тер-
модинамiчнi параметри {βα(~r; t), ~vα(~r; t), να(~r; t)} визначаються з
умов самоузгодження:

〈ε̂′α(~r)〉t = 〈ε̂′α(~r)〉tq, 〈~̂α(~r)〉t = 〈~̂α(~r)〉tq , 〈n̂α(~r)〉t = 〈n̂α(~r)〉tq, (18)

де ε̂′α(~r) = ε̂α(~r) −
(

~vα(~r; t) + δα
Zαe
mαc

~A(~r; t)
)

· ~̂α +
mαV 2

α (~r;t)
2 n̂α(~r) –

локальне значення енергiї у супровiднiй системi вiдлiку, що рухає-
ться з середньою швидкiстю ~vα(~r; t). Вони задовольняють вiдповiднi
узагальненi термодинамiчнi спiввiдношення. Параметр ad(~r, ~p;Z; t),
спряжений до 〈n̂d(~r, ~p, Zd)〉t, визначається з умови самоузгодження

〈n̂d(~r, ~p;Z)〉t = 〈n̂d(~r, ~p;Z)〉tq. (19)

Врахувавши структуру ̺q(t), узагальнений проекцiйний оператор
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Pq(t) представимо у виглядi

P(t)ρ =

(

̺q(t)−
∑

α

∑

l

∫

d~r
δ̺q(t)

δ〈b̂αl(~r)〉t
(20)

−
∫

d~r

∫

d~p

∫

dZ
δ̺q(t)

δ〈n̂d(~r, ~p;Z)〉t
)∫

dΓNρ

+
∑

α

∑

l

∫

d~r
δ̺q(t)

δ〈b̂αl(~r)〉t

∫

dΓN b̂αl(~r)ρ

+

∫

d~r

∫

d~p

∫

dZ
δ̺q(t)

δ〈n̂d(~r, ~p;Z)〉t
∫

dΓN n̂d(~r, ~p;Z)ρ,

де l=1,2,3, b̂α1 = ε̂α(~r), b̂α2 = ~̂α(~r), b̂α3 = n̂α(~r), Pq(t) має властиво-
стi: Pq(t)̺(t) = ̺q(t), Pq(t)Pq(t

′) = Pq(t), Pq(t)̺q(t
′) = ̺q(t). Пiдста-

вивши (14) у (13), одержимо нерiвноважний статистичний оператор
запорошеної плазми:

̺(t) = ̺q(t) +
∑

α

∫

d~r′
t
∫

−∞

eε(t
′−t)T (t, t′)Iαε (~r

′; t′)βα(~r
′; t′)̺q(t

′)dt′

−
∑

α

∫

d~r′
t
∫

−∞

eε(t
′−t)T (t, t′)Iα (~r

′; t′)βk(~r
′; t′) (21)

×
(

~vα(~r
′; t′) + δα

Zαe

mαc
~A(~r′; t′)

)

̺q(t
′)dt′

+

∫

d~r′
∫

d~p′
∫

dZ ′

t
∫

−∞

eε(t
′−t)T (t, t′)Idn(~r

′, ~p′;Z ′; t′)ad(~r
′, ~p;Z ′; t′)̺q(t

′)dt′,

де

Iαε (~r; t) = (1 − P(t))iLN ε̂α(~r) (22)

– узагальнений потiк густини енергiї;

Iα (~r; t) = (1− P(t))iLN ~̂pα(~r) (23)

– узагальнений потiк густини iмпульсу;

Idn(~r, ~p;Z; t) = (1− P(t))iLN n̂d(~r, ~p;Z) (24)

– узагальнений потiк мiкроскопiчної густини порошинок.
У (22)–(24) узагальнений проекцiйний оператор Морi P(t) має таку
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структуру:

P(t)Â = 〈Â〉tq +
∑

α

∑

l

∫

d~r
δ〈Â〉tq

δ〈b̂αl(~r)〉t
(b̂αl

(

~r)− 〈b̂αl(~r)〉t
)

(25)

+

∫

d~r
δ〈Â〉tq

δ〈n̂d(~r, ~p;Z)〉t
(

n̂d(~r, ~p;Z)− 〈n̂d(~r, ~p;Z)〉t
)

.

При цьому P(t)P(t′) = P(t), P(t)(1 − P(t′)) = 0, P(t)b̂αl(~r) = b̂αl(~r),
P(t)n̂d(~r, ~p;Z) = n̂d(~r, ~p;Z). За допомогою нерiвноважного статис-
тичного оператора ̺(t) для параметрiв скороченого опису можна
отримати систему рiвнянь переносу, яку представимо у матричнiй
формi:

∂

∂t
〈Ã(~x)〉t = 〈Ã(~x)〉tq −

∫

d~x′

t
∫

−∞

eε(t
′−t)ϕ̃AA(~x, ~x

′; t, t′)F̃A(~x; t
′)dt′, (26)

де Ã(~x) = col(b̂αl(~r), n̂d(~r, ~p;Z)) = col(n̂α(~r), ~̂α(~r), ε̂α(~r), n̂d(~r, ~p;Z)) –

вектор-стовпчик; F̃A(~x; t
′) = col

(

−βα(~r; t)(να(~r; t) − mαv
2
α(~r; t)/2),

−βα(~r; t)
[

~vα(~r; t) + δα
Zαe
mαc

~A(~r; t)
]

, βα(~r; t), ad(~r, ~p;Z; t)
)

– вектор-
рядок;

ϕ̃AA(~x, ~x
′; t, t′) = 〈Ĩ(~x; t)T (t, t′)Ĩ+(~x′; t′)〉t′q (27)

=











0̃ 0̃ 0̃ 0̃
0̃ ϕ̃

II
ϕ̃

IIε
ϕ̃

II
d
n

0̃ ϕ̃
IεI

ϕ̃
IεIε

ϕ̃
IεIdn

0̃ ϕ̃
IdnI

ϕ̃
IdnIε

ϕ̃
IdnIdn











– блокова матриця, в якiй ϕ̃
IAIA

– матрицi узагальнених ядер пере-
носу, зокрема:

ϕ̃
II

(~r, ~r′, t, t′) =









ϕee
II

ϕei
II

ϕea
II

ϕie
II

ϕii
II

ϕia
II

ϕae
II

ϕai
II

ϕaa
II









(r,r′;t,t′)

, (28)

де дiагональнi елементи – ядра переносу, через якi визначаються
узагальненi коефiцiєнти в’язкостi для електронiв, iонiв та атомiв;
недiагональнi елементи – ядра переносу, що визначають перехреснi
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коефiцiєнти переносу й описують дисипативнi кореляцiї мiж потока-
ми густини iмпульсу електронiв, iонiв та атомiв. Подiбно матриця

ϕ̃
IεIε

(~r, ~r′, t, t′) =









ϕee
IεIε

ϕei
IεIε

ϕea
IεIε

ϕie
IεIε

ϕii
IεIε

ϕia
IεIε

ϕae
IεIε

ϕai
IεIε

ϕaa
IεIε









(r,r′;t,t′)

(29)

має дiагональнi елементи – ядра переносу, через якi визначаю-
ться узагальненi коефiцiєнти теплопровiдностi для електронiв, iо-
нiв та атомiв. Недiагональнi елементи – ядра переносу, що визна-
чають узагальненi перехреснi коефiцiєнти, якi описують дисипатив-
нi кореляцiї мiж потоками густини енергiї електронiв, iонiв, ато-
мiв. Вiдповiдно ядра переносу матриць ϕ̃

IεI
(~r, ~r′, t, t′), ϕ̃

IIε
(~r, ~r′, t, t′)

описують дисипативнi кореляцiї мiж узагальненими потоками iм-
пульсу та енергiї електронiв, iонiв i атомiв. Ядра переносу ма-
триць ϕ̃

II
d
n

(~r, ~r′, ~p′;Z; t, t′), ϕ̃
IdnI

(~r, ~r′, ~p′;Z; t, t′), ϕ̃
IdnIε

(~r, ~r′, ~p′;Z; t, t′),

ϕ̃
IεIdn

(~r, ~r′, ~p′;Z; t, t′) у (27) описують, вiдповiдно, дисипативнi коре-
ляцiї мiж узагальненими потоками густини iмпульсу та енергiї еле-
ктронiв, iонiв i атомiв з узагальненими потоками мiкроскопiчної фа-
зової густини порошинок. Причому

Ĩ(~x; t) = col(Iαn (~r; t), I
α
 (~r; t), I

α
ε (~r; t), I

d
n(~r, ~p;Z; t))

– вектор-стовпчик,

Ĩ(+)(~x′; t′) = (Iαn (~r
′; t′), Iα (~r

′; t′), Iαε (~r
′; t′), Idn(~r

′, ~p′;Z ′; t′))

– вектор-рядок, а Ĩ(~x′; t′)Ĩ(+)(~x′; t′) – їх скалярний добуток. Ядро
переносу ϕ̃

IdnIdn

(~r, ~p;Z;~r′, ~p′;Z ′; t, t′) описує дисипативнi кореляцiї мiж

узагальненими потоками мiкроскопiчної фазової густини порошинок
i визначає узагальнений коефiцiєнт дифузiї в фазовому просторi ко-
ординат та iмпульсiв порошинок. Рух електронiв, iонiв i заряджених
порошинок, у яких може змiнюватись поверхневий заряд, згiдно з
рiвняннями Максвелла (9)–(12) породжує електромагнiтнi поля. Ди-
сипативнi процеси переносу, пов’язанi з потоками густини iмпульсу,
енергiї електронiв, iонiв, атомiв та кiнетикою заряджених пороши-
нок, що описуються системою немаркiвських рiвнянь переносу (26),
впливатимуть на дисипацiю польових змiнних через правi частини
рiвнянь (10), (12).

Поряд зi статистичною теорiєю запорошеної плазми [7], яка ба-
зується на ланцюжку рiвнянь ББГКI для нерiвноважних функцiй
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розподiлу, нами запропоновано узгоджений опис кiнетичних та гi-
дродинамiчних процесiв з парцiальним вкладом динамiки кожної
компоненти на основi методу нерiвноважного статистичного опера-
тора Зубарєва. На основi отриманої системи рiвнянь переносу (26)
та усереднених рiвнянь Максвелла [23] можуть бути дослiдженi ча-
совi кореляцiйнi функцiї та узагальненi коефiцiєнти переносу запо-
рошеної плазми як для слабо, так i для сильно нерiвноважних про-
цесiв. Така система рiвнянь узгоджено враховує кiнетичнi та гiдро-
динамiчнi немаркiвськi процеси та взаємовплив динамiки частинок
та електромагнiтного поля. Важливими є дослiдження залежностей
узагальнених коефiцiєнтiв переносу в’язкостi, теплопровiдностi, iон-
ної та електронної провiдностi, що зв’язанi з ядрами переносу (28),
(29), вiд хвильового вектора та частоти. В запропонованому напрямi
дослiджень основна проблема зводиться до розрахунку узагальне-
них ядер переносу (27), зокрема ϕId

nI
d
n
(t) у кiнетичному рiвняннi для

〈n̂d(~r, ~p, Zd)〉t. При малих концентрацiях порошинок у ядрi перено-
су ϕId

nI
d
n
(t) можуть бути виконанi розклади за густиною порошинок.

Водночас важливими є дослiдження слабо нерiвноважних процесiв
у системi, коли градiєнти за просторовими координатами вiд нерiв-
новажних термодинамiчних параметрiв F̃A(~x; t

′) малi. У лiнiйному
наближеннi за градiєнтами вiдхилень нерiвноважних термодинамi-
чних параметрiв вiд їх рiвноважних значень система рiвнянь перено-
су (26) стає замкнутою, i, як вiдомо, в методi нерiвноважного стати-
стичного оператора її будуть задовольняти також рiвноважнi часовi
кореляцiйнi функцiї основного набору параметрiв скороченого опису
(4)–(6), (8). Цю задачу розглянемо у наступному роздiлi.

3. Слабо нерiвноважнi процеси у запорошенiй

плазмi

Розглянемо нерiвноважнi процеси у запорошенiй плазмi, коли нерiв-
новажнi термодинамiчнi параметри F̃A(x; t) мало вiдрiзняються вiд
їх рiвноважних значень F̃A(x; 0). Це еквiвалентне тому, що 〈Ã(x)〉t
мало вiдрiзняються вiд їх рiвноважних значень 〈Ã(x)〉0. Тут 〈. . .〉0 =
∫

dΓN . . . ̺0, ̺0 – рiвноважний статистичний оператор запорошеної
плазми. Тодi, розклавши квазiрiвноважний статистичний оператор
(14) за вiдхиленнями δF̃A(x; t) = F̃A(x; t)− F̃A(x; 0), обмежимося лi-
нiйним наближенням:

̺q(t) = ̺0

{

1−
∫

dxδF̃A(x; t)Ã(x)

}

. (30)

ICMP–11–10U 11

Далi, для зручностi скористаємося перетворенням Фур’є. Тодi
виключивши параметри δF̃A(~k; t) iз (30) за допомогою умов само-
узгодження (18)–(19), отримаємо

̺0q(t) = ̺0







1 +
∑

~k

∫

dx

∫

dx′δÃ~k(x; t)Φ̃
−1
AA(

~k, x, x′)Ã~k(x
′)







, (31)

де 〈δÃ~k(x)〉t = δÃ~k(x; t), δÃ~k(x) = Ã~k(x) − 〈Ã~k(x)〉0. Надалi x =
{~p, Z}, а iнтегрування стосується лише змiнної, що описує пiдсисте-
му порошинок. Φ̃−1

AA(
~k, x, x′) – матриця, обернена до матрицi кореля-

цiйних функцiй змiнних Ã~k(x):

Φ̃AA(~k, x, x
′) = 〈Ã~k(x)Ã

+
~k
(x′)〉0 (32)

=









Φ̃nn 0̃ 0̃ 0̃

0̃ Φ̃pp 0̃ 0̃

0̃ 0̃ Φ̃hh 0̃

0̃ 0̃ 0̃ Φ̃NN









(~k,x,x′)

.

Тут, зокрема,

Φ̃nn(~k) =





Φee
nn Φei

nn Φea
nn

Φie
nn Φii

nn Φia
nn

Φae
nn Φai

nn Φaa
nn





(~k)

(33)

– матриця рiвноважних кореляцiйних функцiй “густина-густина” для
електронiв, iонiв та нейтральних атомiв Φαγ

nn(
~k) = 〈n̂α

~k
n̂γ
~k
〉0.

Φ̃(~k) =





Φee
 0 0
0 Φii

 0
0 0 Φaa







(~k)

(34)

– матриця рiвноважних кореляцiйних функцiй “iмпульс-iмпульс” для
електронiв, iонiв та нейтральних атомiв Φαγ

 (~k) = 〈~̂α~k ~̂
γ
~k
〉0.

Φ̃hh(~k) =





Φee
hh Φei

hh Φea
hh

Φie
hh Φii

hh Φia
hh

Φae
hh Φai

hh Φaa
hh





(~k)

(35)

– матриця рiвноважних кореляцiйних функцiй “ентальпiя-ентальпiя”
для електронiв, iонiв та нейтральних атомiв Φαγ

hh(
~k) = 〈ĥα

~k
ĥγ
~k
〉0.

ĥα
~k
= ε̂α~k −

∑

γγ′

〈ε̂α~k n̂
γ
~k
〉0[Φ−1

nn(
~k)]γγ

′

n̂γ′

~k
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– узагальнена ентальпiя пiдсистеми частинок сорту α.

Φ̃NN (~k, x, x′) = ΦNN (~k, ~p, Z, ~p′, Z ′) = 〈N̂~k(~p, Z)N̂
−~k(~p

′, Z ′)〉0 (36)

– рiвноважна кореляцiйна функцiя “фазова густина - фазова густи-
на” для порошинок. Причому обернена функцiя Φ−1

NN(~k, ~p, Z, ~p′, Z ′)
визначається iнтегральним спiввiдношенням

∫

d~p′′
∫

dZ ′′ΦNN (~k, ~p, Z, ~p′′, Z ′′)Φ−1
NN (~k, ~p′′, Z ′′, ~p′, Z ′) = (37)

= δ(~p− ~p′)δ(Z − Z ′).

Нова кiнетична змiнна N̂~k(~p, Z) ортогональна до парцiальних гiдро-
динамiчних змiнних, вона виникає внаслiдок виключення термо-
динамiчних параметрiв:

N̂~k(~p, Z) = (1− PH)n̂d
~k
(~p, Z). (38)

PH – гiдродинамiчна частина проекцiйного оператора Морi (40). Не-
дiагональнi матрицi у пiдматрицi (32) описують перехреснi статичнi
кореляцiї мiж електронами, iонами, атомами та порошинками.

У наближеннi (31) нерiвноважний статистичний оператор (21)
буде мати вигляд

̺(t) = ̺0q(t)−
∑

~k

∫

dx

∫

dx′

∫ t

∞

eε(t
′−t) (39)

× T0(t, t
′)(1 − P0)iLN Ã~k(x)Φ̃

−1
AA(

~k, x, x′)δÃ
−~k(x, t

′)̺0dt
′,

де T0(t, t
′) = exp{(t′−t)(1−P0)iLN}, P0 – проекцiйний оператор Морi

для слабо нерiвноважних процесiв, який дiє на динамiчнi змiннi,

P0B̃ = 〈B̃〉0 +
∫

dx

∫

dx′〈B̃Ã+
~k
(x)〉0Φ̃−1

AA(
~k, x, x′)Ã~k(x

′) (40)

з властивостями P0(1−P0) = 0, P0Ã~k(x) = Ã~k(x). Як бачимо, нерiв-
новажний статистичний оператор є функцiоналом середнiх значень
〈Ã~k(x)〉t та узагальнених потокiв (1 − P0)iLN Ã~k(x). За допомогою
̺(t) (39) для 〈Ã~k(x)〉t отримується система рiвнянь [20], яку пред-
ставимо у матричному виглядi:

∂

∂t
〈δÃ~k(x)〉

t −
∫

iΩ̃AA(~k, x, x
′)〈δÃ~k(x

′)〉tdx′ (41)

+

∫

dx′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)ϕ̃0

AA(
~k, x, x′; t, t′)〈δÃ~k(x

′)〉t′dt′ = 0.
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Тут

iΩ̃AA(~k, x, x
′) =

∫

dx′′〈 ˙̃A~k(x)Ã
+
~k
(x′′)〉0Φ̃−1

AA(
~k, x′′, x′) = (42)

=









0̃ iΩ̃n 0̃ 0̃

iΩ̃n 0̃ iΩ̃h iΩ̃N

0̃ iΩ̃h 0̃ 0̃

iΩ̃Nn iΩ̃N iΩ̃Nh iΩ̃NN









(~k,x,x′)

– частотна пiдматриця, елементи якої описують статичнi кореля-
цiї мiж густинами числа частинок, iмпульсу та енергiї кожної ком-
поненти запорошеної плазми.

ϕ̃0
AA(

~k, x, x′; t, t′) =









0̃ 0̃ 0̃ 0̃
0̃ ϕ̃0

 ϕ̃0
h ϕ̃0

N

0̃ ϕ̃0
h ϕ̃0

hh ϕ̃0
hN

0̃ ϕ̃0
N ϕ̃0

Nh ϕ̃0
NN









(~k,x,x′;t,t′)

(43)

=

∫

dx′′〈(1− P0)
˙̃A~k(x)T0(t, t

′)(1− P0)
˙̃A+
~k
(x′′)〉0Φ̃−1

AA(
~k, x′′, x′)

– пiдматриця, елементами якої є ядра переносу (функцiї пам’ятi),
що описують дисипативнi процеси в запорошенiй плазмi, зокрема
дифузiйнi, в’язкi та тепловi процеси. Причому,

ϕ̃0
(

~k; t, t′) =





ϕee
II

ϕei
II

ϕea
II

ϕie
II

ϕii
II

ϕia
II

ϕae
II

ϕai
II

ϕaa
II





(~k;t,t′)

(44)

– матриця, елементи якої описують в’язкi процеси, зокрема ϕee
II

,

ϕii
II

та ϕaa
II

визначають узагальненi коефiцiєнти в’язкостi електрон-
ної, iонної та атомної компонент, а недiагональнi елементи описують
перехреснi в’язкi процеси мiж компонентами.

ϕ̃0
hh(

~k; t, t′) =





ϕee
IhIh

ϕei
IhIh

ϕea
IhIh

ϕie
IhIh

ϕii
IhIh

ϕia
IhIh

ϕae
IhIh

ϕai
IhIh

ϕaa
IhIh





(~k;t,t′)

(45)

– матриця, елементи якої описують процеси теплопровiдностi, зокре-
ма ϕee

IhIh
, ϕii

IhIh
та ϕaa

IhIh
визначають узагальненi коефiцiєнти тепло-

провiдностi електронної, iонної та атомної пiдсистем, а недiагональнi
елементи описують перехреснi процеси теплопровiдностi мiж компо-
нентами.
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Можна показати, що в методi нерiвноважного статистичного опе-
ратора [20] рiвнянням (41) зодовiльняють часовi кореляцiйнi функцiї
Φ̃AA(~k, x, x

′; t) = 〈Ã~k(x; t)Ã
+
~k
(x′)〉0:

Φ̃AA(~k, x, x
′; t) =









Φ̃nn Φ̃n Φ̃nh Φ̃nN

Φ̃n Φ̃ Φ̃h Φ̃N

Φ̃hn Φ̃h Φ̃hh Φ̃hN

Φ̃Nn Φ̃N Φ̃Nh Φ̃NN









(~k,x,x′;t)

, (46)

∂

∂t
Φ̃AA(~k, x, x

′; t)−
∫

dx′′iΩ̃AA(~k, x, x
′′)Φ̃AA(~k, x

′′, x′; t) (47)

+

∫

dx′′

∫ t

−∞

eε(t
′−t)ϕ̃0

AA(
~k, x, x′′; t, t′)Φ̃AA(~k, x

′′, x′; t′)dt′ = 0.

Зокрема, матриця часових кореляцiйних функцiй “густина-густина”
Φ̃nn(~k; t) зв’язана з матрицею парцiальних динамiчних структурних
факторiв S̃(~k;ω)

S̃(~k;ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞

eiωtΦ̃nn(~k; t) =





See Sei Sea

Sie Sii Sia

Sae Sai Saa





(~k;ω)

. (48)

Застосувавши перетворення Лапласа до матричного рiвняння (47),
отримаємо

sΦ̃AA(~k; s)− iΩ̃AA(~k)Φ̃AA(~k; s) + ϕ̃0
AAΦ̃AA(~k; s) = −Φ̃AA(~k; 0), (49)

де s = ω + iε.
Необхiдно зауважити, що у випадку A~k(x) = N̂~k(~p, Z) у системi

рiвнянь присутнє iнтегрування за d~p та dZ:

sΦ̃NN(~k, ~p, Z, ~p′, Z ′; s) (50)

−
∫

d~p′′
∫

dZ ′′iΩ̃NN(~k, ~p, Z, ~p′′, Z ′′)Φ̃NN (~k, ~p′′, Z ′′, ~p′, Z ′; s)

− iΩ̃NA(~k, ~p, Z)Φ̃AN (~k, ~p′, Z ′; s)

+

∫

d~p′′
∫

dZ ′′ϕ̃0
NN (~k, ~p, Z, ~p′′, Z ′′; s)Φ̃NN (~k, ~p′′, Z ′′, ~p′, Z ′; s)

+ ϕ̃0
NA(

~k, ~p, Z; s)Φ̃AN (~k, ~p′, Z ′; s) = −Φ̃NN (~k, ~p, Z, ~p′, Z ′; s).

Рiвнiсть det|zI − iΩ̃AA(~k; s) + ϕ̃0
AA(

~k; s)| = 0 визначає особливостi
колективних збуджень у запорошенiй плазмi, зумовлених електрон-
ними, iонними, атомними взаємодiями. Роль кожної компоненти у
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процесах поширення звуку, електропровiдностi, теплопровiдностi,
поляризацiйних ефектах своя. Вона проявляється у процесах утворе-
ння та зникнення певних впорядкованих структур, поляризацiйних
процесах у запорошенiй плазмi через парцiальнi динамiчнi структур-
нi фактори (48) та SNN (~k, Z, Z ′;ω) =

∫

d~p
∫

d~p′SNN (~k, ~p, Z, ~p′, Z ′;ω)
“заряд-заряд” для порошинок.

4. Колективнi моди

Значна асиметрiя запорошеної плазми за зарядами та масами, ро-
бить природним її опис на мовi парцiальної динамiки. Але зважаючи
на те, що при малiй концентрацiї порошинок їх динамiку можна вра-
ховувати на дифузiйному рiвнi, для випадку так званої iзотермiчної
плазми, коли температури всiх компонент є близькими за значенням,
опис запорошеної плазми можна також будувати i на консервативних
динамiчних змiнних. Зокрема, в набiр параметрiв скороченого опи-
су можна включити середнi значення Фур’є компонент парцiальних
густин частинок рiзних сортiв, повного iмпульсу та повної ентальпiї.
Пiдсистему порошинок i надалi описуватимемо кiнетичною змiнною.
Вибiр таких змiнних опису є виправданим тим, що надалi нас цiкави-
тимуть колективнi моди системи у гiдродинамiчнiй границi, i саме
такий набiр є звичним для опису багатокомпонентних рiдин. Отже,

n̂α
~k
=

Nα
∑

l=1

e−ikrαl , ~̂~k =
∑

α

~̂ α
~k

=
∑

α

Nα
∑

l=1

pαl e
−ikrαl (51)

– Фур’є компоненти числа частинок сорту α та густини повного iм-
пульсу,

ĥ~k = ε̂~k −
∑

αγ

〈ε̂~kn̂
α
~k
〉0[Φ−1

nn(
~k)]αγ n̂γ

~k
(52)

– Фур’є компоненти густини узагальненої ентальпiї та

ε̂~k =
∑

α

ε̂α~k =
∑

α

Nα
∑

l=1

eαl e
−ikrαl

– Фур’є компоненти густини повної енергiї, де

eαl =
(~pαl )

2

2mα
+

1

2

∑

γ

Nγ
∑

j=1

Vαγ(|~rαl − ~rγj |).
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Для такого набору параметрiв скороченого опису можемо отримати
систему рiвнянь переносу, аналогiчну (41), з тою вiдмiннiстю, що
змiнна N̂d(~k, ~p, Z) тепер визначається виразом подiбним (38)

N̂d(~k, ~p, Z) = (1− PH)nd
~k
(~p, Z), (53)

але проекцiйний оператор Морi PH побудований на наборi змiнних
(51)–(52). У такому випадку узагальнена гiдродинамiчна матриця на
основi рiвнянь переносу запишеться таким чином

T (k) = (54)
















ϕee
nn ϕei

nn ϕea
nn −iΩe

n ϕe
nh ϕe

nN

ϕie
nn ϕii

nn ϕia
nn −iΩi

n ϕi
nh ϕi

nN

ϕae
nn ϕai

nn ϕaa
nn −iΩa

n ϕa
nh ϕa

nN

−iΩe
n −iΩi

n −iΩa
n ϕ −iΩh −iΩN

ϕe
hn ϕi

hn ϕa
hn −iΩh ϕhh ϕHN

−iΩe
Nn −iΩi

Nn −iΩa
Nn −iΩN −iΩNh TNN

















(~k,~p,Z)

,

де TNN = −iΩNN + ϕNN .
Розрахунок колективних мод зводиться до знаходження власних

значень цiєї матрицi. Оскiльки точнi аналiтичнi вирази для власних
значень матрицi (54) вiдшукати важко, скористаємося наближеними
розрахунками. Традицiйно у границi малих k власнi значення можна
вiдшукати як ряд за хвильовим вектором z = z0+z1k+z2k

2. З iншого
боку, коли певнi перехреснi кореляцiї є малими, можна розвинути
теорiю збурень для колективних мод [21,22]. Ми скористаємося обома
методами. При цьому заради спрощення розрахункiв та можливостi
легкого порiвняння надалi зручно перейти вiд змiнних (51)–(52) до
повнiстю ортогонального набору змiнних:

n̂
(1)
~k

=

(

n̂e
~k
− Sei(k)

Sii(k)
n̂i
~k
− Sea(k)

Saa(k)
n̂a
~k

)

/C1(k), (55)

n̂
(2)
~k

=

(

n̂i
~k
− Sia(k)

Saa(k)
n̂a
~k

)

/C2(k), (56)

n̂
(3)
~k

= n̂a
~k
/C3(k), (57)

~̂J~k = ~̂~k/〈~̂~k~̂−~k〉
1/2
0 , (58)

Ĥ~k = ĥ~k/〈ĥ~kĥ−~k〉
1/2
0 , (59)

де Sαγ(k) = 〈n̂α
~k
n̂γ

−~k
〉0 – парцiальнi структурнi фактори. Констан-

ти Cα(k) є такими, щоб забезпечити нормування 〈n̂(α)
~k

n̂
(α)

−~k
〉0 = 1.

ICMP–11–10U 17

Кiнетична змiнна надалi є ортогональною до такого набору. Тодi
узагальнена гiдродинамiчна матриця у нових змiнних визначається
спiввiдношенням T̃ (k) = L−1(k)T (k)L(k), де L(k) – матриця перехо-
ду до нових змiнних, i є симетризованою:

T̃ (k) = (60)
















k2D11 k2D12 k2D13 −ikω
(1)
nJ

k2φ
(1)
nH

k2φ
(1)
nN

k2D21 k2D22 k2D23 −ikω
(2)
nJ

k2φ
(2)
nH

k2φ
(2)
nN

k2D31 k2D32 k2D33 −ikω
(3)
nJ

k2φ
(3)
nH

k2φ
(3)
nN

−ikω
(1)
Jn

−ikω
(2)
Jn

−ikω
(3)
Jn

k2Dl −ikωJH −ikωJN

k2φ
(1)
Hn

k2φ
(2)
Hn

k2φ
(3)
Hn

−ikωHJ k2DH k2φHN

−ikω
(1)
Nn

−ikω
(2)
Nn

−ikω
(3)
Nn

−ikωNJ −ikωNH TNN

















,

де TNN = νNN −ikωNN+k2DNN . Тут видiлено залежнiсть частотної
матрицi та матрицi функцiй пам’ятi вiд хвильового числа у гiдро-
динамiчнiй границi iΩ̃AA(k) = ikω̃AA, ϕ̃AA(k) = k2φ̃AA. Dαγ – вiд-

повiднi коефiцiєнти дифузiї, φ(α)
Hn та φ

(α)
nH описують процеси термо-

дифузiї, Dl – коефiцiєнт поздовжньої вязкостi, DH = λ/CV , де CV

та λ коефiцiєнти теплоємностi та теплопровiдностi системи, вiдповiд-
но. νNN – узагальнений коефiцiєнт тертя в iмпульсному просторi та
DNN – узагальнений коефiцiєнт дифузiї порошинок [24]. Для спро-
щення запису iмпульснi та зарядовi змiннi опускатимемо.

Теорiя збурення за хвильовим вектором

Шукаючи власнi значення матрицi (60) у виглядi розкладу за хви-
льовим вектором z = z0 + z1k+ z2k

2, знайдемо такi колективнi моди
системи:

zN = −νNN + iωNNk −
(

DNN − ωNJωJN

νNN

)

k2 (61)

– релаксацiйна мода, пов’язана з динамiкою порошинок;

zs± = ± ikcs −
1

2

[

1

c2s

(

DHωHJωJH + ω̃JnD̃nnω̃nJ + 2ω̃JH φ̃Hnω̃nJ

)

+ Dl +
ωNJωJN

νNN
± (ωNHωHJ + ω̃Nnω̃nJ)ωJN

cs

]

k2 (62)

– звуковi моди, в яких

cs =
(

ωHJωJH + ω
(1)
nJω

(1)
Jn + ω

(2)
nJω

(2)
Jn + ω

(3)
nJω

(3)
Jn

)1/2

(63)
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– адiабатична швидкiсть звуку. Як бачимо, при малих концентрацi-
ях порошинки не впливають на швидкiсть поширення звуку в систе-
мi, але змiнюють коефiцiєнт його загасання. Через велику густину
вклад вiд нейтральної компоненти є визначальним.

Також ми отримаємо кубiчне рiвняння для z2 (при z0 та z1 рiв-
них нулю), розв’язок якого дасть нам ще три моди: одну теплову та
двi дифузiйнi. Варто зазначити, що коефiцiєнти цього рiвняння не
будуть мiстити вкладiв вiд динамiки порошинок, а визначатимуться
тiльки кореляцiйними функцiями плазмових частинок. Хоча вiдшу-
кати коренi кубiчного рiвняння не становить труднощiв, однак такi
точнi розв’язки матимуть складну структуру i будуть незручними
для подальшого аналiзу. Тому для знаходженнi решти мод, скориста-
ємося теорiєю збурень для колективних збуджень, запропонованою
у [21,22]

Теорiя збурення за кореляцiями

Згiдно теорiї збурень для колективних мод [21, 22] для розрахунку
колективних збуджень у нульовому наближеннi виберемо матрицю
у наступному виглядi:

T (k) =

















k2D11 0 0 0 0 0
0 k2D22 0 0 0 0

0 0 k2D33 −ikω
(3)
nJ 0 0

0 0 −ikω
(3)
Jn k2Dl 0 0

0 0 0 0 k2DH 0
0 0 0 0 0 TNN

















. (64)

Вибiр узагальненої гiдродинамiчної матрицi у такому виглядi зумов-
лений тим, що змiнна n̂3 пов’язана з густиною нейтральних атомiв,
концентрацiя яких, як правило, є на 5–7 порядкiв бiльшою концен-
трацiй iонiв та електронiв. Вiдповiдно, нейтральна компонента є най-
бiльш енергоємною i її вклад у густину iмпульсу є головним. Саме
тому в поширеннi звуку визначальною є роль нейтральної пiдси-
стеми. Термо-в’язкi кореляцiї, а також кореляцiї, пов’язанi з пило-
вою компонентою (через малу концентрацiю), вважатимемо малими
i враховуватимемо їх як збурення.

Таким чином, у нульовому наближеннi ми отримаємо спектр ко-
лективних мод та вiдповiдних власних векторiв, якi є характерними
для вибраного набору змiнних. А саме:
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– двi релаксацiйнi моди, пов’язанi з дифузiєю плазмових частинок

z
(0)
D1

= −k2D11, xD1
= (1, 0, 0, 0, 0, 0), (65)

z
(0)
D2

= −k2D22, xD2
= (0, 1, 0, 0, 0, 0); (66)

– комплексно спряженi звуковi моди

z(0)s± = ± ikcT − k2Γ0, xs± =
1√
2
(0, 0,±1, 1, 0, 0), (67)

де cT =
(

ω
(3)
Jnω

(3)
nJ

)1/2

– iзотермiчна швидкiсть звуку, Γ0 = 1
2 (Dl +

D33) – коефiцiєнт загасання коливань у нульовому наближеннi;
– релаксацiйну теплову моду

z
(0)
H = −k2DH , xH = (0, 0, 0, 0, 1, 0); (68)

– релаксацiйну моду, пов’язану з дифузiєю порошинок

z
(0)
N = −νNN + ikωNN − k2DNN , xN = (0, 0, 0, 0, 0, 1). (69)

Перехреснi кореляцiї визначають матрицю збурення

δT (k) = (70)
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.

Тепер можемо розрахувати поправки до колективних мод, спри-
чиненi слабкими перехресними кореляцiями. Згiдно [21, 22] такi по-
правки у першому порядку за збуренням рiвнi нулю, а у другому –
обчислюються за формулою

δz(2)α =
∑

β

δT̄ ∗
αβδT̄βα

z
(0)
α − z

(0)
β

, (71)

причому β пробiгає всi можливi значення, але з iнших пiдкласiв,
нiж α. δT̄αβ — матриця збурення в представленнi власних векто-
рiв матрицi T0(k). δT̄αβ = (xαδTxβ) =

∑

i,j x
∗
i,αδTijxj,β , а спряжена

матриця визначається як δT̄ ∗
αβ =

∑

i,j x
∗
i,βδTijxj,α. Розрахувавши за
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допомогою власних векторiв (65)–(69) необхiднi елементи δT̄αβ i бе-
ручи до уваги результати нульового наближення для колективних
мод (65)–(69), можемо розрахувати шуканi поправки. Для дифузiй-
них мод вони матимуть вигляд

δz
(2)
D1

= −k2

(

D12D21

D11 −D22
+

φ
(1)
nHφ

(1)
Hn

D11 −DH
+ ω

(1)
Jnω

(1)
nJ

Γ0 −D11

c2T

)

, (72)

δz
(2)
D2

= −k2

(

D21D12

D22 −D11
+

φ
(2)
nHφ

(2)
Hn

D22 −DH
+ ω

(2)
Jnω

(2)
nJ

Γ0 −D22

c2T

)

; (73)

для звукових збуджень матимемо

δz(2)s± = ± ikcT
ω
(1)
Jnω

(1)
nJ + ω

(2)
Jnω

(2)
nJ + ωJHωHJ

2c2T
(74)

− k2
1

2c2T

[

(D11 − Γ0)ω
(1)
Jnω

(1)
nJ + (D22 − Γ0)ω

(2)
Jnω

(2)
nJ

+ (DH − Γ0)ωJHωHJ

]

+
ωJNωNJ

νNN
;

поправка до теплової моди

δz
(2)
H = −k2

(

φ
(1)
Hnφ

(1)
nH

DH −D11
+

φ
(2)
Hnφ

(2)
nH

DH −D22
+ ωHJωJH

Γ0 −DH

c2T

)

; (75)

поправка для моди, що описує дифузiю порошинок

δz
(2)
N = k2

ωNJωJN

νNN
. (76)

Тепер можемо записати вирази для мод з поправками. Отже, ди-
фузiйнi моди запишуться наступним чином

zD1
= −k2

(

D11

[

1− ω
(1)
Jnω

(1)
nJ

c2T

]

(77)

+
D12D21

D11 −D22
+

φ
(1)
nHφ

(1)
Hn

D11 −DH
+ Γ0

ω
(1)
Jnω

(1)
nJ

c2T

)

,

zD2
= −k2

(

D22

[

1− ω
(2)
Jnω

(2)
nJ

c2T

]

(78)

+
D21D12

D22 −D11
+

φ
(2)
nHφ

(2)
Hn

D22 −DH
+ Γ0

ω
(2)
Jnω

(2)
nJ

c2T

)

.
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Звуковi збудження

z(2)s± = ± ikcT (1 + ∆/2)− k2
1

2

{

Dl (1−∆/2) (79)

+
1

c2T

[

DHωJHωHJ +D11ω
(1)
Jnω

(1)
nJ +D22ω

(2)
Jnω

(2)
nJ

+ D33ω
(3)
Jnω

(3)
nJ (1−∆/2)

]

+
ωJNωNJ

νNN

}

,

де

∆ =
ω
(1)
Jnω

(1)
nJ + ω

(2)
Jnω

(2)
nJ + ωJHωHJ

c2T
. (80)

Теплова мода

z
(2)
H = −k2

(

DH

[

1− ωHJωJH

c2T

]

(81)

+
φ
(1)
Hnφ

(1)
nH

DH −D11
+

φ
(2)
Hnφ

(2)
nH

DH −D22
+ Γ0

ωHJωJH

c2T

)

.

Релаксацiйна мода для порошинок

z
(2)
N = −νNN + ikωNN − k2

(

DNN − ωNJωJN

νNN

)

. (82)

Аналiзуючи отриманi вирази, можемо побачити, що врахування пе-
рехресних кореляцiй дещо модифiкує колективнi моди системи. Як
бачимо, вклади вiд динамiки порошинок проявляються тiльки в по-
рядку пропорцiйному k2 у звукових збудженнях та релаксацiйнiй мо-
дi порошинок, тобто не впливають на швидкiсть поширення звуку у
системi. Вiдповiднi перехреснi кореляцiї перенормовують лише кое-
фiцiєнти загасання. При цьому дифузiйнi та теплова моди не змiню-
ються пiд впливом порошинок. Врахування перехресних кореляцiй
дає можливiсть враховувати динамiку всiх компонент, зокрема i пи-
лової, в процесах поширення та загасання звуку. Так з врахуванням
поправок звуковi моди матимуть вигляд

zs± = z(0)s± + δz(2)s± = ± ikcs − Γ2
k, (83)

cs =
(

ω
(3)
Jnω

(3)
nJ

)1/2

(84)

×
(

1 +
1

2

ω
(1)
Jnω

(1)
nJ + ω

(2)
Jnω

(2)
nJ + ωJHωHJ

ω
(3)
Jnω

(3)
nJ

)

.
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Таким чином, включення термо-в’язких кореляцiй перенормовує iзо-
термiчну швидкiсть звуку в адiабатичну. В силу малостi другого до-
данка в дужках, використавши розклад

√
1 + ∆ = 1+∆/2+ . . ., цей

вираз можна представити наступним чином:

cs =
(

ω
(1)
Jnω

(1)
nJ + ω

(2)
Jnω

(2)
nJ + ω

(3)
Jnω

(3)
nJ + ωJHωHJ

)1/2

, (85)

що збiгається з виразом (63), отриманим ранiше. Перейшовши до
старих змiнних (чистих густин компонент), можемо отримати вiдо-
мий вираз для швидкостi звуку у багатокомпонентнiй системi

cs =
(

ωe
Jnω

e
nJ + ωi

Jnω
i
nJ + ωa

Jnω
a
nJ + ωJHωHJ

)1/2
(86)

з вкладами вiд компонент, де головним є вклад вiд пiдсистеми ней-
тральних частинок ωa

Jnω
a
nJ .

Знехтувавши вкладами вiд пилових частинок, можемо вiд-
творити вiдомi вирази для звукових мод, зокрема для коефiцiєнта
загасання звуку (62). Порiвнюючи формули (62) та (79), переконує-
мося, що теорiя збурень для колективних мод за кореляцiями дає де-
що неточнi вирази для коефiцiєнтiв загасання, про що йшлося у [22].
Але неважко переконатися, що певнi головнi вклади зберiгаються.
Вирази для релаксацiйної моди порошинок знайденi двома способа-
ми збiгаються.

Важливо зазначити, що при парцiальному описi, окрiм згаданих
мод, ми додатково отримали б релаксацiйнi збудження кiнетичного
типу, пов’язанi з мiжсортовою взаємодiєю.

5. Висновки

Отже, у цiй роботi ми запропонували ще один пiдхiд до опису такої
складної системи, як запорошена плазма, який базується на методi
НСО Зубарєва. Оскiльки пiдсистеми запорошеної плазми знаходя-
ться у рiзних станах, такий пiдхiд дає можливiсть узгоджено вра-
ховувати кiнетику поршинок та гiдродинамiку електронiв, iонiв та
нейтральних атомiв. У запропонованiй роботi на основi опису пар-
цiальної динамiки ми побудували нерiвноважний статистичний опе-
ратор запорошеної плазми i з його допомогою отримали узагальненi
рiвняння переносу, якi узгоджено враховують кiнетичнi та гiдроди-
намiчнi процеси у системi. Для випадку слабо нерiвноважних проце-
сiв, коли вiдхилення нерiвноважних термодинамiчних параметрiв вiд
їх рiвноважних значень є незначними, отримано систему рiвнянь пе-
реносу. Аналогiчна система отримується i для рiвноважних часових
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кореляцiйних функцiй, побудованих на змiнних скороченого опису.
В такому наближеннi ця система рiвнянь є замкнутою.

Альтернативними до парцiальних змiнних можуть бути змiннi гу-
стин числа частинок усiх сортiв, повного iмпульсу та повної енергiї
(ентальпiї). Такий набiр змiнних можна використати при дослiджен-
нi спектру колективних збуджень iзотермiчної плазми у гiдродина-
мiчнiй границi, адже дослiдження колективних мод на основi парцi-
альних змiнних є бiльш характерними для областi виходу з гiдроди-
намiчного режиму. Застосувавши теорiю збурень для колективних
мод за хвильовим вектором та кореляцiями ми вiдшукали спектр
колективних збуджень запорошеної плазми. При цьому у другому
наближеннi за збуренням у дифузiйних та тепловiй модi не вини-
кають вклади, пов’язанi зi взаємодiєю частинок плазми з пиловою
компонентою. Врахування динамiки порошинок проявляється у пе-
ренормуваннi коефiцiєнта загасання звуку. При цьому вирази для
релаксацiйної моди, пов’язаної з динамiкою порошинок, отриманi
обома методами збiгаються. Нехтуючи кореляцiями з пиловою пiд-
системою, з отриманих результатiв можна вiдтворити вiдомi вирази
для колективних збуджень багатокомпонентної системи.
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