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Вступ

Данiй тематицi присвяченi роботи [1, 2], де отримано форму бази-
сного розподiлу флуктуацiй параметра порядку поблизу критичної
точки розшарування та знайдена вiльна енергiя такої системи, ен-
тропiя та теплоємнiсть. Останнi мiстять виключно температурну за-
лежнiсть та розглядаються як такi, що належать до класу унiвер-
сальностi моделi Iзiнга при вiдсутностi зовнiшнього поля. В роботi [2]
розглядається випадок симетричної бiнарної сумiшi, в якiй частинки
обох сортiв мають однаковi розмiри σaa = σbb = σab (тут a та b вказу-
ють на належнiсть до сорту a та сорту b) та однаковi потенцiали вза-
ємодiї Φaa(r) = Φbb(r) = Φ(r). Рiзним в такiй системi є взаємодiя мiж
сортами Φab(r) 6= Φ(r). Бiльш цiкавим є випадок реальних бiнарних
систем, де частинки рiзних сортiв мають рiзнi розмiри σaa 6= σbb та
характеризуються своїми потенцiалами взаємодiї, якi вiдрiзняються
один вiд iншого Φaa(r) 6= Φbb(r). Зрозумiло, що в загальному випад-
ку iснують також взаємодiї Φab(r) мiж частинками рiзних сортiв, якi
вiдрiзняються вiд взаємодiй односортних частинок. Подiбне вивчен-
ня було предметом робiт [3,4], де фазова поведiнка двокомпонентних
флюїдних систем розглянута для бiльш загального випадку нiж мо-
дель симетричної сумiшi, однак розрахунки виконанi в наближеннi
RPA. Використання такого простого наближення зумовлено суттє-
вим наростанням труднощiв математичного характеру при переходi
вiд моделi симетричної сумiшi до випадку, коли кожен сорт систе-
ми характеризується своїми особливими властивостями. Важливою є
робота [5], де в гаусовому наближеннi проведений розрахунок темпе-
ратури фазового переходу в двокомпонентнiй просторово-однорiднiй
системi. Шляхом дiагоналiзацiї виразу для статистичної суми вста-
новлено, що в такiй системi можуть мати мiсце як явища розшарува-
ння, так i фазовий перехiд рiдина-газ, причому їхня черговiсть зале-
жить вiд величини параметрiв мiжчастинкових потенцiалiв взаємо-
дiї. Недолiком використання гаусового наближення є неможливiсть
опису властивостей систем нижче деякої температури TG, оскiльки
при температурах T < TG дисперсiя гаусового розподiлу стає вiд’єм-
ною i такий пiдхiд перестає описувати фiзичнi процеси.

Подальшi роботи в цьому напрямку [6, 7] стосувалися, здебiль-
шого, дослiдження двокомпонентних систем в рамках моделi симе-
тричної сумiшi поблизу критичних точок фазових переходiв розша-
рування. Тут, зокрема, побудованi залежностi критичної густини та
критичної температури бiнарної симетричної сумiшi вiд мiкроскопi-
чних параметрiв моделi.



2 Препринт

Метою даної роботи є узагальнення отриманих ранiше резуль-
татiв на випадок бiльш реалiстичних моделей бiнарної сумiшi нiж
симетрична. Таке узагальнення повинно, однак, дозволяти викону-
вати розрахунки iз врахуванням негаусових флуктуацiй параметра
порядку.

1. Модель бiнарної двокомпонентної системи ней-

тральних частинок

Вихiдним моментом побудови моделi є робота [8], де запропоновано
функцiонал великої статистичної суми багатокомпонентної системи
з видiленою системою вiдлiку. Взаємодiя в цiй роботi умовно розби-
вається на двi частини

uγδ(rij) = Ψγδ(rij) + Φγδ(rij). (1.1)

Тут iндекси γ, δ нумерують сорти частинок, а запис (1.1) означає, що
частинка сорту γ в точцi ~ri взаємодiє з частинкою сорту δ, яка знахо-
диться в точцi ~rj . Функцiя Ψγδ(r) описує вiдштовхувальну частину
потенцiалу взаємодiї i вибирається у виглядi взаємодiї пружних ку-
льок, дiаметром σγ

Ψγδ(rij) =

{

∞, r < σγδ
0, r ≥ σγδ,

де σγδ = 1
2 (σγ + σδ), а Φγδ(r) є потенцiалом притягнення [8]

Φγδ(rij) = ǫγδ

{

e−2(r−Rγδ)/αγδ − 2e−(r−Rγδ)/αγδ

}

. (1.2)

Тут параметр ǫγδ визначає глибину потенцiальної ями, Rγδ – коорди-
ната мiнiмуму функцiї Φγδ(r), а величини αγδ характеризують радiус
дiї потенцiалу взаємодiї частинок сорту γ та δ. Особливiстю пiдходу,
розвинутого в [8], є включення потенцiалу вiдштовхування (1.2) до
системи вiдлiку - сукупностi пружних кульок з дiаметром σγ . Основ-
нi взаємодiї притягувального характеру (1.2) приймалися до уваги з
використанням множини колективних змiнних. Якобiан переходу вiд
множини iндивiдуальних координат частинок до множини колектив-
них змiнних (КЗ), розрахований з використанням системи вiдлiку у
виглядi пружних кульок, зображується у виглядi кумулянтного роз-
кладу, причому кумулянти Mγ1(k), Mγ1γ2(k1, k2), Mγ1...γn(k1, ..., kn)
виражаються через фур’є-образи парцiальних кореляцiйних функцiй
системи вiдлiку i, таким чином, є складними функцiями хвильових
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векторiв ~ki. При виконаннi конкретних розрахункiв вирази для ку-
мулянтiв спрощувалися шляхом використання рiзного роду набли-
жень. Так в [8] i наступних роботах використовується та обставина,
що при k1 = k2 = ... = kn = 0 кумулянти виражаються через тер-
модинамiчнi функцiї системи вiдлiку, якi вважаються вiдомими [3].
Тому робиться припущення, що кумулянти можна замiнити їхнiми
значеннями при kn = 0, а залежнiсть вiд хвильового вектора можна
наближено врахувати через парцiальнi бiнарнi кореляцiйнi функцiї.

В данiй роботi до системи вiдлiку не включаються жоднi взає-
модiї i, як наслiдок, якобiан переходу до КЗ розраховується з вико-
ристанням системи невзаємодiючих частинок. Такий пiдхiд має ряд
вiдмiнностей вiд використання системи вiдлiку у виглядi пружних
кульок. Перша з них пов’язана з використанням рiзних просторiв
змiнних при розрахунку якобiану переходу та великої статистичної
суми. Вiдомо, що якобiан переходу може бути розрахований лише в
просторi iндивiдуальних координат, в той час як статсуму зручно
обчислювати в просторi КЗ. Методи розрахунку в обох згаданих
вище просторах є принципово рiзними, а отже вимагають викори-
стання рiзних наближень. Завданням теорiї є або якимось чином
досягти узгодження (визначити спiльну точнiсть) виконаних набли-
жень, або ж на одному з етапiв розрахункiв виключити виконання
будь-яких наближень. Виявляється, що забезпечити виконання цих
умов неможливо для системи вiдлiку у виглядi пружних кульок. Для
цiєї системи розрахунок впливу короткосяжних взаємодiй здiйснює-
ться в просторi iндивiдуальних координат з використанням рiвняння
Орнштейна-Цернiке. Вiдомо, що розв’язок цього рiвняння суттєвим
чином залежить вiд граничних умов (замикання). Для системи пру-
жних кульок вiдомий розв’язок в наближеннi Перкуса-Йєвiка [9]. Ви-
значити якийсь малий параметр цього наближення проблематично.
Хоча, таке наближення добре працює для малих густин [10]. Дале-
кодiя, точнiше притягальна частина потенцiалу Φγδ(r) враховується
в просторi КЗ, де наближення пов’язанi не з умовою замикання рiв-
няння Орнштейна-Цернiке, а iз формою розподiлу флуктуацiй [11].
Якихось спiльних критерiїв оцiнки точностi згаданих вище методiв
сформулювати не вдається. Уникнути цiєї проблеми (неузгодженостi
точностi) вдається при використаннi в якостi системи вiдлiку нев-
заємодiючих частинок. Розрахунок якобiану переходу вдається ви-
конати точно i цим самим проблема узгодження точностi в рiзних
просторах вирiшується.

Iнша вiдмiннiсть полягає в формi виразiв для кумулянтiв, отри-
маних в рамках системи вiдлiку в виглядi пружних кульок та систе-
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ми вiдлiку iз сукупностi невзаємодiючих частинок. Якщо у першо-
му випадку формули для кумулянтiв є наближеними i виражаються
через фур’є-образи парцiальних кореляцiйних функцiй системи пру-
жних кульок, то у другому випадку отримуємо точнi (та принципово
простiшi) вирази для кумулянтiв якобiану переходу.

В принципi, якщо при розрахунку фiзичних властивостей деякої
системи використовується система вiдлiку, то вважається, що до її
складу слiд включити якомога бiльше взаємодiй для врахування
яких наявнi точнi або достатньо надiйнi методи розрахунку. По вiд-
ношенню до решти взаємодiй розвивається той чи iнший наближений
метод теоретичного розрахунку. З цiєї точки зору система вiдлiку у
виглядi пружних кульок є суттєво загальнiшою, нiж система нев-
заємодiючих частинок. Вона включає ефекти вiдштовхування, чого
нема в невзаємодiючiй системi вiдлiку. Однак надлишкове ускладне-
ння системи вiдлiку (при вiдсутностi для неї точного розв’язку) при-
водить до необгрунтованої складностi врахування решти (основних,
визначальних) взаємодiй i створенню принципових проблем для зна-
ходження розв’язку загальної задачi на мiкроскопiчному рiвнi.

Розглянемо систему нейтральних частинок m сортiв помiщену в
обТємi V при температурi T , причому маємо Na1 частинок сорту
a1, Na2 частинок сорту a2, ... та Nam частинок сорту am. Велика
статистична сума такої системи

Ξ =
∞
∑

Na1
=0

...
∞
∑

Nam=0

1

Na1 !
...

1

Nm!
eβ

∑
γ µγNγ

∫

(dΓ) exp
(

−βUNa1
...Nam

)

.

(1.3)
Тут γ набуває значень a1, a2, ...am, β = 1/kBT

(dΓ) =
∏

γ

(dΓγ); dΓγ = drγ1 ...dr
γ
Nγ
,

µ′
γ = µγ + β−1 ln Λ−3

γ , Λγ = h(2πmγβ
−1)−1/2, (1.4)

де kB – стала Больцмана, mγ – маса частинки сорту γ, µγ – хiмiчний
потенцiал частинок сорту γ, h – постiйна Планка. Для спрощення
розрахункiв вважатимемо, що взаємодiя в (1.3) має попарно адитив-
ний характер [8]

UNa1
...Nam

=
1

2

∑

γ,δ

Nγ
∑

i=1

Nδ
∑

j=1

Uγδ(|~ri − ~rj |), γ, δ = a1, a2, ..., am.

Для розрахунку виразу (1.3) використаємо множину колективних
змiнних (КЗ) [10]. Розглянемо оператор густини числа частинок n̂(R)
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в точцi простору ~R

n̂γ(R) =

Nγ
∑

l=1

δ(R −R
(γ)
l ). (1.5)

Тут iндекс сумування l нумерує частинки системи сорту γ, а δ(R −
Rl) = δ(x − xl)δ(y − yl)δ(z − zl) – дельта функцiя Дiрака, для якої
має мiсце представлення

δ(R − Rl) =
1

V

∑

k

eik(R−Rl),

Маємо

n̂γ(R) =

Nγ
∑

l=1

1

V

∑

k

ei kRe−ikRl =
1

V

∑

k

eikR





Nγ
∑

l=1

e−ikRl



 =

=
1

V

∑

k

ρ̂ke
ikR.

Таким чином, величина ρ̂k є фур’є-образом оператора числа части-
нок n̂γ(R):

ρ̂k,γ =

Nγ
∑

l=1

e−ikRl ; ρ̂0,γ = Nγ . (1.6)

Зауважимо, що означення (1.6) вiдрiзняється1 вiд аналогiчної вели-
чини iз [10] вiдсутнiстю доданка (−

√
Nδk.o) i спiвпадає iз означенням,

введеним в [8].
Введемо подiбно до [10] колективнi змiннi ρk,γ = ρc

k,γ − iρs
k,γ

ρ̂ck,γ =

∫ ∞

−∞

ρck,γδ
(

ρck,γ − ρ̂ck,γ
)

dρck,γ

ρ̂sk,γ =

∫ ∞

−∞

ρsk,γδ
(

ρsk,γ − ρ̂sk,γ
)

dρsk,γ

1В роботi [10] використане наступне означення оператора КЗ

ρ̂k =
1

√

N

N∑

l=1

eikRl −

√

Nδk,o,

який описує вiдхилення густини числа частинок сорту γ вiд середнього значення
ηγ = Nγ/V . Оператор (1.5-4) має змiст оператора числа частинок сорту γ.



6 Препринт

ρ̂o,γ =

∫ ∞

−∞

ρo,γδ (ρo,γ −N) dρo,γ .

Величини ρck,γ , ρ
s
k,γ , ρo,γ змiнюються вiд плюс до мiнус безмежностi.

Вiдповiдно до означення (1.6) маємо наступнi спiввiдношення

ρ̂ck,γ = ρ̂c−k,γ ; ρ̂sk,γ = −ρ̂s−k,γ .

Таких же властивостей будемо вимагати i вiд змiнних ρk,γ [10]. Озна-
чимо також символ Кронекера δk,0 = δkx,0δky,0δkz,0 для дискретного
аргумента k

δk,0 =
1

V

∫

d~Rie
i~k ~Ri =

{

1 при k = 0
0 при k 6= 0

Внутрiшня енергiя багатосортної системи, що складається iз Nγ
частинок сорту aγ має вигляд:

dE = TdS − pdV +
∑

γ

µγdNγ

де p – тиск, S – ентропiя та N̄γ – середнє число частинок сорту γ (γ =
a1, ..., am) вiдповiдно. Приймемо до уваги основне спiввiдношення

pV = kT ln Ξ (1.7)

причому для розрахунку основних термодинамiчних величин маємо

p(T, µ, V ) = kT

(

∂ ln Ξ

∂V

)

T,µγ

,

S(T, µ, V ) = k ln Ξ + kT

(

∂ ln Ξ

∂T

)

V,µγ

,

N̄γ1(T, µ, V ) = kT

(

∂ ln Ξ

∂µγ1

)

T,V,µγ′

. (1.8)

де µγ′ означає, що серед значень µa1 , µa2 , ..., µam нема µγ1 . Таким
чином, основним завданням при теоретичному описi поведiнки ба-
гатокомпонентної системи в околi критичної точки розшарування
є розрахунок великої статистичної суми, яка в представленнi коле-
ктивних змiнних має вигляд [8]

Ξ = Ξ0

∫

exp
(

−1

2

∑

γ,δ

β

V

∑

k

Uγδ(k)ρ~k,γρ−~k,δ
)

J(ρ)(dρ). (1.9)
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Тут Ξ0 – велика статистична сума системи вiдлiку iз невзаємодiючих
частинок

Ξ0 =

∞
∑

Na1
=0

...

∞
∑

Nam=0

[

∏

γ

eβµγNγ
1

Nγ !

(

V

Λ3
γ

)Nγ

]

=
∏

γ

eV z
′

γ , (1.10)

де
z′γ =

zγ
Λ3
γ

, zγ = eβµγ . (1.11)

zγ – активностi частинок сорту γ. Елемент фазового простору

(dρ) =
∏

γ

{

dρ0,γ
∏

k

dρc~k,γdρ
s
~k,γ

}

, (1.12)

причому тут k > 0.
Величина Uγδ(k) є фур’є-образом потенцiалу взаємодiї

Ũγδ(r) = Ψ̃γδ(r) + Φ̃γδ(r), (1.13)

де частина Ψ̃γδ(r) описує вiдштовхування частинок на малих вiдста-
нях i записується у виглядi

Ψ̃γδ(r) = Aγδe
−(r−σγδ)/∆γδ , (1.14)

де Aγδ описує iнтенсивнiсть взаємодiї частинок сорту γ та сорту δ,
σγδ – параметр, що пов’язаний iз власними розмiрами частинок, а
величина ∆γδ характеризує ефективний радiус короткодiї i приймає
малi значення в порiвняннi iз σγδ:

∆γδ ≪ σγδ, (1.15)

Умова (1.15) забезпечує рiзке зростання (1.14) при r ≪ σγδ. Iнша
частина (1.13) описує притягання i має вигляд

Φ̃γδ(r) = ǫγδ

[

e−s(r−Rγ,δ)/αγδ − se−(r−Rγ,δ)/αγδ

]

, (1.16)

де величина ǫγδ характеризує глибину потенцiальної ями, яка дося-
гається при r = Rγδ i рiвна (s − 1)ǫγδ; параметр αγδ характеризує
ефективний радiус притягання, причому

∆γδ ≪ αγδ ≤ σγδ ≤ Rγδ. (1.17)
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Що стосується параметра s, то s > 1. Приймаючи до уваги (1.15) та
(1.17), будемо вважати, що умови накладенi на параметри потенцiа-
лiв Ψ̃(r) та Φ̃(r) забезпечують виконання рiвностей:

Rγδ = σγδ + αγδ ln s/(s− 1),

Φγδ(σγδ) = 0 (1.18)

Φγδ(Rγδ) = −(s− 1)ǫγδ

Маємо наступнi властивостi потенцiалу взаємодiї

Ũ(r) =























Aγδe
σγδ/∆γδ

(

≫ ǫγδe
sRγδ/αγδ

)

, при r = 0,
Aγδ (≪ ǫγδ) , при r = σγδ,

−(s− 1)ǫγδ

(

≫ Aγδe
−

αγδ
∆γδ

lns
s−1

)

, при r = Rγδ,

−se−r/αγδ → 0, при r ≫ Rγδ.

(1.19)

Зауважимо, що виконання (1.19) пов’язане як з умовами (1.17), так
i умовою

Aγδ ≪ ǫγδ,
Aγδ
ǫγδ

≪ exp

(

αγδ
∆γδ

ln s

s− 1

)

, (1.20)

яка фактично забезпечує перехiд виразу Φ̃γδ(r) при r ≥ σγδ у вираз
Ψ̃γδ(r) при r < σγδ.

Однiєю з необхiдних умов використання методу КЗ є iснування
фур’є-образу потенцiалу взаємодiї для всiх можливих значень хви-
льового вектора. Вiдштовхувальна частина потенцiалу має насту-
пний фур’є-образ (Ψ(k) =

∫

(dr)Ψ(r) exp(−ikr))

Ψγδ(k) = 8πAγδ∆
3
γδ

eσγδ/∆γδ

(1 + ∆2
γδk

2)2
. (1.21)

Фур’є-образ повного потенцiалу (1.13) має вигляд

Uγδ(k) = 8πǫγδα
3
γδs







−eRγδ/αγδ

(1 + α2
γδk

2)2
+

1

s4
esRγδ/αγδ

(

1 +
(αγδ

s

)2
k2
)2+

+
Aγδ
ǫγδ

(

∆γδ

αγδ

)3
1

s

eσγδ/∆γδ

(1 + ∆2
γδk

2)2

]

. (1.22)

Важливе значення вiдiграє величина Uγδ(k) при k = 0. Маємо

Uγδ(0) = 8πǫγδα
3
γδse10, (1.23)
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де

e10 = −eRγδ/αγδ + s−4esRγδ/αγδ +
Aγδ
ǫγδ

(

∆γδ

αγδ

)3
1

s
eσγδ/∆γδ . (1.24)

Якобiан переходу J(ρ), що входить до виразу (1.9), має вигляд

J(ρ) =
1

Ξ0

∏

γ

∞
∑

Nγ=0

1

Nγ !
eβµ

′

γNγ ×

×
∫

(dΓ)







δ (ρ0,γ − ρ̂0,γ)

′

∏

k

δ (ρk,γ − ρ̂k,γ)







, (1.25)

де множник Ξ0 введений виключно для зручностi розрахункiв,
штрих бiля знаку добутку означає, що k 6= 0, а для операторiв ρ̂k,γ
(що є аргументами δ-функцiй Дiрака) маємо (1.6) Внаслiдок наявно-
стi добутку δ-функцiй у виразi для якобiану переходу (1.25) можна
використовувати наступне перетворення у виразi (1.9)

βµγNγ = βµγρ0,γ .

Таке перетворення є строгим i не вносить в обчислення жодного на-
ближення. Результат використання такого перетворення приведений
в кiнцi даного роздiлу, а зараз проведемо прямий розрахунок явного
виразу (1.25).

Використаємо iнтегральне представлення для δ-функцiй:

δ(ρ− ρ̂) =

∫ ∞

−∞

dν exp [2πi(ρ− ρ̂)ν] . (1.26)

Тодi для великої статистичної суми (1.9) отримуємо

Ξ = Ξ0

∫

(dρ) exp
(

−1

2

∑

γ,δ

β

V

∑

k

Uγδ(k)ρ~k,γρ−~k,δ
)

×

×
∫

(dν) exp
(

2πi
∑

γ

∑

k

ν~k,γρ~k,γ
)

J̄(ν), (1.27)

де змiннi ν~k,γ є спряженими до колективних змiнних ρ~k,γ , причому
для всiх k 6= 0 маємо

ν~k,γ =
1

2

(

νck,γ + iνsk,γ
)

,
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де νck,γ та νsk,γ – дiйснi числа, якi приймають значення вiд мiнус до
плюс безмежностi

(dν) =
∏

γ







dν0,γ

′

∏

k

dνc~kdν
s
~k







.

Для J̄(ν) iз (1.27) знаходимо

J̄(ν) =
1

Ξ0

∏

γ

∞
∑

Nγ=1

1

Nγ !
eβµγNγ

∫

(

dr
(γ)
1 ...dr

(γ)
Nγ

)

×

× exp(−2πi
∑

~k

ν~k,γ ρ̂~k,γ). (1.28)

Зауважимо, що (1.28) принципово вiдрiзняється вiд аналогiчного ви-
разу в [8], де в пiдiнтегральному виразi мiстилася взаємодiя внаслi-
док присутностi множника

exp (−βΨγδ(rij)) ,
Це спричинило суттєве ускладнення розрахункiв J̄(ν), хоча для
потенцiалу взаємодiї Ψγδ(r) використовувалася найпростiша зале-
жнiсть (1.2). В даному випадку розрахунок (1.28) можна здiйснити
точно, хоча результат зображається у виглядi безмежного кумулян-
тного ряду.

J(ν) = exp







n0
∑

n≥1

1

n!

∑

γ1,γn

∑

k1,...,kn

Mγ1...γnνk1γ1 ...νknγn







. (1.29)

Тут величина n0 прямує до безмежностi, а Mγ1...γn(k1, ..., kn) – n-тий
кумулянт, який визначається iз спiввiдношення

Mγ1...γn(k1, ..., kn) =
∂n ln J̄(ν)

∂νk1,γ1 ...∂νkn,γn

∣

∣

∣

∣

∣

νki,γi=0

. (1.30)

Оскiльки при розрахунку (1.28) вiдсутня взаємодiя2 маємо

Mγ1...γn(k1, ..., kn) = (−2πi)nV z′γδγ1,γ2 ...δγ1,γnδ~k1+...+~kn . (1.31)

2Зауважимо, що запропонований тут пiдхiд вiдрiзняється вiд циклу попере-
днiх робiт [1-9] не вiдсутнiстю чи наявнiстю системи вiдлiку. Насправдi система
вiдлiку присутня в обох пiдходах. Вiдмiннiсть полягає в тому, що роботи [1-9]
використовують систему вiдлiку у виглядi системи пружних кульок iз взаємодi-
єю (1.2), а пiдхiд, який є запропонований в данiй роботi використовує в якостi
системи вiдлiку невзаємодiючу систему, для якої вiдомий точний вигляд великої
статистичної суми (1.10).
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де z′γ = zγ/Λ
3
γ . Внаслiдок наявностi символiв Кронеккера δγ1γn всi

перехреснi кумулянти (типу Mab чи Maab тощо) обертаються в нуль.
Зауважимо, що аналогiчнi кумулянти вiдмiннi вiд нуля в роботi [8].
Там вони виражаються через фур’є-образи кореляцiйних функцiй
системи вiдлiку. Вiдмiннiсть вiд нуля перехресних кумулянтiв при-
водить до наявностi в показнику експоненти виразу (1.29) доданкiв,
якi створюють принциповi проблеми при розрахунку iнтегралiв за
змiнними (dν) при розрахунку великої статистичної суми (1.27) при
виходi за межi гаусового наближення.

Iншою особливiстю виразiв (1.31) є те, що для будь-якого значен-
ня n можна визначити знак кумулянта. Легко бачити, що знак мiнус
в показнику експоненти (1.29) буде для другого, шостого, десятого
i т.д. кумулянтiв. Для четвертого, восьмого та решти кумулянтiв,
кратних до чотирьох, будемо мати знак плюс бiля вiдповiдної степе-
нi змiнної ν. Тому при виборi величини n0 > 2 у виразi (1.29) слiд
обмежитись n0 = 6, а не n0 = 4, оскiльки подальше iнтегрування зi
змiнними ν в (1.27) приведе до нефiзичних розбiжностей [14,15]. Пi-
сля завершення розрахунку Ξ слiд виразити µγ через число частинок
Nγ , знайдене iз останньої умови (1.8).

Таким чином, маємо наступне представлення великої статисти-
чної суми багатокомпонентної системи

Ξ = Ξ0

∫

(dρ) exp



−1

2

∑

γ,δ

β

V

∑

k

Uγδ(k)ρ~k,γρ~k,δ



×

×
∫

(dν) exp

[

2πi
∑

γ

∑

k

ν~k,γρ~k,γ

]

exp





n0
∑

n≥1

1

n!

∑

γ1,...,γn

∑

k1,...,kn

×

×Mnγ(k1, ..., kn)ν~k1,γ1 ...ν~kn,γn

]

, (1.32)

де для Ξ0 маємо вираз (1.10), Uγδ(k) – фур’є-образи повної мiжча-
стинкової взаємодiї (1.22), кумулянти Mn,γ(k1, ..., kn) виражаються
через активностi zγ = exp(βµγ) та мiстять символи Кронеккера як
за сортами, так i за хвильовими векторами, як це слiдує iз (1.31).
Тому iз (1.32) отримуємо

Ξ = Ξ0

∫

(dρ) exp



−1

2

∑

γ,δ

β

V

∑

k

Uγδ(k)ρ~k,γρ~k,δ



×

×
∫

(dν) exp

[

2πi
∑

γ

∑

k

ν~k,γρ~k,γ

]

exp





n0
∑

n≥1

(−2πi)n

n!

∑

γ

∑

k1,...,kn

×
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×V z′γνk1,γ ...νkn,γδ~k1+...+~kn
]

, (1.33)

Далi є два шляхи для розрахунку (1.33). Перший з них полягає
в iнтегруваннi за змiнними νk,γ , отриманню явного виразу вiдносно
змiнних ρk,γ i подальшого поетапного розрахунку статистичної суми
вiдповiдно до методики, запропонованої в [16]. При цьому спосiб роз-
рахунку термодинамiчних величин слiд змiнити у вiдповiдностi до
роботи [17], де запропоновано метод послiдовного врахування зовнi-
шнього поля, яке в данiй задачi еквiвалентне до наявностi хiмiчних
потенцiалiв µγ .

Щоб проiнтегрувати за змiнними νk,γ , нам слiд спочатку перейти
вiд розгляду неперервної системи до моделi граткового газу. Для цьо-
го розiб’ємо об’єм системи V на B комiрок однакового розмiру v = c3,
V = Bv; причому так, щоб розмiр комiрки приблизно вiдповiдав роз-
мiрам частинок. Далi, перейдемо в (1.33) до змiнних ρ′k,γ = ρk,γ/

√
B,

ν′k,γ =
√
Bνk,γ , i опустивши штрихи, введемо для них вузлове пред-

ставлення

ν̃l =
1√
B

∑

k

νke
−ikl, ρ̃l =

1√
B

∑

k

ρke
ikl. (1.34)

Тепер хвильовий вектор ~k буде змiнюватися в межах першої зони
Брiллюена

B =

{

~k = (kx, ky, kz); ki = −π
c
+
π

c

ni
Li

;ni = 0, 1, ..., 2Li;

Li =

(

V

v

)(1/3)

; i = x, y, z

}

(1.35)

що вiдповiдає об’єму перiодичностi V = Bc3

Λ =

{

~l = (lx, ly, lz)|li = cni;ni = 1, 2, ..., Li;Li =
V

c3
; i = x, y, z

}

(1.36)
в межах якого змiнюється вектор ~l.

В такому випадку, (1.33) набуває вигляду

Ξ = jΞ0

∫

(dρ) exp
[

− 1

2

∑

γδ

B
V

∑

k∈B

βUγδ(k)ρk,γρ−k,δ
]

∏

γ

∏

l∈Λ

Il(ρ)

(1.37)
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де j
∏

Il(ρ) вiдповiдає iнтегруванню по ν

Il(ρ) =

∫

(dνl) exp(2πiνl,γρl,γ) exp
(

vz

n0
∑

n=1

(−2πi)n

n!
νnl,γ
)

(1.38)

Якщо обмежитися наближенням n0 = 6 i ввести позначення

φ(ν) = 2πνl −
(2π)3

3!
ν3l +

(2π)5

5!
ν5l

Υ(ν) =
(2π)2

2!
ν2l −

(2π)4

4!
ν4l +

(2π)6

6!
ν6l (1.39)

то Il(ρ) можна представити у виглядi

Il(ρ) = ec0 exp

(

−
n0
∑

n=1

cn
n!
ρnl,γ

)

(1.40)

де величина cn виражається через спецфункцiї

Ln =

∫ ∞

−∞

dννn[cos(vzφ(ν)) − i sin(vzφ(ν))]e−vzΥ(ν) (1.41)

наступними спiввiдношеннями

ec0 = L0

c1 = −ie−c02πL1

c2 = c21 + e−c0(2π)2L2

c3 = −c31 + 3c1c2 + ie−c0(2π)3L3

c4 = c41 − 6c21c2 + 4c1c3 + 3c22 − e−c0(2π)4L4

c5 = −c51 + 10c31c2 − 10c21c3 + 5c1c4 − 15c1c
2
2 + 10c2c3 − ie−c0(2π)5L5

c6 = c61 − 15c41c2 + 20c31c3 − 15c21c4 + 45c21c
2
2 − 60c1c2c3 + 6c1c5 −

−15c32 + 15c2c4 + 10c23 + e−c0(2π)6L6

Тепер можемо записати велику статистичну суму у формi

Ξ = jΞ0

∫

(dρ)



−
∑

γ

c1
√
Bρ0,γ −

1

2

∑

γδ

B
V

∑

k∈B

Uγδρk,γρ−k,δ

−
∑

γ

(

c2
2

∑

k∈B

ρk,γρ−k,δ −
1√
B
c3
3!

∑

k1,...,k3

ρk1,γ ...ρk3,γδk1+...+k3

− 1

B
c4
4!

∑

k1,...,k4

ρk1,γ ...ρk4,γδk1+...+k4 − ...

)



 (1.42)
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яка дозволяє дослiдження методом, що був запропонований для роз-
рахунку статистичної суми моделi Iзiнга [16] i узагальнений на ви-
падок наявностi зовнiшнього поля [17]

Другий шлях розрахунку (1.33) полягає в переходi вiд сорто-
вих КЗ ρkγ до змiнних, якi б характеризували густиннi та вiдноснi
концентрацiйнi процеси. Наступний роздiл присвячений саме такому
способу розрахунку.

Отриманий вище вираз (1.33) iз кумулянтами (1.31) є записом ве-
ликої статистичної суми системи декiлькох сортiв a1, a2, ..., am ней-
тральних частинок iз попарним потенцiалом взаємодiї (1.13), який
мiстить вiдштовхувальну частину Ψγδ(r) iз (1.14) та притягальну
складову (1.16). При цьому вiдштовхувальна частина Ψγδ(r) мiстить
параметр σγδ, який характеризує власнi розмiри частинок, а також
параметри Aγδ та ∆γδ, якi характеризують iндивiдуальнi особливостi
вiдштовхування частинок сортiв γ та δ. Притягальна частина Φ̃γδ(r)
мiстить параметр Rγδ (значення r, при якому досягається мiнiмум
Φ̃γδ(r), який пов’язаний iз σγδ спiввiдношенням (1.18) та параметри
ǫγδ, αγδ та s, якi описують особливостi взаємодiї частинок сорту γ
та δ.

Крiм представлення (1.33), яке слiдує iз формули (1.9) та форми
якобiану переходу (1.25), має мiсце iнше представлення великої ста-
тистичної суми n-компонентної системи нейтральних частинок. Воно
слiдує iз виразу (1.25), який можемо записати у двох еквiвалентних
формах, використовуючи властивiсть

exp

(

∑

γ

βµγNγ

)

= exp

(

∑

γ

βµγ ρ̂0,γ

)

. (1.43)

Приймаючи до уваги наявнiсть в (1.25) добутку δ-функцiї, маємо

exp
∑

γ

(βµγ ρ̂0,γ) = exp
∑

γ

(βµγρ0,γ) . (1.44)

Використовуючи останню рiвнiсть, запишемо статсуму (1.9) у вигля-
дi

Ξ =

∫

(dρ) exp



− β

2V

∑

γ,δ

∑

k

Uγδ(k)ρk,γρ−kδ +
∑

γ

βµγρ0,γ



J0(ρ),

(1.45)
де величина J0(ρ) вiдрiзняється вiд аналогiчної величини iз (1.25)
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вiдсутнiстю залежностi вiд хiмiчного потенцiалу. Маємо

J0(ρ) =
∏

γ

∞
∑

Nγ=0

1

Nγ !

∫

(dΓγ)







δ(ρ0γ − ρ̂0γ)
∏

k 6=0

δ(ρk,γ − ρ̂k,γ)







.

(1.46)
Використовуючи iнтегральне представлення (1.26) знаходимо

Ξ =

∫

(dρ) exp



−β
2

1

V

∑

γ,δ

∑

k

Uγδ(k)ρ~k,γρ−~k,γ +
∑

γ

βµγρ0,γ





∫

(dν) exp(2πi
∑

γ

∑

k

νkγρkγ)J̄0(ν), (1.47)

де

J̄0(ν) =
∏

γ

∞
∑

Nγ=0

1

Nγ !

∫

(drγ) exp(−2πi
∑

k

[νk,γ ρ̂k,γ ]).

Зобразимо J̄0(ν) у виглядi кумулянтного ряду

J̃0(ν) =
∏

γ

exp

[

n0
∑

n=0

(−2πi)n

n!
M(0)

γ1...γn(k1...kn)νk1γ...νknγ

]

. (1.48)

Знайдемо кумулянти M(0)
γ1...γn(k1...kn) iз умови (1.30). Для n-того ку-

мулянта:
Mnγ(k1, ..., kn) = V δk1+...+kn . (1.49)

Вираз не залежить вiд сорту частинки. Тому маємо альтернативу
(1.33)

Ξ = Ξ0

∫

(dρ) exp



−1

2

∑

γδ

β

V

∑

k

Uγδ(k)ρkγρ−kδ + β
∑

γ

µγρ0,γ





∫

(dν) exp(2πi
∑

γ

∑

k

νk,γρk,γ)

∏

γ

exp





n0
∑

n=1

(−2πi)n

n!

∑

k1,...,kn

V νk1,γ ...νkn,γδk1+...+kn





(1.50)

Зауважимо, що з математичної точки зору представлення (1.33) та
(1.50) є еквiвалентними. Який з них зручнiший для використання,
стане зрозумiло з подальшого розгляду.
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2. Представлення великої статистичної суми дво-

сортної неперервної системи поблизу критичних

точок розшарування та переходу рiдина-газ

Даний роздiл буде присвячений розрахунку виразу (1.33) для випад-
ку двосортної системи, для якої ми введемо концентрацiйнi змiннi,
якi вiдповiдальнi за фазовий перехiд розшарування, i густиннi, що
вiдповiдають фазовому переходу рiдина-газ в системi.

Виконаємо в (1.33) замiну змiнних ρk,γ наступним чином

ρ~k,a =
1

2

√
B(η~k + σ~k), ρ~k,b =

1

2

√
B(η~k − σ~k). (2.1)

Для нових змiнних η~k та σ~k маємо рiвностi

η~k =
1√
B
(ρ~ka + ρ~kb); σ~k =

1√
B
(ρ~ka − ρ~kb). (2.2)

Змiна η~k описує густиннi ефекти, а змiнна σ~k – концентрацiйнi [2–4].
Поряд iз (2.1) виконаємо в (1.33) також замiну змiнних

ν~k,a =
1

2
√
B
(ϕ~k + ψ~k); ν~k,b =

1

2
√
B
(ϕ~k − ψ~k). (2.3)

Тут
ϕ~k =

√
B(ν~k,a + ν~k,b); ψ~k =

√
B(ν~k,a − ν~k,b). (2.4)

Елемент фазового простору

(dρ)(dν) = (2)−4B(dη)B(dσ)B(dϕ)B(dψ)B. (2.5)

Приймаючи до уваги (2.1) та (2.3), знаходимо

Ξ = (2)−4BΞ0

∫

(dη)(dσ)J(η, σ) ×

× exp







−1

2
β
∑

~k∈B

[

V (k)η~kη−~k +Ψ(k)η~kσ−~k +W (k)σ~kσ−~k

]







, (2.6)

де

V (k) =
1

4c3
(Uaa(k) + 2Uab(k) + Ubb(k)) ,

Ψ(k) =
1

2c3
(Uaa(k)− Ubb(k)) ,

W (k) =
1

4c3
(Uaa(k)− 2Uab(k) + Ubb(k)) . (2.7)
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Якобiан переходу J(η, σ) має вигляд

J(η, σ) =

∫

(dϕ)(dψ) exp

[

πi
∑

k∈B

(ϕ~kη~k + ψ~kσ~k)

]

J(ϕ, ψ). (2.8)

Для J(ϕ, ψ) маємо вираз

J(ϕ, ψ) = exp
{

−πi
√
Bnaaϕ0 − πi

√
Bnabψ0−

−π
2

2

∑

k∈B

[

naa(ϕ~kϕ−~k + ψ~kψ−~k) + 2nabϕ~kψ−~k

]

+

+
(−πi)3

3!

1√
B

∑

k1,...,k3

[

naa(ϕ~k1ϕ~k2ϕ~k3 + 3ϕ~k1ψ~k2ψ~k3)+

+ nab(3ψ~k1ϕ~k2ϕ~k3 + ψ~k1ψ~k2ψ~k3)
]

δ~k1+~k2+~k3 +

+
(πi)4

4!

1

B
∑

k1,...,k4

[

naa(ϕ~k1 ...ϕ~k4 + 6ϕ~k1ϕ~k2ψ~k3ψ~k4 + ψk1 ...ψk4)

+ nab(4ϕ~k1 ...ϕ~k3ψ~k4 + 4ψ~k1 ...ψ~k3ϕ~k4)
]

δ~k1+...+~k4 +

+
(−iπ)5

5!

1
√
B3/2

∑

k1,...,k5

[

naa(ϕ~k1 ...ϕ~k5 +

+10ϕ~k1 ...ϕ~k3ψ~k4ψ~k5 + 5ϕ~k1ψ~k4 ...ψ~k5)+

+ nab(5ϕ~k1 ...ϕ~k4ψ~k5 + 10ϕ~k1ϕ~k2ψ~k3 ...ψ~k5 + ψ~k1 ...ψ~k5)
]

δ~k1+...+~k5 −
π6

6!

1

B2

∑

k1,...,k6

[

naa(ϕ~k1 ...ϕ~k6+

+15ϕ~k1 ...ϕ~k4ψ~k5ψ~k6 + 15ϕ~k1ϕ~k2ψ~k3 ...ψ~k6 + ψ~k1 ...ψ~k6) +

+nab(6ϕ~k1 ...ϕ~k5ψ~k6 + 20ϕ~k1 ...ϕ~k3ψ~k4 ...ψ~k6 +

+6ϕ~k1ψ~k2 ...ψ~k6)
]

δ~k1+...+~k6+...

}

. (2.9)

Тут

naa ≡ V

B
(

eβµ
′

a + eβµ
′

b

)

≡ v (z′a + z′b)

nab ≡
V

B
(

eβµ
′

a − eβµ
′

b

)

≡ v (z′a − z′b) . (2.10)

Пiдставляючи (2.9) в (2.8), а останнiй вираз в (2.6), одержуємо
загальне представлення великої статистичної суми двокомпонентної
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просторово- однорiдної системи нейтральних частинок поблизу кри-
тичних точок фазового переходу розшарування та рiдина-газ

Ξ = Ξ02
−4B

∫

(dη)(dσ) exp

{

−1

2
β
B
V

∑

k∈B

[

V (k)η~kη−~k +Ψ(k)η~kσ−~k +

+W (k)σ~kσ−~k

]}

∫

(dϕ)(dψ) exp

[

πi
∑

k∈B

(ϕkηk + ψkσk)

]

J(ϕ, ψ). (2.11)

Подальшим завданням є розрахунок явного виразу (2.11). Ви-
конаємо його в декiлька етапiв. Спочатку знайдемо гаусове набли-
ження статистичної суми (2.11) та iнших термодинамiчних функцiй.
Зрозумiло, що такi розрахунки справедливi для областi високих тем-
ператур (T > TG). Наступним етапом буде використання негаусових
розподiлiв флуктуацiй i опис критичної областi.

Особливiстю розрахунку є те, що пiсля формального розрахунку
Ξ слiд знайти вирази для хiмiчних потенцiалiв як функцiй середньо-
го числа частинок, а лише тодi отримати рiвняння стану.

3. Гаусове наближення для якобiану переходу в

просторi густинних (ηk) та концентрацiйних (σk)
змiнних

Використаємо вираз (2.11) для розрахунку великої статистичної су-
ми двокомпонентної системи нейтральних частинок, де для якобiану
J(ϕ, ψ) скористаємося гаусовим наближенням. Останнє полягає в не-
хтуваннi доданками вище другого степеня змiнних ϕk та ψk у виразi
(2.9). Маємо

ΞG = Ξ02
−4B

∫

(dη)(dσ) exp

{

−1

2
β
∑

k∈B

[V (k)ηkη−k+

+ Ψ(k)ηkσ−k +W (k)σkσ−k]}JG(η, σ). (3.1)

Тут

JG(η, σ) =

∫

(dϕ)(dψ) exp(πi
∑

k∈B

(ϕkηk + ψkσk))JG(ϕ, ψ), (3.2)
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причому JG(ϕ, ψ) гаусове наближення виразу (2.9)

JG(ϕ, ψ) = exp
{

−πi
√
B (naaϕ0 + nabψ0)−

−π
2

2

∑

k∈B

[naa(ϕkϕ−k + ψkψ−k) + 2nabϕkψ−k]

}

. (3.3)

Зобразимо (3.2) у так званому вузловому представленнi

J
(1)
G (η, σ) = jψjϕ

B
∏

l=1

∫ ∞

−∞

dψl exp(πiψlσl − iπnabψl −
π2

2
naaψ

2
l )Jψ ,

(3.4)
де

Jψ =

∫ ∞

−∞

dϕl exp

{

πiϕlηl − iπnaaϕl −
π2

2
naaϕ

2
l − π2nabϕlψl

}

. (3.5)

Тут jϕ – якобiан переходу вiд ϕk до ϕl змiнних, а jψ вiд ψk до ψl:

dϕ0

′
∏

k

dϕckdϕ
s
k = jϕ

∏

l

ϕl; jϕ = jψ = 2(B−1)/2. (3.6)

Результат розрахунку (3.5) наступний

Jψ =

(

2

πnaa

)1/2

exp

[

− 1

2naa
η2l + ηl −

naa
2

− iπ
nab
naa

ηlψl+

+
π2

2

n2
ab

naa
ψ2
l + iπnabψl

]

. (3.7)

Зауважимо, що останнiй доданок в показнику експоненти (3.7) ско-
рочується iз вiдповiдним доданком в (3.4). Маємо

JG(η, σ) = jϕjψ

(

2

πnaa

)B/2

e−
1

2
Bnaa ×

× exp

(

− 1

2naa

∑

l

η2l +
∑

l

ηl

)

∏

l

Il(σ, η), (3.8)

де

Il(σ, η) =

∫ ∞

−∞

dψl exp

(

πiψlσl − iπ
nab
naa

ηlψl −
π2

2
naaψ

2
l

(

1− n2
ab

n2
aa

))

.

(3.9)
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Цей iнтеграл обчислюється точно i для Ξ
(1)
G отримуємо

Ξ
(1)
G = Ξ

(0)
G

∫

(dη)(dσ) exp

{

√
Bη0 −

1

2

∑

k∈B

[

Dη(k)η~kη−~k+

+ Dησ(k)η~kσ−k +Dσ(k)σkσ−k
]}

, (3.10)

де введене позначення

Ξ
(0)
G = Ξ02

−(2B+1)π−B exp

[

−1

2
Bnaa

]

(

v2z′az
′
b

)− 1

2
B
, (3.11)

а також

Dη(k) = βV (k) +
1

4v

(

e−βµ
′

a + e−βµ
′

b

)

Dησ(k) = βΨ(k) +
1

2v

(

e−βµ
′

a − e−βµ
′

b

)

,

Dσ(k) = βW (k) +
1

4v

(

e−βµ
′

a + e−βµ
′

b

)

. (3.12)

Вираз (3.10) отриманий iз (3.1) шляхом iнтегрування за змiнними
ψ~k, а згодом за змiнними ψ~k. При розрахунку (3.2) можемо змiнити
порядок iнтегрування: спочатку виконати розрахунок iнтегралiв за
змiнними ψk, а тодi за змiнними ϕk. Результат вiд цього не змiниться.

Наступним кроком розрахуємо вираз (3.10), взявши спочатку iн-
теграл по змiнних σk, а потiм по ηk. Отримаємо

Ξ
(1)
G = Ξ0(v

2z′az
′
b)

−B/2 exp(−vB
2
(z′a + z′b))× (3.13)

× exp
( 2BDσ(0)

4Dσ(0)Dη(0)−D2
ησ(0)

)

∏

k

(

4Dσ(k)Dη(k)−D2
ησ(k)

)−1/2

Знайшовши вираз для ln ΞG, тепер можна записати рiвняння ста-
ну

pV

kBT
= lnΞ0 −

B
2
ln(v2z′az

′
b)−

vB
2
(z′a + z′b) +

2BDσ(0)

4Dσ(0)Dη(0)−D2
ησ(0)

−1

2

∑

k∈B

ln(4Dσ(k)Dη(k)−D2
ησ(k)) (3.14)

виразивши попередньо величини z′γ (γ = a, b) через середнi числа
частинок рiзних сортiв Nγ за допомогою рiвняння

Nγ = zγ
∂

∂zγ
ln Ξ (3.15)
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Зауважимо, що рiвняння (3.14) має мiсце лише для високих тем-
ператур. Для опису системи в областi низьких температур, яка вклю-
чає рiдку фазу, необхiдно використовувати негаусовi розподiли флу-
ктуацiй параметра порядку. При цьому, якщо температури низькi та
значно меншi за T (G)

c , то можливо слiд використати iнверсний гаусо-
вий режим, який утворюється в результатi видiлення частини вiльної
енергiї, пов’язаної з параметром порядку. Для низьких температур
будемо мати знову гаусовий розподiл флуктуацiй (iнверсний), однак
буде присутня вiльна енергiя впорядкування (енергiя Ландау).

Якщо в (1.33) не робити перетворення (2.1 - 2.3), а проводити роз-
рахунки в сортових змiнних ρk,γ , то в гаусовому наближеннi отри-
маємо наступний вираз

Ξ = exp
(V

2
(z′a + z′b)

)

(v2z′az
′
b)

−B/2× (3.16)

× exp

(B
2

(da(0) + db(0)− 2dab(0))

da(0)db(0)− d2ab(0)

)

∏

k

(

da(k)db(k)− d2ab(k)
)−1/2

де для зручностi введенi наступнi позначення

dγ(k) =
1

v

[

βUγγ(k) +
1

z′γ

]

, γ = a, b;

dab(k) =
βUab(k)

v
(3.17)

причому вирази (3.16) i (3.13) абсолютно однаковi, якщо коефiцiєнти
(3.12) i (3.17) виразити через потенцiал взаємодiї мiж частинками
Uγδ(k) i величини z′γ . Зокрема для рiвняння стану маємо

pV

kBT
=
V

2
(z′a + z′b) +

+
Bv

2

(

z′a + z′b + z′az
′
bβ(Uaa(0) + Ubb(0)− 2Uab(0))

)

(

1 + βz′aUaa(0) + βz′bUbb(0) + z′az
′
bβ

2(Uaa(0)Ubb(0)− U2
ab(0))

) −

−1

2

∑

k∈B

ln
[

1 + βz′aUaa(k) + βz′bUbb(k) + z′az
′
bβ

2(Uaa(k)Ubb(k)− U2
ab(k))

]

де величини z′a i z′b мають бути визначеними за допомогою системи
рiвнянь

〈Nγ〉 = zγ
∂

∂zγ
ln ΞG =

V

2
z′γ + (3.18)
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+
V

2

z′γ (1 + z′δβ(Uγγ(0) + Uδδ(0)− 2Uγδ(0)))

1 + z′γβUγγ(0) + z′δβUδδ(0) + z′γz
′
δβ

2(Uγγ(0)Uδδ(0)− U2
γδ(0))

−

−
V z′γ
2

[

z′γ + z′δ + z′γz
′
δβ(Uγγ(0) + Uδδ(0)− 2Uγδ(0))

]

[

1 + z′γβUγγ(0) + z′δβUδδ(0) + z′γz
′
δβ

2(Uγγ(0)Uδδ(0)− U2
γδ(0))

]2

×
[

βUγγ(0) + β2z′δ(Uγγ(0)Uδδ(0)− U2
γδ(0))

]

−

−1

2

∑

k∈B

z′γ [βUγγ(k) + z′δβ
2(Uγγ(k)Uδδ(k)− U2

γδ(k))]

1 + z′γβUγγ(k) + z′δβUδδ(k) + z′γz
′
δβ

2(Uγγ(k)Uδδ(k)− U2
γδ(k))

Тут γ = a, b, причому коли γ приймає значення сорту a, то δ = b i
навпаки.

Розглянемо границю iдеального газу, U ≡ 0. Будемо мати насту-
пнi вирази

pV

kBT
= V (z′a + z′b) = lnΞ (3.19)

i

〈Na〉 =
∂ ln Ξ

∂ ln za
= V z′a,

〈Nb〉 =
∂ ln Ξ

∂ ln zb
= V z′b, (3.20)

звiдки знаходимо розв’язки для z′a i z′b

z′a =
〈Na〉
V

≡ ρa, z′b =
〈Nb〉
V

≡ ρb. (3.21)

Пiдставляючи цi значення в вираз (3.19), отримуємо рiвняння стану
iдеального газу

pV = (〈Na〉+ 〈Nb〉)kBT (3.22)

Зауважимо, що в рiвняннi для iдеального газу (3.19) присутнi
лише лiнiйнi члени по величинi z. Для наступного наближення вра-
хуємо квадратичнi по z внески

pV

kBT
=

V (z′a + z′b)

2
+

V (z′a + z′b)/2

1 + z′aβUaa(0) + z′bβUbb(0)
+

+
V

2
z′az

′
b[βUaa(0) + βUbb(0)− 2βUab(0)]−

−1

2

∑

k

ln[1 + z′aβUaa(k) + z′bβUbb(k)] (3.23)
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Тодi вирази для середнього значення числа частинок сорту γ набуває
вигляду

〈Nγ〉 =
V z′γ
2

+
V z′γ/2

1 + z′γβUγγ(0) + z′δβUδδ(0)
+
V z′γ(z

′
γ + z′δ)βUγγ(0)

2

+
V

2
z′γz

′
δ[βUγγ(0) + βUδδ(0)− 2βUγδ(0)]−

−1

2

∑

k

z′γβUγγ(k)

1 + z′γβUγγ(k) + z′δβUδδ(k)
(3.24)

де як i ранiше, γ = a, b, причому коли γ приймає значення сорту a,
то δ = b i навпаки.

Пiдставимо вирази (3.24) в (3.23), а потiм для одержаного виразу,
подiбно до методу послiдовних наближень, використаємо розв’язки
(3.21), якi приймаємо за нульове наближення. Таким чином, остато-
чно в гаусовому наближеннi рiвняння стану набуває такої форми

pV

kBT
= 〈Na〉+ 〈Nb〉+

〈Na〉2βUaa(0) + 〈Nb〉2βUbb(0)
2V

+

+
〈Na〉〈Nb〉

V
βUab(0) +

1

2V

∑

k

〈Na〉βUaa(k) + 〈Nb〉βUbb(k)
1 + 〈Na〉

V βUaa(k) +
〈Nb〉
V βUbb(k)

−

−1

2

∑

k

ln[1 +
〈Na〉
V

βUaa(k) +
〈Nb〉
V

βUbb(k)] (3.25)

Цей вираз легко зводиться до вiдповiдного виразу для простої, одно-
компонентної системи (наприклад, див. [18])

pV

kBT
= 〈N〉+ 〈N〉2βU(0)

2V
+

1

2

∫

dk

(2π)3
〈N〉βU(k)

1 + 〈N〉
V βU(k)

−

−V
2

∫

dk

(2π)3
ln [1 +

〈N〉
V

βU(k)] (3.26)

Тут ми перейшли вiд пiдсумовування за хвильовим вектором k до
iнтегрування, V −1

∑

k
→
∫

dk/(2π)3.

4. Висновки

Запропонований пiдхiд до опису критичної поведiнки двокомпонен-
тної системи в околi критичної точки розшарування. Його особли-
вiстю є використання системи вiдлiку у виглядi невзаємодiючих ча-



24 Препринт

стинок. Розрахунок великої статистичної суми проводиться з вико-
ристанням множини колективних змiнних. Вiдмова вiд використан-
ня системи вiдлiку у виглядi твердих кульок обумовлена декiлькома
причинами. Однiєю з них є використання рiзних методiв розрахун-
ку якобiана переходу та виразу для статистичної суми. Якщо яко-
бiан переходу розраховується в просторi iндивiдуальних координат,
то статистична сума обчислюється в просторi колективних змiнних.
Кожен з них вимагає використання рiзних наближень, якi не вда-
ється узгодити мiж собою. Використання системи невзаємодiючих
частинок як системи вiдлiку дозволяє знайти явний вигляд якобiана
переходу без використання будь-яких наближень. При цьому куму-
лянти, якi входять до складу якобiана переходу, є функцiями хiмi-
чного потенцiалу.

Iншою перевагою такої системи вiдлiку є вiдсутнiсть перехресних
кумулянтiв, якi включають змiннi νk,γ рiзних сортiв. Наявнiсть та-
ких доданкiв в якобiанi переходу для системи вiдлiку твердих кульок
створює принциповi труднощi при подальшому розрахунку статисти-
чної суми.

Ще однiєю особливiстю використання системи вiдлiку невзаємо-
дiючих частинок є можливiсть визначення знаку будь-якого куму-
лянта. Причому цей знак не залежить вiд величини хiмiчного потен-
цiалу, в той час, коли знак кумулянтiв для системи вiдлiку твердих
сфер змiнюється в залежностi вiд густини останнiх. Це створює не-
зручностi при виборi форми представлення якобiана переходу.

Головною перевагою використання системи вiдлiку у виглядi нев-
заємодiючих частинок для опису фазового переходу розшарування
чи переходу рiдина-газ є можливiсть запису функцiонального пред-
ставлення великої статистичної суми для частинок рiзних розмiрiв
та вiдмiнними мiж собою потенцiалами взаємодiї, чого не вдається
здiйснити при використаннi системи твердих кульок як системи вiд-
лiку.

В роботi отримано рiвняння стану двокомпонентної системи в га-
усовому наближеннi.
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